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Condiciones de cadena en espacios topolégicos, de Alejandro Rios Herrejon y Angel Tamariz
Mascarta, es un texto de nivel medio.

Lateoria de procesos estocdsticos constituye hoy en dia una rama ampliamente desarrollada
de la probabilidad, con aplicaciones tanto dentro de la matemdtica como fuera de ella, en
dreas tales como ingenieria, genética, estadistica, biomatematicas, economia matematica y
telecomunicaciones, entre otras. Existe también una conexién dentro de las matemadticas entre
los procesos estocdsticos y las ecuaciones con derivadas parciales deterministas, los semigrupos
de operadores y la teoria del potencial.

El material del libro est4 pensado para proporcionar una cultura bdsica modernay sélida en
el drea de los procesos estocdsticos, cultura que permita seguir con éxito en varias direcciones
de investigacién o aplicaciones.
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Introduccion

El material que presentamos en este libro esta dirigido a los estudiantes avanzados
de alguna licenciatura en matematicas, a estudiantes de posgrado, a profesores e
investigadores interesados en la topologia conjuntista y en la teoria de conjuntos, y en
fin a todos aquellos atraidos en analizar las relaciones de la topologia con los ordenes
parciales, las dlgebras booleanas, la combinatoria infinita, los ntimeros ordinales y
cardinales, los filtros y ultrafiltros, y los axiomas adicionales a ZFC.

El proyecto de reunir el material que presentamos en este texto, se inicié cuando
los autores nos planteamos la pregunta de cudndo podemos, al tomar una familia
“grande” de subconjuntos abiertos en un espacio topolégico, garantizar la existencia
de una subcoleccién suficientemente “grande” atin, cuyos elementos contengan un
punto en comun, o por lo menos que las relaciones conjuntistas de los elementos de
esta subfamilia generen un filtro.

Este problema esté evidentemente ligado al estudio de la fuerte estructura de los
espacios topolégicos que cumplen la condicion de cadena numerable, o en términos
mads actuales, espacios de celularidad numerable; es decir, espacios cuyas familias
de abiertos ajenos por pares son numerables, de “pequefio” tamafio. La pregunta
concreta que nos planteamos fue: ;Todo espacio con celularidad numerable satisface
que cualquiera de sus colecciones de cardinalidad X; formada por conjuntos abiertos
posee una subcoleccion de la misma cardinalidad X; cuyos elementos comparten por
lo menos un punto del espacio?

Estdbamos de esta manera invocando lo que suele llamarse condiciones de cadena
en espacios topolégicos, y con ello a una serie de herramientas conjuntistas involucra-
das; en particular, claro estd, ala aritmética de ordinales y cardinales, ala combinatoria
infinita, a las familias casi ajenas, al Teorema de la Raiz, a la teoria de Ramsey;, y, por
fin, a los axiomas adicionales y consistentes con los axiomas de Zermelo-Fraenkel
mads el axioma de eleccién (ZFC) como son la Hip6tesis del Continuo y el Axioma de
Martin.

El lenguaje bésico que nos permite adentrarnos a todo este asunto es sin duda el
de funcién topolégica de cardinales; es decir, funciones que asocian a cada espacio
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topolégico un namero cardinal de tal modo que a espacios homeomorfos le corres-
ponden el mismo ntmero cardinal. Mencionemos aqui a guisa de ejemplo dos de
ellas involucradas intimamente a nuestro texto: La densidad de un espacio X, d(X),
es el minimo nimero cardinal de un subconjunto denso de X; y la celularidad de X,
¢(X), que es el supremo de los ntimeros cardinales de las coleccciones formadas por
abiertos disjuntos por pares.

El concepto central de esta monografia es el de calibre: Un ntimero cardinal k es
un calibre del espacio X si para cada familia de subconjuntos abiertos de X indizada
pork, % ={U: : & <k}, existe J(%) Sk talque |J (%) =k y( {U:: & € J(% )} #0.

La reflexion sobre los calibres se inicia con los trabajos de Sanin en los afios 1946 -
1948'. Sobresale el teorema de Sanin relacionado con calibres en productos de espa-
cios, que en este libro se trata en el capitulo 2 (véase en particular el teorema 2.5.5).
La idea de celularidad fue estudiada por Cantor en 1882, [12], y aparece en el famoso
problema de Souslin presentado en 1930 [73], relacionado estrechamente con nuestro
temay que estudiamos en la seccién 7 del capitulo 3. Sin embargo, la celularidad fue
trabajada por primera vez de manera mds formal y sistemdtica por Kurepa en 1935
[43].

La numerosa coleccién de resultados, técnicas, relaciones entre diferentes nocio-
nes matematicas que da lugar al problema de determinar los calibres de un espacio
topolégico, hasta los afios 80 del siglo pasado, fue recopilada en una excelente mono-
grafia de la autoria de W.W. Comfort y S.A. Negrepontis titulada Chain conditions in
topology, publicada por Cambridge University Press en 1982 [16].

Posteriormente a este célebre texto, han habido esfuerzos para determinar los cali-
bres de diversas clases de espacios topolégicos. En particular, en grupos topolégicos
podemos mencionar las investigaciones de Arkhangel’skii y Tkhachenko, algunos de
cuyos resultados presentamos en el capitulo 4 (véase, A. Arhangel’skii, M. Tkhachenko,
Topological Groups and Related Structures, Atlantis Studies in Mathematics, vol. 1,
Editor: J. van Mill, Atlantis Press / World Scientific, 2008, [6]).

También se han estudiado calibres en espacios de funciones continuas. Principal-
mente, en esta drea, mencionamos y revisamos de varios de los teoremas de V. Tkachuk
en el capitulo 8. (Recomendamos al lector interesado en los espacios de funciones
continuas con la topologia de la convergencia puntual acercarse a la extensa obra de
cuatro volimenes de V. Tkachuk titulada A C,, -Theory Problem Book publicada por
Springer entre los afios de 2011 y 2016, en su serie Problem books in Mathematics
([84], [83], [81], [82]).

En la presente monografia incluimos nuestras aportaciones al tema de los calibres;
en particular, el estudio de los precalibres en espacios producto (teorema 2.5.10),
calibres en los espacios de subconjuntos finitos con la topologia de Pixley—Roy que

!Las notas histéricas incluidas en esta introduccién son extraidas del libro de Comfort y Negrepontis
Chain conditions in topology [16].
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vemos en el capitulo 6, y el anélisis de la diferencia entre la nocién de calibre que
usamos aqui y la presentada por Engelking en su célebre libro [20], que tratamos en el
capfitulo 5.

En el capitulo 1 vemos resultados bésicos en topolologia y en teoria de conjun-
tos e iniciamos el estudio de las condicones de cadena en conjuntos parcialmente
ordenados. En el capitulo 2, iniciamos el etudio de calibres, precalibres y precalibres
débiles en espacios topolégicos, y presentamos los espacios de Sanin. En particular
tratamos los teoremas de las condiciones de cadena en producto de espacios, y tra-
tamos el delicado problema del papel de los cardinales singulares como calibres. El
capitulo 3 se dedica al estudio de la celularidad en espacios producto y se muestra
cémo en este punto se involucran el Axioma de Martin, CH y la linea de Souslin. Los
precalibres en grupos topolégicos los estudiamos en el capitulo 4. Ademads, en este
capitulo vemos con més detenimiento a los espacios de Sanin. El capitulo 5 lo dedi-
camos a la discusion sobre la diferencia entre la definicién indizada del concepto de
calibre que adoptamos en este trabajo, y aquella de Engelking (véase [20, 2.7.11, p.
116]) que dice: un cardinal xk > X, es un calibre para un espacio X si cualquiier familia
de cardinalidad x consistente en subconjuntos abiertos no vacios de X, contiene una
subfamilia de cardinalidad x con interseccién no vacia. El capitulo 6 estd dedicado
al espacio de subconjuntos finitos con la topologia de Pixley-Roy, y al estudio de los
espacios débilmente separados introducidos por M. Tkachenko en [77]. Finalmente,
el capitulo 7 lo dedicamos a analizar los calibres en espacios de funciones continuas
con la topologia de la convergencia puntual. Incluimos a lo largo de esta monografia
algunos problemas cuya solucién no conocemos y que creemos producen buenos
temas de investigacion.

Queda fuera del presente trabajo temas tan importantes como los calibres de
espacios de subconjuntos con la topologia de Vietoris, también el de calibres en
espacios de funciones continuas con topologias uniformes sobre compactos, y sobre
cerrados separables. Este es un trabajo pendiente que abordaremos en un trabajo
posterior.

A quienes se interesen en los temas tratados en este texto y decidan adentrarse en
él, les recomendamos haber tenido ya un entrenamiento en topologia general (véanse
los libros de E Casarrubias y A. Tamariz, Elementos de Topologia General, Aportaciones
Matematicas, 37, Instituto de Matematicas, UNAM, 2023 [13]; y Topologia General de
Richard G. Wilson y René Benitez, publicado por Trillas en 2017, [92]). Con respecto a
lo concerniente a la Teoria de Conjuntos, sugerimos que el lector esté familiarizado
con los temas tratados, por ejemplo, en Teoria de Conjuntos de Fernando Hernandez
publicado en Aportaciones Matematicas del Instituto de Matemadticas, UNAM, [31].

Agradecemos a la Profesora Maria Cristina Sdnchez Fuentes por su apoyo en cues-
tiones de redaccién, ortografia y sintaxis de esta monografia en espanol, y en los
articulos de investigacion escritos en inglés que resultaron de este trabajo.
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Preliminares

El objetivo de este capitulo es familiarizar al lector con los conceptos bésicos de teoria
de conjuntos y topologia general que se utilizardn a lo largo de este trabajo. Ademas,
se proporciona una breve introduccién a los conjuntos preordenados y se establecen
hechos basicos al respecto de las condiciones de cadena en éstos.

1.1. Teoria de conjuntos

Cualquier concepto conjuntista que no aparezca definido aqui deberd entenderse
como en [31].

Si X y Y son conjuntos, los simbolos XUY, XNY y X\ Y son, correspondiente-
mente, la union, la interseccién y la diferenciade X con Y.

Por otra parte, Z(X) es el conjunto potenciade X, es decir, un conjunto A pertenece
a H(X)siysolo si A es un subconjunto de X (en simbolos, A € X). Un subconjunto
o/ de P(X) es una familia de subconjuntos de X . Ademas, |_J .« representa la unién
de los elementos de </ y, si &/ es no vacio, ﬂ o/ esla interseccion de los elementos de
</ . También, si Y C X, la traza de </ sobre Y es el conjunto </ [y:={ANY :Aec o}
Adicionalmente, <7 es ajena por paressi AN B ={) para cualesquiera A, B € <7 distintos.

Sea f unafuncién. El dominiode f yla imagende f son, respectivamente, dom(f) :=
{x :3y((x,y) € )} yimg(f) :=={y : 3x((x, y) € f)}. Por otro lado, si dom(f) = X y
img(f) C Y (es decir, si f : X — Y), diremos que f es inyectiva si para cualesquiera
x,y € X la condicién f(x)= f(y) implica que x = y; suprayectivasi paratodo y € Y
existe x € X con f(x)=y, y biyectiva i es inyectiva y suprayectiva. En particular, la
expresion X es equipotente a Y significa que existe una funcion biyectiva entre X y Y.

Por otra parte, si A es un subconjunto de X, B es un subconjunto de Y y z es un
elemento de Y, los conjuntos f[A]:={y €Y :dx e X(f(x)=y)}, f[Bl:={xeX:
Ay e Y(f(x)=y)y fHz} = f[{z}]={x € X : f(x) = z} son, respectivamente, la
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imagen directade A bajo f,1a imagen inversa de B bajo f yla fibrade z bajo f. También,
la restriccion de f al conjunto A es la funcién f[,: A— Y dada por (f[4)(x) := f(x).

El simbolo X Y representa la coleccién de funciones de X en Y. Una coleccién de
funciones .7 es una familia compatible de funcionessi| J.# es una funci6n. Equiva-
lentemente, .% es una familia compatible de funciones si para cualesquiera f,g € %
se satisface que f U g es una funcién.

El conjunto X es numerable si existe una funciéon inyectiva de X en w y es finito
cuando X es numerable y no es equipotente con w. Ademas, el simbolo | X | representa
la cardinalidad de X, es decir, |X| es el inico ordinal con el que X es equipotente.
Adicionalmente, si k es un nimero cardinal, se definen

[X]* :={AC X :|A| <k}, [X]F :={AC X :|A| =K} Y [X]™ :=[X] U[XT*.

Si A es un ntimero cardinal y {X,, : @ < A} es una familia de conjuntos, el simbolo
[ 1<s X« €s el producto cartesiano de la coleccion {X, : @ < A}; es decir, un conjunto
x pertenece a [ [,., X, siy solo si x es una funcion de eleccién para {X, : a < A},
ie, x:A—|J,<, X, satisface x(a) € X,, para cualquier @ < A. También, es costumbre
denotar como una “sucesion transfinita” a los elementos de [ [, X,; verbigracia, la
funcioén x € [ [,., X, queda representada como (x,),<, donde x, := x(a) para toda
a<A.

Con la notaci6n del parrafo previo, para cada @ < A la funcién 7, : | | p<2 Xp — Xq
determinada mediante 77, (x) := x(a) es conocida como la a-ésima proyeccion canénica.
Adicionalmente, si X es un conjunto y X, = X para cualquier a < A, entonces el
producto [ [,,., X, se denota por X*. Por otra parte, un subproductode [ |, X, es
un producto de la forma [ | ,.; X,, donde S es un subconjunto de A. Ademds, diremos
que [ [,cs X, €s un subproducto finito de [ [ ,., X, cuando S € [A]<*\ {#}.

Los conjuntos N, Z, Q y R son, respectivamente, el conjunto de nimeros enteros
positivos, el conjunto de ntimeros enteros, el conjunto de nimeros racionales y el
conjunto de niimeros reales.

Si @ es un nimero ordinal, X, representa el ntimero cardinal del conjunto w,,.
Ademds, empleamos el simbolo w para denotar al primer ordinal infinito y, por ende,
al primer cardinal infinito, mientras que c es el nimero cardinal de R.

La cofinalidad de un cardinal k, cf(x), es el minimo ntimero ordinal para el cual
existe una funcion f : cf(k) — x de tal forma que, para cada a < k, existe f§ < cf(x) con
a < f(B). Equivalentemente, cf(x)=min{y <k :3{A,:a <y} C [K‘]<K(Ua<7 Ay =K)}.

Diremos que un cardinal k es regular si k es infinito y k = cf(x). En caso contrario,
K es un cardinal singular. Ademads, denotaremos por k* al cardinal sucesor de k, es
decir, al primer cardinal que satisface la relaciéon k < k™.

Un cardinal infinito x es un cardinal limite si para cualquier cardinal A < k se
cumple que At < k. Por otra parte, k es un cardinal limite fuerte si para todo cardinal
A <K se tiene que 24 < k. Con esta nomenclatura, k es débilmente inaccesible si es no
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numerable, regular y limite, y es fuertemente inaccesible si es no numerable, regular y
limite fuerte.

La Hipétesis del Continuo, CH, es la relacién ¢ = w;. Por otro lado, la Hipétesis
Generalizada del Continuo, GCH, es el enunciado: para todo cardinal infinito k se
satisface que 2* =k ™.

Alolargo de este trabajo denotamos por ON y CN alas clases propias formadas por
los nimeros ordinales y los nameros cardinales infinitos, respectivamente. Ademas,
usamos los simbolos R, UR y UC para referirnos a las subcolecciones de CN formadas
por los cardinales regulares, los cardinales regulares no numerables y los cardinales
con cofinalidad no numerable, correspondientemente.

Si X es una coleccién dotada de unarelacién binaria <y x, y € X, definimos los
intervalos

[x,—)={zeX: :x <z} [x,y]={zeX:x<z<y}
(—yl={zeX:2<y}, [x,y)={zeX:x<z<y}
(x,m)={zeX:x<z}, (x,y]={zeX:x<z<y}

(—y)={zeX:z<y} v (x,y)={zeX:x<z<y}

Por ejemplo, el intervalo [0, w;) coincide con el conjunto {&¢ € ON: 0 < a < w,}, es
decir, [0, w,) es la coleccion de todos los ordinales numerables.

1.2. Resultados conjuntistas auxiliares

Lo que sigue es presentar una serie de resultados auxiliares que no estdn relacionados
directamente unos con otros. El propdsito de esto es facilitar la exposiciéon de las
demostraciones que vendran en los capitulos posteriores.

Un subconjunto X de un cardinal infinito x es cofinal en k si para cualquier a <
existe f € X cona < f3.

Lema 1.2.1. Los siguientes enunciados son equivalentes para un cardinal regular k y
un conjunto X CK.

1. X escofinalenk.
2. supX =« (es decir, | JX =K).
3. |X|=x.

Demostracién. La implicacién de (1) a (2) es porque si X es cofinalen k y a < K,
entonces existe f € X con a < B; por ende, a € UX . Para ver que (2) implica (3)
observemos que si k =sup X = JX =(_J,.{a}, entonces las relaciones {{a} : @ € X} C
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[k]<¥, k =cf(k) y X C k garantizan que | X| = k. Finalmente, (1) se sigue de (3) porque
si X no es cofinal en k, entonces existe a < k con 3 < a para cualquier € X, es decir,
X C[0,a]y, por consiguiente, | X| < |a| < a < k. O

Lema 1.2.2. Los siguientes enunciados son ciertos para un cardinal infinito K y un
conjunto {x, :a < k}.

1. Sik esregulary|{x,: a <k}| <k, entonces existe ] € [k]" tal que x, = x5 para
cualesquieraa,p € J.

2. Sil{xq:a <x}| =k, entonces existe ] € [Kk]* con x, # xg, siempre quea, § € ] son
distintos.

Demostracion. Elinciso (1) es verdadero puesto que, porlaregularidad de x, la funcién
f 1k —{x,:a <k} definida como f(a):= x, tiene una fibra de cardinalidad , es decir,
existe § <« tal que J := f~'{f} tiene tamafio k. Asi, J € [K]* y x, = x5 para cualquier
ae].

Para el inciso (2), sea ~ la relaciéon de equivalencia definida en x del siguiente
modo: a~ f3 siysolo si x, = xg. Ademds, sean e : k/~— k una funcion de elecciéon y
J :=img(e). Observemos que si @ < k, entonces f := e([a].) cumple € ] y x, = xp;
en consecuencia, {x, : @ € J} = {x, : @ < k}. También, si @, € J son distintos,
resulta que a # f3 y, por ende, x, # xg. Finalmente, como {x, : @ <k} tiene tamafio
K, {xq:aeJ}={x,:a<k}y{x,:ae J}estd enumerado sin repeticiones, se deduce
que la funcién f: J — {x, : a € J} determinada mediante f(a):= x, es una funcién
biyectiva y, por extension, que | /| = k. O

Una familia de conjuntos .« es un A-sistema si existe un conjunto r de tal manera
que AN B = r cuando A, B € «/ son distintos. Al conjunto r se le llama la raiz del
sistema. El siguiente resultado combinatorio es conocido como el Lema del A-sistema.

Teorema 1.2.3. Sik es un cardinal tal que k = cf(k)> w y{A, : @ < k} es una familia de
conjuntos finitos, entonces existen conjuntos J € [K]* y A tales que A, N Ag = A, siempre
quea, 3 € J son distintos.

Demostracion. Lo primero que haremos serd comprobar el siguiente enunciado por
induccién matemaética.

Afirmacion. Si I € [«]*, {B, : @ € I} es una familia enumerada sin repeticiones y existe
n €N con |B,| = n para cualquier a € I, entonces existen J €[I]* y B con B,N Bs = B,
siempre que a, f € J son distintos.

Sin=1, entonces J := I y B :={ cumplen lo deseado. Ahora supongamos que el
resultado es verdadero para n. Ademas, paracada x €| J,.; B, seal, :={a€I:x €B,}.
Nuestra demostracién continiia por casos.
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Caso 1. Existe x €| J,.; B, con |I,| =K.

En estas circunstancias, {B, \ {x} : a € I, } estd enumerada sin repeticiones y todos
sus elementos tienen cardinalidad ». Por esta razén, la hip6tesis de induccién produce
J €[L]*y By con (B, \ {x})N(Bg \ {x}) = By, cuando @, € ] son distintos. Luego, J y
B := B, U{x} satisfacen lo deseado.

Caso 2. Para todo x €| J,,.; B, sucede que |I, | <k.

Construiremos por recursién unasucesion {a(y): y <k} € I con Ba(r)m(U e Bys5)) =
() para cualquier y < k. Supongamos que para alguna y < ¥ hemos creado {a(5): 6 <
7} € I con la caracteristica deseada. Si B’ := | J;., Bus) € I := J,cp Lr, entonces
|I'| < k porque |B’| <k, |I | < k para toda x € B, y k es regular. De esta manera, si
a(y) € I\I', sucede que By) N (Us<, Bus) = 9. En suma, J :={a(y):y <k} y B:=0
cumplen lo requerido.

De vuelta al enunciado del teorema observemos que si [{A, : @ < k}| <k, el le-
ma 1.2.2 produce J € [k]* con A, = Ag para cualesquiera a, § € J. Luego, si f§ € ] estd
fijo, J y A:= Ag satisfacen lo que necesitamos. Por otra parte, cuando [{A, : @ <k}| =k,
el lema 1.2.2 genera I € [k]* con {A, : @ € I} enumerado sin repeticiones. Ademas,
como la funcién g : {A, : @ € I} \ {#} — N determinada mediante g(A,) :=|A,| tiene
una fibra de tamafio k, existen n e Ny L € [I]* con |A,| = n para cualquier a € L.
Asi, la Afirmacion produce J € [L]* y A con A, N Ag = A, siempre que @, f € J son
distintos. O

Definicién 1.2.4. Sean x y A nimeros cardinales con A < k. Diremos que {k, : @ <
cf(x)} es una (x, A)-sucesion si ésta es una sucesion estrictamente creciente formada
por niimeros cardinales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. KOZA;

2. K4 esun cardinal regular no numerable cuando « < cf(x) es un ordinal sucesor;

w

. sia <cf(k) es un ordinal limite, entonces sup{xg : f <a} =k, y
4. sup{k,:a<cf(k)}=x.
Lema 1.2.5. Sik es un cardinal singulary A < k, entonces existe una (k, A)-sucesion.

Demostracion. Sea f : cf(x) — k una funcién estrictamente creciente y cofinal (véase
[41, Lemma 10.31, p. 33]). Por recursion transfinita se definen k := A, K, := sup{Kﬂ :
B < a} cuando a < cf(x) es limite, y k, := max{| f(a)|*,sup{xg : B < a}*,w;} cuando
a < cf(k) es sucesor. Asi, {k, : a < cf(x)} es una (x, A)-sucesion. O
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Lema 1.2.6. Sean A y u un par de cardinales infinitos tales quecflu)ZA yu# A. Si A es
un conjunto de cardinalidad A y{a, : v < u} es un subconjunto de A, entonces existe
I €[u) tal que|{a,:y € I} < A.

Demostracion. Siu < A, entonces I := u satisface lo deseado pues |{a, 1y <u}|<u<A.
Cuando u > Ay cf(u) > A, empleamos que la asignaciéon u — A determinada mediante
Y — a, tiene una fibra de cardinalidad y para hallar 6 < u tal que, si I :={y <u:a, =
as}, entonces |I| = u. De este modo, I tiene las propiedades requeridas.

Ahora supongamos que u > Ay cf(u) < A. En vista de que u es singular, existe una
sucesion estrictatemente creciente {u, : @ < cf(u)} con las siguientes caracteristicas:

L. po=0ysupfu,:a<clu)}=uy;
2. Ugq esregular para cualquier ¢ < cf(u), y

3. sia <cf(u) es limite, entonces sup{ug : f < a} = y,.

Claramente, yu =/ J, <cflw) [,ua, ,uaﬂ). Sea a el tinico ordinal menor a cf(u) con A €
(U, Mey+1)- Para cada @y < a < cf(u), consideremos la funcién f; : [‘ua,‘uaH) — A
definida por f,(y):= a, y fijemos y(a) € [,ua,‘uaﬂ) tal que, si

I = {T € [Ua»ﬂaﬂ) fa (7’) = fa (Y(Q))}'

entonces |I,| = U441 Finalmente, si I := U{Ia tqy < a < cf(u)}, entonces |[I| =uy
[{a,:y eI} <cflu) < A. O

Lema 1.2.7. Los siguientes enunciados son equivalentes para un cardinal regular y no
numerable k.

1. K es un cardinal limite (equivalentemente, k es débilmente inaccesible).
2. [{AeCN: A<k} =xk.

Demostracién. Para ver que (1) implica (2), supongamos que x es un cardinal limite y
mostremos primero que k = X,.. Efectivamente, si @ € ON satisface x =X,, entonces
como K es no numerable se cumple que a > 0, y como k no es un cardinal sucesor, a
no es un ordinal sucesor. De esta manera, ¢ es un ordinal limite y, por ende,

Kk =cf(x)=cf(®,)=cfla) < a <X, =kK;
en consecuencia, k = ¥,.. Luego,

{{AGCN:A<K}|=|{/1€CN:/1<NK}|=|{Na:a<K}|=K.
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Para comprobar que (2) implica (1), supongamos que k no es un cardinal limite.
Esta hip6tesis garantiza que k es un cardinal sucesor. Asi, existe @ € ON tal que k =X, ;.
Finalmente,

A€ CN: A<k} =[{A€CN: A <Rp}|
:|{}<ﬁ 1B <a+1}|=|a+1|<a+l<?<a+1:1<.

1.3. Topologia general

Los conceptos de indole topoldgica que no estén definidos en este escrito los tratare-
mos como vienen expuestos en [13].

Una topologia en un conjunto X es una familia de subconjuntos 7 de X que
satisface las condiciones:

l. detyXer;
2. UNnVersiempreque U,V eT,y
3. si% C1,entonces % €.

En estas circunstancias, la pareja (X, 7) es un espacio topolégico. Cuando no haya am-
bigiiedad al respecto de la topologia, inicamente empleamos la letra X para designar
al par (X, 7).

Si X es un espacio topolégico, usamos el simbolo 7 x para hablar de la topologia
de X. Similarmente, denotamos por 7} al conjunto 7x \ {#}. Para un punto x € X,
Tx(x) representara al subconjunto de 7y formado por los abiertos que tienen a x
como elemento. Ademads, si A es un subconjunto de X, utilizamos los simbolos int Ay
A para referirnos al interior y la cerradura de A en el espacio X, respectivamente.

La frase X es un espacio T, significa que todo x € X satisface que {x} es cerrado
en X.Ademas, X es T, T; y T, si X es, respectivamente, un espacio de Hausdorff, un
espacio regular y 7;, y un espacio normal y T;.

Un subconjunto U de un espacio topolégico X es un abierto regularsi U = intU.
Similarmente, un subconjunto A de X es un cerrado regularsi A=int A. Observe que
si AR(X):={U € X : U es abierto regular} y CA(X):={A C X : A es abierto y cerrado},
entonces CA(X) C AR(X).

Diremos que un espacio X es extremadamente disconexo si para cualquier U € Ty
se satisface que U € Tx. Por otro lado, X es semirregularsi AR(X) es una base para X
y es cero-dimensional si CA(X) es una base para X.
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Un espacio topolégico Y es una extension de X si éste es un subespacio denso de
Y. Por ejemplo, en el caso de los espacios de Hausdorff, la extension de Katétov de X,
denotada por kX (véase [54]), es una extension de X.

Una compactacion de X es una extension compacta de éste. En el &mbito de los
espacios de Tychonoff, la compactacién posiblemente mas reconocida es la compacta-
cién de Stone-Cech de X, B X (véase [91]). Por otra parte, si X es localmente compacto,
no compacto y T, el simbolo aX representa la compactacién de Alexandroff de X
(véase [54, Proposition (c)(2), p. 252]).

Sea f : X — Y una funcién entre espacios topoldgicos. La funcioén f es continua si
f~' U] € 7 para cualquier U € Ty; abiertasi f[U] € Ty paratodo U € Ty, y cerradasi
fIF]escerrado en Y siempre que F es cerrado en X. Ademads, f es una condensacién
si f es biyectiva y continua, y f es un homeomorfismo si f es biyectiva, continua y
abierta (equivalentemente, biyectiva, continua y cerrada). El simbolo X = Y significa
que X es homeomorfo a Y, es decir, que existe un homeomorfismo entre X y Y.

Para un namero cardinal k, utilizamos el simbolo D(k) para hablar del espacio
discreto de cardinalidad «, es decir, D(k) es el nimero ordinal x equipado con la
topologia & (k).

La recta de Sorgenfrey, S, es el conjunto R equipado con la topologia generada por
labase {[a,b):a,beR A a<b}.

Sean A un nimero cardinal y {X,, : @ < A} una familia de espacios topolégicos. La
topologia producto es 1a menor topologia en [ [, X, que hace continuas a todas las
proyecciones candnicas. El producto topolégico de la familia { X, : @ < A} es el conjunto
[ I.<; X« equipado con la topologia producto. Un abierto canénico en | [,., X, es
cualquier elemento de la base canénica para la topologia producto, es decir, cualquier
elemento de la coleccion

{ﬂ T Uyt F €A\ {0} A Va e F(U, GTX,,)}-

aeF

Por otra parte, la topologia suma es la topologia definida en | J,,_, X, del siguiente
modo: un subconjunto U de | J,., X, es abierto siy s6lo si U N X, es abierto en X,,
para cualquier o < A. La suma topolégica de la familia {X,, : a < A} es el conjunto
\Uy<1 X equipado con la topologia suma. Como es costumbre, al trabajar con sumas
topolégicas supondremos tacitamente que {X, : @ < A} es una familia ajena por pares
y utilizaremos el simbolo B, X,.

Si % es un subconjunto ajeno por pares de 7}, diremos que % es una familia
celular en X . Adicionalmente, X satisface la condicion de la cadena contable (abreviado
ccce) si todas las familias celulares en X son numerables.

Los términos familia centraday familia con la propiedad de la interseccion finita
en X significan lo mismo; es decir, se utilizan para designar a una coleccién de subcon-
juntos tales que la interseccién de los elementos de cualquiera de sus subcolecciones
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finitas es no vacia. Por ejemplo, X es compacto siy sélo si toda familia centrada y no
vacia formada por subconjuntos cerrados del espacio tiene interseccién no vacia.

Por otro lado, un subconjunto % de 77 es ligado siy sé6lo si para cualesquiera
U,V €% se satisface que UNV #0.

Un cardinal infinito x es un precalibre (resp., precalibre débil) para X si para cual-
quier conjunto I de cardinalidad x y para cualquier familia {U, : @ € I} C 7%, existe
J €[I]* de tal modo que {U, : @ € J} es una familia centrada (resp., ligada).

De manera similar al parrafo previo, k es un calibrepara X siy sélo si para cualquier
conjunto I de cardinalidad x y para cualquier familia {U, : @ € I} C 7%, existe J € [I]*
de tal forma que ()., U, # 0.

Si X tiene precalibre w; se dice que X tiene la propiedad de Knaster, o bien, la
propiedad (K).

Estaremos trabajando con las siguientes colecciones de nimeros cardinales:

WP(X):={k € CN : k es un precalibre débil para X};
P(X):={x € CN: k es un precalibre para X}, y
C(X):={xk € CN: k es un calibre para X}.

Maés atin, diremos que X es un espacio de Sanin si UR € C(X) y es un espacio fuerte-
mente Saninsi UC € C(X).

La frase ¢ es una funcién cardinal topolégica significa que ¢ es una regla de
correspondencia que asigna a cada espacio topolégico X un ntimero cardinal infinito
¢(X) de tal manera que si X es homeomorfo a Y, entonces ¢(X) coincide con ¢(Y).
Nuestros textos basicos de referencia para consultar el material correspondiente a las
funciones cardinales topoldgicas son [32] y [36].

Conrespecto alas funciones cardinales locales, dado x € X, un conjunto # C 7 x(x)
es una pseudobase para X en x si[|¥ ={x}. Claramente, todo punto en X admite
una pseudobase si y sélo si X es T;. Por otra parte, una familia % C 7 x(x) es una base
local para X en x si para todo U € Tx(x) existe B € & con B C U. El cardcter local,
pseudocardcter local y la estrechez local de X en x son, respectivamente, los nameros
cardinales

¥ (x,X):=min {|<%’| : % es un base local para X en x},
Y(x,X):=min{|#|: 7 esun pseudobase para X en x}, y

t(x, X) ::min{x> 1:vAgX(x cA—3B E[A]SK(x eﬁ))}.
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De esta manera, el cardcter, el pseudocardcteryla estrechez son, correspondientemente,
los niimeros cardinales
y(X):= sup{;((x,X) 1X GX}+N0,
Y(X):= sup{w(x,X) 1x EX} +X,, ¥
t(X):= sup{t(x,X) 1X eX}+N0.
Observe que el pseudocarécter estd bien definido siy s6lo si X es T;.
Para fines de este texto, el simbolo o(X) representa la cardinalidad de 7y, es decir,
prescindiremos de sumarle X, a la cardinalidad de 7 x como en [32].
Adicionalmente, trabajaremos con las siguientes funciones cardinales globales
que les llamaremos, respectivamente, el peso, el n-peso, el peso red, 1a densidad, 1a

densidad hereditaria, el grado de Lindeldf, el grado de Lindel6f hereditario, la amplitud,
la extension, la celularidad, el niimero de Knaster, el niimero de Sanin débil y el niimero

de Sanin:

w(X):= min{l%l : % es un base para X} +X;
Tw(X) :=min{|”f/|:”f/es un 7-base paraX}+?<0;
nw(X) ::min{L/VI:JVesunaredparaX}+}<0;

dX):= min{|D| : D es un subconjunto denso de X} +Xo;
hd(X):=sup {d(Y) :Y es un subconjunto de X} +Xo;

L(X):=min{KeCN:‘v’@/ETX(X=U%—>EI“I/€[%]<"(X=U”//))};

hL(X):=sup {L(Y) Y es un subconjunto de X} +X;
s(X):=sup {|D| : D es un subespacio discreto de X} +Ry;
e(X):=sup {|D| : D es un subespacio cerrado y discreto de X} +Xo;
c(X):=sup {I@/I 1% es una familia celular en X} +Xy;
k(X):=min {K € CN: k" es un precalibre débil para X} ;

¢

ws(X):= min{K € CN: k" es un precalibre para X}, y
):

$(X):= min{K € CN: k™ es un calibre para X}.

Ademaés, para cualquier funcién cardinal topolégica ¢ definimos

¢*(X):=sup{¢(X"): neN}.
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Finalmente, un espacio topolégico X es cosmico si nw(X)="¥,.

1.4. Resultados topoldgicos auxiliares

De manera similar a la seccién 1.2, en esta seccién presentaremos una serie de lemas
que no tienen conexion evidente entre ellos y seran de gran utilidad en los préximos
capitulos.

Lema 1.4.1. Los siguientes enunciados son ciertos para cualquier espacio topolégico X .

1. Si A es un subconjunto de un espacio topolégico X, entonces int A es un abierto
regular yint A es un cerrado regular.

2. SiU C X yV CX son abiertos regulares, entonces U NV es abierto regular.

3. SiF C X yG C X son cerrados regulares, entonces F U G es cerrado regular.

Demostracién. En vista de que los argumentos para demostrar las afirmaciones del
inciso (1) son similares, inicamente expondremos la prueba para int A. Por un lado, la

contencién intA C int A implica que int A = intint A C intint A. Por otro lado, la rela-

ciénint A C A garantiza que int A € A= Ay, por ende, intint A C int A. En consecuencia,
intA=intintA.

Por otra parte, las demostraciones de (2) y (3) también son similares y, por esta
razén, presentaremos solamente los detalles del inciso (2). Resulta quesiU € X y
V C X son abiertos regulares, entonces

intunVc int(ﬁﬂV):intﬁﬂintV: unvcintunV;
porende, UNV =intUNYV. O

Lema 1.4.2. Considere los siguientes enunciados para una pareja de espacios topologi-
cosXyY.

1. X yY son compactos.
2. XyYsonT.
3. X yY son extremadamente disconexos.

4. X yY son cero-dimensionales.
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Si alguna de las condiciones de (1) a (4) es cierta, entonces la suma topologica X & Y
también tiene la propiedad correspondiente.

Demostracion. Si el enunciado del inciso (1) es cierto y % es una cubierta abierta de
X @Y, entonces existen ¥x € [Z5°y ¥y €[%]1°° con X | J¥x y Y S| J¥y. Luego,
¥ :=¥x U ¥y es una subcoleccion finitade % con X o Y = J¥.

Para el inciso (2) resulta que si x, y € X & Y son distintos, entonces hay dos casos.
Sihay Z € {X, Y} con x, y € Z, entonces la propiedad de Hausdorff en Z produce
UVert,conxeU,yeVyUnV ={;en consecuencia, la relaciéon 7, C Tyqey
garantizaque U y V separana x y y en X ® Y. Por otra parte, si no existe tal espacio
Z,entonces Xy Y separanaxyyenXe®Y.

Con respecto al inciso (3), un argumento rutinario muestra que si U € Txqy,
entonces U =UNXUUNY. Por lo tanto, como U NX € Tx S Txey ¥ UnyY e Ty €
Txey,sucede que U € Tyqy.

Finalmente, si CA(X)y CA(Y) son bases para X y Y, respectivamente, entonces
para cualesquieraz € X @Y yU € Txqy con z € U existe Ve CA(X)conx €V C U,
o bien, existe V € CA(Y) con x € V C U. Asi, como CA(X)C CA(X oY)y CA(Y) C
CA(X @7Y), se concluye que CA(X @ Y) esunabase para X & Y. O

Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y es irreducible si no existe un
subconjunto cerrado F de X con F # X y f[F]= Y. El siguiente lema sera de gran
utilidad mds adelante.

Lema1.4.3. Sif:X — Y esuna funcién irreducible y cerrada, entonces d(X)=d(Y).

Demostracion. La desigualdad d(Y) < d(X) es porque si D es un subconjunto denso
de D, entonces f[D] es un subconjunto denso de Y. Por otra parte, si D es un subcon-
juntodensode Y, e : D — | J{f'{y}: y € D} es una funci6n de eleccién y E :=img(e),
entonces F := E es un subconjunto cerrado de X con f[F]= Y. En consecuencia,
F =Xy, porende, d(X)<|E|<|D|<d(Y). O

Lema 1.4.4. Si A es un niimero cardinal, {X, : a < A} es una coleccion de espacios
compactos de Hausdorff, X es el producto topoldgico [ [,., X, y p € X, entonces el
X-producto

a<i

>(X,p)= {le : ‘{a<k:q(a)7ép(a)}‘ < w}
es numerablemente compacto y denso en X .

Demostracion. En vista de que los abiertos candnicos de X dependen de una cantidad

finita de coordenadas, un argumento rutinario muestra que - (X ) p) es denso en X.
w

Ahora, para ver que X (X ) p) es numerablemente compacto, fijemos A € [ (X p)]

y, para cada g € A, denotemos por S(q) al conjunto numerable {a <A:g(a)#pla) }
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Luego, S := quA S(g) es un conjunto numerable y B :={q[s: g € A} es un subconjunto

infinito de Y :=[ [ .5 X,. Asi, como Y es compacto, B tiene un punto de acumulacién
r en Y. Finalmente, si extendemos r al punto ¢ :=r U{(a, p(a)): a € A\ S}, se sigue
que ¢ es un punto de acumulacién de Aen & (X ) p). O

Lema 1.4.5. Si A es un ntimero cardinal y {X, : @ < A} es una coleccion de espacios

topoldgicos, entonces
0 (@Xa) = l_[ o(X,).

a<i a<i

Demostracion. Observe que si X := @,.; X,, entonces la relacién 7x — [ [,<, 7x,
determinada mediante U — (U N X,),<, es biyectiva.

Lema 1.4.6. Si A es un cardinal infinito, entonces o(D(2)") = 2%.

Demostracién. Por un lado, como o(D(2)}) < 2w(P@") y D(2)* tiene peso A (véase
[32, Example 11.8(b), p. 44]), resulta que o(D(2)*) < 2*. Por otro lado, si para cada
a < A denotamos por 1, : D(2)* — D(2) a la a-ésima proyeccién y, para todo A C A,
definimos U, := U{ngl {0} : a € A}, entonces se satisface que U, # U, siempre que A
y B son subconjuntos distintos de A. En consecuencia, o(D(2)*) > 2%. O

Lema 1.4.7. SiA es un cardinal infinito y
T = {F CD(2): F escerradoy|F|= 2’1},

entonces |.%; | =2*.

Demostracién. Primero, como o(D(2)*) < 2"%(P@") y pw (D(2)*) = A (véase 32, Exam-
ple 11.8, p. 44)), es claro que |.%,| < 2*. Para verificar la desigualdad restante, fijemos
S,TeAconSUT =AySNT =0.Sean {f, : a <2*} y{gp : p < 2*} enumera-
ciones sin repeticiones de los conjuntos $2 y 72. Ahora, para cada a < A definamos
E, = ﬂ{n;l{ f«(B)} : B € S}. En estas circunstancias, se satisface que {F, : a < 24}
es una familia de subconjuntos cerrados de D(2)* tales que, si a < 8 < 2*, entonces
F, # Fg. Finalmente, si @ < Ay para toda f8 < 2% definimos Xg == f, U gp, se satis-
face la inclusion {xg : f < 2} C F,, con xg # X, siempre que § <y < 2*. En suma,
|.Z,| = 22, O

1.5. Conjuntos preordenados

Un conjunto preordenado es un conjunto P equipado con una relacién binaria <
que es reflexiva (es decir, p < p para todo p € P) y transitiva (estoes,p<qyq<r
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implica p < r para cualesquiera p, g, r € P). Mds atin, diremos que P es un conjunto
parcialmente ordenado si < es, ademds, una relaciéon antisimétrica, es decir, para
cualesquiera p, g € P las condiciones p < q y g < p implican p = g. También conviene
mencionar que el simbolo p < g significaque p<qgyp#q.

Si P es un conjunto preordenado, AC P y p € P, p es una cota superior (resp.,
cota inferior) de Asi g < p (resp., p < q) para cualquier g € A. Similarmente, p es un
elemento mdximo (resp., elemento minimo) si p € Ay p es una cota superior (resp.,
inferior) de A. Ademas, p es un elemento maximal (resp., elemento minimal) de A si
p € Ayno existe g € A\ {p} con p < q (resp., g < p). También, el conjunto A es una
cadena si para cualesquiera p,q € A, sucedeque p < g 6 g < p.

Este trabajo estd desarrollado en el contexto de los Axiomas de Zermelo-Fraenkel
con el Axioma de Eleccion, ZFC. Una equivalencia sobresaliente de este tltimo enun-
ciado es el resultado conocido como el Lema de Kuratowski-Zorn. Este hecho se puede
consultar en [31, Teorema 8.14, p. 173].

Teorema 1.5.1. (Lema de Kuratowski-Zorn) Sea (P, <) un conjunto parcialmente orde-
nado no vacio. Si toda cadena no vacia en P estd acotada superiormente, entonces P
tiene un elemento maximal.

Sea (P, <) un conjunto preordenado. Diremos que p, q € P son compatiblesy lo
denotaremos por p | g, si existe r € P de tal modo que r < p y r < q. En caso contrario
diremos que son incompatiblesy utilizaremos el simbolo p 1L g.

Un subconjunto A de P es una anticadena en P si para cualesquiera p,q € P
distintos se satisface que p L g. También, P satisface la condicion de la cadena contable
(abreviado ccc) si todas sus anticadenas son numerables.

Por otro lado, la frase D es un subconjunto denso de P significa que paracada p € P
existe g € D tal que g < p.

Un subconjunto S de P es centrado (resp., ligado) si cualquier S € [P]<® \ {0}
(resp., S €[P]?) estd acotado inferiormente en P. Ademads, si k es un cardinal infinito,
diremos que P tiene precalibrek (resp., precalibre débil k) si para cualquier conjunto [
de cardinalidad « y para cualquier familia {p, : @ € I} C P, existe J € [I]* de tal modo
que {p, : @ € J} es un conjunto centrado (resp., ligado).

Similarmente, un cardinal infinito k es un calibre para P siy sélo si para cualquier
conjunto I de cardinalidad x y para cualquier familia {p, :a € I} C P, existe J €[I]*
de tal manera que {p, : @ € J} estd acotado inferiormente en P.

Cuando P tiene precalibre w, se dice que P tiene la propiedad de Knaster, o bien,
la propiedad (K).

Trabajaremos en la presente seccién con los siguientes invariantes cardinales que
se le pueden asignar a cualquier conjunto preordenado. La celularidad, 1a densidad,
el niimero de Knaster, el niimero de Sanin débil y el niimero de Sanin son, respectiva-
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mente, los nimeros cardinales

c(P):=sup{|A|: A es una anticadena en P} +X;
d(P):=min{|D|: D es un subconjunto denso de P} + X;
k(P):=min{x € CN: k" es un precalibre débil para P};
w3(P):=min{x € CN: k" es un precalibre para P}, y
$(P):=min{x € CN: k" es un calibre para P}.

Por dltimo, recordemos que si k es un ntmero cardinal y {(P,,<,): a <k} es una
familia de conjuntos preordenados, entonces el producto directo de la familia es el
producto cartesiano [ [, P, equipado con el preorden < definido del siguiente modo:

para cualesquiera p,q € | [, P P < g siy s6lo si p, <, g, para cualquier a < k.

1.6. Condiciones de cadena en conjuntos preordenados

Esta seccién estd dedicada a reunir algunos resultados fundamentales del comporta-
miento de los calibres, precalibres y precalibres débiles en los preérdenes. A pesar de
que todos ellos tienen relevancia y son interesantes por si mismos, la mayoria de ellos
nos servirdn en los siguientes capitulos como resultados auxiliares.

Observacién 1.6.1. Varios de los resultados que presentamos a continuacién son
validos tanto para calibres, precalibres y precalibres débiles, y las respectivas demostra-
ciones son similares. En estos casos, s6lo se presentara la demostracién para calibres.
En aquellos resultados en que las demostraciones tengan diferencias esenciales, se
presentardn los argumentos correspondientes.

Es claro que todo calibre es un precalibre y que todo precalibre es un precalibre
débil. Una pregunta razonable es si, en realidad, estos conceptos coinciden entre si.
En el ejemplo 1.6.13 construiremos, para todo cardinal infinito x, un preorden P, con
la propiedad de que k es un precalibre pero no un calibre para él. En las secciones
2.3,3.5y4.1 mencionaremos algunos aspectos de la pregunta correspondiente para
precalibres y precalibres débiles.

La siguiente proposicién es sencilla y se puede demostrar mediante funciones
biyectivas convenientes.

Proposicion 1.6.2. Sean P un conjunto preordenado y k un cardinal infinito. Los
siguientes enunciados son equivalentes.

1. x es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para P.
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2. Para cualquier subconjunto {p, : a < k} C P, existe ] € [k]* de tal modo que
{po : @ € J} estd acotado inferiormente en P (resp., es centrado; es ligado).

El estudio de los calibres, precalibres y precalibres débiles, como mostraremos a
continuacioén, se trivializa rapidamente para los preérdenes finitos.

Proposicion 1.6.3. Si P es un conjunto preordenado finito, entonces todos los cardinales
infinitos son calibres para P.

Demostracién. Sean k un cardinal infinito y {p, : @ < k} un subconjunto de P. Resulta
que la funcién k — P dada por a — p, tiene una fibra de cardinalidad «, es decir, existe
J €[x]* con p, = pg siempre que @, § € J. En consecuencia, {p, : @ € J} estd acotado
inferiormente en P. O

Proposicién 1.6.4. Sean P un conjunto preordenado, D un subconjunto denso de P y
K un cardinal infinito. Si equipamos a D con el suborden que hereda de P, entonces k
es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para D siy solo sik es un calibre (resp.,
precalibre; precalibre débil) para P. En consecuencia, $(D)= $(P), w§(D)=wSs(P) y
k(D)= k(P).

Demostracién. Supongamos primero que k es un calibre para D y sea {p, : a < K}
un subconjunto de P. Para cada a < k empleemos que D es denso en P para hallar
g, € D tal que g, < p,. Luego, como D tiene calibre «, existe J € [k]* de tal modo
que {q, : a € J} esta acotado inferiormente en D. En consecuencia, {p, : a € J} esta
acotado inferiormente en P.

Para verificar la implicacién reciproca, supongamos que k es un calibre para P
y fijemos {p, : @ < k} C D. Asi, existen J € [k] y p € P de tal forma que p acota
inferiormente a {p, : @ € J} en P. Finalmente, si g € D satisface g < p, entonces g es
una cota inferior para {p, : @€ J} en D. O

Proposicién 1.6.5. Si P es un conjunto preordenado, k es un precalibre débil para P y
A es una anticadena en X, entonces |A| < k. En especial, c(P)< k(P).

Demostracion. Supongamos que A es un subconjunto de P con |A| > k. Sea{p, : @ < k}
un subconjunto de A con p, # pg siempre que @, 8 < k son distintos. Por ultimo,
como k es un precalibre débil para P, existe J € [k]* tal que {p, : @ € J} es ligada. En
consecuencia, A no es una anticadena. O

Proposicion 1.6.6. Si P es un conjunto preordenado, k es un niimero cardinal y d(P) <
cf(k), entonces k es un calibre para P. En particular, $(P)< d(P).

Demostracién. Sean {p, : a < k} un subconjunto de P y D un subconjunto denso
de P con |D| < d(P). Para cada «a < « fijemos g, € D tal que g, < p,. De este modo,



1.6. Condiciones de cadena en conjuntos preordenados

17

deducimos que |{q, : a < k}| < cf(k)y, por lo tanto, para alguna 3 < k se cumple que
J :={a<k:p,=pg}tiene cardinalidad . Asi, {p, : a € J} estd acotado inferiormente
en P. O

Lema 1.6.7. Seax un cardinal infinito. Un conjunto preordenado P satisface la des-
igualdad c(P) < K si y solo si para cualquier conjunto I de cardinalidad k* y para
cualquier familia{p, : a € I} C P existen a, § € I distintos tales que p, | pg.-

Demostracién. Supongamos primero que P cumple la relacion ¢(P) < k. Fijemos un
conjunto I y una familia {p, : @ € I'} C P de tal modo que, para cualesquieraa, f €1, la
condicién a #  implicaque p, L pg. Observemos que la asignacion f : I — {p, :a € I}
definida mediante f(a) := p, es biyectiva. Por iltimo, como |{ Poia€l }| < K porque
¢(P)< k, deducimos que |I| < k.

Para verificar la implicacién reciproca simplemente hay que notar que si P satisface
¢(P)> k, entonces existe una familia {p, : @ <x*} C P tal que p, 1 pg, siempre que
a<p<kt. O

Lema 1.6.8. Si P es un conjunto preordenado y k es un cardinal regular, entonces K es
un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para P siy solo si para cualquier S € [P],
existe T €[S]* acotado inferiormente en P (resp., centrado; ligado).

Demostracién. Comencemos por observar que la implicacién directa es clara y no
necesita la regularidad de k, es suficiente enumerar un elemento S de [P]* sin re-
peticiones. Con el objetivo de verificar la implicacién restante, sea {p, : @ < k} un
subconjunto de P y definamos f : k — {p, : @ < k} como f(a) := p,. En el caso
en que |{ Do < K‘}| < K, la regularidad de x implica la existencia de < « tal que
{f‘l {ps }| =k. De este modo, la coleccién {p, : a € f‘l{pﬁ }}={pp} es la familia acota-
da inferiormente que buscamos. Ahora, si |{ Peia< K}| =K, nuestra hip6tesis permite
hallar S € [{p, : @ < k}]* acotado inferiormente en P. Por tltimo, si J :={a <k : p, €S},
entonces J € [k]* debido a que la funcién g : /] — S determinada mediante g(a) := p,
es suprayectiva, y {p, : @ € J} estd acotado inferiormente en P. O

Definicién 1.6.9. Una funcién entre predrdenes f : P — Q preserva el orden si para
cualesquiera p, q € P la condicién p <p g implica que f(p)<q f(q).

Proposicion 1.6.10. Sean f : P — Q una funcién entre predrdenes y k un cardinal infi-
nito. Si f es suprayectiva, preserva el orden y k es un calibre (resp., precalibre; precalibre
débil) para P, entonces k también es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para

Q.

Demostracién. Sea{q, : a < k}unsubconjunto de Q y, para cada « < k, fijemos p, € P
con f(p,)=q,- Luego, como « es un calibre para P, existe J € [«]" tal que {p,:a € J}
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estd acotado inferiormente en P. Por Gltimo, como f preserva el orden, {q, : a € J}
estd acotado inferiormente en Q. O

Un elemento p de un conjunto preordenado P es un dtomo de P si para cuales-
quiera q,r € P, las condiciones g < p y r < p implican q | r.

Proposicién 1.6.11. Todo conjunto preordenado sin dtomos admite una anticadena
infinita.

Demostracion. Fijemos un elemento r € P. Construiremos recursivamente un par de
colecciones {p,, : n < w}y {g, : n < w} que se vean como en la figura 1.1:

o/r\%
pl/ \671

TN

ps/f\qa

Figura 1.1: Construccién de una anticadena infinita.

p
92

En otras palabras, queremos que py <1, gy < 1, py L qo y que, para cada n < w,
se satisfagan las relaciones p,, 11 < pn, Gus1 < Pu ¥ Pns1 L Gny1- Primero, como r no es
un dtomo de P, existen py < r y g, < r de tal forma que p, L g,. Ahora, supongamos
que para alguna n < w hemos definido colecciones {p,, : m < n}y{q,, : m < n} con
las propiedades deseadas. Luego, como p, no es un d&tomo de P, existen p,,; < p, vy
Gn+1 < pp de manera que pp L g1

Finalmente, si t € Pyn < m < w sontalesque t < g, y t < g,,, entonces, como
gm S pn, deducimos las relaciones ¢ < g,, y t < p,, las cuales contradicen que p, . g,,.
En consecuencia, {g, : n < w} es una anticadena infinita en P. O

Concluimos esta seccién al considerar los conjuntos ordenados cuyos elementos
son comparables dos a dos. Recordemos que un conjunto ordenado (P, <) es lineal-
mente ordenado si para cualesquiera p, q € P se satisfaceque p < g 6 g < p.
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Una propiedad fundamental que tienen este tipo de 6rdenes y que puede demos-
trarse con un argumento inductivo es que si P es un orden lineal, entonces cualquier
S e[P]<®\ {0} tiene elemento minimo. Este hecho implica el siguiente resultado.

Proposicion 1.6.12. Si P es un conjunto linealmente ordenado, entonces cualquier
cardinal infinito es un precalibre para P.

Demostracion. Sik es un cardinal infinito y {p, : @ <k} C P, resulta que {p, : @ < k}
es un conjunto centrado en P. Efectivamente, si J € [x]<¢ \ {}}, entonces {p, : a € J}
tiene elemento minimo y, por ende, {p, : a € J} estd acotado inferiormente en P. [

En contraste con la proposicién 1.6.12, es sencillo producir ejemplos de conjuntos
linealmente ordenados que carezcan de un calibre determinado.

Ejemplo 1.6.13. Para cualquier cardinal infinito k, existe un conjunto linealmente
ordenado P, con la propiedad de que k no es un calibre para P,.

Demostracion. Para todo cardinal infinito x sea P, el niimero ordinal x equipado
con el orden <*: para cualesquiera a, f € k diremos que a <* S siysélosi f < a, en
donde < es el orden usual en k. Claramente, P, :=(k, <*) es un conjunto linealmente
ordenado. Ahora, si consideramos la familia {a : @ < k} y fijamos J € [k]*, entonces
no existe f € P, que acote inferiormente a {a : @ < K} puesto que, en caso contrario,
B seria el elemento méximo de k con el orden usual, lo cual contradiria que x es un
ordinal limite. Por esta razén, P, no tiene calibre «. O

1.7. Condiciones de cadena en productos de pre6rdenes

En la seccidn 2.5 exploraremos a detalle el problema de la preservacion de las condi-
ciones de cadena en los productos topolégicos. El objetivo de esta seccion es exhibir
que la pregunta correspondiente en el &mbito de los conjuntos preordenados también
presenta sus propias dificultades.

Proposicién 1.7.1. Sea k un cardinal infinito. Si P y Q son conjuntos preordenados, P
tiene precalibre débilk™ y c(Q) < k, entonces el producto directo P x Q también satisface
la relacion c(P x Q) < K.

Demostracién. Sea I un conjunto de cardinalidad x* y fijemos un subconjunto {(py, q,) :

acl}dePxQ.Como {p,: acI}esunsubconjuntode Py P tiene precalibre débil ™,
existe J € [I]" de tal forma que {p, : @ € J} es una familia ligada. Luego, al considerar
a{q,:a€J} ellema 1.6.7 genera a, € J distintos con ¢, | gg. En consecuencia,
(Pa»4a) | (pp, qp) y, por ende, el lema 1.6.7 asegura que ¢(P x Q) <. O
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Proposicion 1.7.2. Sik es un cardinal infinito, A es un niimero cardinal, {P,: a < A} es
una familia de conjuntos preordenados y x es un calibre (resp., precalibre; precalibre
débil) para el producto directo l_[a <, Po, entonces k es un calibre (resp., precalibre;
precalibre débil) para cada factor.

Demostracion. Claramente, cada proyeccion canénica en | [, P, es una funcién
suprayectiva que preserva el orden. De esta manera, si k es un calibre para [ [, Ps,
la proposicién 1.6.10 garantiza que todos sus factores tienen calibre «. O

a<d

Algunas variantes de la implicacién reciproca en la proposicién 1.7.2 también son
ciertas. Los siguientes resultados estdn encaminados a sustentar esta afirmacion.

Proposicion 1.7.3. Seax un cardinal infinito. Si P y Q son predrdenes con calibre (resp.,
precalibre; precalibre débil) k, entonces el producto directo P x Q también tiene calibre
(resp., precalibre; precalibre débil) k.

Demostracién. Sea {(p,,q,): @ <k} un subconjunto de P x Q. Como {p, : a < k} esta
contenido en P y éste tiene calibre «, existe I € [k]* tal que {p, : @ € I} estd acotado
inferiormente en P. Luego, como {q, : @ € I} es un subconjuto de Q y éste tiene calibre
K, existe J €[I]¥ con {q, : @ € J} acotado inferiormente en Q. En estas circunstancias,
es sencillo comprobar que {(p,, q,): @ € J} estd acotado inferiormenteen P x Q. O

Corolario 1.7.4. Sea k un cardinal infinito. Sin €N, {P,, : m < n} es una familia de
predrdenes y k es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para cada P,,, entonces
K es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para el producto directo [ |,,-,, Pn-

En el caso en que se tenga una cantidad infinita de factores, la generalizacién
natural del corolario 1.7.4 puede fallar:

Ejemplo 1.7.5. Para cualquier cardinal k con cf(x) > w existe un preorden P de tal
modo que k es un calibre para P y no es un precalibre débil para P*.

Demostracion. Sea P := {0, 1} equipado con el preorden {(0,0),(1,1)}. Observemos
que k es un calibre para P en virtud de la proposicién 1.6.3. Luego, para ver que la
potencia P* no tiene precalibre débil x, definamos

p = {(a, 0} u((x \ {a}) x {1})

para cualquier a < k. Finalmente, como {p“ : o < k} es una anticadena en P*, la
proposicion 1.6.5 garantiza que k no es un precalibre débil para P*. O

No obstante, como veremos a continuacion, ciertos subconjuntos especiales de
algunos productos directos si preservan los precalibres regulares y no numerables.
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Definicién 1.7.6. Sean A un ntimero cardinal y {(P,,1,): @ < A} una familia de pre6r-
denes con elemento maximo. Al suborden del producto directo

fin
l_[Paz{pel_[Pa: {a<)L:payé1a} <a)},
a<i

a<i

le llamamos el producto directo con soporte finito de la familia {P, : a < A}.

Proposiciéon 1.7.7. Sean k un cardinal regular no numerable, A un niimero cardinal
y{P, : a < A} una familia de preérdenes con elemento mdximo. Si k es un precalibre
(resp., precalibre débil) para cada P,, entonces el producto directo con soporte finito de
{P, : a < A} también tiene precalibre (resp., precalibre débil) k.

Demostracién. En vista de que ambas pruebas son similares, inicamente haremos el
argumento para precalibres. Sean P := Hgi 2 Poy {p® 1 @ <k} un subconjunto de Py,
para cada a < k, denotemos por S, al conjunto finito {# < A: p/g‘ # 1p}. Luego, como
{Sy : @ <k} es una familia de conjuntos finitos y k es un cardinal regular no numerable,
el teorema 1.2.3 proporciona un conjunto S y un conjunto J € [k]* de tal forma que,
para cualesquiera a, 8 € /, la condicién a # B implica que S, N Sg = S. Dividiremos el
resto de la prueba en dos casos.

Caso 1. S =0.

Aqui, como la familia {S, : @ € J} es ajena por pares, si F es un elemento de
[J]=*\ {0}, entonces el punto

p={(B.p):acF A B eSa}u{(ﬁ,lﬂ):ﬂ e\ sa}
aEF
es un elemento de P que satisface la relacion p < p%, siempre que a € F; es decir,
{p?:ae F} estd acotado inferiormente en P. Por lo tanto, {p”: a € J} es centrado en
P.

Caso 2. S #0.

Sea Ps el producto directo [ [, Py El corolario 1.7.4 garantiza que Ps tiene preca-
libre k. De este modo, para la coleccién {p*[s: @ € J} existe I €[J]* de tal modo que
{p“Is: @ € I} es un conjunto centrado en Ps. A partir de esto es sencillo comprobar
que {p?:a eI} escentradoen P.

En efecto, supongamos que F €[I]<¢ \ {}} y consideremos la familia {p*: a € F}.
En vista de que {p“[s: @ € F} esta acotado inferiomente en P, existe g* € Ps de tal
forma que g* < p“[s para cada a € F. Finalmente, el punto

q:=q"U{(B,p):a€F A ﬂesa\S}u{(ﬁ,lﬁ):ﬂex\Usa}

a€F
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es un elemento de P que verifica la desigualdad g < p%, para cualquier ¢ € F. O

En vista del resultado anterior surge la siguiente interrogante natural: ;es cierta la
proposicion 1.7.7 para calibres? Nuestro siguiente ejemplo responde negativamente
esta pregunta y finaliza el primer capitulo del texto.

Ejemplo 1.7.8. Para cualquier cardinal regular y no numerable k, existe un preorden

P de tal modo quex es un calibre para P y ]_[22,( P no tiene calibre k.

Demostracion. Sea P :={0, 1} equipado con el preorden {(0,0),(1, 1),(0, 1)}. Se despren-
de de la proposicién 1.6.3 que k es un calibre para P. Lo que sigue es argumentar que
el producto con soporte finito ]_[22,( P no tiene calibre k. Para cada a < k definamos
p%:={(a,0)}U ((K\ {a}) x {1}). Observemos ahora que si J € [«]*, entonces cualquier
cota inferior de {p* : @ € J} tendria que diferir de 1 en cada « € J. En consecuencia,

{p?:a € J}no estd acotado inferiormente en 1_[22,\ P. O
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Condiciones de cadena en espacios
topologicos

Iniciamos en este capitulo el estudio de calibres en espacios topoldgicos. Presentamos
resultados bésicos que relacionan celularidad, ntimero de Sanin, calibres y precalibres
entre espacios y diferentes tipos de subespacios. Y se estudian los calibres, precalibres
y precalibres débiles para sumas y productos de espacios topolégicos. De particular
importancia en este capitulo son los teoremas de Sanin, de Juhdsz, y de Argyros y
Tsarpalias sobre los calibres en producto de espacios. Ademas, se presenta nuestra
demostracién del resultado gemelo al teorema de Sanin para precalibres débiles.
Calculamos también los calibres y sus derivados en casos concretos como el cuadrado
lexicografico, la linea larga y los cubos de Cantor.

2.1. Nociones fundamentales

La presente seccion inicia con un comentario similar a la observacién 1.6.1.

Observacion 2.1.1. En los resultados que involucran calibres, precalibres y precalibres
débiles para espacios topolégicos cuyas demostraciones son similares, s6lo presenta-
remos la prueba en el caso de los calibres. En los resultados que incluyan mds de uno
de estos conceptos y cuyas demostraciones presentan caracteristicas esencialmente
diferentes, presentaremos las pruebas respectivas.

Sea X un espacio topoldgico. Observemos que en el preorden (7}, <) suceden dos
cosas: primero, las anticadenas en T} son, precisamente, las familias celulares en X;
segundo, una subcolecciéon % de T} es una familia centrada (resp., ligada) en X (en
el sentido topolégico) siy sélo si es una familia centrada (resp., ligada) en 7% (en el
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sentido del orden). A partir de estas anotaciones se desprenden inmediatamente los
siguientes resultados.

Proposicion 2.1.2. Si X es un espacio topologico y k es un cardinal infinito, entonces
los siguientes enunciados son ciertos.

L c(X)=c(t%).

2. K es un precalibre (resp., precalibre débil) para X siy solo si k es un precalibre
(resp., precalibre débil) para el preordent%,. En particular, k(X) = k(t}) yw§(X) =
wi(ty).

La proposicién 2.1.2 revela que los resultados obtenidos en la seccién 1.6 concer-
nientes ala celularidad, a los precalibres y a los precalibres débiles tienen la posibilidad
de admitir una versioén dual topolégica. Uno estaria tentado a pensar que algo similar
va a suceder con respecto a la densidad y a los calibres, sin embargo, en estos casos las
circunstancias cambian ligeramente. Por ejemplo, es claro que el siguiente resultado
se verifica.

Proposicién 2.1.3. Si X es un espacio topoldgico y k es un calibre para el preorden t7,
entonces Kk es un calibre para X .

No obstante, como se muestra en el ejemplo 2.5.8, la implicacion reciproca de la
proposicion 2.1.3 no siempre es cierta, incluso cuando el espacio sostén es compactoy
T,. Ademas, en el mismo ejemplo 2.5.8 se presenta una clase de espacios que satisfacen
larelacion d(X) < d(7%). A pesar de no poder establecer en general la igualdad entre
las densidades de X y 7%, es evidente que 7w (X) coincide con d(t}).

Proposici6n 2.1.4. Para cualquier espacio topolégico X se satisface que d(t%) = nw(X).

El siguiente lema serd utilizado constantemente a lo largo del texto sin hacer
referencia explicita a €él.

Lema 2.1.5. Sean X un espacio topologico,  una base para X, V" una m-base para X
y K un cardinal infinito. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. K es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para X .

2. Para cualquier{U, : a <k} C 1%, existe J € [k]* de tal modo que{U, : a € ]} tiene
interseccién no vacia (resp., es centrada; es ligada).

3. Cuando{B,:a <k} C B\{B}, existe ] € [k]* tal que{B, : a € ]} tiene interseccién
no vacia (resp., es centrada; es ligada).
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4. Si{V,:a <k} ¥ \{B}, entonces existe ] € [k]* con la propiedad de que{V, : a €
J} tiene interseccién no vacia (resp., es centrada; es ligada).

Demostracion. La tinica implicacién no trivial es (4) a (1). Sean [ un conjunto de

cardinalidad «, {U, : @ € I} un subconjunto de 7} y f : k¥ — I una funcién biyectiva.

Para cada & <k sea V: € 7"\ {#}} con V: C Uy ). Luego, por el inciso (4) existe J € [k]*
con ﬂ;’&] V: # 0. Claramente, f[J]€[I]*y ﬂaef[” U, # 0. En consecuencia, kK es un
calibre para X. O]

Los siguientes tres resultados son de importancia primordial para el desarrollo de
este trabajo (compérense con las proposiciones 1.6.4, 1.6.5 y 1.6.6). El primero explica
la interaccién de los calibres y precalibres con respecto a los subconjuntos densos. El

segundo establece una relacién bésica entre familias celulares y precalibres débiles.

Finalmente, el tercero muestra una condicién suficiente con respecto a la densidad
de un espacio para que un cardinal infinito sea un calibre para éL.

Proposicién 2.1.6. Si X es un espacio topolégico, D es un subconjunto denso de X y k
es un cardinal infinito, entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. ¢(D)=c(X).

2. K es un precalibre (resp., precalibre débil) para D si y sélo si k es un precalibre
(resp., precalibre débil) para X .

3. Sik es un calibre para D, entonces k es un calibre para X .
En consecuencia, $(X)< §(D), w$(X)=w3s(D) y k(X)= k(D).

Demostracién. Con el inciso (1) en mente, primero notemos que si % es una familia
celular en D y para cada U € % tomamos V(U) € 75 con V(U)ND = U, entonces
la densidad de D garantiza que {V(U) : U € %} es una familia celular en X de la
misma cardinalidad de % . En consecuencia, |%| = }{V(U): Ue %}| < ¢(X)y, por
ende, c(D) < c(X). Por otro lado, si % es una familia celular en X, entonces una
vez mas la densidad de D implica que {UND : U € %} es una familia celular en
D equipotente a % . De este modo, |%| = |{UﬂD : Ue%}| < ¢(D)y, por lo tanto,
c(X)< ¢(D).

Para la prueba de (3), supongamos que k es un calibre para D y sea {U, : a@ < k}
un subconjunto de 73. Como D es denso en X, {U,N D : a < k} es una subcoleccién
de 77, v, por ende, existe J € [K]* con ),.,(U, N D) # 0; en especial, (., U, # 0. El
argumento para la implicacién directa de (2) es similar.

Para verificar la implicacion reciproca de (2), supongamos que x es un precalibre
(resp., precalibre débil) para X. Fijemos {V, : @ <k} C 7} y, para cada a < k, tomemos
Uy, € 7% con V, =U,ND. Luego, si J €[] cumple que {U, : @ € J} es centrada (resp.,
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ligada), entonces la densidad del conjunto D garantiza que {V, : @ € J} también es
centrada (resp., ligada). O

La proposicién 2.1.6 conecta las condiciones de cadena de un espacio topolégico
con las de cualquiera de sus extensiones (véanse los corolarios 2.1.10 y 5.1.13).

Proposicién 2.1.7. Si X es un espacio topoldgico, k es un precalibre débil para X y %
es una familia celular en X, entonces |% | < k. En especial, c(X) < k(X).

Demostracién. Si|%|> x, podemos extraer un subconjunto {U, : a < k} de % de tal
forma que U, N Ug =0, siempre que « < f < k. En consecuencia, k no es un precalibre
débil para X. O

Proposicion 2.1.8. SiX esun espacio topolégico, k es un niimero cardinal y d(X) < cf(x),
entonces k es un calibre para X . En particular, $§(X)< d(X) y{x € CN: cf(x)> d(X)} C
C(X).

Demostracion. Sean {U, : a < k} una subcoleccién de 7}, D un subconjunto denso
de X con|D|<d(X)ye:x— Ua<x(Ua N D) una funcién de eleccion. Asi, la condicién
img(e) € D implica que |img(e)| < cf(x) y, por ende, para alguna 8 < « el conjunto
J := e~ '{e(p)} satisface | /| = k. De este modo, (), Uy # 9. O

Ademis, se puede utilizar un argumento similar al expuesto en la proposicion 2.1.6
para demostrar el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.9. Si X es un espacio topolégico, U es un subconjunto abierto de X y
K es un cardinal infinito, entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. c(U)< c(X).

2. Sik es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para X, entonces k es un
calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para U .

En consecuencia, S(U)< §(X), ws(U)< ws$(X) y k(U) < k(X).

Un espacio de Hausdorff es H -cerrado si es cerrado en cualquier extensién Haus-
dorff del mismo; por ejemplo, cualquier espacio compacto de Hausdorff es H -cerrado.
Naturalmente, un espacio es localmente H -cerrado si cualquier punto admite una
vecindad H -cerrada. Un resultado clasico de extensiones garantiza que si X es un
espacio de Hausdorff localmente H -cerrado, entonces X es abierto en cualquiera de
sus extensiones T, (véase [54, Proposition (b)(1), p. 543]). Con este antecedente, el
siguiente resultado es una consecuencia de las proposiciones 2.1.6 y 2.1.9.

Corolario 2.1.10. Si X es un espacio de Hausdorff localmente H -cerradoy Y es una
extension T, de X, entonces C(X)=C(Y), P(X)=P(Y) yWP(X)=WP(Y).
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Las propiedades basicas que hemos enunciado hasta este momento pueden com-
binarse para obtener una nueva caracteristica acerca de la herencia de las condiciones
de cadena con respecto a una clase especial de subconjuntos. El siguiente resultado
también es una consecuencia de las proposiciones 2.1.6 y 2.1.9, combinadas con el
hecho de que si A es un cerrado regular, entonces int A es denso en A.

Proposicion 2.1.11. Si X es un espacio topolégico, A es un subconjunto cerrado regular
de X yk es un cardinal infinito, entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. c(A)< c(X).

2. Sik es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para X, entonces k es un
calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para A.

En consecuencia, $(A) < §(X), w3(A) < ws(A) y k(A) < k(X).

;Es cierto que los conceptos de calibre, precalibre y precalibre débil coinciden?
Los ejemplos 2.5.8 y 2.6.1 mds adelante contestan negativamente la pregunta en
el caso de los calibres y precalibres. Por otra parte, las secciones 2.3, 3.5 y 4.1 estan
dedicadas a explorar la cuestién correspondiente para precalibres y precalibres débiles;
en particular, veremos que la respuesta depende de los axiomas consistentes con ZFC
(Axiomas de Zermelo-Fraenkel mds el Axioma de Eleccién) que se adicionen a ZFC
(véase por ejemplo el corolario 3.5.6).

Una conjetura natural es que si kK > A 2 w y k es un calibre (resp., precalibre;
precalibre débil) de X, entonces A también lo es. No obstante, un ejemplo sencillo
muestra que esto no es asi. En efecto, el espacio de ordinales [0, w;) satisface que
{{a+1}:a < w,} es una familia celular de tamafio w; en [0, w,), lo cual implica que
w1 no es un precalibre débil para [0, w,) (véase la proposicién 2.1.7). Por otro lado, si
K es tal que cf(x) > w;, entonces una combinacién de la proposicién 2.1.8 y la relacién
d ([0, wl)) = w; indica que k es un calibre para [0, w,).

También, es razonable preguntarse si es cierto el reciproco del inciso (3) de la pro-
posicién 2.1.6(3). Contestaremos esta pregunta negativamente en el ejemplo 2.5.8, una
vez que tengamos algunos resultados que nos ayuden a entender el comportamiento
de los calibres en los productos topolégicos.

Por otro lado, existe un reciproco parcial del inciso (3) al considerar el concepto
de w-cerradura. Para un subconjunto Y de un espacio topolégico X, definimos la
w-cerradurade Y como el conjunto Y := J{A: A€[Y]<*}. Ademds, Y es w-denso
en X si X =Y. Claramente, cualquier conjunto w-denso es denso. Por otra parte, el
ejemplo 7.3.5 constata que la implicacién reciproca no es valida. La prueba de nuestro
siguiente resultado es una adaptacién del argumento expuesto en [85, Proposition 2,
p. 268].
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Proposicién 2.1.12. Si Y es un subconjunto w-denso de X yx € C(X) satisface cf(x) > w,
entoncesk € C(Y).

Demostracion. Sean {V, : a < k} un subconjunto de 73, y U, € 75 con U, NY =V,
para cada a < k. Como K es un calibre para X, existe J € [k]* con ﬂae] U, # 0. Fijemos
X € ﬂae] U, ysea A € [Y]<® tal que x € A. Luego, para cada a € J existe y, € A
con y, € U,. Asi, la asignacién / — A definida mediante ¢ — y, tiene una fibra de
cardinalidad «, es decir, existe I € [J]* tal que y, = ys para cualesquiera a,f3 € I.
Finalmente, se satisface que {V, : @ € I'} tiene interseccién no vacia. O

También podemos preguntarnos acerca de las implicaciones reciprocas en las
proposiciones 2.1.9(2) y 2.1.11(2). Por ejemplo, si consideramos al espacio [0, w,),
entonces {0} es un subconjunto abierto y cerrado de éste que, por el corolario 2.1.13,
tiene calibre w;; no obstante, ¢ ([O,wl)) = w;. Un par de espacios mads sofisticados
que también ejemplifican que las desigualdades restantes en las proposiciones 2.1.9
y 2.1.11 no necesariamente se verifican se pueden encontrar en los ejemplos 2.3.6 y
2.3.7.

Consideremos ahora la siguiente pregunta: ;es posible determinar cudles son
las colecciones de calibres, precalibres y precalibres débiles de cualquier espacio
topoldgico? Exploraremos ampliamente esta pregunta en lo que resta de este trabajo.
Por ejemplo, una combinacién de las proposiciones 1.6.3 y 2.1.3 provee el siguiente
resultado.

Corolario 2.1.13. Si X es un espacio topoldgico finito, entonces todos los cardinales
infinitos son calibres para X .

Alaluz del corolario anterior, debemos restringir nuestro estudio a la clase de los
espacios topolégicos infinitos para obtener resultados interesantes. Sin embargo, atin
es deseable no imponer esa restriccién en general para poder aplicar ciertos teoremas
de preservacién sobre las condiciones de cadena que se expondréan en las paginas
siguientes.

2.2. Condiciones de cadenay cofinalidad

En la proposicién 2.1.8 demostramos que si X es un espacio topolégico y k es un
ntmero cardinal con cf(k) > d(X), entonces k es un calibre para X. Este es uno de
los multiples resultados que relacionan la cofinalidad de un niimero cardinal con las
condiciones de cadena en los espacios topolégicos. En esta secciéon expondremos
varios enunciados de esta indole.

Siempre que aparezca un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para un espacio
topolégico dado, el siguiente resultado garantiza la existencia de otro (resp., precalibre;
precalibre débil) adicional:
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Proposicion 2.2.1. Si X es un espacio topolégico y k es un calibre (resp., precalibre;
precalibre débil) para X, entonces cf(x) también lo es.

Demostracién. El resultado es evidente cuando « es regular. Ahora, sean k un calibre
singular para X, {U, : a < cf(x)} un subconjunto de 7} y {x, : @ < cf(x)} una (x,0)-
sucesion (véase el lema 1.2.5). Para cada « < cf(x) sea I, := [k, K441)- Luego, para cada
B <k sea Vp := U, donde « < cf(x) es el tinico ordinal con f§ € I,. Como k es un calibre
para X, existe I € [K]* con ﬂ{Vb :Belt#0.Sea ] :={a <cflx):3IB € I(Vs = U,)}.
Observemos que J = {a < cf(x) : I, N I # @} satisface |J| < cf(k). Ademas, |]| > cf(x)
porque I = Uae](la NI), |I|=xyl|INI,| <« paratoda a € J. En consecuencia, J €
[cf(xc)] ) y Naey Uz 79 O

Mas adelante, en el corolario 2.5.4, demostraremos que la propiedad de tener
precalibre débil k es finitamente productiva. Utilizaremos este hecho en la prueba
de nuestro siguiente resultado. Recuerde que c*(X) es el ntimero cardinal sup{c(X"):
n eN}.

Corolario 2.2.2. Si X es un espacio topoldgico y xk es un cardinal infinito con cf(x) <
c*(X), entonces Kk no es un precalibre débil para X . En otras palabras, WP(X) C {k €
CN:cf(k) = c*(X)}.

Demostracién. Lacondicion cf(x) < ¢*(X) produce n €N con cf(x) < ¢(X ")y, por ende,
existe una familia celular en X" de cardinalidad cf(x). De este modo, una combinacién
de las proposiciones 2.1.7 y 2.2.1 garantiza que k no es un precalibre débil para X".
Por lo tanto, k no es un precalibre débil para X. O

A partir de la proposicion 2.2.1 surge la pregunta: ;es cierto que si cf(x) es un calibre
(resp., precalibre; precalibre débil) para X, entonces k también lo es? En general, este
no es el caso (véase el ejemplo 2.6.2), sin embargo, bajo ciertas condiciones si sucede
lo planteado. Por ejemplo, en nuestro siguiente resultado ofrecemos una condicién
suficiente relacionada con el w-peso para obtener una respuesta afirmativa (véase
también [16, Theorem 2.3, p. 25]):

Proposicion 2.2.3. Si X es un espacio topolégico yx es un cardinal infinito contw(X) <
K y X tiene calibrecf(x), entoncesk es un calibre para X . En simbolos, {K e€CN:x>nmw(X) A cf(x)e C(X

C(X).

Demostracion. Claramente el enunciado es verdadero cuando « es regular. Supon-
gamos entonces que k es singular y sea {x: : £ < cf(k)} una sucesion estrictamente
creciente de nimeros cardinales con sup{x; : & < cf(x)} = k. Ademads, sean A := Tw/(X),
{V, 1y <A} una rt-base para X, {U, : @ <k} un subconjunto de 7% y, para cada y <A,
definamos Jy = {a<k: v, C U,}. En estas circunstancias, como K = U7,<)1 Iy A<K,
obtenemos que k =sup{|J,|: y <A}
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Para cada ¢ < cf(x) sea y(&) < A de tal modo que | Js)| > k:. En vista de que cf(x) es
una calibre para X, existe I € [cf(x)]™™ con )., Vy() #0. Finalmente, J :=| -, Jy¢)
satisface J € [k y (ee; Vo) €[ Nues Ua- O

La proposicién 2.2.3 tendrd un papel fundamental para acrecentar colecciones de
calibres en ciertos espacios topolégicos. Més adelante, en el ejemplo 2.6.2, veremos que
la desigualdad mw(X) < x en la proposicién anterior no puede mejorarse a Tw(X) < k.
Por otra parte, en virtud de que para cualquier espacio X se satisface larelacién d(X) <
nw(X) (véase [32]), las proposiciones 2.1.8 y 2.2.3 implican el siguiente corolario.

Corolario 2.2.4. Si X es un espacio topologico con tw(X) = w, entonces X es fuerte-
mente Sanin. Mds atin, cuando w € C(X) se satisface que C(X)= CN.

También es posible obtener resultados similares a la proposicién 2.2.3 con respecto
a precalibres. Por ejemplo, en [3, Lemma 2.4, p. 154] y en [16, Theorem 5.5, p. 93] se
puede encontrar un enunciado de naturaleza un tanto técnica. Por otra parte, en [36,
5.14, p. 119] se demuestra la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.5. Sean X un espacio topologico y k un cardinal infinito con cf(k) €
P(X). Si para cada niimero cardinal u < k se satisface que u*) < k, entonces k es un
precalibre para X .

En la proposicién 2.3.2 demostraremos que los calibres y los precalibres coinciden
en el &mbito de los espacios compactos de Hausdorff. En virtud de este hecho, el
enunciado anterior implica el siguiente resultado.

Corolario 2.2.6. Si X es un espacio compacto de Hausdorffy k es un cardinal limite
fuerte, entonces k € C(X) si y sélo si cf(x) € C(X).

Una pregunta natural es si podemos hallar en ZFC un espacio topolégico X y
un cardinal infinito x de tal forma que cf(x) € P(X) y k¥ € P(X). Resulta que esto es
imposible porque Argyros y Tsarpalias demostraron en [3, Corollary 2.7, p. 155] que
bajo la Hipétesis Generalizada del Continuo, GCH, el siguiente resultado se verifica.

Proposicién 2.2.7. [GCH] Si X es un espacio topolégico y k es un cardinal infinito,
entonces k es un precalibre para X si y solo si cf(x) es un precalibre para X . En especial,
si X es compactoy T,, entonces k es un calibre para X siy solo si cf(k) es un calibre para
X.

Consideremos ahora espacios infinitos con la propiedad de Hausdorff. Claramente,
si X es un espacio infinito y T, los 4tomos del preorden 7} son, precisamente, los
puntos aislados de X. Este hecho es consecuencia de que los elementos compatibles
de 7} son exactamente aquellos que tienen interseccién no vacia.
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Por otro lado, es evidente que si un espacio topolégico X admite una familia celular
infinita, entonces w ¢ WP(X) (véase la proposicién 2.1.7); en particular, como se indica
en nuestro siguiente resultado, todos los espacios de Hausdorff infinitos no tienen a
w como precalibre débil.

Proposicion 2.2.8. Si X es un espacio de Hausdor(f infinito, entonces X posee una fa-
milia celular infinita. En especial, ningiin espacio de Hausdor{f infinito tiene precalibre
deébil w.

Demostracion. Si T} tiene una coleccion infinita numerable de 4tomos, entonces la
coleccion de dtomos de 7 es una anticadena infinita en 73. Por otra parte, si X tiene
una cantidad finita de 4&tomos y definimos

Y :={xeX:{x}noesdtomodeh},

entonces 77, es un preorden sin 4&tomos y, por ende, la proposicién 1.6.11 produce
una anticadena infinita en 77,. Resta observar que 77, C 7} porque Y € 7x y, por ende,
la anticadena infinita de T‘; es una anticadena infinita en T;}. En consecuencia, la
proposicion 2.1.2 constata que X admite una familia celular infinita. O

De la proposicién 2.2.1, el corolario 2.2.2 y la proposicién 2.2.8 se desprende el
siguiente corolario:

Corolario 2.2.9. Si X es un espacio de Hausdorff infinito, entonces WP(X) C UCn{k €
CN:cf(k) > c*(X)}.

Asi, una combinacién de la proposicién 2.1.8 y el corolario 2.2.9 produce un coro-
lario adicional:

Corolario 2.2.10. Si X es un espacio de Hausdorff infinito y separable, entonces C(X)=
P(X)=WP(X)=UC.

2.3. Relaciones entre calibres, precalibres y precalibres
débiles

Este breve apartado del texto estd dedicado a explorar algunos aspectos de la siguiente
cuestion:

Pregunta 2.3.1. ;Cuando un espacio topolégico X satisface C(X) = P(X) 6 P(X) =
WP(X)?
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Al respecto de estas preguntas hay una observacién inmediata: como todo espacio
topolégico X satisface que C(X) € P(X) € WP(X), inicamente tenemos que encontrar
condiciones suficientes para garantizar que las inclusiones opuestas también sean
ciertas.

El resultado que motiva esta seccién fue extraido de [4] y es el siguiente:

Proposicién 2.3.2. Si X es un espacio compacto de Hausdorff, entonces C(X) = P(X).

Demostracién. Sean k € P(X)y {U, : @ < k} C 7%. Para cada a < k, la regularidad
de X produce V, € 7% con V,, C V, € U,. Luego, como k es un precalibre para X,
existe J € [k]* tal que {V, : @ € J} es una familia centrada. De este modo, como
{V, : a € J} es una familia centrada de cerrados en el compacto X, podemos concluir
que D #(oes Va S \ue Ua- En consecuencia, k € C(X). a

La proposicion 2.3.2 tiene una generalizacién natural:
Proposicion 2.3.3. Si X es un espacio localmente compacto y T, entonces C(X) = P(X).

Demostracién. Si BX denota la compactacién de Stone-Cech de X, entonces el coro-
lario 2.1.10 y la proposicion 2.3.2 garantizan las relaciones C(X)=C(X)=P(X)=
P(X). O

Una pregunta razonable es si los espacios numerablemente compactos y T, satis-
facen la relacion C = P. La respuesta a esta cuestion es negativa: en el ejemplo 2.5.8 se
presenta un espacio numerablemente compacto, cero-dimensional y T, tal que sus
precalibres y calibres no coinciden.

Proposicién 2.3.4. Si un espacio topolégico X admite una familia celular de cardina-
lidad d(X), entonces C(X)=P(X)=WP(X)={k € CN: cf(x) > d(X)}.

Demostracion. En virtud de la proposicién 2.1.8, basta con ver que si k es un precali-
bre débil para X, entonces cf(x) > d(X). En efecto, si k € WP(X), entonces la proposi-
ci6én 2.2.1 garantiza que cf(k) también es un precalibre débil para X y, por ende, nuestra
hipétesis permite utilizar la proposicién 2.1.7 para asegurar que cf(k) > d(X). O

En consecuencia, la proposicién 2.3.4 y [32, Theorem 8.1, p. 32] implican:

Corolario 2.3.5. Si X es un espacio infinito y metrizable, entonces C(X) = P(X) =
WP(X)={x € CN: cf(x) > d(X)}.

La proposicién 2.3.4, como veremos enseguida, puede utilizarse para determinar
las condiciones de cadena de varios espacios.

Ejemplo 2.3.6. Existe un espacio compacto de Hausdorffy primero numerable L con
las siguientes propiedades:
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1. [L|=dL)=c(L)=¢;

L admite una familia celular de cardinalidad c;

IS

C(L)=P(L)=WP(L)={x € CN : cf(x) > c};

4. existe un subespacio abierto U delL tal que C(U)=P(U)=WP(U)=UC;

5. existe un subespacio cerrado regular A deL tal que C(A)=P(A)=WP(A)=UC, y
6. {c, 1} S (C(U)UC(A)\ WP(L).

Demostracion. El cuadrado lexicogrdfico, L, es el conjunto [0,1]> equipado con la
topologia generada por el orden lexicogréfico (véase el ejemplo 48 de [74]). Este espacio
tiene cardinalidad cy {{t} x(0,1): 0 < ¢ < 1} es una familia celular de tamafio ¢ en
L, lo cual implica, por la proposicién 2.3.4, que los incisos (1), (2) y (3) son ciertos.
Por otra parte, se puede comprobar que el subconjunto abierto U :={1/2} x(0,1) y el
subconjunto cerrado regular A := {1/2}x[1/3,2/3] son homeomorfos, respectivamente,
a los intervalos (0,1) y [1/3,2/3] equipados con la topologia que heredan de R. En
consecuencia, U y A son espacios separables y, por ende, el corolario 2.2.10 garantiza
losincisos (4) y (5). En especial, como cf(c) > w (véase[41, Corollary 10.41, p. 34]) y w, es
regular, deducimos que ¢y w, son elementos de la diferencia (C( U)u C(A))\WP(IL). O

Ejemplo 2.3.7. Existe un espacio T,, numerablemente compacto y primero numerable
% que satisface las siguientes propiedades:

1. | L=cyd(L)=w,=c(L);
% admite una familia celular de cardinalidad v ;

C(ZL)=P(ZL)=WP(Z) = {x € CN: cf(k) > w; };

Ao b

existe un subespacio abierto U de £ tal que C(U)=P(U)=WP(U)=UC;
5. existe un subespacio cerrado regular A de £ tal que C(A)=P(A)=WP(A)=UC, y
6. w; €(C(U)UC(A)\WP(L).

Demostracién. La linea larga es el conjunto . :=[0, w,) x [0, 1) equipado con la topo-
logia generada por el orden lexicogréfico. Es bien conocido que .Z tiene tamafio c, es
numerablemente compacto, T, y primero numerable (véase el ejemplo 45 de [74]).
Ahora, es claro que { {a}x(0,1):a< wl} es una familia celular en .Z de tamafio
w1, lo cual demuestra (2). Por otra parte, como {{(a,q) : @ < w; A g € QN[0,1)} es
un subconjunto denso de .Z, deducimos que d(.£) = w; = c¢(¥). Adicionalmente, la
proposicion 2.3.4 garantiza que el inciso (3) es cierto. Para (4), es sencillo demostrar
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que el subconjunto abierto U := {0} x (0,1) y el subconjunto cerrado regular A := {0} x
[1/3,2/3] son homeomorfos, correspondientemente, a los intervalos (0,1) y [1/3,2/3]
equipados con la topologia euclidiana usual; en consecuencia, los incisos (4) y (5)
se verifican por el corolario 2.2.10. Finalmente, como cf(w;) > w, concluimos que
w, €(C(U)UC(A)\WP(L). O

Una cuestién natural es si se puede modificar la proposicién 2.3.4 como sigue: si
X es T,y c(X)=d(X), entonces C(X)=WP(X). Esta pregunta est4 relacionada con el
problema clasico “sup vs. max” con respecto a la celularidad; es decir, jes cierto que
si ¢(X) =k, entonces X admite una familia celular de cardinalidad x? Del material
expuesto en [32, § 12] se deduce que si no hay cardinales débilmente inaccesibles,
entonces la celularidad siempre se alcanza para los espacios de Hausdorff infinitos. A
partir de este hecho y de la proposicion 2.3.4 obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.3.8. Si no existen cardinales débilmente inaccesibles, entonces cualquier
espacio de Hausdorff infinito X que satisfaga la relacién c(X) = d(X) también verifica
las igualdades C(X)=P(X)=WP(X)={x € CN : cf(x) > d(X)}.

Por otra parte, veremos mds adelante en el corolario 5.2.3 que si k es un cardinal
débilmente inaccesible, entonces existe un espacio de Tychonoff X con c¢(X)=x =
d(X)ykeCX)\{AeCN:cf(A)> d(X)}.

En vista de que todos los espacios de Hausdorff infinitos y separables satisfacen
C(X)=P(X) por el corolario 2.2.10, es razonable preguntar si los espacios de Lindel6f
también tienen esta caracteristica; en otras palabras, jes cierto que si X es Lindelof,
infinito y T;, entonces C(X) = P(X)? ;qué tal si X es hereditariamente Lindel6f? Los
ejemplos 4.3.6 y 7.3.4 contestan negativamente estas pregunta.

En el caso delas propiedadeslocales, nos preguntamos sila propiedad de Hausdorff
combinada con la primero numerabilidad de un espacio implica la igualdad C(X) =
P(X). Resulta que, incluso en el ambito de los espacios de Moore, el ejemplo 6.2.12
responde negativamente esta cuestion.

Una conjetura sensata es que, tal vez, al afladir un poco de estructura algebraica
(e.g., grupo topolégico, anillo topolégico, espacio vectorial topolégico, etcétera) a
la estructrua topolégica de nuestros espacios, podriamos conseguir la propiedad
C=P. Los ejemplos 7.3.4 y 7.3.5, que son espacios vectoriales topoldgicos localmente
convexos (véase [4, Proposition 0.3.5, p. 9]), muestran que esta conjetura es falsa.

Para terminar esta seccién conviene resaltar que en la seccién 4.1, una vez que
tengamos familiaridad con algunas consecuencias del Axioma de Martin (véase la
seccién 3.5), estudiaremos la posibilidad de que P y WP no coincidan ain en el
contexto de los grupos topoldgicos Lindelof 3.
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2.4. Condiciones de cadena en sumas topolégicas

Con respecto a las sumas topolégicas, comenzamos la presente seccién con el célculo
de la celularidad. Recuerde que si .« es una coleccién de subconjuntos de un conjunto
Xy Y C X, entonces la traza de <7 sobre Y es el conjunto .o/ [y:={ANY :Ae .o/}

Proposicion 2.4.1. Si A es un numero cardinal y {X, : a < A} es una coleccion de
espacios topologicos, entonces

c(@Xa) =/1-sup{c(Xa):a<k}.

a<i

Demostracion. Sea X =@, ., X,. Primero, como {X,, : @ < A} es una familia celular
en X, es claro que ¢(X) > A. Ademds, como para cada a < A se satisface X, € 7y,
deducimos que c(X,) < ¢(X) (véase la proposicién 2.1.9). En consecuencia, c(X) >
sup {C(Xa) a< A} y por ende

c(X)?méx{/l,sup{c(Xa) < QL}} =A-sup{c(X,):a<A}.

Por otro lado, si % es una familia celular en X y %, := % [x, para cada a < 4,
deducimos que %, es una familia ajena por pares contenida en 7y _; por lo tanto,
|%,| < ¢(X,). Luego, si para cada U € % se define a(U) := min{a < A : U N X, # 0},
entonces la funcion % — A x| J,,., %, dada por U — (a(U), U N X,q)) es inyectiva y,
por consiguiente,

AXU%Q

a<i

|%| < <A-sup{|%,|:a <A} <A-sup{c(X,):a<Ar}.

De este modo, c(X)<)L-sup{c(Xa):a<A}. O

Para establecer resultados similares en términos de calibres, precalibres y precali-
bres débiles, necesitamos demostrar primero un resultado que generaliza a [83, T.276,
p. 311].

Proposicion 2.4.2. Sean A un niimero cardinal, X un espacio topologico y {X, :a < A}
una familia de subespacios de X . Sicf(k) > A yx es un calibre (resp., precalibre; precalibre
débil) para cada X, entonces k es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para

Ua<k Xa'

Demostracion. Sea Y :=|,., X,, fijlemos un subconjunto {U, : y < x} de 77, y para
y <k definamos a(y) := min{a < A: U,NX, #¥}. La condicién cf(x) > A garantiza que la
funcién k — A dada por y — a(y) tiene una fibra de tamafio , es decir, existen J € [k]*
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y a < Atales que a(y) = @, siempre que y € J. Finalmente, como {U,N X, :y € J} esun
subconjunto de T}a y X, tiene calibre x, obtenemos I €[J]¥ tal que ﬂye [(U,NX,)#0;
en consecuencia, {Ur :y € I} tiene interseccién no vacia. O

La proposicién 2.4.2 se puede emplear para determinar cudndo una suma topolé-
gica tiene un cierto calibre, precalibre o precalibre débil.

Proposicion 2.4.3. Sean k y A un par de ntimeros cardinales. Si{X, : a < A} es una
familia de espacios topologicos, entonces @, X, tiene calibre (resp., precalibre; pre-
calibre débil) k si y solo si cf(k) > A y cada sumando tiene calibre (resp., precalibre;
precalibre débil) k.

Demostracion. La implicacién reciproca es consecuencia de la proposicion 2.4.2. Pa-
ra verificar la implicacién directa, supongamos que X =@, , X, tiene calibre x y
notemos primero que, como todos los X, son subespacios abiertos de X, entonces
cada sumando tiene calibre x (véase la proposicién 2.1.9). Por tltimo, si suponemos
que cf(x) < A, entonces cf(x) no es un precalibre débil para X porque {X, : a < cf(k)} es
una familia celular y asi, la proposicién 2.2.1 garantiza que x tampoco es un precalibre
débil para X, una contradiccién a nuestra hipdtesis. De esta manera, cf(x)> A. O

2.5. Condiciones de cadena en productos topolégicos

Para hacer contraste con las proposiciones 2.4.1 y proposicioén 2.4.3, la preservacion
de las condiciones de cadena en el ambito de los productos topolégicos es un tema
maés delicado. Por ejemplo, los aspectos fundamentales del problema de la celularidad
en los productos topolégicos ameritan por su extension que sean expuestos en el
capfitulo 3 del presente texto.

No obstante, también es posible mencionar algunos resultados sencillos. Comen-
cemos con el siguiente resultado de preservacion de las condiciones de cadena bajo
funciones especiales.

Proposicion 2.5.1. Sea f : X — Y una funcion entre espacios topologicos.

1. Si f es continua y suprayectiva, entonces C(X) € C(Y), P(X) € P(Y), WP(X) C
WP(Y)yc(X)=c(Y).

2. Cuando f es abierta e inyectiva, C(Y) € C(X), P(Y) € P(X), WP(Y) C WP(X) y
c(Y) = c(X).

Demostracién. Para el inciso (1) observemos que si 7 es una familia celular en Y,
entonces {f![V]: V € ¥} es una familia celular en X equipotence con ¥’; en con-
secuencia, ¢(X) = c(Y). Por otra parte, si k € C(X) y {U, : @ < k} C 77, resulta que
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{fUU,]:a<k} < 7%. De este modo, como k es un calibre para X, existe J € [x]* de
tal forma que ()., f~'[U,] # 0. En este caso, se satisface la relacion ()., U, # 0.
Para demostrar la afirmacion del inciso (2), si % es una familia celular en X,
entonces {f[U]: U € %} es una familia celular en Y equipotente con %/; en especial,
c(Y)> c(X). Por otro lado, six € C(Y) y {U, : @ <k} € 7%, sucede que { f[U,]: a <k} C
T%. Asi, como k es un calibre para Y, existe J € [k]* con ﬂae] f7[U,]#0. Finalmente,
como f es inyectiva, se infiere que ()., U, #0. O

La siguiente afirmacién se deduce a partir de la proposicién 2.5.1 combinada con
el hecho de que las proyecciones canénicas son continuas y suprayectivas.

Proposicion 2.5.2. Sik es un cardinal infinito, A es un ntimero cardinal, {X, : a < A}
es una familia de espacios topolégicos y k es un calibre (resp., precalibre; precalibre
débil) para el producto topologico | |-, Xa, entonces k es un calibre (resp., precalibre;
precalibre débil) para cada factor.

Por otra parte, con respecto a los productos finitos, los calibres, precalibres y
precalibres débiles también se preservan sin inconvenientes.

Proposicion 2.5.3. Sea k un cardinal infinito. Si X y Y son espacios topologicos con
calibre (resp., precalibre; precalibre débil) k, entonces el producto X x Y también tiene
calibre (resp., precalibre; precalibre débil) k.

Demostracion. Sea {U, : a <k} un subconjunto de 7%, formado por abiertos cané-
nicos. Fijemos colecciones {V, : a <k} C 1} y{W, : a <k} C 77, tales que U, = V, x W,,
para cada a < k. Primero, como x es un calibre para Y, existe I € [k]* con (),c; W, #0.
Luego, como X tiene calibre k, hay J € [I]* de tal forma que (), Vo # (). En estas
circunstancias se satisface que J € [k]*y ﬂae 7 U #0. O

Corolario 2.5.4. Seax un cardinal infinito. Sil < n < w,{X,, : m < n} es una familia de
espacios topoldgicos y k es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para cada X,,,,
entonces K es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para el producto | |,,,, Xm-

Con respecto a los productos con una cantidad arbitraria de factores, el siguiente
teorema fue demostrado originalmente por Sanin en [67].

Teorema 2.5.5. Sik es un cardinal regular no numerable, A es un niimero cardinal,
{X, :a < A} es una familia de espacios topolégicos y k es un calibre (resp., precalibre)
para cada factor, entonces k es un calibre (resp., precalibre) para el producto topolégico

Ha<)L XO! :

Lo que sigue es demostrar que, aunque Sanin no consideré precalibres débiles en
el teorema 2.5.5, el resultado correspondiente también es cierto.
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Teorema 2.5.6. Sik es un cardinal regular no numerable, A es un numero cardinal,
{X, : @ < A} es una familia de espacios topolégicos y k es un precalibre débil para cada
factor, entonces k es un precalibre débil para el producto topoldgico [ [, Xa-

Demostracion. En virtud del corolario 2.5.4, podemos suponer que A es infinito. Sea
{U, : a < k} una familia de abiertos canénicos de X :=[ [ ,,.; X,. Ademads, para toda
a < K, fijemos A, € [A]<“\ {0} y, para cada 8 € A,, U(a,B) € T}ﬁ de tal modo que

U, = pea, nBI[U (a, B)]. Adicionalmente, supondremos sin perder generalidad que
ﬂa<l\’ AO! 7é .

Por el teorema 1.2.3 aplicado a la familia {4, : @ < k}, existen conjuntos J € [k]*y
Atales que A, N Ag = A, siempre que a, § € J son distintos. Ahora, como la condicién
(Nu<x Ao #9 implica que A #0, el producto X, =] | pea Xp tiene precalibre débil k por
el corolario 2.5.4.

Para cada § € A denotemos por pg : X4 — Xp a la proyeccion canénica. Ade-
mas, sea V(a, ) = ﬂﬂeA plgl[U(a,ﬂ)] para cualesquiera @ € J y 8 € A. Claramente,
{ﬂﬁeA V(a,B): a € J} es un subconjunto de T}A. Luego, como k es un precalibre débil
para Xy, existe I €[J]* con la propiedad de que {ﬂﬁeA V(a,B): a1} esligada.

Finalmente, con el objetivo de ver que {U, : @ € I} es ligada, tomemos a,y €I y

fijemos un punto
ge (Vi@ p)n(\V(r,b)
peA S\

Ademds, para cualesquiera § € A,\ Ay 6 € A, \ A, sean p(a,B)€ U(a,B)y p(r,6) €
U(y,0). La coleccion {q, {(B,pla,B)): BeA\AL{(O,p(r,0)):0 €A, \A}} es una fa-
milia compatible de funciones y, por ende, existe p € X que extiende a g U{(, plg‘) :
B €A\ AYU{(o, pg ): 0 € A, \ A}. En estas circunstancias, un argumento rutinario
muestra que p € U, N U,. O

Surge otra pregunta: ;qué pasa si k es singular? En esta direccion Shelah establecié
en [71] el siguiente resultado:

Teorema 2.5.7. Sik es un cardinal infinito y A es un niimero cardinal, entonces los
siguientes enunciados son ciertos.

1. Si X es un espacio topoldgico con calibrek y cf(k) > w, entonces la potencia X*
también tiene calibrek.

2. Si{X,:a <A} es una familia de espacios topolégicos, cada uno con calibrek, y

A < cf(x), entonces [ | ,-, Xo también tiene calibre .

Aunque Shelah no demostr6 el teorema 2.5.7 en sus variantes para precalibres y
precalibres débiles, es posible adaptar su argumento original para demostrar dichas
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versiones (véase [57]). En vista de que estas modificaciones son algo técnicas, no las
presentaremos en este espacio y concentraremos ese material en la seccion 2.8.

Por otra parte, es indispensable mencionar que en general no se preservan la condi-
ciones de cadena singulares en productos topolégicos. Sustentaremos esta afirmacién
mas adelante en el teorema 2.6.3 con un resultado de Gerlits.

El teorema 2.5.7 sirve, por ejemplo, para establecer algunas propiedades intere-
santes acerca de los cubos de Cantor y sus subespacios. Recordemos que si k es un
cardinal infinito, entonces el logaritmo de k es el nimero cardinal log(x) := min{A €
CN:2* >k}

Ejemplo 2.5.8. Para cualquier cardinal infinito k el cubo de Cantor D(2)* tiene las
siguientes propiedades.

1. D(2)* es compacto, Hausdorffy cero-dimensional.
2. C(D(2)*)=P(D(2)")=WP(D(2))=UC.
3. mw(DQ))=x yd(D(2)")=log(x).

4. D(2)* admite un subespacio denso y numerablemente compacto X, que satisface
las siguientes condiciones:

(@ P(X,)=WP(X,)=UC.
() C(X,)={AeCN:cf(A)>k}.
© 3(X:)=d(X;)=rnw(X,)=x.

5. Sicf(k)> w, entonces k es un calibre para D(2)* pero no lo es para TB[z)K.
6. Sik es un cardinal sucesor, entonces d(D(2)¥) < d(TE(Z)K).

Demostracién. Claramente, D(2)* satisface las condiciones del inciso (1). Ademas,
una combinacién de los corolarios 2.1.13y 2.2.9 con el teorema 2.5.7 garantiza que
C (D(Z)K) =P (D(Z)K) =WP (D(Z)") = UC. Por otra parte, las demostraciones de las re-
laciones Tw (D(Z)K) =Kyd (D(Z)"') =log(x) se pueden encontrar en [32, Example 11.8,
p. 44].

Con respecto a (4), consideremos la funcién constante cero 0 € D(2)* y al X-
producto X, := X(D(2)¥,0). Tenemos que X, es un subespacio numerablemente com-
pacto y denso de D(2)* (véase el lema 1.4.4). Ademds, como la proposici6én 2.1.6
garantiza que los precalibres y precalibres débiles de X,. y D(2)* coinciden, el inciso
(2) del presente resultado implica que P (X, )= WP(X,) = UC. Por otro lado, como en
espacios regulares se cumple que el t-peso de los subespacios densos coincide con el
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m-peso del espacio ambiente (véase [32, Theorem 3.9, p. 17]), también se verifica la
relacion Tw (XK) =K.

Ahora, para comprobar las igualdades restantes observemos primero que para
cualquier cardinal w < A < k se constata que A no es un calibre para X,.. Esto es porque
si w < A < k y consideramos la familia {n;l{l} N X, : a < A}, entonces no es posible
encontrar J €[A]* con ﬂ{n;l{l} NX, :ae€ J}#0. Este hecho implica que el nimero
de Sanin de X, satisface la relacién §(X,) > k; en consecuencia, k < §(X, ) < d(X,) <
nw(X,)=x.

Por tultimo, para el cdculo de la coleccién de (4) (b) notemos que por lo expuesto en
el parrafo anterior y la proposicién 2.2.1 se cumple que C (X,\.) c{AeCN:cf(A) > k}.
Por otra parte, como d (XK) =k la proposicién 2.1.8 implica que {A € CN : cf(A) > k} C
C(Xy)-

Para el inciso (5) notemos que por el inciso (2), cuando k tiene cofinalidad no
numerable, k es un calibre para D(2)"; sin embargo, si consideramos la familia de
abiertos {71:;1 {0} : @ < k} y fijamos un conjunto J € [x]*, entonces la coleccién {71;1{0} :
a € J} no estd acotada inferiormente en TB(Z)K. En efecto, si suponemos por el contrario
queU € TB(Z)N cumple U C({r,'{0} : @ € J}, entonces existen un conjunto F € [k]<*\
{0} y una coleccion de abiertos {U, : @ € F} con ({7, '[U,]: e € F} C({n,'{0}: a € J}.
No obstante, si para cada @ € F tomamos p, € U, yhacemos p :={(a, p,): @ € F}U((x\
F) x {1}), entonces deducimos el absurdo p € [{7'[U,]: a € F}\[{7,'{0}: € J}.

Finalmente, para ver que el inciso (6) es cierto, supongamos que A es un cardinal
tal que k = A*. En estas circunstancias, una combinacion de la proposicién 2.1.4 con
el inciso (3) garantiza que d(D(2)*) =log(x) =log(A") < A < At =k = nw(D(2)¥) =
d (TB(Z)K). O

En el ejemplo 2.6.1 generalizaremos la igualdad que obtuvimos en el inciso (4) (b)
del ejemplo 2.5.8 para cualquier X-producto.

Mencionamos a continuacion tres resultados mas al respecto de las condiciones
de cadena en productos topolégicos. El primero de ellos lo estableci6 Juhdsz en [36,
5.11, p. 115] y dice lo siguiente:

Teorema 2.5.9. Si A es un niimero cardinal, {X, : a < A} es una familia de espacios
topolégicos y k es un niimero cardinal con d(X,) < cf(x) para cualquier a < A, entonces
Kk es un calibre para| |-, X,

Por otra parte, en [3, Corollary 2.8, p. 155] Argyros y Tsarpalias demostraron que,
bajo GCH, los siguientes resultados de preservacién son vélidos:

Teorema 2.5.10. [GCH] Si A es un ntimero cardinal y {X, : a < A} es una familia de
espacios topolégicos y k es un ntimero cardinal con cf(x) > w, entonces los siguientes
enunciados se cumplen.
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1. k esun precalibre para el producto topolégico [ [, X, siy solo sik es un precali-
bre para cada factor.

2. Sicada X, es un espacio compacto de Hausdorff, entonces x es un calibre para
[ 1<s Xa siy solo six es un calibre para cada factor.

Finalmente, Comfort y Negrepontis demostraron en [16, Corollary 3.15, p. 60] el
siguiente teorema:

Teorema 2.5.11. Sean k un cardinal singular con cf(k)> w, A un niimero cardinal y
{X, : a < A} una familia de espacios topoldgicos. Si para cada a < A se satisface que X,,
tiene calibre k y calibre u, para cada cardinal regular y no numerable u < k, entonces
[ <1 X« tiene calibre k.

2.6. Ejemplos sobresalientes

Hasta este momento inicamente hemos presentado resultados positivos con respec-
to a la preservacion de calibres en productos topolégicos bajo ciertas condiciones;
presentamos en esta seccion un resultado negativo. Primero veamos una familia de
espacios topolégicos cuya coleccion de calibres podemos caracterizar completamente
(véanse [16, Theorem 4.2, p. 80] y [36, Example 7.7, p. 147]).

Ejemplo 2.6.1. Seank y A un par de cardinales infinitos con A < k. Consideremos el
cubo de Cantor D(2)* y el subespacio

Yalk):= {xeD(Z)"' : ‘{a<1€:x(a)= 1}‘ <A}.

Entonces un cardinal infinito u no es un calibre para =, (x) si y sélo si satisface alguna
de las siguientes condiciones:

1. cflu)=w; 6

2. ASu<k,é

3. A< cf(u)<k.
Equivalentemente,

C(Zalk))={ueCN:cflu)>w A ugA k] A cfu) ¢[4,x]}.
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Demostracién. Comencemos por verificar la implicacién reciproca. Primero, si u
satisface que cf(u) = w, entonces el corolario 2.2.9 indica que u no es un calibre para
X, (k) porque X, (k) es infinito y T,. Ahora, si fijjlamos un cardinal A < y <k, la familia
{71;1{1} NX,(k): a < u} tiene cardinalidad u y para cualquier J € [u]* se satisface que
({7, {1} N Z5(x) : @ € J} = 0. Finalmente, como la condicién y € C(X) implica que
cf(u) € C(X) (véase la proposicion 2.2.1), esto completa la prueba de que si se satisface
cualquiera de las condiciones (1) a (3), entonces u no es un calibre para X, (x).

Para demostrar la implicacién directa, supongamos que u es un cardinal de tal
modo que ninguno de los incisos (1) a (3) es cierto. Si k < cf(u) entonces, como
d (ZA(K)) Sw (ZA(K)) <k, la proposicion 2.1.8 garantiza que y € C (ZA(K)).

Supongamos ahora que w; < cf(u) < pu < Ay fijemos una familia {U, : @ < u} €
T*D[Z]K. Para cada @ < u sean F, € [k]<® y {U(a,B) : B € E,} € D(2) tales que 0 #
ﬂ{nEI[U(a,ﬂ)] : B € E,} € U,. Luego, como y € C(D(2)") (véase el ejemplo 2.5.8),
existen J €[ul*y

xeﬂ{ﬂ{n;l[U(a,ﬂ)]:ﬂeFa}:ae]}.

De este modo, si F :=| J,, F, y si definimos

y = (xI£)u((x \ F)x {0}),

es claro que y € X, (k)N ﬂae] U,. Esto muestra que u € C(X,(x)).

Resta argumentar que u es un calibre para X, (x) cuando w; < cf(u) < A <k < .
Esto es gracias a la proposiciéon 2.2.3 porque 7w (Z;L(K)) Sw (ZA(K‘)) Sk<uycflu)e
C(x(x)) por el parrafo previo. O

Equipados con el ejemplo 2.6.1, estamos mejor posicionados para exponer las
demostraciones de [16, Theorem 4.3, p. 81] y [16, Theorem 4.4, p. 81]:

Ejemplo 2.6.2. Para cualquier cardinal singular k con cf(x) > w, el espacio X,. :=
Yenwy+ () satisface las relacioness mw (XK) =k, cflx)e C (XK) yk&C (XK) (cf. proposi-
cion 2.2.3).

En este punto del texto estamos en posicién para constatar que, en general, los
calibres singulares no se preservan en productos. De acuerdo con [16, p. 85], el siguiente
resultado se debe a Gerlits.

Teorema 2.6.3. Seak un cardinal singular. Existe un niimero cardinal A y una coleccion
de espacios de Tychonoff{X, : a < A} tales que cada X,, tiene calibre k pero el producto
topoldgico | |, X, no tiene calibrek.
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Demostracion. Sicf(k)= w, el corolario 2.1.13 indica que D(2) tiene calibre x, mientras
que el ejemplo 2.5.8 garantiza que D(2)® no tiene calibre k. Cuando cf(x) > w, fijamos
una coleccién {4, : a < cf(x)} formada por subconjuntos de k con las siguientes
propiedades:

1. para cada a < cf(k), cf(x) < |A,| < K;

2. A,NAg =0, siempre que a < 8 < cf(k), y

3. Ua<cf(K)Aa =K.

Si para toda a < cf(x) definimos X, := X D(2)", entonces el ejemplo 2.6.1
constata que k es un calibre para cada X,,. Ahora definamos X =] [, ) Xa Y veamos
que X no tiene calibre k. Primero notemos que para cada f§ < k, existe un inico ordinal
a(p) < cf(x) con f € Ayp). Para cada x € X sea f(x): k — D(2)la funcién determinada
mediante f(x)(B):=x (a(ﬂ)) (B). Con esta notacién, un argumento rutinario muestra
que [ : X — X g+ D(2)F es un homeomorfismo. En consecuencia, el ejemplo 2.6.1
garantiza que k no es un calibre para X. O

Al sacrificar un poco de separacién en el espacio considerado podemos mejorar
bastante las restricciones del ejemplo 2.6.1. Los siguientes tres resultados aparecen en
la tercera secciéon de [71].

Ejemplo 2.6.4. Para cualquier cardinal regular A existe un espacio de Hausdorff X
con C(X;)={ueCN:cflu)>w A cf(u)#A}.

Demostracion. Sea {F, : a < 2"} una enumeracion sin repeticiones de la familia .%,
(véase el lema 1.4.7). Dividiremos la prueba en una serie de afirmaciones.

Afirmacién 1. Existe un subconjunto {x(a, 8): a <2* A B < A} de D(2)* que satisface
las siguientes condiciones.

1. Paraa <2*, {x(a,B): B <A} CE,.

2. x(a, B)# x(r,6), siempre que (a, B),(y, 5) € 2* x A son distintos.

Por recursi6n, supongamos que para alguna « < 2* hemos definido una coleccién
{x(y,B):7v <a A B <A} con las propiedades deseadas. De esta manera, como

’{x(y,ﬁ):y<a A B <A}‘ <méx{|a|,7t} <2

se satisface la igualdad ‘Fa \ {x(y,ﬁ) r<a A B< A}| = 2*. Asi, podemos hallar un

subconjunto {x(a, 8): B < A} € F, enumerado sin repeticiones y tal que {x(a, 8): 8 <
AAn{x(y,B):y<a A B <A}=0.
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Ahora, para cada 8 < A definamos Gg := {x(a,7): @ <2* A B <y <A}.Sea X, el
conjunto *2 equipado con la topologia generada por la subbase © prU{Gg 1 B <A} El
espacio X, es Hausdorff. Ademads, si 4 denota la base canénica para D(2)}, entonces
la coleccion {BNGg: B€ % A B < A} es una base para X, en vista de que {Gg : § <A}
es una familia decreciente.

Afirmacién 2. Si u es un nimero cardinal y cf(u) = w, o bien, cf(u) = A, entonces u no
es un calibre para X,.

En efecto, como X es un espacio de Hausdorff infinito, el corolario 2.2.9 garantiza
que los cardinales con cofinalidad numerable no pueden ser calibres para X, . Por otro
lado, como () se; Gp = () para cualquier J € [A]*, A no es un calibre para X, y, por ende,
la proposicién 2.2.1 implica que los cardinales con cofinalidad A tampoco son calibres
para Xj.

Afirmacién 3. Cualquier ntimero cardinal u con cf(u) > w y cf(u) # A, pertenece a

C(X5).

Veamos: sea {U, : y < u} una familia de abiertos basicos de X} y, para cada y <y,
sean B, € Zy B(r) < A tales que U, = B, N Ggy). Para toda y < u, consideremos al
conjunto finito J, := {6 < A: 75[B,]# D(2)}. Por ellema 1.2.6 aplicado a las colecciones
{J, 1y <} y[A]*, existe I € [u]* con |{J, : v € I}| < A. Luego, por el lema 1.2.6
aplicado a las colecciones {#(y):y €I}y A, existe K €[I]* con |[{(y):y € K}| < A.En
consecuencia, J := UYGK J, satisface la relacion |J| < Ay existe f < A con sup{f(y):
Y € K} < 8. Observemos que B, N Gg S B, N Gg(;) = U,, siempre que y € K. Ahora
empleemos que D(2)" tiene calibre u (véase el ejemplo 2.5.8) para encontrar L € [K *
de tal forma que B :=("), ., B, #0.

Afirmaci6n 3’ B es un elemento de .%;.

En efecto, en vista de que la coleccion {B, : y € L} estd formada por subconjuntos
cerrados de D(2)*, se satisface que B también lo es. Por otro lado, para demostrar
que |B| = 2%, utilicemos que |J| < A para fijar una enumeracién sin repeticiones
{yo : @ < 2%} de D(2)*V. Por tltimo, si x € B est4 fijo y para cada a < 2* definimos
X4 = (x];)Uy,, entonces se tiene que {x, : @ < 2*} es un subconjunto de B, con x, # X,
siempre que a < y <2*. En suma, B €.%,.

Finalmente, con el objetivo de ver que {Uy :y € L} tiene interseccién no vacia, la
Afirmacion 3’ produce «a < 2% tal que B = E,. Asi, x(a, ) € ﬂreL U,. O

Ejemplo 2.6.5. Para cualquier cardinal singular A existe un espacio de Hausdorff X,
tal que C(X;)={ueCN:cflu)>w A u#A}.

Demostracién. Nuevamente, sea {F, : @ < 2*} una enumeracién sin repeticiones de la
familia .%, (véase el lema 1.4.7). Una vez mds, dividiremos la prueba en una serie de
afirmaciones.
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Afirmacién 1. Existe un subconjunto {x(a, 8): @ <2* A B <2} de D(2)* que satisface
las siguientes condiciones.

1. Paraa <2*, {x(a,B): B <2*}CEF,.

2. x(a, B)# x(y,6), siempre que (a, B),(y, ) € 2* x 2* son distintos.

Construiremos este conjunto por doble recursién. Supongamos que para (a, 8) €
2* x2* hemos producido una coleccién {x(y, 0):y<a ANo< /5} con las caracteristicas
requeridas. Nuestro objetivo es construir alos conjuntos {x(a, 0):0<p } y {x(y, Py < a}.
La coleccién {x(y, Bl)ir< a} se puede construir recursivamente: si para alguna
y < @ ya tenemos al conjunto {x(g,ﬁ) &< y}, entonces

[{x(€.8):6<a n 5<p}u{x(Ep):E <r}|<|axp|+in <2
Por lo tanto, la igualdad | F,| = 2* implica la existencia de un punto
x(r, B e E\({x(£,8):E<a n 8 < BYu{x(E,B):E<7}).
Finalmente, como |E,|=2"y
){x(g,a):gm A 5</5+1}u{x(a,/5)}|<|ax(/5+1)|+1<z*,

podemos encontrar un subconjunto {x(a,0): 0 < B} de F, enumerado fielmente y tal
que

{x(e,6):6 <pIn({x(£,6):E<a A 6 <p+1}u{x(a,p)})=0.

En estas circunstancias, la coleccién {x(y, 0)iy<a+l1Ado<fB+ 1} construida
como antes satisface las propiedades deseadas.

Sea 0 := |[7L]<A|, notemos que 0 < 2%y fijemos una enumeracion sin repeticiones
{S, 1 ¥ < 8} del conjunto [A]<*. Para cada f8 < A, definamos Iy={r<0:BeS}y
Gp ={x(a,7):a < 22 Aye T3}. Si X, es el conjunto 2 equipado con la topologia
generada por la subbase 7, U{Gp : f < A}, entonces X, es un espacio de Hausdorff.
Adicionalmente, como {Gg : f§ < A} es una coleccion decreciente, la familia {BN Gg :
Be€ % A B <A} esunabase para X;, donde % es la base canénica para D(2)*.

Afirmacién 2. Si y es un niimero cardinal y cf(u) = w, o bien, u = A, entonces u no es
un calibre para X;.

En efecto, como ﬂ/je] Gp = () para cada J [A]*, A no es un calibre para X,. Por
otra parte, como X, es un espacio de Hausdorff infinito, el corolario 2.2.9 asegura que
los cardinales con cofinalidad numerable no son calibres para X .
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Afirmacién 3. Para cualquier nimero cardinal y con cf{u)> w y u # A, u € C(X;).

Veamos: sea {U, : y < u} una familia de abiertos bdsicos en X} y, para cada y < u,
sean B, € Z'y f(r) < A tales que U, = B, N Gg,). Ademds, sea J, :={6 < A:75[B,] #
D(2)} paratoday < u. Porellema 1.2.6 aplicado dos veces podemos encontrar K € [I]*
tal que |{J, :y € K} <Ay |{B(y):r € K}| < A. En consecuencia, J := UYGK J, satisface
|7| < Ayhay 6 < 0 con S5 ={f(y): r € K}. Observemos que {x(a,6): a < 2*} C Gg(y)
para cada y € K. Luego, como D(2)* tiene calibre u (véase el ejemplo 2.5.8), existe
Le[K]# conB:= ﬂre 1 B, #0. Asi, un argumento similar al expuesto en la Afirmacién

3’ del ejemplo 2.6.4 genera & < 2* con B = F,. Por tltimo, x(a,6) €[, ¢, Uy- O

Sean k y A un par de cardinales con k > A > w. La pareja (k, A) es un calibre para un
espacio topolégico X siy sélo si para cualquier conjunto I de cardinalidad x y para
cualquier familia {U, : y € I} C 7%, existe J € [I1* de tal modo que ﬂyej U, #0.

Una observacion pertinente es que si k es un calibre para X 6 A es un calibre
para X, entonces (k, A) es un calibre para X. En la seccién 2.8 exploraremos la nocién
correspondiente a precalibres y precalibres débiles al exponer resultados duales a
los que Shelah presenta en [71] para calibres. Para fines del ejemplo 2.6.7, inicamen-
te necesitamos el siguiente teorema cuya demostracion se puede consultar en [71,
Theorem 2.6, p. 255] (compdrese con el teorema 2.8.9).

Teorema 2.6.6. Sean {X;: & < A} una coleccion de espacios topoldgicos, . un niimero
cardinal tal que u > cf(u) > w y {u, : a < cf(u)} una sucesion de cardinales regulares y
no numerables con las siguientes caracteristicas:

1. sup{u, s a <cflu)} = pu;
2. para cada a < cf(u), max{cf(u), sup{us : p <a}} <uq y
3. (Ug+1, o) s un calibre para X;, siempre que a < cf(u) y & < A.

En estas circunstancias, y es un calibre para| |, X:.

Ejemplo 2.6.7. SiT es un conjunto de cardinales, entonces existe un espacio de Haus-
dorff Xr con C(Xr) = {y eCN:cf(u)>w A uéTl A cf(u) ¢1"}.

Demostracion. Cuando I' =0, el cubo D(2) satisface las propiedades deseadas (véase
el ejemplo 2.5.8). Si T # ), entonces para cada A €T definimos X; como en los ejem-
plos2.6.4y2.6.5. Consideremosla coleccionT” := {u € CN : cf(u) > w Au €T Acf(u) €T}
y el producto Xr:=| |, Xi.

La inclusién C Xr) C I” es consecuencia de la proposicién 2.5.2. Ademas, T C
C(XA) siempre que A € I'. Ahora, si u € I’ es regular, entonces la pertenencia u

N {C(X,l) iAe 1"} combinada con el teorema 2.5.5 garantiza la relaciéon u € C(Xr).
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Cuando u €T” es singular, fijamos una sucesién de cardinales regulares y no numera-
bles {u, : @ < cf(u)} con las siguientes propiedades:

L. sup{ug:a<cflu)t=u,y
2. para cada a < cf(u), max{cf(u), sup{ug : f < a}} < u,.

Como para cualesquiera A €'y a < cf(u) se satisface que u, 6 u,.; €s un calibre
para X, se deduce que (U4, Uq41) €S un calibre para X, y, por ende, el teorema 2.6.6
asegura que u es un calibre para X. O

2.7. Unresultado de factorizacion

En esta seccién mencionaremos un importante resultado de factorizaciéon debido a
Gerlits.

Definicién 2.7.1. Si{X, :a < A} es una familia de espacios topolégicos y Y también
es un espacio, una funcién f : [ [,., X, — Y depende tinicamente de J C A si para
cualesquiera x, y €[ [, X, la condicién x[;= y[; implica que f(x)= f(y). Mds atn,
se dice que f depende de menos de k coordenadas si existe J € [A]<* de tal modo que f
depende tinicamente de J.

Una parte de la topologia general (véanse, por ejemplo, [21] y [78]) estd dedicada
a investigar qué combinaciones de propiedades se pueden imponer sobre los espa-
cios {X, : @ < A} y Y para garantizar que una funcién continua entre ellos se puede
factorizar en el sentido del parrafo anterior; es decir, bajo qué condiciones existe un
conjunto J € A de cierta cardinalidad y una funcién continua f : [ ], 7 Xq— Y conla
propiedad de que el siguiente diagrama conmuta:

f
l_[a<A Xa ; Y

-
n,i -
AN
o f

Hae] Xll

Figura 2.1: Factorizacién de una funcién continua.

Curiosamente, las condiciones de cadena también sirven, en ciertos casos especi-
ficos, para garantizar que una funcién continua definida en un producto topolégico
se factoriza. La demostracion del siguiente teorema es bastante técnica y utiliza el
resultado combinatorio conocido como el Lema de Hajnal (véase [36, 0.3, p. 2]), pero
el lector interesado puede encontrar los detalles correspondientes en [36, 5.16, p. 121].
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Teorema 2.7.2. (Gerlits) Sea A un niimero cardinal. Supongamos que{X,:a <A}y
Y son espacios de Hausdorff. Sea f : | | ,, Xo — Y una funcién continua y fijemos un
calibre no numerable x para el producto| |, X4 Si D(2)* no se encajaenY, entonces
f depende de menos de k coordenadas.

Ademads, una combinacién de los teoremas 2.5.5, 2.5.7, 2.5.9 y 2.7.2 implica el
siguiente corolario.

Corolario 2.7.3. Sea A un niimero cardinal. Supongamos que{X, :a < A} y Y son
espacios de Hausdorff. Sean f : | | .., Xo — Y una funcién continuay ¢ una funcion
cardinal topolégica mondtona tal que ¢ (D(Z)K) =k y ¢(Y) < k. Consideremos los
siguientes enunciados.

1. Kk esregularyk € C(X,) siempre que a < .
2. A<cf(k) yk € C(X,) para todo a < A.

3. d(X,) < cf(x) para cada a < A.

Si se satisface alguna de las condiciones anteriores, entonces | depende de menos de k
coordenadas.

2.8. Precalibres singulares para productos topoldgicos

El propésito de esta seccidn es exponer el material contenido en [57] para demostrar
la versién para precalibres y precalibres débiles del teorema 2.5.7.

A pesar de que cada resultado incluido en este apartado del texto serd enunciado
para precalibres y precalibres débiles, las demostraciones serdn tinicamente para las
afirmaciones correspondientes a los precalibres para no saturar las pruebas.

Comenzamos esta parte del trabajo con la siguiente generalizacién del concepto
de precalibre y precalibre débil.

Definicién 2.8.1. Sean k y A un par de cardinales con k > A > w. La pareja (x,A) es
un precalibre (resp., precalibre débil) para un espacio topolégico X siy sélo si para
cualquier conjunto I de cardinalidad k y para cualquier familia {U, : y € I} € 7}, existe
J €[I1* de tal modo que {Uy : v € J} es una familia centrada (resp., ligada).

A pesar de que estas definiciones permiten obtener una vasta cantidad de resulta-
dos (véase [16]), nosotros vamos a trabajar con ellas tinicamente en este fragmento del
texto para no desviarnos mucho del hilo conductor del presente escrito. A continua-
cién vienen algunas proposiciones auxiliares que emplearemos en la demostracién
de los teoremas centrales de esta seccion.
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Claramente, mediante funciones biyectivas adecuadas, se puede verificar que (k, A)
es un precalibre (resp., precalibre débil) para un espacio topolégico X siy sélo si para
toda familia {U, : y < x} contenida en 73 hay J € [x]* tal que {U, 1y € J} estd centrado
(resp., ligado).

Por otro lado, si % es una base para X, entonces un argumento rutinario muestra
que (k, A) es un precalibre (resp., precalibre débil) para X siy s6lo si para cada familia
{B, 1y <k}CS A\ {0} existe J € [k]* con {B, : v € J} centrado (resp., ligado). Este hecho
se utilizara en la demostracién del teorema 2.8.9.

Lema 2.8.2. Los siguientes enunciados se satisfacen para cualquier espacio topologico
X.

1. K es un precalibre (resp., precalibre débil) para X siy solo si(k,K) es un precalibre
(resp., precalibre débil) para X .

2. Cuando (A, u) es un precalibre (resp., precalibre débil) paraX yA' 2 A= u > yu/,
(A, u’) es un precalibre (resp., precalibre débil) para X .

3. Sik > u = cf(u) > cf(x) y, para cada k > A = u regular, (A, u) no es un precalibre
(resp., precalibre débil) para X, entonces(k, u) no es un precalibre (resp., precalibre
débil) para X .

Demostracién. Los incisos (1) y (2) se desprenden directamente de las definiciones.
Enfoquémonos en verificar el inciso (3). Primero, como k es singular, existe una (k, u*)-
sucesion {x, : a < cf(x)} (véase el lema 1.2.5). Para cada «a < cf(x), definamos J, :=
[K4»Kqt1) y empleemos la hip6tesis de (3) para hallar {U, : y € J,} € 7} tal que, para
cualquier J € [ ]a]“ , la familia {UY 17 € J} no es centrada.

Ahora, con el objetivo de ver que (k, u) no es un precalibre para X, consideremos
la coleccion {U, : y € [k, k)} y fijemos ] € [[K’O, K‘)]H. Para cada y € J, denotemos por
f(y) al tnico ordinal menor a cf(x) con la propiedad de que y € J(,). De este modo, las
relaciones | J| = u y cf(k) < cf(u) implican la existencia de a < cf(x) tal que |f~ {a}| = u.
Asi, al definir J’:= J N J,, inferimos que ]’ € [ ]a]“. Finalmente, como {U, :y € ] } no
es centrada, concluimos que {U, : y € J} tampoco lo es. O

Definicién 2.8.3. Sean x un cardinal singular y X un espacio topolégico. Una coleccién
formada por cardinales regulares no numerables {x,, : @ < cf(x)} satisface la condicién
P(k, X) (resp., W P(k, X)) si las siguientes propiedades son ciertas:

1. sup{x,:a<cflx)}=x;
2. para cada a < cf(x), max{cf(x), sup{xg : f <a}} <K,y

3. (Kg41,K4) €s un precalibre (resp., precalibre débil) para X, siempre que a < cf(x).
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Lema 2.8.4. Si un cardinal singular k es precalibre (resp., precalibre débil) para un
espacio topolégico X, entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. Para cualquier u < K, existe u < A < k regular tal que (A, u) es un precalibre (resp.,
precalibre débil) para X .

2. Existe una coleccion {k, : a < cf(k)} que satisface la condicion P(x,X) (resp.,
WP(k, X)).

Demostracion. Paraprobarla afirmacién delinciso (1) fijemos u < k y observemos que
ut < k. Ahora, si cf(k) > u*, entonces al tomar A := cf(x), la proposicién 2.2.1 garantiza
que X tiene precalibre Ay, por ende, el inciso (2) del lema 2.8.2 indica que (A, u*) es
un precalibre para X. Por otro lado, cuando u* > cf(k), utilizamos una combinacién
de los incisos (2) y (3) del lema 2.8.2 para encontrar k > A > u* regular tal que (A, u*)
es un precalibre para X. En cualquier caso, el inciso (2) del lema 2.8.2 nos permite
concluir que existe u < A < k regular tal que (4, u) es un precalibre para X.

Ahora, con el objetivo de probar el inciso (2), fijemos una sucesion estrictamente
creciente de ntimeros cardinales {A, : a < cf(k)} con sup{A, : a < cf(k)} =«k.

Afirmacion. Existe una coleccion {x,, : @ < cf(k)} que satisface las siguientes condicio-
nes para cada a < cf(x):

1. méax{cf(x), Ao, sup{xp : f <a}} <Kk, <kK;
2. K, esregular y no numerable, y
3. (Kg41,K4) es un precalibre para X.

Construiremos la coleccién por recursién. Supongamos que para alguna a < cf(x)
hemos logrado construir {k : < a} con las propiedades deseadas. En estas circuns-
tancias, si u := max{cf(k), Ao, sup{x : f < a}}, entonces el inciso (1) del presente lema
genera U < K, < k regular tal que (K‘a, ,u) es un precalibre para X. En especial, se deduce
a partir del inciso (2) del lema 2.8.2 que si @ =y +1, entonces (KHI, Ky) es un precalibre
para X.

Finalmente, es claro que las propiedades (1) a (3) de la Afirmacién garantizan que
{r 4 : a < cf(x)} satisface la condicién P(x, X). O

Con un argumento similar al expuesto en la proposicién 2.5.3 se puede demostrar
la siguiente afirmacion.

Lema 2.8.5. Sean X y Y un par de espacios topoldgicos. Si k, A y u son cardinales
tales quek 2 A 2 u 2 w, (k,A) es un precalibre (resp., precalibre débil) para Y y (A, u)
es un precalibre (resp., precalibre débil) para X, entonces (k, i) es un precalibre (resp.,
precalibre débil) para X x Y .
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Los siguientes dos corolarios se desprenden del lema 2.8.5.

Corolario 2.8.6. Sean n € N, {X,, : m < n} una familia de espacios topoldgicos y
{K ., : m < n} una sucesion creciente de ntimeros cardinales. Si para cada m < n se
satisface que (K ,41,K,,) es un precalibre (resp., precalibre débil) para X,,, entonces
(K, ko) es un precalibre (resp., precalibre débil) para| |, Xm-

Corolario 2.8.7. Sean n €N, {X,, : m < n} una familia de espacios topologicos y k un
niimero cardinal. Si k es un precalibre (resp., precalibre débil) para cada uno de los X,,,,
entonces k es un precalibre (resp., precalibre débil) para| |,,.,, Xm-

En el siguiente teorema demostramos una versién mds detallada del Claim 2.4.(B)
de [71]. Al parecer, basandose en los comentarios de la pagina 19 de [16], este resultado
ha sido probado en un par de documentos un tanto inaccesibles, a saber, en la tesis
doctoral [1] escrita en griego por Argyros, y en una carta que Hagler y Haydon enviaron
a Comfort y Negrepontis en 1977. Aunque el teorema 2.8.8 seria el equivalente a dejar
que « sea igual a w en [16, Theorem 1.9, p. 13] (cabe sefialar que existen algunas
diferencias importantes), decidimos que valia la pena incluir una prueba completa de
este resultado.

Teorema 2.8.8. Sean k un cardinal y {k, : a < cf(x)} una sucesioén de cardinales regula-
res no numerables con las siguientes propiedades:

1. k>cf(k)> w;
2. sup{k,:a<cflK)}=x,y

3. para cada a < cf(x), max {cf(x),sup{xp : B < a}} <k,

Si {A(a,y) ra<cflk) Ay< Ka} es una familia de conjuntos finitos, entonces exis-

tenm<w,lI e [Cf(K)]Cf(K], {Jp:a eI}, {A, : a € I} y A que satisfacen las siguientes
condiciones para cualesquiera a, 3 € I distintos:

~

. Jo €lKgl*e;

N

. AgNAg=A;

3. siy, 6 € ], son diferentes, entonces A(a,y)NA(a,0) = Ay;

b

cuandoy € J, yéelﬂ,A(a,)’)ﬁA(ﬂﬁ):A,y

&)

. |Agl=m.
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Demostracién. Primero, para cada a < cf(x) empleemos el teorema 1.2.3 para hallar
] 0’( €[Kkq]*« y A, tales que, para cualesquieray,d € J 0’( distintos, se satisface que A(a, y)N
A(a,0)=A,-Luego, la condicidon cf(k) > w implica que la funcién f : cf(x) — w definida
mediante f(a):=|A,| tiene una fibra de tamaiio cf(x); en simbolos, existe m < w de tal
modo que I’ := f~'{m} es un elemento de [Cf(K)]Cf(K) con |A,|=m, siempre que ¢ € I'.
Ademads, una aplicacién del teorema 1.2.3 a la familia {A, : @ € I’} permite encontrar
I €[I'"™® y A tales que A, N A = A, siempre que @, § € I son distintos.

Ahora, sea B :=|_J,.; A, y definamos recursivamente un par de sucesiones {B; :
a < I} y{J,:ac I} mediante las siguientes reglas:

B,:=BU| J{AB,6):Bel Ap<anbesly
]a:={ye]&:(A(a,y)\Aa)nBa:(b}.

Resulta que dado a € I, tenemos
IB,| < )BuU{A(/j,m:/j <a A 5e]ﬁ}| <cf(K)-supfKy : B < @} < Kq.

Por esta razén, como {A(a,y)\ A, : v € J,} es una familia ajena por pares, deducimos
que |J,\ Ju| <k, y por ende || = k.

En este punto del argumento es claroque m, I, {J, :a € I}, {A, :a €I}y A
satisfacen las condiciones (1), (2), (3) y (5). Para verificar (4), tomemos @, € I distintos,
Y € Jo ¥ 6 € Jg. Supongamos sin perder generalidad que 8 < a y concentrémonos en
demostrar que A(a, Y)NA(B, ) = A. Primero, como y € J,, larelacion (A(a, y)\Ay,)NB, =
() implica que (A(a, )\ Aa) NA(B,0) =0y porlo tanto A(a,y)NA(B,d) € A,. Por otra
parte, como 0 € Jg, la condicién (A(f,6)\ Ag)N Bg =@ indica que (A(,6)\ Ag)NA, =0
yasiA(,0)NA, € Ag.

De este modo, las inclusiones A(a, y)NA(f3,0) € A, y A(B,0)N A, € Ag garantizan
que A(a,Y)NA(B,6) € A. En consecuencia, A=A, NAg C A(a,y)NA(f,6) C A, es decir,
Ala,7)NA(B,6)=A. O

Para los resultados que siguen necesitamos hacer algunas convenciones de no-
tacion. Sean {X;: : £ < A} una coleccién de espacios topolégicos y A un subconjunto
no vacio de A. Utilizaremos el simbolo X, para denotar al espacio producto [ [, X:.
Adicionalmente, 774 : X; — X, serd la proyeccién candnica. Por dltimo, cuando A = {&},
escribiremos simplemente 7t en vez de 7).

Teorema 2.8.9. Sean A un niimero cardinal, {X; : & < A} una coleccién de espacios
topolégicos, k un ntimero cardinal tal que k > cf(k) > w y {x, : a < cf(k)} una sucesién
de cardinales. Si para cada & < A, k es un precalibre (resp., precalibre débil) para X:
y{Kxq : a < cf(x)} satisface la condicion P(k, X;) (resp., W P(k, X;)), entonces k es un
precalibre (resp., precalibre débil) para X,
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Demostracion. Sea {U, : y <k} un subconjunto de T}A formado por abiertos canéni-
cos. Ademds, para cada y < k, fijemos B € [A]*“y, paratoda £ € B, Uy, &) e T}E de
tal forma que U, = ﬂ{rcgl[U (r,€)]: € € B,}. Para el argumento que viene convendra
suponer sin perder generalidad que ﬂy <« By #0.

El teorema 2.8.8 permite suponer, sin perder generalidad, que existen m < w,

{A, : a < cf(k)} y A de tal modo que las siguientes condiciones se cumplen para
cualesquiera @, 8 < cf(x) distintos:

1. A,NAg=4;

2. siy, 06 €[Ky,Kq41) son diferentes, entonces B, N Bs = Ag;
3. cuando y €[K4, K1) Y 0 €[Kp,Kp11), B,NB; = A,y

4. |Ayl=m.

En especial, los incisos (2) y (3) implican la siguiente propiedad: si § < a < cf(x),
Y €[Ka)Ka41), 0 €[Kp,Kp11) y ¥ # 0, entonces (B, \ A,)N B; = . Esta observacién serd
relevante mds adelante.

Afirmacion 1. Existe J € [x]* tal que {7t4[U,]:y € J} es una familia centrada.

En efecto, como ﬂT < By #0, es claro que A es un conjunto no vacio. Ademés, como
74 es una funcion abierta, la coleccion {7 ,[U,]: y <k} es un subconjunto de T}A. De
este modo, el corolario 2.8.7 garantiza la existencia de J € []* tal que {m4[U,]:y € J}
es centrada.

Para simplificar la notacién supondremos, sin perder generalidad, que / = k. En
otras palabras, supondremos de ahora en adelante que {7,4[U,]:y <k} es una familia
centrada.

Afirmacién 2. Existe una coleccion {J, : a < cf(x)} que satisface las siguientes condi-
ciones para cada « < cf(x):

L. Ju S[KgtmrKarms1)s
28 |]a| =Koy

3. {74, [U;]: 1 € J,} es una familia centrada.

a+m

Para demostrar esta Afirmacion 2, fijemos a < cf(x). En virtud de que las colecciones
{X::E€Apim} ¥ {Kkgt 1 <1< m+1} satisfacen las condiciones del corolario 2.8.6,
tenemos que (K q.m+1,Kq11) €8 Un precalibre para el espacio X, . De este modo, el
inciso (2) del lema 2.8.2 asegura que (K 4,11, K,) también es un precalibre para X, _ .
Asi, como {7, . [Uy]:7 € [Kgsm)Karm+1)} €8 una coleccion de subconjuntos abiertos
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y no vacios de X,
familia centrada.

Sea J := |, cx) Jo- Claramente, | J| = k. Nuestro tltimo objetivo es verificar que
{U, : v € J} es una familia centrada.

Sea I un subconjunto finito y no vacio de /. Empleemos la Afirmacién 1 para hallar
un punto q € {m4[U,]:y € I}. Por otro lado, si F :={a < cf(x): I N J, # 0}, usamos la
Afirmacioén 2 para fijar r* €(\{n,,, [U,]:y € INJ,} para cada a € F. Luego, si para
cada y € J le llamamos a(y) al tnico ordinal menor a cf(x) tal que y € /), definimos

, existe Jy € [[Kgim Kgeme)]* tal que {m, , [U,]: 7 € J,} €s una

a+m a+m

ri={(6 @) r el A EeAgpm\a}.
Por tltimo, paray € I y & € B, \ Ay(y)+m, tomemos p(y,&) € U(r, &) y hagamos

s:={(Ep(r,E):7 €1 A E€ BN\ Aggyim} -

Afirmacioén 3. {g, r, s} es una familia compatible de funciones.

En efecto, por un lado g es una funcién por ser un elemento de X,. Por otra parte
siy,0 € I son tales que a(y) # a(0), entonces a(y)+ m # a(0)+ m y por ende

(Aa[y]+m \A)N(Aggyrm \ A) = (Aa(y)+m NAgeyrm) \A=0;

en consecuencia, r es una funcién. Por ultimo, si 7,6 € I son distintos y tales que
a(y) = a(0), entonces

(B, \ Aarem) N (Bs \ Agsyem) S (By \ Aagyyem) N Bs =8;

en particular, s es una funcién.

Ahora, como dom(q) = A, dom(r) = J{Ay)+m\A: ¥ € I} ydom(s) = J{B,\Ag)im :
y € I}, es facil verificar que {dom(q), dom(r), dorn(s)} es una coleccién ajena por pares.
Por un lado, dom(g) claramente es ajeno con dom(r)Udom(s); ademds, siy, 6 € I son
diferentes y suponemos sin perder generalidad que «a(y) = a(6), entonces

(B, \ Aatrrem) N (Aa(orem \ A) S (B, \ Aggryem) N Bs = 6;

en especial, dom(r)Ndom(s)=0.
Finalmente, como la Afirmacién 3 permite extendera q U r Us a un punto p € X,

es claro que p € ﬂyel U,. En suma, k es un precalibre para Xj. O

Concluiremos esta seccién con las versiones deseadas para precalibres y precali-
bres débiles del teorema 2.5.7.
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Teorema 2.8.10. Si X es un espacio topolégico con precalibre (resp., precalibre débil) k,
cf(k)> w y A es un niimero cardinal, entonces la potencia X* también tiene precalibre
(resp., precalibre débil) k.

Demostracién. Cuando k es regular, el teorema 2.5.5 garantiza que k es un precalibre
para X*. Si k es singular, empleamos el inciso (2) del lema 2.8.4 para hallar una sucesién
{K : a < cf(x)} que satisfaga la condicién P(x, X). Finalmente, el teorema 2.8.9 permite
concluir que X* tiene precalibre «. O

Teorema 2.8.11. Si A es un niimero cardinal y {X: : & < A} es una familia de espacios
topologicos, cada uno con precalibre (resp., precalibre débil) x, y cf(k) > A, entonces X,
también tiene precalibre (resp., precalibre débil) k.

Demostracién. Para k regular, el teorema 2.5.5 certifica que « es un precalibre para
X;. Sik es singular, empleamos la desigualdad A < cf(x) para construir una sucesién
como la que necesita el teorema 2.8.9. Fijemos una sucesion estrictamente creciente
de niimeros cardinales {A,, : @ < cf(x)} con sup{A,, : a < cf(x)} =«.

Afirmacién. Existe una coleccion {x, : a < cf(x)} que satisface las siguientes condicio-
nes para cada « < cf(k):

1. méx{cf(K),Aa,sup{Kﬁ p< a}} <Kq4<K;
2. Kk, esregular y no numerable, y
3. (Kg+1,K) €s un precalibre para X, siempre que & < A.

Por recursion, supongamos que para alguna a < cf(x) hemos obtenido {x4 : f < a}
con las propiedades deseadas. Si u := max{cf(x), A,, sup{xp : f < a}}, podemos utilizar
el inciso (1) del lema 2.8.4 para encontrar u < Kg < k de tal modo que (Kg,u) es un
precalibre para X;, siempre que & < A. Luego, si hacemos «, := (sup{Kf; (€< AP,
las relaciones A < cf(k) < k implican que k, < k; ademads, el inciso (2) del lema 2.8.2
asegura que, si @ =y + 1, entonces (k,,,,k,) es un precalibre para X, para cada ¢ < A.

Por tltimo, como los incisos (1) a (3) de la Afirmacién garantizan que {x, : @ < cf(x)}
tiene las propiedades que necesitamos para emplear el teorema 2.8.9, concluimos que
X, tiene precalibre x. O

Para referencias futuras, el siguiente teorema retine los resultados demostrados en
los teoremas 2.5.5, 2.5.6, 2.5.7,2.8.10 y 2.8.11 (véanse [57], [67] y [71].)

Teorema 2.8.12. Sean k un cardinal infinito, A un ntimero cardinal, {X, : a < A} una
familia de espacios topologicos, X un espacio topologicoy A € {C,P, WP}.

1. UR ﬂrWOK}» A(XU!) S A(Ha<?t Xa) S ﬂa<?t A(XO!)'
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2. SiA<cflk) yk €[, AlXy), entonces k € A([ [ <, Xa)-
3. UCNA(X*) =UCNA(X).
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Celularidad en productos topologicos

En este capitulo vemos cémo se relacionan las condiciones de cadena en conjuntos
preordenados con las de espacios topolégicos. También estudiamos las relaciones
entre los calibres y precalibres de un espacio topolégico X y aquéllos de su espacio de
Gleason G(X) asociado a él. Recordemos que G(X) es la coleccién de ultrafiltros de
abiertos regulares de X con la topologia generada por conjuntos de la forma U* :=
{% € G(X):U €%} en donde U es un abierto regular de X.

Ademas, tratamos el problema clasico de la celularidad en producto de espacios
topolégicos. Vemos cémo la celularidad de un producto se modifica segtin el sistema
de axiomas de la teoria de conjuntos que consideremos. En especial, exponemos
cémo CH, por un lado, y MA +—=CH, por el otro, producen realidades radicalmente
opuestas con respecto a la celularidad de productos. Naturalmente, estudiamos el
papel especial que tiene la linea de Souslin en esta discusién.

3.1. Precalibres y celularidad

El inciso (1) de nuestro primer resultado es consecuencia de la proposicién 2.1.7,
mientras que el inciso (2) se desprende de la proposicién 1.7.1. Para verificar esto
altimo hay que utilizar la proposicién 2.1.2 y el hecho de que, si X y Y son espacios
topolégicos, entonces el producto topolégico X x Y cumple la relacién ¢ (X x Y) <«
siy sélo si el producto directo 7% x 7}, satisface la desigualdad c(t} x 773,) <.

Proposicién 3.1.1. Sean X y Y un par de espacios topolégicos y k un cardinal infinito.
Los siguientes enunciados son vdlidos.

1. Cuando X tiene precalibre débil k*, también satisface que c(X) < K.

2. Si X tiene precalibre débilk™ y c(Y) <k, entonces c (X x Y)<Kk.



58

3. Celularidad en productos topolégicos

Corolario 3.1.2. Si X yY son espacios topoldgicos, entonces los siguientes enunciados
son ciertos.

1. Cuando X tiene la propiedad (K), también tiene celularidad numerable.

2. Si X satisface la propiedad Knaster y Y tiene la ccc, entonces X x Y también es
ccc.

El teorema 2.5.5 y el corolario 3.1.2(2) se pueden combinar para obtener un coro-
lario mas.

Corolario 3.1.3. Si{X, : a < A} esunafamilia de espacios topoldgicos ccc y’{a < A: X, no tiene la prop

1, entonces el producto [ | .., Xq es ccc.

3.2. Elenunciado A(k)

El primer inciso del corolario 3.1.2 motiva la siguiente cuestion:

Pregunta 3.2.1. ;Es cierto que un espacio con celularidad numerable tiene precalibre
débil w,?

Una observacién relevante es que el espacio X,,(w;) del ejemplo 2.6.1 es un espacio
de Tychonoff numerablemente compacto que tiene celularidad numerable y no tiene
calibre w;.

Lapregunta 3.2.1 estd intimamente relacionada con el problema de la preservacién
de la celularidad en los productos topolégicos. Con el objetivo de exponer algunos as-
pectos de esta conexién, mencionamos a continuacién una terna de resultados basicos
cuyas demostraciones se pueden encontrar, respectivamente, en [32, Corollary 11.3,
p. 42],[32, Theorem 11.6, p. 43] y [32, Theorem 11.7, p. 44].

Teorema 3.2.2. Sik es un ntimero cardinal, A es un cardinal infinito, {X, : a < A} es
una familia de espacios topologicos y X = [ .., X4, entonces los siguientes enunciados
son ciertos.

a<i

1. Sid(X,)< k para cualquier a < A, entonces c(X) < K.

2.

c(X)=supA c (HX“) 1 F €[AI™\ {0}

acF

3. (Kurepa)
C(X) < 2A‘sup{c(X(,):a<A}'
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En consecuencia, cualquier producto de espacios separables tiene celularidad nume-
rable; un producto de espacios ccc es ccc si todo subproducto finito es ccc, y cualquier
producto numerable de espacios ccc tiene celularidad a lo sumo c.

El teorema 3.2.2 es nuestra primera aproximacién en aras de responder la pregun-
ta3.2.1.

Definicién 3.2.3. Sik es un cardinal infinito, el enunciado A(k) es la siguiente oracion:
“si A es un ntmero cardinal y {X,, : @ < A} es una familia de espacios topolégicos,
entonces c(] [,., X,) < k siempre que c(X,) < k para cualquier & < A”.

La siguiente equivalencia muestra que en el caso especifico de los cardinales
sucesores, comprobar el enunciado A(:) se reduce al caso de dos factores.

Proposicion 3.2.4. Los siguientes enunciados son equivalentes para un cardinal sucesor
K.

1. A(x).

2. Para cualesquiera dos espacios X y Y tales que c(X) <k y c(Y) < k se satisface
quec(X xY)<k.

Demostracién. Claramente, (1) implica (2). Para comprobar la implicacién restante
observemos que si A es un nimero cardinal y {X,, : @ < A} es una familia de espacios
topolégicos con c(X,) < k para todo a < A, entonces el inciso (2) y un argumento
inductivo garantizan que todos los subproductos finitos de [ [ .-, X, tienen celularidad
menor a K; en consecuencia, como x es sucesor, el teorema 3.2.2(b) garantiza que
c(X)<k. O

Por esta razon, surge una nueva pregunta que esté estrechamente relacionada con
la pregunta 3.2.1:

Pregunta 3.2.5. ;Bajo qué condiciones es cierto el enunciado A(w,)? Equivalente-
mente, ;qué se necesita para que el producto de espacios con celularidad numerable
posea esta propiedad?

El resto del capitulo estd dedicado a demostrar que la respuesta para la pregun-
ta 3.2.5 depende de los axiomas independientes a ZFC de la teoria de conjuntos que
elijamos aumentar en nuestras hipétesis. En particular, probaremos en las siguientes
paginas que el enunciado A(w;) es independiente de ZFC (véanse los corolarios 3.5.8 y
3.6.13). Mas informacion al respecto de la independencia de enunciados en matema-
ticas se puede encontrar en [40] y [41]. Ademas, al lector interesado en el problema de
la celularidad en los productos topolégicos le recomendamos consultar [16, Cap. 7],
[88] y [89]-
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3.3. Latopologia de los conos

Sean (P, <) un conjunto preordenado y p € P. Los conjuntos p! y p! son, respecti-
vamente, {g € P: g < p} y{g € P : p < g}. Al conjunto p' se le llama el cono de p.
Resulta que la coleccién {p' : p € P} es base para una topologia en P conocida como
la topologia de los conos. De ahora en adelante, el simbolo X (P) representa al conjunto
P equipado con esta topologia.

El siguiente resultado es inmediato y muestra una conexion entre las condiciones
de cadena de P y X(P).

Lema 3.3.1. Si(P,<) es un conjunto preordenado y k es un cardinal infinito, entonces
los siguientes enunciados son ciertos.

1. ¢(P)=c(X(P)).

2. K esun calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para P siy solo sik es un calibre
(resp., precalibre ; precalibre débil) para X (P).

Para un conjunto preordenado (P, <), el conjunto preordenado dual de P, denotado
por P*, es el conjunto P equipado con el orden dual de <, denotado por <*; es decir,
para cualesquiera p, g € P* se satisface que p <* g siy s6lo si g < p. Ala topologia del
espacio X (P*) sele denomina en [25] como “forcing topology”. Observemos que X (P*)
es simplemente el conjunto P equipado con la topologia generada por la coleccién
{p':peP}.

El siguiente resultado establece una conexién entre los espacios topolégicos en
general con aquellos construidos mediante un conjunto preordenado.

Proposicién 3.3.2. Si X es un espacio topoldgico, existe un conjunto parcialmente
ordenado P que satisface las siguientes condiciones:

1 c(X)=c(X(P%)y

2. sik es un cardinal infinito, entonces K es un precalibre (resp., precalibre débil)
para X siy sélo sik es un precalibre (resp., precalibre débil) para X (P*).

Demostracién. Sea P el conjunto
{w coiro<iw|<ow n (2 #0}
ordenado parcialmente con la contencién directa. Notemos primero que si % es una

familia celular infinita en X, entonces {#T: ¥ € [%]<® \ {#}} es una familia celular
en X (P*) equipotente con %; en consecuencia, c(X) < ¢ (X (P*)). Por otra parte, si
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U € #(7%) cumple que {% T: 9% € U} es una familia celular en X (P*), entonces
{{(\% : % €U} es una familia celular en X y, por ende, ¢ (X (P*)) < c(X).

Para verificar el segundo inciso haremos tinicamente el argumento para precalibres.
Supongamos que X(P*) tiene precalibre x y sea {U, : @ < k} un subconjunto de 7%.
Luego, como {{U,}' : @ < k} es una familia de abiertos en X (P*), existe J € [x]* tal que
{{U,}" : @ € J} es una familia centrada y, por consiguiente, {U, : a € J} es una familia
centrada.

Reciprocamente, supongamos que X tiene precalibre x y sea {?/J :a < K} una
familia de abiertos en X(P*). Asi, {{ )%, : @ < k} es un subconjunto de 7% y, porlo tanto,
existe J € [k]* tal que {()%, : @ € J} es una familia centrada ; en especial, {%aT ra <k}
es una familia centrada. O

3.4. Elespacio de Gleason

Sean X un espacio topoldgico, AR(X)la coleccion de abiertos regulares de X y AR(X)* :=
AR(X)\ {0}.

Definicién 3.4.1. Un subconjunto .% de AR(X) es un filtro si:
1. 0¢ 7, X € F;
2. UNVeZsiempreque U,V € Z#,y
3. siU €%y V eAR(X)satisfacen U C V, entonces V € #.

Adicionalmente, un filtro en AR(X) es un ultrafiltro si ningtn filtro en AR(X) lo con-
tiene propiamente. Con estos antecedentes, el simbolo G(X) representard al conjunto
de todos los ultrafiltros en AR(X).

Para cada U € AR(X) consideremos el conjunto U* :={.% € G(X): U € .#}. Resulta
que la colecciéon {U*: U € AR(X)"} es base para una topologia en G(X). Al conjunto
G(X) equipado con esta topologia le llamaremos el espacio de Gleason de X (véase
[28]). El lector familiarizado con esta construccion reconoceré al espacio G(X) como
el espacio de Stone del dlgebra booleana completa AR(X) (véase [54, Definition (c),
p. 171]). Un hecho conocido es que G(X) es un espacio compacto de Hausdorff, cero-
dimensional y extremadamente disconexo (véanse [54, Theorem (d) (1), p. 171] y [54,
Theorem (d), p. 448]).

En el préximo lema recopilamos algunas propiedades que necesitamos de la familia
{U*:U € AR(X)}.

Lema 3.4.2. Los siguientes enunciados son verdaderos para cualquier espacio topologi-
coX yU,V € AR(X).
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1. U #0@siysolosi U*#0.
2. UNVeARX)y(UNV)y=U*NV*.
3. UCVsiysolosiU*C V™.

Demostracion. Para el enunciado del inciso (1) observemos que si % € U*, entonces
U es no vacio porque U € .%. Por otra parte, si U € AR(X)*, entonces un argumento
rutinario muestra que ¢ = {V € AR(X) : U € V} es un filtro en AR(X) con U € 9.
Luego, F:={% :.Z es unfiltro en AR(X)y ¥ C %} es un conjunto no vacio que esta
parcialmente ordenado por la contencién directa. Ademas, si G es una cadena no
vacia en F, un razonamiento simple muestra que | JG es un elemento de F que acota
superiormente a G. En consecuencia, el teorema 1.5.1 produce un elemento maximal
F deF. Asi, % es un ultrafiltro en AR(X) con U € .%, es decir, % € U*.

Elinciso (2) es cierto puesto que U NV € AR(X) por el lema 1.4.1(2) y, si % € G(X),
entonces UNV € Z siysdlosiU, V € .%;esdecir, # € (UNV )*siysblosi.# € U*NV*.

La implicacién directa del inciso (3) es evidente. Para la implicacion restante
supongamos que U ¢ V. En virtud de que la diferencia U \ int V es no vacia, existe
x€Uconx¢V.SeaW € 7x(x)tal que VN W = 0. Luego, O := U NintW es un
elemento de AR(X) (véase el lema 1.4.1(2)) con x€ Oy ONV Cint W NV =int(W N
V)CintW NV ={. Por esta razon, si.% € G(X) cumple O € .%#, entonces .% € U*\ V*,
es decir, U* € V*. O

De acuerdo con nuestro siguiente resultado, cualquier espacio topolégico esta
intimamente relacionado con su espacio de Gleason.

Proposicion 3.4.3. Sean X un espacio topolégico, k un cardinal infinito y A un niimero
cardinal. Los siguientes enunciados son ciertos.

1. Si{U,:a < A} es un subconjunto de AR(X), entonces {U, : @ < A} es una familia
celular en X siy solo si{U} : a < A} es una familia celular en G(X).

2. c(X)=c(G(X)).

3. P(X)=P(G(X)) y WP(X)=WP(G(X)).

4. C(X)< C(G(X)).

5. w(G(X))<|ARX)]; si X es T, entonces | AR(X)| = w (G(X)).

6. nw(G(X)) < mw(X); si X es semirregular, entonces tw(X)=nw (G(X)).

Adicionalmente, si X es compactoy T,, entonces:
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7. dX)=d(G(X))y
8. C(X)=C(G(X)).

Demostracién. Para el inciso (1) supongamos que {U, : @ < A} es un subconjunto de
AR(X). Observemos que si @ < 3 < A, entonces el lema 3.4.2 garantiza que U, N Ug # )
siysélosi U¥n U/;‘ =(U,NUp)* #0; en consecuencia, {U, : @ < A} es una familia celular
en X siysolo si{U*: a < A} es una familia celular en G(X).

Para el segundo inciso notemos primero que si {U; : @ < A} es una familia celular
en G(X), entonces el inciso (1) indica que {U, : @ < A} es una familia celular en X. Por
otro lado, si {U, : @ < A} es una familia celular en X, entonces {intU, : @ < A} es una
familia celular en X contenida en AR(X) (véase el lema 1.4.1(1)). De este modo, el
inciso (1) garantiza que {(int U,)* : @ < A} es una familia celular en G(X). Esto muestra
que c(X)=c (G(X)).

Una prueba similar a la expuesta para (2) demuestra (3). Ademas, si k € C(X),
entonces k € P(X) y asi, por el inciso (3), x € P(G(X)). De esta manera, la proposi-
cién 2.3.2 garantiza que Kk es un calibre para G(X). Por otra parte, el inciso (5) es una
consecuencia de [16, Theorem B.14, p. 270].

Para demostrar (6) es claro que si ¥ es una 7-base para X, entonces {(int V)*: V €
¥’} es una m-base para G(X) (véase el lema 3.4.2(3)); asi, tw (G(X)) <nmw(X). Parala
segunda parte de (6) notemos que si X es semirregular, A := 7w (G(X))y {U*: a < A}
es una 7t-base para G(X), entonces {U, : @ < A} es una 7t-base para X. Efectivamente,
siU €71y y VeAR(X)" cumple V C U, entonces como V* es un abierto no vacio de
G(X), existe a < A con Uycve Asi, el lema 3.4.2(3) certifica que U, € V. En suma,
nTw(X)<tw (G(X)).

Cuando X es compacto y T, como existe una funcién irreducible y cerrada 7 :
G(X)— X (véase [16, Theorem B.19, p. 272)), el inciso (6) es consecuencia directa del
lema 1.4.3. Finalmente, la relacion C(X)=C (G(X )) es consecuencia del inciso (4) y la
proposicion 2.5.1. O

Con respecto a los incisos (4) y (7) de la proposicién 3.4.3, no es dificil producir
ejemplos de espacios no compactos pero con buenas propiedades topolégicas que no
satisfagan la relaciéon C(X)=C (G(X )). Por ejemplo, el siguiente resultado se infiere a
partir de las proposiciones 2.3.2 y 3.4.3(3).

Proposicién 3.4.4. Si X es un espacio topolégico y k € P(X)\ C(X), entonces k €

C(G(X))\ C(X).

En especial, podemos aplicar la proposicién 3.4.4 a uno de los ejemplos que cons-
truimos en la seccién 2.5.

Ejemplo 3.4.5. Para todo cardinal infinito k existe un espacio de Hausdorff, cero-
dimensional y numerablemente compacto X,. conk € C (G (XK)) \C (XK).
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Demostraciéon. Si X, es como en el ejemplo 2.5.8, entonces la proposicion 3.4.4 con-
firma que X, tiene las propiedades deseadas. O

En particular, los espacios de Gleason nos proporcionan mas soluciones parciales
ala pregunta 3.2.1.

Teorema 3.4.6. Los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier cardinal
infinito k.

1. Todo conjunto preordenado con celularidad numerable tiene precalibre k.
2. Cualquier espacio topologico con celularidad numerable tiene precalibre k.

3. Todo espacio compacto de Hausdorff con celularidad numerable tiene calibre k.

Demostracion. Claramente, (2) implica (3) por la proposicién 2.3.2. Por otra parte, la
implicacion de (1) a (2) se cumple ya que si X es un espacio topolégico ccc, entonces
T esun conjunto ordenado parcialmente por la contencién directa. Por esta razén,
unicamente resta invocar la hip6tesis del inciso (1) y la proposicién 2.1.2 para obtener
que X tiene precalibre k. Finalmente, (3) implica (1) porque si P es un conjunto
preordenado con celularidad numerable, entonces el espacio de Gleason G(X(P)), el
lema 3.3.1 y la proposicién 3.4.3 permiten concluir que P tiene precalibre k. O

Cerramos esta seccién con un lema auxiliar que serd clave al final de la seccién 3.6.

Lema 3.4.7. Si X y Y son espacios cero-dimensionales y X x Y no tiene celularidad
numerable, entonces G(X) x G(Y) no tiene celularidad numerable.

Demostracion. Sea {W, : @ < w,} una familia celular en X x Y. En virtud de que X
y Y son cero-dimensionales, para cada a < w,; existen U, € CA(X)y V, € CA(Y)
con §) # U, x V, € W,. Nuestro objetivo es demostrar que {U} x V* : a < w;} es
una familia celular en G(X) x G(Y). Efectivamente, si para @, f < w, existe (#,9)
(UFx V)N (U/;k X Vﬁ*), entonces las relaciones U,, Ug € .7 y V,, V3 € ¢ implican que
U,NUg #0y VN Vg #0. Asi, O 7 (U, N Up) x (VN V) = (U x V)N (Up x V) € W, N W
y, por ende, & = 3. Por lo tanto, G(X) x G(Y) no tiene celularidad numerable. O

3.5. MA(w,)implica A(w,)

En [60] se afirma que Kunen, Rowbottom y Solovay probaron que bajo el Axioma de
Martin para w;, MA(w,), tener “celularidad numerable” es una propiedad productiva.
El objetivo de esta seccion es presentar una demostracion de ese resultado. Es decir,
mostraremos que el enunciado A(w;) (véase la definicién 3.2.3) es una consecuencia
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de MA(w,;). Ademds, probaremos que éste también responde afirmativamente la
pregunta 3.2.1. Sin més predmbulo, el concepto fundamental de este apartado del
texto es el siguiente.

Definicién 3.5.1. Si k es un cardinal infinito, entonces el Axioma de Martin para
K, MA(k), es el enunciado: “si {U, : a@ < k} es una familia de subconjuntos densos y
abiertos de un espacio ccc, compacto y T, entonces [ |, U, #0”.

Por ejemplo, MA(w) es un caso especial del Teorema de Categoria de Baire (véase
[20, 3.9.3, p. 197]), en el cual la hipétesis ccc no es necesaria. Por otro lado, {[0, 1]\ {x}:
x €[0,1]} es una familia de subconjuntos densos y abiertos del intervalo [0, 1] que
satisface la relacion (){[0,1]\ {x} : x €[0,1]} = §; en especial, este ejemplo muestra
que MA(c) es falso.

El Axioma de Martin, MA, es el enunciado: “MA(k) es cierto para cualquier car-
dinal w < k < ¢”. Una consecuencia de [30, 103, p. 354] es que si k es un cardinal
sucesor, entonces el enunciado “MA + ¢ =k” es consistente con ZFC; en particular, es
consistente el enunciado “MA+c¢=w,” y, por ende, también lo es MA(w,).

La version de MA(k) que necesitamos esta en términos de 6rdenes parciales. Para
enunciarla es indispensable recordar que un filtro F en un conjunto preordenado
(P,<) es un conjunto F C P que satisface las siguientes condiciones:

1. F#0;
2. para cualesquiera p,q € F se cumpleque p | g,y

3. sipePyqgeF cumplen g < p, entonces p € F.

Ademds, si Z es una familia de subconjuntos de P y F tiene interseccién no vacia
con todos los elementos de &, diremos que F es un filtro & -genérico.
En [54, Theorem (i), p. 201] se demuestra el siguiente teorema:

Teorema 3.5.2. Sik es un cardinal infinito, los siguientes enunciados son equivalentes.
1. MA(k).

2. Si(P,<) es un conjunto parcialmente ordenado cccy 9 es una familia de a lo
sumo k subconjuntos densos de P, entonces existe un filtro 9 -genérico.

Los siguientes dos resultados son la adaptacion de [54, 3S, p. 229] en el contexto
del presente escrito.

Lema 3.5.3. Si X es un espacio topoldgico ccc, k es un cardinal regular no numerable
y{V, : @ <k} es una subcoleccion decreciente de T x, entonces existe a <k con Vg =V,
para toda f3 > a.
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Demostracién. Supongamos por el contrario que para toda a < k existe § €(a, k) con
Vy & V. Para cada a < k sea (@) :=min{f € (a,x): V,\ V5 #0}. Ademds, definamos
por recursién una coleccién de ordinales {7, : @ < k} del siguiente modo: y,:=0y
si0 < a < K, entonces 7, := sup{B(rs) : 6 < a}+ 1. Observe que {r, : @ < k} es un
subconjunto de k en virtud del lema 1.2.1.

Nuestro objetivo es demostrar que ¥ := {V;_\ Vj,,: @ <k} es una familia celular
no numerable en X. Claramente, ¥ es un subconjunto de T}. Ademads, sia < 6 <K,
entonces f(r,) € {B(r.) : € < 0}, lo cual implica que B(y,) < 75V, por esta razon,
VTE < Vb(?’a]‘ Asi,

(% \ Vo) (V5 \ V) =

Por lo tanto, X no es un espacio con celularidad numerable, una contradicciéon. O

Teorema 3.5.4. Si X es un espacio topologico ccc, k es un cardinal regular no numerable
¥y MA(k) es cierto, entonces k es un precalibre para X . En particular, MA(w,) garantiza
que wi(X)=

Demostracion. Sea {U, : @ < k} un subconjunto de 7%. Si {U, : a < k}| < K, el le-
ma 1.2.2 proporciona J € [k]* con U, = Up para cualesquiera a, f € J. Por este
motivo, (),c ; Uy # 0; en particular, {U, : @ € J} es una familia centrada. Cuando
[{Uy : @ <k}|=k, el lema 1.2.2 produce J € [k]* con U, # Uy siempre que a, 3 € ] son
distintos.

Para cada o < k sea V, = Uﬂ>a Ug. En vista de que {V, : a < k} satisface las

hipétesis del lema 3.5.3, existe el minimo nimero ordinal & < k con Vj =V, para toda
B €(a, k). Luego, como V, tiene celularidad numerable por la proposicién 2.1.9(1), el
conjunto & = ’L'"';a, ordenado parcialmente porla contencién directa, tiene celularidad
numerable (véase la proposicién 2.1.2(1)).

Nuestra siguiente meta es probar que si 73 :={U € & : 3y €(f,x)(U C U,)} para
toda f§ € (a,«), entonces cada ¥4 es un subconjunto denso de #. Efectivamente, si
B ela,k)yV e P, lasrelaciones V € 77, YV V, = Vﬁ garantizan que V N Vg # 0y, por
ende, existe y € (8, k) con VN U, #0. De esta forma, el conjunto U := V N U, satisface

Ahora, el enunciado MA(x) produce un filtro .7 € & que es {Zp : § € (a,K)}-
genérico. Sea J :={a <k : U, € #}. Notemos que si § €(a, k), entonces por la generi-
cidad de .# hay U € .# N @ﬁ; en consecuencia, existe y € (,x) con U € U,. Asi, como
Uy € Py .Z esunfiltro en &, resulta que U, € 7, es decir, y € . Por lo tanto, J es un
subconjunto cofinal de k, lo cual implica que |J| = k en virtud del lema 1.2.1.

Para terminar, si F € [J]<® \ {f}}, entonces como {U, : @ € F} es un subconjunto
finito del fitro .#, el hecho de que .# es una familia formada por elementos compatibles
por pares en el orden & genera U € & con U C U, para todo a € F; por consiguiente,
(Nuer Uz #9. En suma, J € [k]¥ y {U, : @ € J} es una familia centrada. O
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El teorema 3.5.4 tiene varios corolarios interesantes que reunimos a continuacion.
Por ejemplo, el siguiente resultado se obtiene a partir del teorema 3.4.6.

Corolario 3.5.5. Sik es un cardinal regular no numerable, entonces bajo MA(x) los
siguientes enunciados son verdaderos.

1. Todo conjunto preordenado con celularidad numerable tiene precalibre k.
2. Cualquier espacio topoldgico con celularidad numerable tiene precalibre k.

3. Todo espacio compacto de Hausdorff con celularidad numerable tiene calibre k.

En especial, el corolario 3.5.5 para k = w; contesta afirmativamente la pregun-
ta 3.2.1 bajo MA(w, ). Més atin, como las proposiciones 1.6.5y 2.1.7 garantizan que te-
ner precalibre débil w; implica tener celularidad numerable, resulta que los conceptos
de “precalibre w,”, “precalibre débil w;” y “celularidad numerable” son indistinguibles
bajo MA(w,).

Corolario 3.5.6. Los siguientes enunciados se satisfacen si MA(w,) se cumple.
1. Todo conjunto preordenado con celularidad numerable tiene precalibre .
2. Cualgquier espacio topolégico con celularidad numerable tiene precalibre ;.

3. Todo espacio compacto de Hausdorff con celularidad numerable tiene calibre w; .

Corolario 3.5.7. Sisuponemos MA(w,), entonces los siguientes enunciados son equi-
valentes para cualquier espacio topolégico X .

1. X tiene precalibre w, hereditariaramente.

2. X tiene la propiedad (K) hereditariamente.

3. X tiene celularidad numerable hereditariamente.
4. X tiene amplitud numerable.

Finalmente, una combinacién del teorema 2.5.5 con el corolario 3.5.6 responde la
pregunta 3.2.5:

Corolario 3.5.8. MA(w,) implica A(w,).

A las personas interesadas en obtener més informacién del Axioma de Martin se
les recomienda consultar [23], [30], [40] y [72].
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3.6. CHimplica-A(w,)

De acuerdo con Galvin, Laver fue el primero en demostrar (sin publicarlo) que, bajo
CH, existen un par de conjuntos parcialmente ordenados con celularidad numerable
cuyo producto directo ya no es ccc. Posteriormente, Galvin establecié en [25] un
fortalecimiento del resultado de Laver al mostrar que CH implica la existencia de
un par de espacios compactos de Hausdorff, cero-dimensionales, extremadamente
disconexos y con celularidad numerable de tal manera que su producto topolégico
no es ccc.

El objetivo de esta secci6n es presentar todos los detalles del resultado de Galvin
(véase el teorema 3.6.11) siguiendo el camino indicado en [54, 3T, p. 230] y con una
aplicacion del material de la seccién 3.4. Ademads, obtendremos un par de consecuen-
cias interesantes del teorema de Galvin (véanse el teorema 3.6.12 y el corolario 3.6.14)
que permitirdn responder de manera distinta las preguntas 3.2.1 y 3.2.5 a como fueron
contestadas con el corolario 3.5.5 y el corolario 3.5.8.

Para cualquier K C [w,;]* definamos

Xy :={AC w; :[A]* C K y A es maximal con respecto a esta propiedad}.

En otras palabras, un conjunto A C w, es un elemento de Xy siy s6lo si[A]? C K v, si
B C w,; cumple [A]?> C[B]?> C K, entonces A= B.

Lema 3.6.1. SiAC w, satisface|A| > 2 y[A) C K, entonces existe B € Xy tal que AC B.

Demostracion. Si & :={BC w,:AC B A [B]? C K}, entonces (£, <) es un conjunto
parcialmente ordenado y no vacio. Ahora, si ¢ es una cadena no vacfa en &2 vamos a
demostrar que |_J% es una cota superior de ¢ en 2. Claramente cualquier elemento
de ¢ estd contenido en| €'y A €| J€ porque ¢ es no vacio. Ademas, si {a, 8} €[| J€I%,
entonces existen C,D € ¢ tales que ¢ € C y f € D. De esta manera, como % es una
cadena, si suponemos sin perder generalidad que C € D, entonces {a, 3} €[D]* C K;
en consecuencia, {a, #} € K, lo cual demuestra que [| J€]* € K vy, por ende, que
Jeez.

Asi, el teorema 1.5.1 produce un elemento B € & que es C-maximal. Observe que
por definicién de & se cumplen las relaciones A € B y[B]? C K. Para comprobar que
B € Xy supongamos que C € w, satisface [B]* € [C]? C K. Resulta entonces que C
pertenece a &y, por lo tanto, la maximalidad de B implica la relacién B = C. En suma,
BeXyyACB. O

Sea gy :[w ] — P(X)la funcién determinada mediante
ox(F):={A€ Xy :F CA}.

Lema 3.6.2. Los siguientes enunciados son ciertos.
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1. Sia,p <w, cumplena# p y{a, B} & K, entonces o ({a}) N ({B})=0.
2. Para F,G €[w,]*® se satisface que px(F UG)= @ x(F)Npg(G).

3. Cuando F €[w,]<® verifica|F|> 2, ox(F)=0siysolosi[F]*\ K #0.

Demostracién. Para el inciso (1) observemos que si A€ pg({a})Nox({B}), entonces
{a, B} €[A]? € K, una contradiccion. El inciso (2) es consecuencia de que un conjunto
AC w, cumple FUG C Asiysolosi F C Ay G C A. Para (3) notemos que si A € g (F),
entonces [F]? C[A]? C K; en particular, [F]>\ K =0. Por otra parte, si [F]*\ K =0, es
decir, [F]? € K, entonces el lema 3.6.1 produce A€ X con F C A. Asi, A€ pg(F). O

Lema 3.6.3. La coleccion @y :={pg(F): F €[w;]°“} es una base para una topologia
en Xy que denotaremos por 7 i . Ademds, Xg equipado con esta topologia es un espacio
de Hausdorff cero-dimensional y cumple que w(Xg) < w;.

Demostracién. Envirtud de que () = X y @k es cerrada bajo intersecciones finitas
por el lema 3.6.2(2), &k es base para una topologia en Xx.

Ahora, para verificar que (X, Tx) es un espacio T, sean A, B € Xy distintos y
supongamos sin perder generalidad que existe @« € A\ B. Si para cualquier 8 € B se
constata que {a, 8} € K, entonces el conjunto B’ := B U {a} es un subconjunto de

w, que satisface [B]> C[B’]? € K y B # B/, una contradicci6n a la maximalidad de B.

Por esta razon, existe f € B con {a, B} € K y, por ende, el lema 3.6.2(1) garantiza que
vx({a}) y ¢x({B}) son elementos ajenos de 7y que separan a Ay B.

Luego, si F € [w;]°“ y A € Xk \ ¢k (F), entonces existe § € F \ A porque F ¢ A.
Por maximalidad, existe ¢ € A con {a, 8} & K. Luego, como {a, B} €[{a}UF]*\ K, el
lema 3.6.2(3) implica que ¢ ({a} U F) =0; equivalentemente, ¢ x({a})N ¢ (F)=0 por
ellema 3.6.2(2). Por lo tanto, A € p({a}) € Xk \ ¢ x(F). En consecuencia, Xi \ ¢ x(F)
es un elemento de 7y. Esto demuestra que (X, 7 ) es cero-dimensional.

Finalmente, como [®g| < |[[w;]*?| = w,;, concluimos que w(Xg) < w;. O

Lema 3.6.4. Siparacadaa € w,\ w se satisface que ¢ x({a}) # 0, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes.

1. Xk tiene celularidad numerable.
2. Si.# C[w,]<® es ajena por paresy cumple:

(@ [FPSK paratodaF € 7 y
(b) [FUGP\ K #0 siempre que F, G € % son distintos,

entonces % es numerable.
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Demostracién. Para (1) implica (2) supongamos que .# C [w]<“ es ajena por pares
y cumple (a) y (b). Observemos primero que I := {a < w; : {a} € #} es un conjunto
numerable porque si @ < f < w, satisfacen {a},{f} € .#, entonces (b) garantiza
que {a, B} € K y, por ende, el lema 3.6.2(1) garantiza que g ({a}) N ({B})=0. En
consecuencia, si I es no numerabley J :=1N(w; \ ), entonces {¢x({a}):ac J} es
una familia celular no numerable en Xy, una contradiccién a (1).

Consideremos entonces la familia & := .% \ {F € . :|F| < 1}. Claramente, ¢ es un
subconjunto ajeno por pares de [w,]<® que satisface (a) y (b). Ademds, cada elemento
de ¢ tiene al menos dos puntos. Mds atn, si logramos verificar que ¢ es numerable,
lo expuesto en el parrafo anterior garantizard que .% es numerable también.

Para terminar esta implicacién, notemos que si F, G € ¢ son distintos, entonces la
condicién (b) y los incisos (2) y (3) del lema 3.6.2 aseguran que @ (F)N @ (G)=0; en
consecuencia, {¢g(F): F €4} es una familia celular en Xy y por ende es numerable,
lo cual implica que ¢ también lo es y, por extension, que .% lo es.

Para (2) implica (1) sea & C [w,]°“ de tal modo que {px(G): G € 9} C 11y
¢x(F)N px(G) =0 para F,G € ¢ distintos. Observemos que ¢ satisface (a) por el
lema 3.6.2(3), y cumple (b) por una combinacién de los incisos (2) y (3) del lema 3.6.2.
Supongamos en busca de una contradiccién que ¢ no esnumerable ysea {G, : @ < w, }
una enumeracion sin repeticiones de 4.

Por el teorema 1.2.3, existen J € [w,]*' y G €[w,]*¢ tales que G,NGg = G, siempre
que @, € J son distintos. Consideremos la familia . :={G, \ G : @ € J}. Resulta que
% es un subconjunto de [w;]<“ ajeno por pares que satisface (a) pues, sia € J, la
inclusién G, \ G € G, implica que [G, \ G]> € [G,]> C K.

Para constatar que [(G, \ G)U(Gg \ G)P’\ K #0 para a, B € J distintos, supongamos
por el contrario que [(G, \ G)U(Gg \ G))? € K. Recordemos ademas que [G,]*> € K
y [Gﬁ]2 € K. Vamos a demostrar que [G, U Gg ] € K para obtener un absurdo. Sean
{r,0} €[G,UGg]* y supongamos sin perder generalidad que y € G,. Si § € G, entonces
{r,6} € [G,]?. En caso contrario, § € Gg \ G,; en especial, 6 ¢ G. Ahora, siy € Gg
entonces {y,0} € [Gﬁ]z. Si esto no sucede, y € G, \ Gg; en particular, y ¢ G. De este
modo, {y,0} € [(G,\ G)U (G \ G)J?. Este razonamiento demuestra la contencién
[G,UGg* € K, lo cual es imposible.

La contradiccion del pérrafo previo surgi6 de haber supuesto que .# no cumplia la
condicién (b). De esta manera, .%# satisface las hipétesis que requiere (2) y, por ende,
% es numerable, i.e., {G, \ G : @ € J} es numerable. No obstante, observemos que si
a, B € ] son distintos, entonces G, # Gg. De esta manera, si suponemos sin perder
generalidad que hay y € G, \ Gg, entonces y ¢ G y, por lo tanto, y € (G, \ G)\ (G \ G);
en particular, G, \ G # Gg \ G. Este argumento demuestra que la funcién J — {G,\ G :
a € J} dada por a — G, \ G es inyectiva. Asi, {G,\ G : @ € J} es no numerable, un
absurdo nuevamente. En conclusion, ¢4 es numerable y, por ende, X tiene celularidad
numerable. O
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SeaF:={% C[w;]**: % es una familia ajena por paresy |.%| = w}.
Lema 3.6.5. |F|=c.
Demostracién. Comencemos por observar que ¢ =2 < w$ < ¢® =(2¢)¥ =29 =¢; en

consecuencia, w$ = ¢y, por ende, es suficiente comprobar que |F| = w{’. Adicional-
mente, es claro que

w
PN}
—(,z)l.

IF| < ‘[[w1]<”]w| < |[co1]<”

Para verificar la desigualdad restante consideremos los conjuntos

F(a),a)l):z{fga)xa)l :fesunafuncic’)ndea)ena)l} y

G :={¥9 Cw x w,]°” : ¥ es una familia ajena por pares y |¢| = w}.
Notemos que para cualquier f € F(w, w;) se cumple que

)= {{n, f)}:n < w)

es un elemento de G. Ademas, si f, g € F(w, w;) son distintos, entonces existe n < w
con f(n)# g(n)y, porlo tanto, {(n, f(n))} € Z(f)\-7(g). Esto demuestra que . define
una funcién inyectiva de F(w, w;) en G. Por lo tanto, w®! = |F(w, w,)| < |G].
Finalmente, si f : w x w; — w; es una funcién biyectiva, entonces un argumento
rutinario muestra que la funcién G — F definida como & — {f[G]: G € ¥} es biyectiva.
En suma, w®' <|G|=|F| < w®, es decir, [F| = w®!. O

Empleemos el lema 3.6.5 para fijar {%, : a < ¢}, una enumeracion sin repeticiones
deF, y para cada « < ¢ etiquetemos fielmente a .%, como {F(a, n): n < w}. Observe
que bajo CH tenemos la igualdad F = {.%, : & < w,}.

Para cada a < w, definamos K, := KN[al’y K(a):={f <a:{a,B} <€ K}. Ademas,
siff <ayF €[w]*“, entonces

W(B,a,F):={n<w:[F(B,n)UFF CK,}y
Z(B,a,F):={neW(B,a,F): F(B,n) S K(a)}.

Lema 3.6.6. Supongamos CH y que las siguientes condiciones se satisfacen para cada
a<wi:

1. K(a)#0 siemprequea > w y

2.sip<a|JFps Ca, F Ca\lJFp esfinitoy W(B,a,F) es infinito, entonces
Z(B,a, F) es infinito.

En estas circunstancias, ¢ x({a}) # 0 para cualquiera € w,\w, y X tiene celularidad
numerable.
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Demostracién. Sia € w, \ w, entonces la condicién (1) implica la existencia de 8 €
K(a). De esta forma, como {a, 8} € K se cumple que [{a, 3}]*\ K =@y, por lo tanto, el
lema 3.6.2(3) certifica que px({a, B}) # 0. Asi, si A pertence a px({a, B}), se obtiene
que A€ pg({a}).

Para la segunda parte de este lema supongamos en busca de una contradiccién
que X no tiene celularidad numerable. En este caso, existe una familia no numerable
F C[w,]<® que satisface las condiciones (a) y (b) del lema 3.6.4. Sea 8 < w, de tal
forma que .75 C.7. Observemos ahora que, como .%g es numerable y cada uno de
sus elementos es finito, U F p €sun subconjunto numerable de w, y, por ende, existe
B <a<w;conl )% p C . Por otra parte, como % es no numerable y ajena por pares,
la funcién % \ {#} — w, determinada mediante F — min F es cofinal en w,. De esta
manera, existe G € .% \ {f} tal que < minG.

Sean m e Ny{a,,...,a,,} una enumeracion estrictamente creciente de G. Ademads,
para cada 1 < i < m definamos G; := {q; : j < i}. Notese que para toda 1 <i < m se
cumplen las relaciones 8 < ;, Ujﬂ Ca;yG; Ca;\ Uﬁzﬁ.

Afirmacioén. Para toda 1 < i < m se satisface que W(f,a;, G;) y Z(f, a;, G;) son infini-
tos.

La demostracion de la Afirmacién es por induccién finita sobre m. Comencemos
por observar que para cada n < w se cumplen las relaciones [F (3, n)]* C K (véase el
lema 3.6.4) y F(3,n) C a;; en consecuencia, [F(f,n)]> € K,,. De esta manera, w =
W(B,a,,G;)y asi, la hipdtesis del presente lema implica que Z(f, @;, G;) es infinito.
Supongamos ahora que para alguna 1 < i < m hemos demostrado que todos los
elementos de la coleccion {W(B,a;,G;): j <i}U{Z(B,a;,G;): j < i} son conjuntos
infinitos.

Para verificar que W(f, a;,,,G;;1) es infinito vamos a mostrar que Z(f,¢;, G;)
estd contenido en él. Si n € Z(8,a;, G;), entonces n € W(f,a;,G;) y F(B,n) € K(a;).
Para comprobar que n € W(8,a;,1, G;;,) necesitamos que [F(f,n)U G;;]*> € Ky,.,-
Esto es consecuencia de los siguientes hechos: [F(8,n)U G;]* € K,, € K,,,, porque
n e W(B,a;,Gy); [F(B,n) € Ky, porque F(B,n) C a;y1; [Gisa P € [GPN[ai ] €
KN[a;1]? €Ky, porque Gy, C a,,, y .7 satisface la condicion (a) del lema 3.6.4, y
[F(B, n)U{a;}F € Ky, porque F(B,n)C K(a;).

De esta manera, Z(,a;,G;) S W(f,a;41,Gi41) y asi, como Z(f, a;, G;) es infinito,
W(B,a;.1,Giq) también lo es. Finalmente, la hip6tesis de este lema implica que
Z(B,a;41,G;41) es infinito. Esto completa la induccién.

Para terminar, un argumento similar al expuesto en la prueba de la Afirmacién
muestraquesin € Z(f, a,,, G,,), entonces las condiciones n € W(f,a,,,G,,)y F(B,n) €
K(a,,)implican que [F (3, n)UG]? C K, lo cual es una contradiccion al hecho de que .%
satisface la condicion (b) del lema 3.6.4. En suma, Xy tiene celularidad numerable. O
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Lema3.6.7. SiK,M C[w,]* sonajenosy paracadaa € w,\w sesatisface que ¢ ({a}) #
0# pa({a}), entonces Xx x Xy, no tiene celularidad numerable.

Demostracién. Supongamos que @, 3 € w, \ w son distintos y tales que existe una
pareja

(A4, B) e (px({a) x pu{ah)) n(px (B} x puUB})-

Luego, como A€ Xg, B€ X, y{a, 8} € AnNB, se cumple que {a, B} € [A]’N[B]? C KNM,
una contradiccion. En consecuencia, {¢x({a}) x vy ({a}: @ € w1 \ w} es una familia
celular no numerable en Xy x X),. O

Lema 3.6.8. Sea{¥, : n < w} un subconjunto deF y enumeremos sin repeticiones a
cadad, como {G(n,m): m < w}. Sia < w, es tal que| J| J{¥, : n < w} C a, entonces
los siguientes enunciados son ciertos.

1. SiZ2 S| {9, : n < w} es un conjunto finito y n < w, entonces existe m < w tal que
G(n, m) es ajeno con cada elemento de 9.

2. Existen conjuntos ajenos Ay B tales que AUB C a, y tanto {m < w : G(n, m) C A}
como {m < w: G(n, m) C B} son infinitos para cada n < w.

Demostracién. Para el inciso (1) supongamos, en busca de una contradiccién, que
para cualquier m < w existe D,, € & con D,, N G(n, m) # (). Luego, como % es un
conjunto finito la funcién w — 2 determinada mediante m — D,, tiene una fibra
de cardinalidad w; es decir, existe D € & de tal forma que J :={m < w : D,, = D}
es infinito. De esta manera, como ¥, es ajena por pares, la funcién J — D definida
como m — min(D N G(n, m)) es inyectiva, lo cual implica que D es infinito, una
contradiccion.
Para probar el inciso (2) demostraremos primero el siguiente enunciado.

Afirmacioén 1. Existe una familia de conjuntos {Z,, : n < w} que satisface las siguientes
condiciones para cada n < w:

1. 2, es un subconjunto finito y ajeno por pares de | J{¥,,: m < w}y

2. sim < n, entonces 9,, € 2, v19,N%,,| = n.

La demostracion de la Afirmacion 1 es por recursién. Para la base de la recursion
es suficiente tomar D € %, y definir %, := {D}. Supongamos que para alguna n <
hemos construido la coleccién {Z,,, : m < n} con las propiedades deseadas. Con el
enunciado del inciso (1) del presente lema podemos contruir mediante recursion finita
una coleccion {k; : i < n+1} € w de tal forma que, para cualquier i < n, G(n+1, k;) es
ajeno con cada elemento de | {Z,,,: m < n}U{G(n+1, k;j): j <i}. De esta forma, si
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D, = U{@m :m<n}u{G(n+1,k;):i < n+1}, entonces claramente &, cumple las
condiciones (1) y (2) de la Afirmacién 1.

Sea 7 :=| {2, : n < w}. Porla Afirmacion 1, Z es una familia ajena por pares con
2 <\ {9, n<w}ytalque |Z2N¥,| = w para cada n < w. Concluiremos la demostra-
cion auxiliados de la siguiente afirmacién que probaremos mediante recursién.

Afirmacién 2. Existe una coleccion {m(i, j,k):i < w, j <w A k <2} C w que satisface
las siguientes propiedades para cualquier n < w:

1. {G(i,m(i, j,k)):i<n, j<n ANk<2}CDy

2.sii,i’<n, j,j <nyk,k’ <2, entoncesla condicion (i, j, k) #(i’, j/, k') implica
que G(i,m(i, j, k))# G(i’, m(i’, j/, k).

En efecto, para la base de la recursién simplemente empleemos que |2 N%,| =
w para encontrar nimeros naturales m(0,0,0) y m(0,0, 1) tales que G(0, m(0,0,0)) y
G(0,m(0,0,1)) son elementos distintos de &. Ahora supongamos que para alguna n <
 hemos construido la coleccion {m(i, j, k):i < n, j <n A k <2} con las condiciones
deseadas. Comencemos por definir la coleccion {m(i,n+1,k):i <n A k <2} por
recursion finita sobre 7 < w.

Primero, como |2 N%,| = w, existen naturales m(0,n +1,0) y m(0,n +1,1) tales
que G(0,m(0,n+1,0)) y G(0, m(0,n+1,1)) son elementos distintos de &,y

{G(i,m(i, ], k):i<n, j<n A k<2}n{G(0,m(0,n+1,k)): k<2}=0.

Supongamos ahora que para alguna ! < n hemos obtenido {m(l,n+1,k):i <[ A
k < 2} con las propiedades requeridas. En este caso, como |Z N¥,, ;| = w, existen
naturales m(I +1,n+1,0)y m(l +1,n+1,1) tales que G(I +1,m(l +1,n+1,0)) y
G(l+1,m(l+1,n+1,1)) son elementos distintos de &, y

({G(i,m(i, j, k) :i<n, j<n A k<2}U{G(i,m(i,n+1,k)):i<] A k<2})n

{GU+1,m(l+1,n+1,k)): k<2}=0.

Esto completa nuestra recursion.

Por tdltimo, como |2 N¥Y,,,| = w, existe {m(n+1,j,k): j<Sn+1 A k <2} de tal
forma que todos los conjuntos en {G(n+1,m(n+1,j,k)): j < n+1 A k <2} son
elementos distintos de 2, y

({G(i,m(i,j,k)):i<n, j<n A k<2}u{G(i,m(i,n+1,k)):i<n A k<2})ﬂ

{Gn+1,mn+1,j,k):j<n+1A k<2}=0.
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Asi, es claro que la coleccion {m(i,j,k):i<n+1, j < n+1 A k <2} satisface las
propiedades deseadas, lo cual termina la demostracién de la Afirmacién 2.
Para concluir definamos

A= J{G(i,m(i,j,0):1,j<w} y B:=|JGl, m(ij,1):i,j<w}.

Evidentemente, AUB C a. Ademads, como elementos distintos de & tienen interseccién
vacia, las condiciones (1) y (2) de la Afirmacién 2 implican que A y B son ajenos.
Finalmente, para cada i < w se satisface que

{m(i,j,0):j<w}C{m<w:G(i,m)C A}y
{m(i,j1):j<w}S{m<w:G(i,m)<C B};

en consecuencia, {m < w : G(i,m) € A} y {m < w : G(i,m) C B} son conjuntos
infinitos. O

Para el siguiente resultado es indispensable estar bien familiarizado con la notacién
previa al lema 3.6.6.

Lema 3.6.9. Bajo CH, existen subconjuntos ajenos de|w,?, K° y K, que satisfacen las
condiciones del lema 3.6.6.

Demostracion. La piedra angular de nuestra construccién yace en el siguiente enun-
ciado.

Afirmacién. Existen colecciones {L(a,i):(a,i)€ w; x2} y{M(e,i):(a, i) € w; x 2} que
satisfacen las siguientes condiciones para cada @ < w;:

1.

2.

L(a,0)#0# L(a, 1), L(a,0)U L(a,1) € a'y L(a,0)N L(a, 1) = ;
M(a,i):={{B,r}:p<a+1 AyeL(B i}y
sifp<a,|)F5 Ca, FCa\lJFp esfinitoy
W(B,a,Fi):={n<w:[F(B,n)UFF C(M(a,1),}
es infinito, entonces
Z(B,a, F,i):= {ne W(B,a,F,i): F(B,n)C (M(a,i))(a)}

es infinito.
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Supongamos que para alguna a < w; hemos definido la coleccién {L(S,i):(B,i) €
a x 2} con las propiedades deseadas. Definamos una coleccién de ternas T mediante
la siguiente regla: (8,F,i) € T siysdlosi 8 <a, i <2, Uﬁﬂ Ca, F C a\Uﬂ’ﬂ es
finitoy W(f3, a, F, i) es infinito. Observemos que, como ¢ es numerable y cada F es un
subconjunto finito de un conjunto numerable, entonces T es un conjunto numerable.
Para cada (3, F,i)e T sea¥ (B, F,i):={F(B,n): n€ W(B,a, F,i)}. Por el lema 3.6.8
aplicado a la familia {¢4(8, F, i):(f, F,i) € T} y al ordinal ¢, existen conjuntos ajenos
L(a,0)y L(a,1) tales que L(a,0)U L(a, 1) € a y, para cualquier terna (3, F,i) € T, tanto
{neW(B,a,Fi): F(B,n) < L(a,0)} como {n € W(B,a,F,i): F(8,n) € L(a,1)} son
infinitos.

Claramente la condicién (1) se cumple. Definamos M (e, i) como indica (2) y de-
mostremos que (3) también se verifica. Sean § < a, Uﬁzﬁ CayFCa\ Uﬁzﬁ finito
con W(p,a, F, i) infinito. Para terminar esta parte de la prueba es suficiente demos-
trar la contencion {n € W(B,a, F,i): F(B,n) € L(a,i)} € Z(B,a, F, i). Esto dltimo es
consecuencia de la inclusién L(a, i) C (M(a, i)) ().

Ahora, para cada i < 2 sea K’ := {{a, 8} : @ < w; A B € L(a,i)}. Mostraremos
a continuacion que K° y K! son ajenos y satisfacen las condiciones del lema 3.6.6.
Primero, si {a, 8} € K°N K! entonces tendriamos dos casos: § € L(«, i) para cada
i <2, 1o cual es absurdo por la condicién (1); o bien, a € L(f,i)y B € L(@,1—i), no
obstante, (1) implicaria que a € 8 y B € a, una contradiccién una vez mas. En resumen,
K°nK!'=0.

De ahora en adelante fijemos i < 2. Para verificar la condicién (1) del lema 3.6.6
sea w < @ < w;.Si P esun elemento de L(q, i) (véase el inciso (1) de la Afirmacién),
entonces como f < a se tiene que 3 pertenece a (K')(a); en particular, (K?)(a) # 0.

En este momento conviene observar que para cualquier a < w; se satisfacen las
relaciones (K), = (M(a, 1)), y (K')(@)=(M(a, i))(a) (véase (2) en nuestra Afirmaci6n).
Finalmente, para demostrar la condicién (2) del lema 3.6.6, sean < a, | J. % Cay
F Ca\|J.Z finito de tal modo que

W:={n<w:[F(B,n)UFF (K"}

es infinito. Notemos ahora que la igualdad (K?), = (M(a, i)), implica que W coincide
con W(pB,a, F, i)y, por ende, el inciso (3) de la Afirmacién constata que Z(8,a, F, i) es
infinito. Para concluir la prueba basta observar que si

Z:={new:F(B,n)c(K)a)},

entonces las relaciones W(B,a, F,i)= W y (M(a, i))(@) = (K")(@) implican que Z =
Z(B,a, F,i); en particular, Z es infinito. O

En suma, una combinacién de los lemas 3.6.3, 3.6.6 y 3.6.7 implica el siguiente
teorema.
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Teorema 3.6.10. EnZFC+ CH, si K° y K! son como en el lema 3.6.9, entonces Xo y
X1 son espacios de Hausdorff cero-dimensionales que tienen celularidad numerable,
pero Xyo x X1 no tiene celularidad numerable.

Una consecuencia del teorema 3.6.10 es el resultado de Galvin que prometimos al
principio de la seccion.

Teorema 3.6.11. (Galvin) Bajo CH existen espacios compactos de Hausdorff, cero-
dimensionales y extremadamente disconexos X, y X; de tal forma que ambos tienen
celularidad numerable, pero X, x X, no tiene celularidad numerable.

Demostracion. Sean X, := G(Xko) y X; := G(Xx1), donde Xgo y X1 son como en el
teorema 3.6.10. Resulta que tanto X, como X; son espacios compactos de Hausdorff,
cero-dimensionales y extremadamente disconexos. También, como Xy, y Xx: tienen
celularidad numerable, la proposicién 3.4.3(2) indica que X, y X; también tienen celu-
laridad numerable. Finalmente, el lema 3.4.7 asegura que X, x X; no tiene celularidad
numerable. O

Ademis, como se menciona en [60, Corollary, p. 180], con el teorema 3.6.11 dispo-
nible es posible construir un sélo espacio que tenga todas las propiedades deseadas.

Teorema 3.6.12. CH implica la existencia de un espacio compacto de Hausdorff, cero-
dimensional, extremadamente disconexo con celularidad numerable y tal que su cua-
drado no tiene celularidad numerable.

Demostracién. Sea X la suma topoldgica G(X,)® G(X; ), donde X, y X; son como en el
teorema 3.6.11. Resulta que X es un espacio compacto de Hausdorff, cero-dimensional,
extremadamente disconexo con celularidad numerable porque G(X,)y G(X;) lo son
(véanse el lema 1.4.2, la proposicién 2.4.1 y la proposicién 3.4.3(2)). Para terminar
observemos que X? no tiene celularidad numerable porque G(X;) x G(X;) es homeo-
morfo a un subespacio abierto de él y G(X;) x G(X;) no tiene celularidad numerable
(véanse la proposicion 2.1.9(1) y el lema 3.4.7). O

En particular, el teorema 3.6.12 responde de cierta forma la pregunta 3.2.5:
Corolario 3.6.13. CH implica—A(w,).

Ademds, una combinacién del teorema 2.5.6, el corolario 3.1.2(1) yel teorema 3.6.12
produce un resultado mas:

Corolario 3.6.14. CH produce un espacio compacto de Hausdorff, cero-dimensional,
extremadamente disconexo con celularidad numerable y que no tiene la propiedad (K).
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Asi, el corolario 3.6.14 ofrece una respuesta negativa consistente a la pregunta 3.2.1.
Finalmente conviene destacar que Argyros, Mercourakis y Negrepontis encontraron en
[2, Theorem 2.3, p. 207], bajo CH, un compacto de Corson X (es decir, un subespacio
compacto de un X-producto de rectas reales) con celularidad numerable y cuadrado
no ccc; en especial, X no tiene la propiedad (K).

3.7. El Problema de Souslin

Esta breve seccién es principalmente de cardcter informativo y tiene como objetivo
comentar brevemente la relacién que tiene el Problema de Souslin con el material
expuesto en el presente capitulo. Nuestra intencién es explicar de manera concisa
esta conexion y proveer referencias suficientes para nuestros lectores en caso de que
estén interesados en profundizar més por su cuenta.

Una de las caracterizaciones famosas de los ntimeros reales es por medio de sus
propiedades de orden y se debe a Cantor. Este resultado indica que si (X,<x) esun
orden lineal, denso en si mismo, separable, completo y no acotado, entonces (X,<y) es
isomorfo a (R, <). Estos conceptos y una prueba elegante de este teorema que emplea
el Lema de Rasiowa-Sikorski se pueden hallar en [48].

En virtud del teorema anterior, una cuestiéon natural que surge es si podemos
debilitar la hipétesis de separabilidad y pedir tiinicamente que (X, <y) satisfaga la
ccc para obtener la misma conclusién. Esta pregunta fue hecha originalmente por
Souslin en [73] y es conocida como el Problema de Souslin. A los contraejemplos para
el Problema de Souslin (es decir, a los 6rdenes lineales, densos en si mismos, ccc,
completos y no acotados que no son isomorfos a los nimeros reales) se les conoce
como lineas de Souslin. La Hipdtesis de Souslin, cominmente abreviada como SH, es
el enunciado: «no existen lineas de Souslin».

Un resultado notable que establecié por primera vez el matemadtico croata Kurepa
en [44] es que, si X es una linea de Souslin, entonces el producto topolégico X? no
tiene celularidad numerable. A continuacién expondremos una prueba sencilla de
este enunciado.

Teorema 3.7.1. Si X es una linea de Souslin, entonces X? no tiene celularidad numera-
ble.

Demostracion. Nuestras hipétesis son que existe un orden lineal <y en X que lo
convierte en un espacio topolégico linealmente ordenado con celularidad numerable
y no separable. Construiremos por recursion transfinita sobre w, sucesiones {x, : & <
DN} X, {yya<w } S Xy{z,:a<w}C X conlas siguientes caracteristicas para
cualquier a < wq:

1. x4 <x Vu<x Zg;



3.7. El Problema de Souslin

79

2. (%0 Y ) #OF (Var 2a) ¥

3. si B <a, entonces yg & (Xq) Z4)-

Observemos primero que A :={x € X : {x} € Tx} es numerable porque X tiene
celularidad numerable. Ahora, supongamos que para alguna @ < w; hemos construido
{xp:B <a},{ys:B <a}y{zs:p <a}conlas propiedades deseadas. En virtud de que
AU{yg : B <a}no es denso en X por ser un conjunto numerable en un espacio no
separable, existen x,, za € X con (x,, 2,) 0y (x4, 2,) N(AU{yp : B < a})=0. De esta
manera, como (X, Z,) es infinito porque es no vacio y no tiene puntos aislados, existe
Ya € (Xg» 24) €ON (X4, Vo) D F (Va» 24)-

Para finalizar, resulta que {(x,, ¥,) X (Vo 2¢) : @ < w1} es una familia celular de
cardinalidad w; en X?; en consecuencia, X2 no tiene celularidad numerable. O

En especial, podemos deducir a partir de este resultado que el enunciado A(w,)
implica SH y que —=SH contesta negativamente la pregunta 3.2.1.

Por otro lado, el mismo Kurepa comenz6 el estudio sistematico de las estructuras
de orden conocidas como drboles en [43]. En este articulo demostré que la existencia
de una linea de Souslin es equivalente a la existencia de un tipo especial de drbol
denominado drbol de Souslin. Resta comentar que Jensen demostré en [34] que, me-
diante el uso del principio combinatorio Diamante, <>, se puede construir un arbol de
Souslin; en otras palabras, ¢> implica -SH. Una exposicién sucinta de este hecho se
puede encontrar [41, Theorem 7.8, p. 82].

En particular, se infiere de los pérrafos previos que el enunciado SH es también
independiente de ZFC. Las personas que quieran profundizar en el tema pueden
comenzar con la lectura de [40, Cap. II, § 2] y [41, Cap. IL, § 4].
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Grupos topolégicos y espacios de Sanin

Una de las estructuras topologico-algebraicas fundamentales es, claro est, la de grupo
topoldgico; es decir, una terna (G, -, 7) en donde (G, -) es un grupo abstracto y T es una
topologia en G que hace continuas las operaciones (x,y)— x-yy x — x .

En este capitulo se analizan los calibres y precalibres en grupos topolégicos. De-
mostramos el teorema de Arkhangels’kii-Tkachenko el cual determina los precalibres
débiles de los grupos topolégicos Lindelof 3. Para ello empleamos herramientas
combinatorios obtenidas del teorema de Ramsey w — (w);, y del teorema de Erdos-
Dushnik-Miller k — (k, w)?.

Ademis, en este capitulo, nos adentramos en el estudio mas cuidadoso de espacios
de Sanin resolviendo cuéando un espacio de Gleason y una compactacién de Stone-
Cech son espacios de Sanin.

Finalmente, analizamos las relaciones entre calibres y densidad, y en particular
discutimos sobre la separabilidad en espacios de Sanin.

4.1. Precalibres débiles en grupos topolégicos

Alo largo de este trabajo hemos ofrecido varios ejemplos de espacios topolégicos X
tales que algtn cardinal k satisface ser un precalibre pero no un calibre para X. Una
pregunta natural es si es factible hacer lo propio con precalibres y precalibres débiles,
es decir, ;serd posible construir un ejemplo de un espacio topolégico X de tal modo
que un cardinal x es un precalibre débil pero no un precalibre para X? Esta cuestiéon
resulta ser independiente de ZFC en el caso de w;.

Por un lado, vimos en el corolario 3.5.6 que, bajo MA(w,), un espacio topolégico
tiene precalibre w, si y sélo si tiene la propiedad (K) (esto es, precalibre débil w,).
Por esta razon, MA(w,) implica que los conceptos “precalibre w,” y “precalibre débil
1" son equivalentes. Por otro lado, Kunen y Tall demostraron en [42] que, bajo CH, el
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espacio de Stone sobre el dlgebra de medida reducida formada por los subconjuntos
Lebesgue medibles del intervalo [0, 1], m6dulo los conjuntos de medida cero, es un
espacio compacto y T, que posee la propiedad (K), pero no tiene precalibre w;.

Un resultado famoso que Tkachenko demostré en [80] establece que todos los
grupos topoldgicos o-compactos tienen celularidad numerable. En los siguientes
parrafos expondremos la demostracién de un resultado mas fuerte también debido a
él. Esta seccion estd dedicada a demostrar que si G es un grupo topolégico Lindelo6f Xy
H es un subgrupo de G, entonces WP(H) = UC. Alcanzaremos este objetivo mediante
una combinacién adecuada del material expuesto en la seccién 2.1, 1a seccién 5.4 de
[6]yla seccion 4 de [79].

Un grupo topoldgico es una terna (G, -, 7) donde (G, -) es un grupo algebraico, (G, 7)
es un espacio topolégico y tanto la operacién - : G x G — G como la funcién G — G
dada por g — g~! son funciones continuas.

Por otra parte, si X es un espacio de Tychonoffy X es su compactacién de Stone-
Cech (véase [91]), diremos que una familia .# de subconjuntos de S X separaa X de
B X\ X siparacualesquieraxe Xyy X\ X, existe Fe # talquexe Fyy ¢F.

Definicién 4.1.1. Un espacio de Tychonoff X es Lindeldf si existe una familia nu-
merable .# formada por subconjuntos compactos de X que separaa X de f X \ X
(véase [86]).

Por ejemplo, es claro que todos los espacios o-compactos son Lindel6f X: si {K), :
n < w} es una descomposiciéon en conjuntos compactos de un espacio de Tychonoff
X, entonces {K,, : n < w} es una familia numerable de compactos en X que separa a
X de X\ X.

Ahora necesitamos hacer un breve intermedio de combinatoria de conjuntos.

Definicién 4.1.2. Sik, A, uy v son nimeros cardinales, la relacién k — )= significa
que para todo conjunto X de cardinalidad x y cualquier funcién f : [X]* — v, existe
un conjunto Y € [X]* de tal manera que f [y} €s constante.

Uno de los resultados més conocidos en esta drea es el Teorema de Ramsey (véase
[22, Theorem 10.2, p. 66]):

Teorema 4.1.3. Sir yk son enteros positivos, entonces w — (w),’c.
Otro resultado mas es el Teorema de Erd6s-Dushnik-Miller y su demostracion se

puede consultar en [22, Theorem 11.1, p. 70]:

Teorema4.1.4. Sik es un cardinal infinito, entoncesk — (k, w)?; es decir, para cualquier
conjunto X de cardinalidad x y para cualquier funcién f :[X]> — 2, existe un conjunto
Y € [X]® de tal forma quef[[Y]z] = {0}, o bien, existe un conjunto Z € [X]* con la
propiedad de que f [[Z?]={1}.
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Por tltimo, recordemos que si X es un conjunto, x € X y ¢ es una cubierta de X,
entonces la estrella de x con respecto a ¢ es el conjunto st(x, %) := U{C €% :xeC}.
Con estos conceptos y resultados auxiliares, estamos listos para comenzar.

Lema 4.1.5. Sean X un conjuntoy n < w. Si{x,, : m < w} es un subconjunto de X y
{€,, : m < w} es una sucesién de cubiertas para X con|6,,| < n, siempre que m < w,
entonces existe ] € [w]® tal que, para cualesquierar,s,t € ] conr < s < t, se satisface
que xg € st(x,, €;)Nst(x;, 6,).

Demostracion. Para cada m < w sea {C(m,i): i < n} una enumeracion de %,,. Da-
dos {r, s} € [w]? con r < s, definamos f ({r,s}) = (i, j) si x, € C(s,i)y x, € C(r, j). El
teorema 4.1.3 aplicado a la funcién [ : [w]*> > n x n genera (i, j)enxny J €[w]®
tal que f[[]]z] = {(i, j)}. Sean r < s < t elementos arbitrarios de J. Las condicio-
nes f({r,s}) = (i, /), f(s,t}) = (i, ) y F({r,t}) = (i, j) implican que x, € C(r, j),
x;€C(t,i), x, € C(t,i)y x, € C(r, j). De esta manera, concluimos que x; € C(¢,i)N
C(r, j)Cst(x,,E,)Nst(x,, 6,). O

Lema 4.1.6. Sean X un espacio Lindelof>. y x un cardinal con cf(k)> w. Si {x, :a <k}
es un subconjunto de X y{%, : @ < k} es una sucesién de cubiertas abiertas para X,
entonces existe J € [k]* de tal forma que st(x,, €g) N st(xg,C,) #0, siempre quea, € ]
sean distintos.

Demostracién. Fijemos una familia numerable .# formada por subconjuntos com-
pactos de B X que separaa X de fX \ X y supongamos, sin perder generalidad, que
7 es cerrada bajo intersecciones finitas. Para cada ¢ < k sea %, un subconjunto de
Tpx talque 6, ={UNX:U € Z,}

Afirmacio6n 1. Para cada a < k existe F, € % con x, € F, €| ] Z,.

Sea @ <k.Paratoda y € BX \ X existe F, €.# de tal formaque x, € F, y y € X\ F,.
Asi, como 6, U{X \ F, : y € X\ X} cubre al compacto S X, existe G € [ X \ X]*“ con
BX\X C|J{X\F,:yeG}. Enconsecuencia, F, =("|{F, : y € G} es un elemento de
Z talque x, € F, € X = J€,<|JZ,.

Ahora, como cf(x) > w, la asignacién k — .# definida mediante @ — F, tiene una
fibra de tamafio k; es decir, existen F € .% y J € [k]* con F, = F, siempre que 2 € . En
vista de esto podemos suponer, sin perder generalidad, que J =k.

Luego, como F es un subconjunto compacto de 8 X, para cada a < k existe &, €
[Z,]® tal que F C| J&,. Adicionalmente, como la condici6n cf(x) > w implica que la
funcién k — w definida mediante a — |&,| tiene una fibra de cardinalidad x, podemos
suponer sin perder generalidad que existe n < w con |&,| = n siempre que a < K.

Por esta razén, le podemos aplicar el lema 4.1.5 a las colecciones {x, : @ < k} y
{&, : a < k} para asegurar lo siguiente:
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Afirmacion 2. Para cualquier I €[], existe J €[I]® tal que xg € st(x,, &) Nst(x,, &),
siempre que a, 3,7 € J satisfagan a < § <7.

Para terminar, consideremos la funcion f : [x]?> — 2 dada por f ({a i} }) :=0siysélo
si st(xq, 65) Nst(xg, &) = 0. El teorema 4.1.4 garantiza que existe un conjunto I € [k]“
de tal forma que f [[1]2] = {0}, o bien, existe un conjunto J € [x]* con la propiedad de
que f [[ J ]2] ={1}. Sin embargo, como la Afirmacién 2 garantiza que el primer caso no
puede suceder, existe J € [k]* con st(x,, &) Nst(xg, &) # P para cualesquiera a, f € J
distintos.

Finalmente, si @, € J cumplen a # 8, la condicion st(x,, &5) Nst(xg, &) # 0,
combinada con la densidad de X en $X, implica la existencia de x € st(xa,@@ﬁ) n
st(xp, &,)N X. De esta manera, existen Ug € &3 € Py U, € &, € 7, tales que {x, xp} S
Up y {x, x,} € U,. Asi, como se satisfacen las pertenencias Us N X € 63 y U, N X €6,
concluimos que x € st(x,, 65)Nst(xg, 6, ). O

Con este par de lemas preliminares, estamos listos para presentar el teorema
central de esta seccién.

Teorema 4.1.7. (Arhangel’skii-Tkachenko) Si G es un grupo topolégico Lindelof Y,
entonces WP(G)=UC.

Demostracién. Primero, la inclusion WP(G) € UC se sigue del corolario 2.2.9. Para
verificar la contencién restante, tomemos un cardinal k¥ con cf(k)> w, {U, : @ <k} un
subconjunto de 7¢. y, para cada a < x, un punto x, € U,. Consideremos la funcién
continua f : G® — G definida mediante f(x,y,z):=xyz.

Afirmacion. Para toda a < k, existe una cubierta abierta %, de G de tal modo que si
y,z €U para U € 6, entonces { f (x4, ¥, 2), f(¥,2, %)} € Up.

En efecto, sean @ < k y x € G. La condicion {f(x,, x, x), f(x, x, x,)} € U, combina-
da con la continuidad de f implica que existen colecciones de abiertos {Va"(x) 11 <3}
y{W/(x):i<3}con

(X X, %) € V2(x) x VI(x)x V2(x)y f[VOx) x V}(x) x VE(x)]| S Uy y
(x, X, x,) € W2(x) x W} (x) x W2(x)y f[W(x) x W} (x) x W(x)] € U,
Luego, si hacemos

V(x):= V()N Wi(x)y W(x) =V, ()N V(X)) N W (x)n W, (x),

entonces es claro que x, € V(x), x e W(x)y

f[V(x)xW( )xW(x]Uf[ X)X W(x)x V(x )] Uy;
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en especial, si y,z € W(x), entonces {f(xa,y,z),f(y,z,xa)} € U,. De este modo,
€, :={W(x): x € G} satisface las propiedades deseadas.

Por ellema 4.1.6, podemos hallar J € [k]* con st(x,, )Nst(xg, €,) # 0, siempre que
a, B € ] son distintos. Finalmente, si a, f € J son diferentes y x € st(xa,‘ﬁﬁ)ﬂst(xﬂ,%a),
entonces existen U € ¢, y V € 65 tales que x, xg € U y X4, x € V; en consecuencia,
f(xa,x,xﬁ) S Ua n U/j

En suma, {U, : @ € J} es una familia ligada, lo cual termina la demostracién de que
K es un precalibre débil para G. O

Corolario 4.1.8. Si G es un grupo topoldgico Lindel6f> y H es un subgrupo de G,
entonces WP(H)=UC.

Demostraciéon. Con nuestras hipotesis se satisfacen las siguientes dos condiciones:
H es un subconjunto denso de H y H es un subgrupo cerrado de G; en especial, H es
Lindelof X (véase [86, Proposition 2, p. 226]). De este modo, la proposicién 2.1.6 y el
teorema 4.1.7 constatan que WP(H)=WP(H) = UC. O

Alaluz del teorema 4.1.7, surge la siguiente pregunta natural: ;es cierto que todo
cardinal con cofinalidad no numerable es un precalibre de cualquier grupo topolégico
Lindel6f 32; dicho de otro modo, jes cierto que P(G)=UC, siempre que G es un grupo
topolégico Lindelof X2

Con la cuestién anterior en mente, consideremos el caso mas sencillo concerniente
a w;. Mencionamos al principio de la seccién que en presencia del Axioma de Martin
para w;, MA(w;), los conceptos “precalibre w,” y “precalibre débil w;” coinciden (véa-
se el corolario 3.5.6). En especial, como w; es un precalibre débil para cualquier grupo
topoloégico o-compacto deducimos que, bajo MA(w,), todos los grupos topologicos
Lindel6f X tienen precalibre w, .

Por otra parte, si aD(w;) es la compactacién por un punto del espacio discreto
D(w;) yA(aD(a)l)) es el grupo abeliano libre sobre ésta, entonces A(aD(wl)) esun
grupo topolégico o-compacto (véase [46, Corollary 1, p. 305]). Mds atin, Shakhmatov
demostré en [70] que si V[G] es una extension genérica de un modelo de ZFC obtenida
por medio del orden parcial Fn(w;, ), entonces en el modelo V[G] se satisface que
w1 no es un precalibre para A(aD(wl)). En consecuencia, el enunciado “todo grupo
topolégico Lindel6f X tiene precalibre w;” es independiente de ZFC.

4.2. Propiedades de los espacios de Sanin

En el capitulo 2 presentamos muchos resultados al respecto del comportamiento de
los calibres en los espacios topolégicos en general. Lo que haremos en las siguientes
péginas es recopilar algunas propiedades que tienen aquellos espacios con una amplia
coleccién de calibres; concretamente, los espacios de Sanin.
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Definicién 4.2.1. Un espacio topolégico X es un espacio de Sanin si satisface la
inclusién UR € C(X). Similarmente, diremos que X es un espacio fuertemente Sanin si
verifica la contencién UC C C(X).

La pregunta inmediata que surge a partir de la definicién anterior es si estos
conceptos coinciden. Resulta que si el t-peso del espacio estd convenientemente
acotado la respuesta a esta cuestion es afirmativa. El siguiente enunciado es una
consecuencia de la proposicion 2.2.3.

Proposicién 4.2.2. Si X es un espacio de Sanin, entonces
URU{x €CN:k>rnw(X) A cf(x)> w} € C(X).
En especial, cuando tw(X) <X, , X es fuertemente Sanin.

No obstante, es posible construir muchos ejemplos de espacios de Sanin que no
son fuertemente Sanin.

Ejemplo 4.2.3. SiT es un conjunto de cardinales singulares, entonces existe un espacio
de Hausdorff Xr de tal modo que C(Xr)={xk € CN: cf(k)> w A k &T}. En especial, Xy
es un espacio de Sanin que no es fuertemente Sanin.

Demostracién. Consideremos al espacio Xr como en el ejemplo 2.6.7. En vista de que
C(Xr) = {K €CN:cf(k)>w A k€T A cf(x) ¢F}, Unicamente necesitamos recordar
que un cardinal singular no puede ser la cofinalidad de algtin cardinal infinito para
concluir que X satisface las propiedades deseadas. O

Las clases de los espacios de Sanin y fuertemente Sanin han revelado tener mucha
estabilidad. A continuacién reunimos varios resultados que hemos demostrado indi-
rectamente en las secciones 2.1-2.5. Por ejemplo, el siguiente resultado se deduce a
partir de las proposiciones 2.1.6,2.1.9,2.1.11 y 2.1.12.

Proposicion 4.2.4. Los siguientes enunciados son ciertos.

1. Siun espacio topolégico admite un subespacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin)
denso, entonces el espacio también tiene la misma caracteristica.

2. Todos los subespacios abiertos de un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin)
son un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin).

3. Cualquier subespacio cerrado regular de un espacio de Sanin (resp., fuertemente
Sanin) es un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin).

4. Para un espacio topolégico X, las siguientes propiedades son equivalentes:



4.2. Propiedades de los espacios de Sanin

(@) X esde Sanin (resp., fuertemente Sanin);

(b) cualquier subconjunto w-denso de X es de Sanin (resp., fuertemente Sanin),
y

(c) existe un subconjunto w-denso de X que es de Sanin (resp., fuertemente
Sanin).

Ademads, sabemos que la propiedad de Sanin también se pierde en ciertos casos.
Con respecto a los subconjuntos densos, el ejemplo 2.5.8 muestra que, para cualquier
cardinal regular y no numerable k, el cubo de Cantor D(2)* es un espacio fuertemente
Sanin que admite un subespacio denso y numerablemente compacto X, con k & C(X,.);
en especial, X, no es un espacio de Sanin.

Por otra parte, el siguiente resultado se verifica gracias a las proposiciones 2.1.7 y
2.1.8.

Proposicién 4.2.5. Cada espacio separable es fuertemente Sanin y todos los espacios
de Sanin tienen celularidad numerable.

Con la proposicion 4.2.5 podemos argumentar que la propiedad de Sanin tampoco
se hereda a los subconjuntos compactos. Por ejemplo, la compactacién de Stone-Cech
de los niimeros naturales, w, es un espacio fuertemente Sanin por ser separable.
Sin embargo, en [91, Theorem, p. 144] se prueba que el residuo, fw \ w, admite una
familia celular de cardinalidad ¢; en consecuencia, w; € C(Bw)\ C(Bw \ w) (véase la
proposicién 2.1.7), lo cual muestra que o \ w no es un espacio de Sanin.

Ademds, la propiedad de Sanin no se hereda a los subespacios cerrados y discretos;
verbigracia, el plano de Sorgenfrey S? es un espacio separable (por ende, fuertemente
Sanin) y la antidiagonal A es un subespacio cerrado y discreto de S? de cardinalidad c.
De este modo, la relacién C(A) = {x € CN : cf(x) > ¢} (véase el ejemplo 5.2.1) implica
que A no tiene calibre w;; en consecuencia, A no es un espacio de Sanin.

Con respecto a las funciones entre espacios topolégicos, los siguientes resultados
de preservacion se desprenden de la proposicién 2.5.1.

Proposicion 4.2.6. Si f : X — Y es una funcién entre espacios topoldgicos, entonces los
siguientes enunciados se verifican.

1. Si X es un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin) y f es funcién continua y
suprayectiva, entonces Y es un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin).

2. Cuando Y es un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin) y f es una funcion
abierta e inyectiva, X es un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin).

Para sumas topoldgicas, la proposicién 2.4.3 implica el siguiente resultado.
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Proposicién 4.2.7. Si A es un niimero cardinal y{X, : a < A} es una coleccién de espa-
cios, entonces la suma topolégica @, X, es un espacio de Sanin (resp., fuertemente
Sanin) siy sélo si . < w y cada sumando es un espacio de Sanin (resp., fuertemente
Sanin).

Con respecto a los productos topoldgicos, tenemos que explicar ambos resultados
por separado porque las demostraciones difieren ligeramente.

Proposicion 4.2.8. Si A es un niimero cardinal, {X, : a < A} es una familia de espacios,
entonces el producto topoldgico [ |-, X, es un espacio de Sanin (resp., fuertemente
Sanin) si y sélo si cada factor es un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin).

Demostracion. La implicacion directa en ambos resultados es cierta en virtud de la
proposicién 4.2.6 puesto que las proyecciones canénicas son continuas y suprayectivas.
La implicacién reciproca en el caso de los espacios de Sanin es consecuencia del
teorema 2.5.5. Finalmente, si cada factor es fuertemente Sanin, los calibres regulares
se preservan en el producto gracias al teorema 2.5.5 y, si k € UC es singular, entonces
las hipotesis del teorema 2.5.11 se satisfacen, lo cual implica que « es un calibre para

l_[a<7L Xll’ [

Adicionalmente, si a los espacios fuertemente Sanin les imponemos la propiedad
de Hausdorff obtenemos un resultado que vale la pena mencionar.

Proposicién 4.2.9. Sea X un espacio fuertemente Sanin, infinitoy T;. Si A es un niimero
cardinal y D es un subconjunto denso de X*, entonces

1. (XY =PX")=WPX*=UCy

2. P(D)=WP(D)=UC.
Demostracién. Nuestras hipétesis garantizan que X* es un espacio de Hausdorff
infinito; por ende, el corolario 2.2.9 garantiza que WP(X*) C UC. Por otra parte, la

proposicion 4.2.8 constata que UC € C(X A). Finalmente, el inciso (2) es consecuencia
de la proposicién 2.1.6 y el corolario 2.2.9. O

Finalmente, cualquier subespacio denso de cualquier potencia de la recta real R
satisface las igualdades del inciso (2) de la proposicién 4.2.9. En especial, si denotamos
por C,(X) a la familia de funciones continuas de un espacio de Tychonoff X en R
equipado con la topologia de la convergencia puntual, un resultado clésico de C,-
teoria garantiza que C,(X) es un subespacio denso de RX (véase [4, Proposition 3.3.6,
p- 9]). En suma, la siguiente proposicién es verdadera.

Proposicion 4.2.10. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces
1. C(RX)=P(RX)=WP(R¥)=UCy
2. P(C,(X))=WP(C,(X))=UC.
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Una clase amplia de espacios que estd incluida en los espacios fuertemente Sanin es
la clase de los compactos diddicos. Recordemos que un espacio de Hausdorff X es un
compacto diddico si es imagen continua de un cubo de Cantor D(2)*.

Proposicién 4.3.1. Si X es un compacto diddico, entonces C(X)=P(X)=WP(X)=UC.
En especial, X es un espacio fuertemente Sanin.

Demostracién. Supongamos que X es imagen continua del cubo D(2)*. El inciso (2)
del ejemplo 2.5.8 garantiza que D(2)* es fuertemente Sanin. Asi, la proposicién 4.2.6
asegura la contencién UC € C(X). Para terminar, la inclusién WP(X) € UC se sigue de
que X es infinito y T, (véase el corolario 2.2.9). O

Con el material que hemos expuesto hasta el momento no es dificil construir
espacios de Sanin y fuertemente Sanin. Por ejemplo, es inmediato que el espacio de
Gleason (véase la seccién 3.4) sobre un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin) es
nuevamente un espacio de Sanin (resp., fuertemente Sanin) que ademads es compacto,
T,, cero-dimensional y extremadamente disconexo (véase la proposicién 3.4.3(4) mds
adelante). En consecuencia, el siguiente enunciado es cierto.

Proposicién 4.3.2. Si X es un espacio de Sanin (fuertemente Sanin), entonces G(X) es
un espacio Sanin (fuertemente Sanin).

Otra forma para obtener espacios de Sanin y fuertemente Sanin es a través de
compactaciones de espacios T, con una amplia cantidad de precalibres. Nuestro
siguiente resultado es consecuencia las proposiciones 2.1.6 y 2.3.2.

Proposicién 4.3.3. SeayX una compactacion Hausdorff de un espacio de Tychonoff
X.

1. SiURCP(X), entoncesyX es un espacio de Sanin.

2. CuandoUC C P(X), yX es fuertemente Sanin.

Demostramos en la proposiciéon 4.2.10 que si X es cualquier espacio topolégico,
entonces su espacio de funciones continuas realvaluadas, C(X), visto como subes-
pacio de R¥ satisface que P(C,(X)) = UC. De este modo, como todos los espacios
C,(X) son espacios de Tychonoff, el siguiente corolario se desprende a partir de la
proposicion 4.3.3.

Corolario 4.3.4. Si X es un espacio topoldgico, entonces 5(C,(X)) es fuertemente Sanin.
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En virtud de que todos los espacios de Sanin tienen celularidad numerable (véase la
proposicion 4.2.5), es natural preguntarse sila implicacién reciproca también es véalida;
es decir, jes cierto que todos los espacios con celularidad numerable son espacios de
Sanin? La respuesta es negativa: el espacio X,(w,;) del ejemplo 2.6.1 es un espacio de
Tychonoff numerablemente compacto que tiene celularidad numerable y no tiene
calibre w;.

También, una pregunta razonable es si los espacios con la propiedad de Lindel6f
son espacios de Sanin. Una vez mds, la respuesta a esta cuestion es negativa: el ejem-
plo 2.3.6 es incluso compacto y T3, pero no es un espacio de Sanin. En vista de que
todos los espacios compactos de Hausdorff son imagenes continuas de un subespacio
cerrado de un cubo de Cantor (véase [35, Theorem, p. 870]), este ejemplo también
demuestra que la proposicién 4.3.1 no la podemos modificar a “todas las imagenes
continuas de un subconjunto cerrado de un cubo de Cantor son espacios de Sanin”.

Con respecto a la propiedad de Lindelof hereditaria, la bisqueda de espacios con
esta propiedad que no satisfagan la condicién de Sanin es mas delicada. La razén se
debe a que si un espacio topoldgico es hereditariamente Lindel6f y no tiene la propie-
dad de Sanin, entonces necesariamente es hereditariamente Lindelf y no separable,
lo cual se relaciona con el problema de los S-espacios y L-espacios. Comentaremos
someramente este tema en los siguientes parrafos.

Proposicién 4.3.5. Existe X € [R]*! tal que|X NU|= w,, siempre que U € T}, donde
Tg denota a la topologia euclidiana usual en R.

Demostracién. Consideremos la base numerable % :={(a,b):a,b€Q A a < b}y,
para cada B € %, sea X €[B]“1. Si definimos X :=| J{Xp : B € 4}, tomamos U € TRY
B e #estal que B C U, entonces se cumple que

w;=|XgNB|<|XNB|<|XNU|<|X|< || sup{|Xp|: Be B} < w,.
Ensuma, | X NU|=w, y, por ende, X satisface las propiedades deseadas. O

Nuestro primer espacio hereditariamente Lindeldf sin la propiedad de Sanin lo
construiremos a partir de la proposicién 4.3.5 y del siguiente ejemplo debido a Sier-
piniski (véase [32, 14.7, p. 51]):si B:={U\A: U € tg A A€[R]~*}y 7 es la topologia
generada por la base %, entonces el espacio resultante (R, 7) es de Hausdorff y heredi-
tariamente Lindelof.

Ejemplo 4.3.6. Existe un espacio topoldégico X de cardinalidad w; con las siguientes
propiedades:

1. X es hereditariamente Lindel6f, T, y submetrizable (es decir, Ty contiene una
topologia metrizable para X );
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2. w; no es un calibre para X (en especial, X no es un espacio de Sanin), y
3. P(X)=WP(X)=UC.

Demostracion. Sea X el conjunto descrito en la proposicién 4.3.5 y denotemos por
T alatopologia que hereda X del espacio (R, 7). Es claro que el enunciado del inciso
(1) es cierto en virtud de las propiedades de (R, 7), combinadas con el hecho de que
T refina a la topologia metrizable que hereda X del espacio (R, 7).

Con respecto al enunciado en (2), la piedra angular del argumento es hallar una
familia de subconjuntos numerables de X con una caracteristica especial:

Afirmacién. Existe una familia de conjuntos {4, : @ < w;} € [X]<® tal que, para
cualquier J €[], (e, Ae = X.

Efectivamente, si f : X — w; x w es una funcién biyectiva y para cada a < w;
definimos

Aa:=U{f’1[{ﬁ}xa)]:ﬁ<a},

entonces {A, : @ < w, } satisface las condiciones deseadas.

Para ver que X no tiene calibre w;, consideremos la familia {X \ A, :a <w} S 7%
y observemos que si J € [w;]*1, entonces la condicién [, ;A = X implica que
ﬂae](X \A,)=0.

Para demsotrar el enunciado de (3) notemos que, como X es infinito y 15, la inclu-
sion WP(X) € UC se desprende del corolario 2.2.9. Para verificar la contencién restante,
sean A un cardinal tal que cf(A) > w y {U, \ A, : @ < A} una familia de abiertos bdasicos
de X. Adicionalmente, sea V, € T con U, = X NV, siempre que & < A. Lo que sigue es
emplear que R tiene precalibre A para hallar J €[A]* tal que {V, : @ € J} es una familia
centrada. La meta es probar que {U, \ A, : @ € J} también es centrada. En efecto, si
I €[J]<*\{0}, entonces (),c; Vz es un elemento de 77, y, por ende, la proposicion 4.3.5
garantiza que |(),c; Uxl =1X N[ ye; Vol = 1. De este modo, |(,e; Us \ U pes Aal = @1
yasi, [ {U, \ Ay : @ €1} #0. Ensuma, UC C P(X). O

Un detalle que tiene el espacio del ejemplo 4.3.6 es que no es regular. Esta era una
caracteristica comtin que tenian todos los espacios hereditariamente Lindel6f y no
regulares que se conocian en ZFC hasta hace algunos afos.

Un espacio topolégico es un S-espacio si es Tz, hereditariamente separable y no
Lindel6f. Similarmente, un L-espacio es un espacio T3, hereditariamente Lindel6fy no
separable. Desde la década de los 60 se ha realizado mucho trabajo de investigaciéon
con el objetivo de encontrar espacios topoldgicos con estas cualidades. Gracias al
trabajo de Rudin y Todorcevi¢ (véanse [61]y [87]), hoy sabemos que la existencia de
S-espacios es independiente de ZFC. No obstante, a pesar de que se sospechaba que
algo similar sucederia con los L-espacios, Moore construyé en [51] el primer ejemplo
en ZFC de un L-espacio.
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En [52] viene una versién més descriptiva del espacio que Moore present6 en [51].
En vista de la naturaleza técnica de ese resultado, comentaremos a grandes rasgos
por qué este espacio no tiene calibre w;. Gran parte de [52] esta dedicado a encontrar
una funcién c : [w;]> — 2 con propiedades adecuadas (véase [52, Definition, p. 18]).
Sin necesidad de meternos en los detalles acerca de las condiciones que satisface la
funcién ¢, podemos argumentar facilmente que los espacios que son construidos con
ésta no tienen calibre w,.

Para cada a < w,, definamos

W, ={a}u{f>a:cl(a,p)=1}

Asi, para cualquier X € w,, 7[X] queda definida como la topologia que se obtiene
al declarar a cada X N W, como abierto y cerrado en X. En la séptima seccién de
[52] se demuestra que si X es un subconjunto no numerable de w;, entonces X es
un L-espacio. Mostraremos a continuacién que w; no es un calibre para todos los
espacios construidos de esta manera.

Proposicién 4.3.7. Si X es un subconjunto no numerable de v, entonces (X, t[X]) no
tiene calibre w, .

Demostracion. Consideremos la familia {X N W, : @ < w,}, fijemos un subconjunto
J de w;, y supongamos que existe f € ([{X N W, : @ € J}. En este caso, deducimos
inmediatamente que a < 8 paracada a € J. De este modo, J es un conjunto numerable
y, por lo tanto, w; no es un calibre para (X, 7[ X]). O

4.4. Separabilidad yla propiedad de Sanin

Demostramos en la proposicién 4.2.5 que todos los espacios separables son fuerte-
mente Sanin. Por otra parte, el cubo de Cantor D(2)°" es un espacio fuertemente Sanin
que no es separable (véase el ejemplo 2.5.8(3)). Asi, una pregunta razonable es bajo
qué condiciones se satisface que los espacios fuertemente Sanin son separables. Ex-
pondremos a continuacién parte de la tercera seccién de [75] para demostrar algunos
resultados en este sentido (véanse los teoremas 4.4.8 y 4.4.9).

De acuerdo con Tall, la idea original para demostrar la siguiente proposicién nacié
en [5] y [19]. Nosotros escribiremos esencialmente la misma prueba, pero con una
presentacion distinta.

Proposicion 4.4.1. Si X es un espacio topologicoy d(X)=|X| 6 t(X) < cf(d(X)), enton-

ces cf(d(X)) y d(X) no son calibres para X .

Demostracion. En vista de que ambos argumentos difieren ligeramente, podemos
hacer ambos casos simultineamente. Sean k := d(X) y A := cf(x). Ademas, sea {xg :
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B <k} un subconjunto de X con X = {xz: <k} (en el primer caso, supondremos
ademads que X = {xg : # <k}). Por dltimo, sea f : A — k una funcion estrictamente
creciente y cofinal.

Afirmacién. Para cualquier J € [A]* se satisface que X = Uae] {xg: B < fla)}.

Sean J €[A]* y x € X. Observe que la restriccién f;: ] — k también es cofinal en
k. Cuando k = | X]|, existe y <k con x = x, y asi, si @ € J cumple y < f(a), entonces
x € {xg : B < f(a)}. Por otra parte, si (X) < 4, la relacion x € m produce
ITe[k]$" ¥ con x {xp : B € I'}. Luego, como I no es cofinal en k, existe @ < A tal que
1<[0, f(a))y, porende, x € {xg: B < f(a)}.

Finalmente, para cada a < A definamos U, := X \ {xg : < f(a)}. Resulta que
{Uy : @ < A} es un subconjunto de 7%. En virtud de la Afirmacion, el conjunto (), U,

es vacio cuando J € [A]*. En consecuencia, X no tiene calibre A ni calibre k (véase la
proposicion 2.2.1). O

Corolario 4.4.2. Si X es un espacio topoldgico con |X| = w, y w, € C(X), entonces X es
separable.

Corolario 4.4.3. Si X es un espacio de Sanin y cf(d(X)) > w, entonces cf(d(X)) < t(X).

Una funcién cardinal ¢ refleja a un cardinal infinito x si la condicién ¢(X) > «
implica la existencia de Y € [X]<¥ con ¢(Y) > k. Por ejemplo, un resultado clasico
establece que la densidad refleja a cualquier cardinal regular, es decir, si k¥ es un
cardinal regular y d(X) > k, entonces existe Y C X con |Y| = d(Y) = k (véase [33,
Theorem 2.5, p. 54]). A partir de este hecho se desprende el siguiente lema.

Lema 4.4.4. Si X es un espacio topoldgico tal que hd(X) > Kk, entonces existe Y C X
con|Y|=d(Y)=k".

No es dificil comprobar que si D es un subespacio denso de X, entonces d(X) <
d(D)< d(X)- t(X) (véase [32, Theorem 3.9, p. 17]). En especial, para cualquier subcon-
junto Y de X se verifica que

d(Y)<d(Y)<d(Y)-t(Y). “4.1)

Emplearemos estas relaciones en nuestro siguiente resultado que generaliza a [75,
Theorem 3.24, p. 324].

Teorema 4.4.5. Sean X un espacio topologico y x un cardinal con t(X) < k. Si todos los
subespacios cerrados de X tienen calibre k™, entonces hd(X) < k.
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Demostracion. Si hd(X)> k, el lema 4.4.4 produce un subespacio Y de X con d(Y) =
k*. Como la propiedad ¢(-) < k es hereditaria, las desigualdades de (4.1) garantizan
que d(Y)<k*<d(Y)-ky, por ende, obtenemos la igualdad d(Y) = k*. De este modo,
como t(Y) < cf(d(Y)), la proposicién 4.4.1 garantiza que Y no tiene calibre k*. [

Un espacio topolégico X es un k-espacio si para cualquier A C X se satisface que
A es cerrado en X siempre que, para cualquier subconjunto compacto K de X, AN K
es cerrado en K. En [68] Sapirovskil demostré que si X es un k-espacio de Hausdorff,
entonces £(X) < s(X). El préximo corolario se desprende de este resultado.

Corolario 4.4.6. Si X es un k-espacio de Hausdorff, k es un niimero cardinal y todos
los subespacios cerrados de X tienen calibre k™, entonces hd(X) < k.

Demostracién. Bajo nuestras hipoétesis se satisface que todos los subespacios cerrados
de X tienen celularidad menor a k*. De este modo, la proposicién 2.1.6 garantiza que
todos los subespacios de X tienen celularidad menor a k" y, por ende, que s(X) < k.
Finalmente, como #(X) <k, el teorema 4.4.5 garantiza que hd(X) < k. O

Los siguientes resultados son expansiones y consecuencias de [75, Theorem 3.26,
p- 324] y [75, Theorem 3.27, p. 324].

Teorema 4.4.7. Los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier espacio
topolégico X .

1. X es hereditariamente separable

2. X es hereditariamente fuertemente Sanin.
3. X es hereditariamente Sanin.

4. X tiene calibre w, hereditariamente.

Demostracion. La implicaciones (1) — (2) — (3) — (4) son evidentes (véase la proposi-
cién 4.2.5). Para ver que (1) se sigue de (4) supongamos, en busca de una contradiccion,
que hd(X)> w. Utilicemos el lema 4.4.4 para generar un subconjunto Y de X tal que
|Y|=d(Y)= w;.De esta manera, como Y tiene calibre w;, el corolario 4.4.2 indica
que Y es un espacio separable, un absurdo. O

Una desigualdad famosa debida a Hajnal y Juhdsz establece que, si X es un espacio
de Hausdorff, entonces | X| < 2¢X)2(X) (véase [32, Theorem 4.7, p. 20]). En especial,
todos los espacios de Hausdorff primero numerables con celularidad numerable
tienen tamafio a lo sumo c. Este hecho combinado con el corolario 4.4.2 demuestran
el siguiente resultado de consistencia.
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Teorema 4.4.8. Si suponemos CH, entonces todos los espacios de Hausdorff primero
numerables con calibre w, son separables.

Observése que el corolario 4.4.3 implica que si X es un espacio de Sanin con
estrechez numerable y d(X) < X, entonces necesariamente X es separable. En con-
secuencia, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.4.9. Sic <X, y X es un espacio de Sanin T, que satisface alguna de las
siguientes condiciones:

1. X es primero numerable; o
2. X tiene amplitud numerable y estrechez numerable, o

3. X tiene amplitud numerable y es un k-espacio,

entonces X es separable.

Demostracion. Elinciso (1) se desprende de las relaciones d(X) < |X| < 2¢X)}7(X)_Elin-
ciso (2) se sigue de la desigualdad d(X) < 2°X) para espacios T; (véase [32, Theorem 5.2,
p. 23]). Finalmente, (3) es consecuencia de (2) y del resultado de Sapirovskii. O

En particular, el teorema 4.4.9 constata que, consistentemente, cualquier espacio
de Sanin T, que satisfaga alguna de las condiciones (1) a (3) es fuertemente Sanin.

Finalizaremos la presente seccién con un resultado de independencia que se puede
obtener a partir del material expuesto en la misma.

Definicién 4.4.10. Una clase de espacios topolégicos & es una clase de Tall si satisface
lo siguiente:

1. todos los elementos de & son k-espacios de Hausdorff;
2. cualquier subconjunto cerrado de un elemento de &2 es un elemento de &,y

3. si X € & tiene celularidad numerable, entonces tiene calibre w;.

Por ejemplo, los espacios metrizables forman una clase de Tall. Por otra parte,
una consecuencia de la proposicién 2.3.3 y el corolario 3.5.6 es que, bajo MA(w,), los
espacios localmente compactos de Hausdorff también son una clase de Tall.

Sea H el enunciado: “todos los espacios topolégicos ccc tienen precalibre w,”. En
el corolario 3.5.6 vimos que H se deduce a partir de MA(w,).

Una propiedad que tienen las clases de Tall es que, con una hip6tesis relativamente
débil, se obtiene la separabilidad hereditaria de los mismos. El siguiente resultado es
una generalizacion de [75, Theorem 5.3, p. 333], en donde Tall demuestra el resultado
correspondiente para espacios compactos de Hausdorff bajo el principio H.
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Proposicién 4.4.11. Si & es una clase de Tall y X € &7 satisface que todos sus subespa-
cios cerrados son ccc, entonces X es hereditariamente separable.

Demostracion. Si A es un subespacio cerrado de X, entonces A es un elemento de &2
con celularidad numerable y, por lo tanto, A tiene calibre w;. De este manera, todos
los subespacios cerrados de X tienen calibre w; y asi, el corolario 4.4.6 garantiza que
X es hereditariamente separable. O

Corolario 4.4.12. Los siguientes enunciados son equivalentes para cualquier clase de
Tall Z y cualquier X € 2.

1. X es hereditariamente separable
2. X es hereditariamente fuertemente Sanin.
3. X es hereditariamente Sanin.
4. X tiene calibre w, hereditariamente.
5. X tiene precalibre w; hereditariamente.
6. X tiene la propiedad (K) hereditariamente.
7. X es hereditariamente ccc (equivalentemente, X tiene amplitud numerable).
8. Todos los subespacios cerrados de X tienen celularidad numerable.
Con estos resultados se puede demostrar el siguiente teorema.
Teorema 4.4.13. Los siguientes enunciados se cumplen.

1. [MA(w,)] Todos los espacios localmente compactos de Hausdor{f cuyos subespa-
cios cerrados tienen la celularidad numerable son hereditariamente separables.

2. [-SH] Existe un espacio compacto, linealmente ordenado y hereditariamente
Lindeléf que no tiene la propiedad de Knaster.

Demostracion. Para verificar el enunciado del inciso (1) es suficiente invocar el coro-
lario 4.4.12 y recordar que, bajo MA(w, ), la clase los espacios localmente compactos
de Hausdorff es de Tall. Para el inciso (2) observemos que si X es la completacién
de Dedekind de una linea de Souslin (véase [40, Exercise I11.2.19, p. 171]), entonces
X es una linea Souslin compacta. Ademads, como ¢(X) = hL(X) porque X es lineal-
mente ordenado (véase [11, Theorem 5.2, p. 667]) y X tiene celularidad numerable,
X es hereditariamente Lindel6f. Finalmente, como el cuadrado X2 no tiene celulari-
dad numerable (véase el teorema 3.7.1), se deduce que X no tiene la propiedad de
Knaster (véase el corolario 3.1.3) y, por ende, X tampoco la tiene (véase la proposi-
cién 2.5.3). O
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En consecuencia, el enunciado “todos los espacios compactos, linealmente orde-
nados y hereditariamente Lindel6f tienen la propiedad de Knaster” es independiente
de ZFC.






9

Condiciones de cadena* en espacios
topoladgicos

La definicién clésica de calibre para un espacio topolégico establece que si k es un car-
dinal infinito, entonces k es un calibre para un espacio topolégico X si para cualquier
conjunto I de cardinalidad «x y cualquier familia {U, : a € I'} formada por subconjun-
tos abiertos no vacios de X se satisface que si J es un subconjunto de I de tamano x,
la colecciéon {Uy : a € J} tiene interseccién no vacia (véase [67]).

No obstante, a pesar de que esta convencion parece ser la aceptada en la literatura
(véanse, por ejemplo, [16], [36], [64]-[67] y [71]), la lectura de [20, 2.7.11, p. 116] revela
que, para Engelking, un cardinal infinito k es un calibre para un espacio topolégico X
si para cualquier familia %7 formada por k subconjuntos abiertos no vacios de X se
verifica que si 7 es una subcoleccién de % de cardinalidad x, entonces (| ¥ # 0.

Naturalmente, en virtud de esta discrepancia, la inquietud matemadtica nos obliga
a tratar de averiguar hasta qué punto realmente coinciden ambas nociones. El obje-
tivo del presente capitulo es profundizar en las diferencias y similitudes que yacen
entre estos conceptos y exponer que, contrario a lo que la inuticién podria sugerir, se
distinguen en bastantes aspectos.

5.1. Calibres*, precalibres* y precalibres* débiles

Sean X un espacio topoldgico y k un namero cardinal infinito. Recuerde que x es un
calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para X si para toda familia {U, : a <x} S 7}
existe J € [k]* de tal manera que {U, : a € J} tiene interseccién no vacia (resp., es
centrada; es ligada).
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Por otra parte, k es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X si para
toda familia % €[7}]" existe 7" €[%]" de tal forma que 7" tiene interseccién no vacia
(resp., es centrada; es ligada).

Ademss, estaremos trabajando con las familias:

WP*(X):={x € CN: k es un precalibre* débil para X};
P*(X):={x € CN : k es un precalibre* para X}, y
C*(X):={k € CN : k es un calibre* para X}.

Con el mismo espiritu de las observaciones 1.6.1 y 2.1.1, nuestra exposicion de la
presente seccién comienza con una observacion.

Observacion 5.1.1. A continuacién presentaremos varios resultados que hablan de
calibres, calibres*, precalibres, precalibres*, precalibres débiles y precalibres* débiles.
En estos enunciados expondremos inicamente las demostraciones para calibres y
calibres*, salvo cuando existan distinciones importantes en los argumentos.

Nosotros estamos interesados en las relaciones que privan entre las condiciones
de cadena y las condiciones de cadena*. Comencemos con una equivalencia de las
condiciones de cadena* en términos de familias indizadas que ser4 ttil més adelante.

Lema 5.1.2. Si X es un espacio topoldgico y k es un ntimero cardinal, entonces los
siguientes enunciados son equivalentes.

1. k es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X .

2. Para cualquier familia {U, : a < k} C 7} enumerada sin repeticiones existe
J €[k]* detal forma que{U, : a € J} tiene interseccion no vacia (resp., es centrada;
es ligada).

3. Si{U, : a <k} es un subconjunto de Tty con |{Ua a< K}| = K, entonces existe
J €[k]¥ con las siguientes caracteristicas:

(@ {Uy:ae]J}={U,:a<k}\{0};

(b) sia,B €] sondistintos, entonces U, # Ug, y

(c) {U, : a € J} tiene interseccion no vacia (resp., es centrada; es ligada).
Demostracion. Claramente, (1) implica (2) y (3) implica (1). Para demostrar (2) implica

(3), tomemos un subconjunto {U, : & <k} de 7. Por el lema 1.2.2, existe I € [k]* con
{Uy:ael}={U,:a<k}yU,# Ug, siempre que a, f € I son distintos. Luego, si
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I':'={ael:U,+#0}, entonces I’ €[I]* y, por ende, la hipdtesis garantiza la existencia
de J €[I’]* de tal modo que {U, : a € J} tiene intersecciéon no vacia (resp., es centrada;
es ligada). Asi, J y {U, : @ € J} satisfacen las condiciones deseadas. O

En lo que sigue emplearemos constantemente la equivalencia definida en el le-
ma 5.1.2, incluso sin hacer referencia explicita al mismo si es evidente su uso.

Por otra parte, argumentaremos a continuacién que en términos de cardinales
regulares, las condiciones de cadena son indistinguibles de las condiciones de cadena*.
En concreto, tenemos el siguiente resultado.

Lema 5.1.3. Si X es un espacio topolégico y k es un cardinal regular, entonces k es
un calibre (resp., precalibre; precalibre débil) para X siy solo sik es un calibre* (resp.,
precalibre®; precalibre* débil).

Demostracién. Observe que la implicacién directa es inmediata y no necesita la re-
gularidad de k, basta con enumerar a un % €[7}]* sin repeticiones. Para verificar la
implicacién reciproca, supongamos que {U, : a < k} es un subconjunto de 7% y defi-
namos f :k — {U, : @ < k} mediante f(a):=U,. Si |{Ua ra< K}| <k, laregularidad de
K genera 3 <k con |f‘1{Uﬁ }| =K. Asi, la coleccion {U, : a € f‘l{Uﬁ }} ={Up} satisface
que ({Uy:a € f~{Up}} #0. Cuando |{U, : @ <k}| =k, el lema 5.1.2 produce J € [x]*
con (e, Uy #0. O

Sea X un espacio topolégico. Las inclusiones C(X) € P(X) € WP(X) y C*(X) ¢
P*(X) € WP*(X) se deducen facilmente a partir de las definiciones. Ademds, el ar-
gumento expuesto en la implicacion directa del lema 5.1.3 indica que C(X) € C*(X),
P(X) € P*(X) y WP(X) € WP*(X). Por otro lado, ese mismo resultado asegura que
C'(X)nRc C(X), P*(X)NR S P(X) y P*(X)NR S P(X), donde R denota la clase propia
de los cardinales regulares. Estos renglones son la demostracién de nuestro siguiente
resultado.

Proposicion 5.1.4. Para cualquier espacio topoldgico X se verifican las siguientes
inclusiones.

1. C(X) S P(X) S WP(X) y C(X) € P*(X) € WP*(X).
2. C(X)c C'(X), P(X) € P*(X) y WP(X) € WP*(X).
3. C(X)nRc C(X), P*(X)NR S P(X) yWP*(X)NR S WP(X).

Las relaciones expuestas en la proposicion 5.1.4 las podemos exhibir de manera
mads amigable en el siguiente diagrama (la relacién A — B significa A C B):
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WP*(X)NR —— WP(X) — WP*(X)

I | I

P*(X)NR —— P(X) —— P*(X)

1 1 i

CX)NR —— C(X) —— C'(X)

Figura 5.1: Condiciones de cadena y condiciones de cadena*.

Del mismo modo que en la seccién 1.3, podriamos definir cardinales similares al
ntmero de Sanin, al nimero de Sanin débil y al ntimero de Knaster en términos de
calibres*, precalibres*, precalibres* débiles. Este camino no conduce a algtin ntimero
cardinal nuevo y la razén es porque el inciso (3) de la proposicién 5.1.4 implica que,
para un espacio topolégico X, se satisfacen las igualdades

k(X)=min{x € CN: k™ es un precalibre* débil para X},
w¥(X)=min{xk € CN: k" es un precalibre* para X}y
$(X)=min{xk € CN: k" es un calibre* para X}.

La pregunta que ahora quisiéramos contestar es: ;es cierto que las contenciones
C*(X) c C(X), P*(X) € P(X)y WP*(X) € WP(X) también se verifican? Esta cuestion la
podemos responder negativamente con el siguiente resultado:

Proposicién 5.1.5. Si X es un espacio topologico y k es un cardinal infinito tal que
o(X) < k, entonces k € C*(X). En simbolos, {k € CN : k > 0o(X)} € C*(X).

Demostracion. Esto resulta por vacuidad; es decir, si k no fuera un calibre*, entonces
existiria una familia % de abiertos de cardinalidad x en X tal que ninguna subcolec-
cién de % de cardinalidad k tiene interseccion no vacia, pero no es posible que exista
tal familia % ya que o(X) < k. O

A partir de la proposicién 5.1.5 podemos deducir que, en general, no son ciertas
las relaciones C*(X) € C(X), P*(X) € P(X) y WP*(X) € WP(X): si X es un espacio de
Hausdorff infinito y k es un cardinal infinito de tal modo que |Tx| < k y cf(x) = w,
entonces por un lado la proposicién 5.1.5 indica que x es un calibre* para X, mientras
que el corolario 2.2.9 dice que x no es un precalibre débil para X. En suma, k €
C*(X)\ C(X), k e P(X)\ P(X) y k e WP*(X)\ WP(X).

Por otra parte, podriamos pensar que los resultados que demostramos en la sec-
ci6én 2.1 tienen una versién dual con respecto a sus conceptos * correspondientes. Por
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ejemplo, es natural pensar que la siguiente versiéon dual de la proposicién 2.2.1 es
cierta: si x es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X, entonces cf(x) es
un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X. Sin embargo, el razonamiento
expuesto en el parrafo previo muestra que esto no es asi: si |Tx| < k, entonces k es
un calibre* para X, pero una combinacién del corolario 2.2.9 con el inciso (3) de la
proposicion 5.1.4 garantiza que cf(x) no es un precalibre* débil para X.

A pesar de que nuestras nociones familiares no coincidan en general con sus
versiones #, si presentan algunas similitudes. Por ejemplo, nuestro siguiente resultado
es la version de la proposicién 2.1.7 para precalibres* débiles.

Proposicién 5.1.6. Si X es un espacio topoldgico, k es un precalibre* débil para X y %
es una familia celular en X, entonces |% | < k.

Demostracion. Sea 7/ un subconjunto de 7} con |%|> k. Sifijamos 7" en[% ]*, pode-
mos emplear que X tiene precalibre* débil x para hallar una familia ligada # € [¥]*.
En especial, % no puede ser una familia celular. O

Una pregunta que sugiere la proposicion 5.1.6 es si el reciproco también es valido,
es decir, jes cierto que si X es un espacio topolégico, k es un nimero cardinal y cual-
quier familia celular en X tiene cardinalidad menor a k, entonces x es un precalibre*
débil para X?

Un cardinal no numerable k es débilmente compactosi satisface larelaciéon k — (K)g
(véase la definicién 4.1.2). En esta clase de cardinales es en la cual podemos dar un
reciproco de la proposicién 5.1.6. Los autores agradecen a Jorge Antonio Cruz Chapital
por sugerir la demostracién que expondremos a continuacion.

Proposicién 5.1.7. Si X es un espacio topolégico y k = w, o bien, k es débilmente
compatcto, entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1. k es un precalibre* débil para X .

2. Si% es una familia celular en X, entonces|% | < K.

Demostracién. Laimplicacion de (1) hacia (2) es la proposicion 5.1.6. Para la impli-
cacién restante supongamos que k no es un precalibre* débil para X. Sea % €[t} ]*
de tal modo que, para cualquier ¥ € [Z ], ¥ no es ligada. Ademas, sea f : [Z]* — 2
la funcién definida mediante la regla f({U, V}):=0siys6lo si U NV =0. La relacion
K — (K); implica la existencia de ¥ € [#]* tal que f [y} es constante. Finalmente,
como ¥ no es ligada, f no puede ser la constante 1 en el conjunto [# ? y, por ende, ¥
es una familia celular en X de cardinalidad . O

Corolario 5.1.8. Si X es un espacio topoldgico infinito y w es un precalibre* débil para
X, entonces X no tiene la propiedad de Hausdorff.
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De regreso a nuestra comparacién de las condiciones de cadena con las condicio-
nes de cadena*, la proposicién 5.1.5 expone un hecho interesante: a partir de cierto
momento cualquier nimero cardinal es un calibre* por una cuestién técnica de légica
matematica, pero no es un calibre* “verdadero” para el espacio en cuestioén. Por este
motivo, dado un espacio topolégico X, es sensato dividir a los niimeros cardinales en
dos tipos: aquellos que son calibres* para X por un argumento de vacuidad (esto es,
los cardinales k que satisfacen la relacién o(X) < k), y aquellos cardinales que tienen
la oportunidad de ser condiciones de cadena* “verdaderos” para X. En virtud de este
razonamiento, la siguiente pregunta surge de manera natural:

Pregunta 5.1.9. ;Es cierto que si k < 0(X) y k € C*(X), entonces k € C(X)?

Veremos en los teoremas 5.1.11 y 5.1.20 que, consistentemente, la respuesta a la
pregunta 5.1.9 es negativa. Para ello necesitamos demostrar primero un resultado
auxiliar.

Lema 5.1.10. Si X es un espacio topologico, k es un cardinal infinito y {U, : @ < Kk} es
una familia celular en X, entonces R, ¢ WP(X). Mds atin, si para cada a < k se satisface
que o(U,) = R, entonces X, € WP*(X).

Demostracién. Para cada a < k, consideremos al conjunto

. [0,%,), sia=0,
¢ [xarxoﬁl)! Sia#o'

Ademds, para cada ordinal y <R, definamos V, := U, siy s6lo si y € I,. Claramente,
{V, 17 <X} es un subconjunto de 73. Ademds, si J € [RJ*, existen a < 8 < k con
I,NJ #0# IgNJ; en consecuencia, siy € I,NJ y 6 € IgN ], entonces V, N V5 =0. Asi,
R, ¢ WP(X).

Ahora supongamos adicionalmente que o(U,) > X, para cada a < k. Para toda
a<ksea{U(a,y):y <X,} unsubconjunto de 7+ enumerado sin repeticiones. Para
cada ordinal y <R, definamos V, := U(a,y) siy s6lo si y € I,. En estas circunstancias,
la familia {V7, 1y <X} satisface v, # V5, siempre que y < 0 < X,. Ademés, si J € [N, %,
existena < 8 <k conl,NJ #@# IgNJ.Deestemodo,siy € I,N] y 6 € [gN], entonces
V, N V5 =0. Por lo tanto, X, ¢ WP*(X). O

Con este antecedente estamos en posicién para dar una respuesta negativa consis-
tente para la pregunta 5.1.9.

Teorema 5.1.11. Sik es un cardinal infinito con 2* < X, y cf(k) > w, entonces existe un
espacio topoldgico X de tal forma que X es localmente compactoy Ty, o(X)=2% = |X|,
R, € C'(X), R, € WP(X) yx ¢ WP*(X).
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Demostracion. Para cada & < k sea Yr el cubo de Cantor de peso k, D(2)*. Ademas,
sean Y :=@:_, ¥z, Z el cubo de Cantor de peso X, D(2)%,y X := Y & Z. Claramente,
X eslocalmente compacto, T, y o(X) = 2% =|X| (véase el lema 1.4.6). Adicionalmente,
en virtud del lema 5.1.10, X, € WP(Y)y, como Y € 7}, deducimos que X, ¢ WP(X).
Por otra parte, como {Y: : & < k} es una familia celular en X, la proposicién 5.1.6
implica que x ¢ WP*(X).

Para verificar que X, € C*(X), supongamos que % es un elemento de [T}]“* y sea
{U, : @ < ¥} una enumeracion sin repeticiones de %/. Ademds, para cada a < X,
sean V, € 1y y W, € 7, con U, = V, U W,. Observe que |{V, : « < X, }| < 2" por el
lema 1.4.5. Afirmamos que [{W, : @ < ¥,.}| = X.. En caso contrario, como la funcién
U —{V, o <R} x{W, : a < X,.} determinada mediante U, — (V,, W,) es inyectiva,
obtenemos la contradiccion:

R =% | < [{Vy: @ <R} [{W, 1@ <R} <25 R =R,

Por lo anterior, existe I € [R, ] con @& {W,:ae I}y W, # Wj para cualesquiera
a, B € I distintos. En estas circunstancias, como Z tiene calibre X, (véase el ejem-
plo 2.5.8(2)), existe J € [IT* tal que (), W, #¥. En consecuencia, {U, : a € J} €[% [«
Y (Naey Ua # 0. Asi, X, € C*(X). O

En el teorema 5.1.11 podria ser tentador poner la restriccién més suave 2 <X,
no obstante, puesto que (2")* =2% y (R,.)* > X, (véase [41, Lemma 10.40, p. 34]), es un
resultado de ZFC que 2* # X,

Por otra parte, en virtud de que el teorema 5.1.11 tinicamente trata con cardinales
con cofinalidad no numerable, resta averiguar si es posible conseguir un resultado
similar para cardinales no numerables con cofinalidad numerable. Saldaremos esta
deuda en el teorema 5.4.6 mds adelante.

En virtud de que para cualquier U € Ty se satisface la inclusién 17, C 7%, el
siguiente resultado es inmediato.

Proposicion 5.1.12. Sean X un espacio topolégicoy U € Tx. Sik es un calibre* (resp.,
precalibre*; precalibre* débil) para X, entonces K es un calibre* (resp., precalibre*; pre-
calibre* débil) para U .

Es simple comprobar que la implicaciéon reciproca en el resultado anterior no es
cierta. En efecto, si k es un cardinal infinito con cf(x) > w, y denotamos por X ala suma
libre R® D(k), entonces R € Tx y k es un calibre para R (véase la proposicién 2.1.8).
No obstante, como D(kx) admite una familia celular de cardinalidad x, entonces la
proposiciéon 5.1.6 garantiza que D(k) no tiene precalibre* débil k. Esto tltimo, en
virtud de la proposicién 5.1.12, asegura que X no tiene precalibre* débil x.

En el &mbito de los espacios de Hausdorff localmente H -cerrados, la proposi-
ci6én 5.1.12 permite obtener la siguiente extension del corolario 2.1.10:
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Corolario 5.1.13. Si X es un espacio de Hausdorff localmente H -cerradoy Y es una
extension T, de X, entonces C(X)=C(Y), P(X)=P(Y), WP(X)=WP(Y), C*(Y) € C*(X),
P*(Y) € P*(X) yWP*(Y) C WP*(X).

Con respecto a la herencia de las condiciones de cadena* para subespacios den-
sos, podemos decir qué sucede con precisiéon cuando hablamos de precalibres* y
precalibres* débiles. Compdrese el siguiente resultado con la proposicion 2.1.6(2).

Proposicion 5.1.14. Si X es un espacio topolégico, D es un subconjunto denso de X y
K es un precalibre* (resp., precalibre* débil) para X, entonces K es un precalibre* (resp.,
precalibre* débil) para D.

Demostracion. Sean {V, : a <k} un subconjunto de 7}, enumerado sin repeticiones
y U, € 7% con U,ND =V, para cada a < k. Luego, como la asignacion a — U,
es inyectiva y X tiene precalibre* (resp., precalibre* débil) k, existe J € [k]* de tal
forma que {U, : @ € J} es centrada (resp., ligada). Asi, la densidad de D garantiza que
{V,:a € J} es centrada (resp., ligada). O

El resultado correspondiente para calibres* no es véalido. Efectivamente, el ejem-
plo 2.5.8(2) garantiza que si x tiene cofinalidad no numerable, entonces D(2)* tiene ca-
libre . Por otra parte, el X-producto D := X(D(2),0) es un subespacio denso de D(2)
(véase el lema 1.4.4). Adema@s, si para cada a < k denotamos por 77, : D(2)* — D(2)ala
proyeccion candnica, entonces {n;l{l} N D : a <k} es una familia de k abiertos de tal
modo que para cualquier J € k], ﬂ{n;l{l} ND :ae€ J}=0. En consecuencia, kK no es
calibre* para D.

Pregunta 5.1.15. ;Es cierto que si X es un espacio topolégico, D es un subconjunto
denso de X y k es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para D, entonces k
es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X?

Demostraremos en los corolarios 5.1.23 y 5.4.9 que la respuesta para la pregun-
ta 5.1.15 es negativa. No obstante, expondremos primero algunos casos sencillos
en los cuales la respuesta es afirmativa. Por ejemplo, el siguiente resultado es una
consecuencia de la proposicién 2.1.6 y el lema 5.1.3.

Proposicion 5.1.16. Si X es un espacio topologico, D es un subconjunto denso de X, k
es un cardinal regular y k es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para D,
entonces Kk es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X .

En cierta clase de extensiones, la respuesta a la pregunta 5.1.15 es afirmativa. El
siguiente resultado es consecuencia de la proposicién 5.4.2 y el teorema 5.4.3 que
demostraremos mds adelante.



5.1. Calibres*, precalibres*y precalibres* débiles

107

Proposicion 5.1.17. Sean X un espacio topolégicoy Y una extension de X. Sik es un
calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X y para el residuo Y \ X, entonces k
es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para Y .

Ademas, es posible dar una especie de reciproco para el resultado anterior me-
diante la proposicién 5.1.12.

Proposicion 5.1.18. Sean X un espacio topolégicoy Y una extension de X. Sik es un
calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) paraY y Y \ X es cerrado en Y, entonces k
es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X .

En especial, las proposiciones 5.1.17 y 5.1.18 implican el siguiente corolario.

Corolario 5.1.19. Si X es localmente compacto, no compacto y Hausdorff, entonces
C'(X)=CaX), P*(X)=P*(aX) y WP*(X) =WP*(aX).

Con el resultado anterior disponible es posible fortalecer el teorema 5.1.11 de la
siguiente manera:

Teorema 5.1.20. Sik es un cardinal infinito con 2" <X, ycf(k)> w, entonces existe un
espacio topolégico X de tal forma que X es compactoy T, o(X)=2% =|X|, R, € C*(X),
R, € WP(X) y k & WP*(X).

Demostracién. Sea X la compactacién de Alexandroff del espacio cuya existencia
estd asegurada por el teorema 5.1.11. Claramente, X es un espacio compacto de
Hausdorff que satisface las relaciones o(X) =2 = |X|. Ademds, la proposicién 2.1.6(2)
garantiza que X, ¢ WP(X), mientras que el corolario 5.1.19 asegura que X, € C*(X) y
k ¢ WP*(X). O

Pregunta 5.1.21. ;Es posible construir en ZFC un ejemplo de un espacio de Hausdorff
infinito X y un cardinal infinito k de tal manera que k € C*(X) y k € C(X)?

Ahora, con el objetivo de dar una respuesta negativa consistente para la pregun-
ta 5.1.15, demostraremos primero el siguiente teorema.

Teorema 5.1.22. Sik es un cardinal singular y X es un espacio topolégico de tal forma
que cf(x) no es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para X entonces existe
una extension Y de X tal que k no es un calibre* (resp., precalibre®; precalibre* débil)
paraY.

Demostracion. Sea {x; : & < cf(x)} una (x,0)-sucesién (véase el lema 1.2.5). Ademas,
para cada ¢ < cf(x), definamos I; := [k, kz,4). Fijemos una coleccién {y, : @ <k} de
tal modo que X N{y, :a <k} =0y y, # yp, siempre que a < § < k. Empleemos que
cf(x) no es un calibre* para X para fijar una familia {V; : £ < cf(x)} € 7} enumerada
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sin repeticiones y tal que para cualquier I € [cf(k)]™), 1a coleccion {V: : & € I} tiene
interseccion vacia. Adicionalmente, para cada a < k definamos U, := V: U{y,} siy
solo si a € Ir. Finalmente, sea Y := X U{y, : @ <k} y consideremos la topologia en Y
generada por la base 7x U{U, : ¢ <«}.

Claramente, X es un subespacio denso de Y. Notemos ademds que, sia,f <ky
&,n < cf(x) son tales que a € I: y f§ € ), entonces U,NUp = Vz N'V},. Ahora, sea J € [k]*
y consideremos la coleccién I := {£ < cf(x) : I: N J # @}. Observemos primero que,
como |J| =k, necesariamente |I| = cf(x); en particular, {V; : £ € I'} tiene interseccién
vacia. En estas circunstancias, se satisface que {U, : @ € J} tiene interseccion vacia. De
esta manera, k no es un calibre* para Y. O

El dltimo resultado de la seccion es una consecuencia de los teoremas 5.1.11 y
5.1.22.

Corolario 5.1.23. Si«k es un cardinal regular no numerable con 2* < X,., entonces
existe un espacio topologico X y una extension Y de X de tal modo queX, € C*(X) y
R, ¢ WP*(Y).

5.2. Ejemplos concretos

En general, determinar con precision las condiciones de cadena* de espacios topologi-
cos no es una tarea sencilla. Para exhibir esta dificultad presentaremos varios ejemplos
de espacios y calcularemos sus colecciones de calibres, precalibres, precalibres débiles,
calibres*, precalibres* y precalibres* débiles. Cabe mencionar que el comportamiento
de las primeras tres colecciones es més o menos sencillo de determinar, pero para las
ultimas tres familias impondremos ciertos axiomas adicionales para determinarlos
por completo.

Con esta idea en mente, comencemos con el espacio mds “simple” de todos: el
espacio discreto.

Ejemplo 5.2.1. Sik es un cardinal infinito, entonces:
1. C(D(x))=P(D(x))=WP(D(x))={A€CN:cf(A)>«r}y
2. {AeCN:A> 25} c C*(D(x)) € P*(D(x)) € WP*(D(x)) S {A€CN: A >k}
Ademds, si2¥ =™,

3. C*(D(x))=P*(D(x)) = WP*(D(x)) = {2 € CN: A > k}.
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Demostracién. Primero, como d (D(K)) =k, la proposicién 2.1.8 garantiza que la in-
clusion {A€ CN: cf(A) >k} c C (D(K)) es cierta. Por otra parte, si cf(A) < k, entonces
la colecciéon {{a}: a < cf(A)} es una familia celular en D(x) de cardinalidad cf(A). De
este modo, las proposiciones 2.1.7 y 2.2.1 indican que A no es un precalibre débil
para D(k)y, por ende, se satisface la contencién WP(D(K)) C {2 €CN:cf(A) > x}.
Finalmente, como las relaciones C (D(K)) cP (D(K)) CWP (D(K)) siempre se cumplen,
el enunciado de (1) es cierto.

Por otro lado, se deduce de la segunda parte del parrafo previo y de la proposi-
cion 5.1.6 que los cardinales menores o iguales a k no pueden ser precalibres* débiles
para D(k). De este modo, WP* (D(K)) C{A€CN:A>«}. Ademas, como o(D(k))= 2%,
la proposicion 5.1.5 garantiza que {A € CN: A > 2¥} € C*(D(x)).

Por tdltimo, concentrémonos en verificar el inciso (3). Notemos que, como k7 es
un cardinal regular mayor a k, el inciso (1) mezclado con el inciso (3) de la proposi-
cién 5.1.4 garantiza que xk* € C* (D(K)). Para terminar, si 2¥ = k™, entonces esta dltima
pertenencia y las relaciones del inciso (2) permiten ver que:

{AeCN:A>k}={AeCN: A2k"}={kT}u{AeCN: 1> 2"}
c C*(D(x)) c P*(D(x)) S WP*(D(x)) S {2 € CN: A >k}
en consecuencia, el inciso (3) se satisface. O

Con lo expuesto en el ejemplo 5.2.1 podemos caracterizar a los cardinales débil-
mente inaccesibles en términos de los conceptos que hemos expuesto hasta este
momento (véase también [36, 7.6, p. 147]).

Proposicién 5.2.2. Sik es un cardinal regular, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes.

1. k es débilmente inaccesible.
2. Existe un espacio de Tychonoff X que satisface:

(a) Kk esun calibre para X y
D) k=c(X)=k(X)=ws(X)=3(X)=d(X).

3. Existe un espacio X de tal forma que x es un precalibre débil para X y c(X)=k.

Demostracion. Claramente, (2) implica (3). Para ver que (1) implica (2), supongamos
que K es débilmente inaccesible y consideremos el producto topolégico X :=[ [{D(A):
A€ CN A A < k}. Para corroborar que el inciso (a) se cumple, notemos que (1) del
ejemplo 5.2.1 asegura que, para cualquier A € CN con A < k, k es un calibre para D(A).
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De este modo, la regularidad de k combinada con el teorema 2.5.5 garantizan que k
es un calibre para X.

Para demostrar el inciso (b) comencemos por observar que al ser k débilmente
inaccesible se satisfacen las igualdades [{A€ CN: A <k}|=k ysup{Ae CN: A<k} =k
(véase el lema 1.2.7). De este modo, obtenemos que

dX)=d([ [{p():a1eCN Ax<x})
=log(‘{)t€CN:A<K}D-sup{d(D(A)):7LECN /\7L<K}
=log(k)-sup{A: w <A<k} =log(k) Kk =k.

Ademds, si para cada A € CN con A < k denotamos por 7, : X — D(A) ala A-ésima
proyeccién, entonces la coleccién {ﬂzl{a} : o < A} es una familia celular en X de
cardinalidad A. Por lo tanto, como « es limite, ¢(X) = sup{A: A€ CN A A <k} =k.
Enfoquémonos ahora en ver que (1) se deduce de (3). Para esto supongamos que
existe un espacio X que tiene precalibre débil x y verifica la relacién c¢(X) = k. Si
K = w 6 k es un cardinal sucesor, entonces [32, Theorem 12.1, p. 45] y el parrafo que le
precede, combinados con la igualdad ¢(X) =k, aseguran la existencia de una familia
celular de cardinalidad «; una contradiccién la proposicién 2.1.7. En consecuencia, k
es un cardinal regular, limite y no numerable, es decir, k es débilmente inaccesible. [

Corolario 5.2.3. Sik es un cardinal débilmente inaccesible, entonces existe un espacio
de Tychonoff X sin familias celulares de cardinalidad c(X) que satisface las relaciones
c(X)=k=d(X)ykeCX).

De vuelta a los ejemplos, también es sencillo determinar las condiciones de cadena
para los espacios infinitos, c6smicosy T5.

Ejemplo 5.2.4. Si X es un espacio de Hausdorff infinito y césmico, entonces:
1. ((X)=P(X)=WP(X)=UCy
2. {keCN:cf(k)>w V k>2°} CCHX) S P*(X)SWP*(X)C {k € CN : k > w}.
Ademds, si suponemos CH (es decir, si2° = w,),
3. C'(X)=P*(X)=WP*(X)={k € CN: k > w}.

Demostracién. Por un lado, como X es un espacio separable, la proposicién 2.1.8 da
la contenciéon UC € C(X). Por otro lado, el corolario 2.2.9 implica que WP(X) € UC.
De este modo, el enunciado del inciso (1) es cierto.

Para demostrar (2) notemos que las hipétesis sobre X garantizan que o(X) <2y
asi, el inciso (1) y las proposiciones 5.1.4 y 5.1.5 indican que {x € CN : cf(k)> w V k>
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2¢} € C¥(X). Ademads, como los espacios infinitos y T, tienen familias celulares infinitas,
la proposicion 5.1.6 implica que WP*(X) C {x € CN : k > w}.
Finalmente, si CH es cierta basta con utilizar (2) y observar que

{keCN:k>w}={keCN:cf(k)>w V k> w,}
={keCN:cf(x)>w V k>2“}
CCX)CSP*(X)SWPH(X)C {keCN:k > w}.

Ejemplo 5.2.5. Sik es un cardinal infinitoy X =[0, k), o bien, X =[0, k], entonces:
1. ((X)=P(X)=WP(X)={2€CN:cf(A)>«k}, y
2. {AeCN: 1> 2"} CCHX) S P*(X) CWP*(X)C {1 € CN: A >«k}.
Ademds, si 2" =k,
3. CX)=P*X)=WP*(X)={1eCN: A>«k}.

Demostracion. Envistade que d(X)=ky {{a} ‘ae S} es una familia celular en X de
cardinalidad x (en donde S :={a+1: a < k}), las pruebas del inciso (1) y de la relacién
P*(X)C {2 € CN: A >k} son similares a las del ejemplo 5.2.1. Adicionalmente, como
0(X) = 2" (cualquier subconjunto de S es un abierto en X y|S| = ), la proposicién 5.1.5
indica que {A € CN: A > 2%} C C*(X). Finalmente, el argumento para demostrar (3) es
idéntico al dado en el inciso correspondiente del ejemplo 5.2.1. O

Una familia infinita &7 C [w]“ es casi ajena si|AN B| < w, siempre que A, B € &/
son distintos. Un resultado clasico garantiza la existencia de una familia casi ajena
de cardinalidad ¢ (véase, por ejemplo, [41, Theorem 1.3, p. 48]). Asi, para cualquier
namero cardinal w < k < ¢ existe una familia casi ajena de cardinalidad «.

Lema 5.2.6. Six > w es un niimero cardinal con k < ¢ y cf(k) = w, entonces existe una
familia casi ajena <7 de tal forma que |</| = k y, para cualquier # € [</]*, existen
A,B,CeBconANBNC =0.

Demostracion. Sea {Kk, : n < w} una sucesion estrictamente creciente de ntimeros
cardinales con xy = 0 y sup{x,, : n < w} = k. También, para cada n < w, definamos
I, :=[K,,K,+1).- Ademds, empleemos la relacion k < ¢ para fijar una familia casi ajena
{B, : a < k} enumerada sin repeticiones. El ltimo paso es definir, para cualquier
a<k,A,:=B,\nsiysolosiacl,.

Afirmacién. La coleccién {A, : a < k} es una familia casi ajena, indizada fielmente y
de tal forma que, para cualquier J € [k]*, existen @, 8,y € J con A,NAgNA, =0.
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Primero notemos que,sia < <k,yn,m € wcumplena €I,y € I, entonces la
relacién A, = Ag implica que B, \ n = Bg \ m. En consecuencia, B, estd contenido en la
unién nU Bg y, por ende, B, = (B,Nn)U(B,N Bg), lo cual es absurdo pues B, es infinito,
mientras que esta dltima unién es finita. Por esta razén, A, # Ag. Ademas, como
|Aq N Apl <|B, N Bg| < w,y{A,:y <k} estd formada por subconjuntos infinitos de w,
esto demuestra que {A, : y <k} es una familia casi ajena enumerada sin repeticiones.

Por otra parte, si J € [x]* y @, € ] son distintos, existe m < w con A,NAg € m.
De este modo, si tomamos n > m con I, N J #0yy € I,N J, entonces se satisfacen las
relaciones A, NAg N A, € mN(B,\ n)=0. En consecuencia, A,NAg NA, =0.

Finalmente, la Afirmacién garantiza que & :={A, : ¢ < x} es la familia requerida
en el enunciado del presente lema. O

Recordemos que la compactacién de Stone-Cech de w, B w, es el espacio de ul-
trafiltros en w equipado con la topologia generada por la base {A* : A C w} donde
A*:={% € Pw:Ac ¥} paracada AC w.

Observacién 5.2.7. Si </ es una familia casi ajena en w y Z € fw \ w, entonces
|7 N7 | < 1. Efectivamente, si A, B € .o/ son distintos, entonces |AN B| < w y asi, como
% es libre, deducimos que AN B € %/ ; en consecuencia, {A, B} £ Z .

Lema5.2.8. Sik > w es un niimero cardinal con k < ¢ y cf(k) = w, entonces k & P*( w).

Demostracién. Sea o/ una familia casi ajena con las caracteristicas del lema 5.2.6
y consideremos la familia A := {A* : A € &/}. En virtud de que cada elemento de
4/ estd contenido en un ultrafiltro libre en w, la observacion 5.2.7 implica que A €
[T;gw]"'. Ahora, sean B € [A]¥, B[] conB={B*: Be A}, y A, B,C € A tales que
ANBNC =0. De inmediato, no existe % € fw de tal modo que {A, B, C} € % ; es decir,
A*N B*N C*=0. Asi, A es un elemento de [%’Ew]’c y, para cualquier B € [A]*, B no es
una familia centrada. En suma, x no es un precalibre* para ff w. O

Ejemplo 5.2.9. Los siguientes enunciados son ciertos.
1. C(Bw)=P(Bw)=WP(Bw)=UC.
2. UCu{xeCN:k =2} Cc C(Bw).
3. P*(Bw)CUCU{keCN:cfk)=w A k>c}.
En especial, bajo la hipétesis 2° = ct,

4. C(Bw)=P*(Bw)={keCN:k=2}Uu{k e CN:k <2° A cf(k)> w}.
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Demostracién. Primero, como f w es un espacio de Hausdorffinfinito y separable, una
combinacién de las proposiciones 2.1.6, 2.1.7 y 2.1.8 constata que C(fw) =P(fw)=
WP(Bw)=UC.

Por otra parte, en virtud del inciso (1) y de la proposiciéon 5.1.5, lainclusiéon UCU{x
CN:x>2°} € C*(Bw)es clara. Ademds, si k es un cardinal infinito con k < ¢y cf(k) = w,
entonces el lema 5.2.8 asegura que k ¢ P*( w); en consecuencia, P*(fw) CUCU{k €
CN : cf(k) = w A Kk > ¢}. Finalmente, un argumento rutinario demuestra el inciso
(4). O

Pregunta 5.2.10. ;Qué podemos decir de la coleccion WP*(f w)?

Una consecuencia de las relaciones expuestas en el ejemplo 5.2.9 es que ciertas
condiciones de cadena dependen enteramente de como se relacionan entre si los
numeros cardinales.

Corolario 5.2.11. Los siguientes enunciados son ciertos.
1. X, < cimplica queX,, ¢ P*(Bw).
2. R, >2¢ implica que X, € C*(Bw).

Pregunta 5.2.12. ;Es cierto que si x es un cardinal con ¢ < k < 2°¢ y cf(x) = w, entonces
K es un calibre* para 8 w?

5.3. Espacios hiperconexos

El objetivo de esta seccion es el cdlculo de las condiciones de cadena en los espa-
cios cofinitos. Para ello conviene establecer algunos resultados auxiliares de espacios
hiperconexos para utilizarlos més adelante. En lo que sigue extenderemos momen-
tdneamente y de manera natural las nociones de precalibre y precalibre débil para
admitir cardinales finitos y positivos.

Primero, no es dificil construir espacios 7; cuya coleccién de precalibres débiles
evada segmentos iniciales de nimeros naturales. Sean Y el conjunto w equipado con
la topologia cofinitay p € w. Para cualquier 1 < n < w el espacio

X, = YEB{(p, m):m<n},

en donde {(p, m): m < n} tiene la topologia discreta, es un espacio 7; que satisface la
relacion [2,n + 1]1NWP(X,,) =0.

En el otro extremo, también es posible encontrar una clase amplia de espacios
cuya coleccion de precalibres incluye a casi todos los ntimeros cardinales. Un espacio
topolégico X es hiperconexosipara cualesquiera U, V € T} sesatisface que UNV € 7%;
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equivalentemente, X es hiperconexo siy sélo si 7} es una familia ligada. Resulta que
la hiperconexidad es equivalente a una propiedad que es aparentemente mas fuerte.

Proposicién 5.3.1. Un espacio topoldgico X es hiperconexo siy sélo sit} esuna familia
centrada.

Demostracién. Laimplicacién reciproca es clara. Para verificar la implicacion directa

procedamos por induccién finita. Supongamos que para algin n < @ ya se demostré

que lainterseccion de n elementos de 73 es un conjunto no vacio. Asi, si {U : k < n+1}
; + +

es un subconjunto de 7%, resulta entonces que ()., U es un elemento en 7%. Por lo

tanto, [ ;..,.., Uk €s no vacio. O

A partir de esta equivalencia se pueden obtener varias mas para el concepto de
la hiperconexidad en términos de precalibres y precalibres débiles. Obsérvese que 1
siempre es un precalibre de cualquier espacio X.

Proposicion 5.3.2. Consideremos los siguientes enunciados para un espacio topolégico
X.

1. X es hiperconexo.
2. Cualquier ntimero cardinal x > 0 es precalibre para X .
3. Existe un cardinal finito k > 1 que es un precalibre de X .
4. Cualquier nuimero cardinal k > 0 es precalibre débil de X .
5. Existe un cardinal finito k > 1 que es un precalibre débil para X .
6. Cualquier niimero cardinal k > 0 es precalibre* para X .
7. Existe un cardinal finito k > 1 que es un precalibre* de X .
8. Cualquier niimero cardinal k > 0 es precalibre* débil de X .
9. Existe un cardinal finito k > 1 que es un precalibre* débil para X .
Entonces las siguientes afirmaciones se verifican.
(a) Las proposiciones de (1) a(5) son equivalentes
(b) (2)—(6),(3) = (7), (4) —(8) y(5) = (9).
(©) (6)—(7),(6)—(8), (8) = (9) ¥(7) = (9).
(d) (9) implica (1) cuando o(X)> w.
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En consecuencia, los enunciados de (1) a (9) son equivalentes cuando 7 x es infinito.

Demostracion. Para el inciso (a), en vista de que las implicaciones (2) — (3), (2) — (4),
(4)—(5)y (3) — (5) son claras, inicamente tenemos que argumentar las implicaciones
(1)—=(2)y (5)—= (1.

Para verificar que (1) implica (2), fijemos un nimero cardinal positivo k. Como X
es hiperconexo, la proposicion 5.3.1 indica que 7% es una familia centrada. Asi, si {Uj, :
a <k} esun subconjunto de 7%, éste se encuentra enumerado por un subconjunto de
K de cardinalidad x (el mismo k) y es centrada. Por lo tanto, k es un precalibre de X.

Para ver que (5) implica (1), supongamos que 1 < k < w es un precalibre débil de
X. Sean U, y U, dos abiertos no vacios de X. Ademas, sea U; := U, paracada2<i < k.
Como k es un precalibre de X, entonces para {U; : i < k} existe J €[k]* con {U;:i € J}
es ligada. De esta manera, como el Gnico subconjunto de k de tamafio k es él mismo,
se deduce que {U; : i < k} es ligada. En particular U, N U, # . Asi, cualesquiera dos
abiertos no vacios de X tienen interseccién no vacia, i.e., X es hiperconexo.

Observemos ahora que lo que afirma el inciso (b) es consecuencia de la proposi-
cién 5.1.4.(2), y que el enunciado del inciso (c) es evidente. Para verificar lo que asevera
(d) notemos que, si k > 1 es un cardinal finito de tal modo que k es un precalibre* débil
paraX,yU,V e T} son distintos, entonces existe % C T';( con |[%Z U{U, V}| = k. Luego,
como los elementos % U {U, V'} tienen interseccién no vacia por pares, U NV #, lo
cual demuestra que X es hiperconexo. O

Resta comentar si la restriccién que tuvimos que afiadir en el inciso (d) de la
proposiciéon 5.3.2 es imprescindible. Claramente, para cualquier k > 4 se satisface que
k es un precalibre* débil para D(2), pero D(2) no es hiperconexo. Por otra parte, un
argumento rutinario muestra que X es un espacio hiperconexo siy sélo si 2 es un
precalibre* débil para X. El caso del nimero 3 necesita un breve argumento adicional.

Notemos primero que si k y [ son un par de cardinales finitos tales que < k < o(X),
entonces, si k es un precalibre* débil para X, [ también es un precalibre* débil para
X. En efecto, si % € [T}]l y ¥ C 7% es tal que |% U /| = k, entonces, como nuestra
hipétesis garantiza que % U ¥ es una familia ligada, deducimos que % también lo es.
En particular, si 2 < k < o(X) es un precalibre* débil para X, entonces X es un espacio
hiperconexo.

Para terminar esta parte, supongamos que 3 es un precalibre* débil para un espacio
X. Cuando 3 < o(X), el parrafo anterior garantiza que X es hiperconexo; en caso
contrario, la condicién o(X) < 3 implica que 7y = {#, X'}, o bien, existe A € P(X)\ {0, X'}
con Ty = {0, X, A}, y en ambos casos se satisface que X es hiperconexo.

El lector tal vez podria sospechar que los espacios topolégicos hiperconexos son
dificiles de encontrar, sin embargo, como expondremos a continuacién, existe una
manera genérica de construir topologias hiperconexas a partir de familias centradas .

Sea X un conjunto. Un subconjunto .# de £?(X) es un filtroen X si:
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1. 0¢ 7, X € F;
2. FNGe.% cuando F,G € #,y

3. siFe€.Z# yG C X cumplen F € G, entonces G € %.

Adicionalmente, un filtro .% es libre si ﬂ Z ={. Por ultimo, un filtro % en X es un
ultrafiltro si para cualquier F C X se satisface que F € %, o bien, X \F e % .

Sean X un conjunto y . € #(X) una familia centrada. Si &/ :={(|.7 : T €
[.Z1°°\ {#}}, entonces, () == {{J% : % S .’} U{X,0} es una topologia en X.
El filtro generado por .% es .Z (%) := {F € X : 3S € ./(S € F)}. Podemos defi-
nir también % () := {F € X :YS € ./ (F NS #0)}. Obsérvese que .¥’ C .’ € 7(.¥),
(VP CF (L) SU (L) y () es un ultrafiltro.

Proposicion 5.3.3. Sean X un conjunto, ¥ € P(X) y Tx una topologia en X. Los
siguientes enunciados son ciertos.

1. Si .7 es centrada, entonces (X, t()) es hiperconexo (en particular, (X, 7(.)) no
es Hausdorf{fsi|X| > 2).

2. Cuando (X, 7x) es hiperconexoy . C t% es una subbase de T x, entonces 7 x =
7(&).

3. Encelcaso en que la coleccion . separe puntos (es decir, si para cualquier x € X se
satisface que {x}=("{S € .7 : x € S}), las siguientes condiciones son equivalentes:

(@ (X,7(S)) esinfinitoy T, ;
(b) elfiltro 7 (7)) es libre, y
(c) el ultrafiltro % () es libreen X .

Demostracién. Con el objetivo de verificar el inciso (1), supongamos que . € Z(X) es
centrada. Sean U y V dos elementos de 7(.)*. Por definicién, existen dos subcoleccio-
nes finitas % y ¥ de . tales que (% CU y( ¥ S V.Como % U ¥ es una coleccion
finita de elementos de .7 y esta coleccion es centrada, entonces (% N( ¥ #0. Por
lo tanto, U NV # . Es decir, (X, 7(.¥)) es hiperconexo.

Con el inciso (2) en mente, supongamos que . C 7} es una subbase de 7 x. Pri-
mero, como . C Ty, cualquier interseccion finita de elementos de . es un elemento
de 7. De este modo, .’ C T v, por ende, 7(¥) € Tx. Por otro lado, si U € Tx y
x € U, entonces la hipétesis de este inciso produce S € .’ talque x € S € U. En
consecuencia, U € 7(.¥) y por lo tanto obtenemos la inclusién 7y € 7(.%).

Concentrémonos ahora en argumentar las equivalencias del inciso (3). Para ver
que (a) implica (b), supongamos que (X, 7(-¥)) esinfinitoy 7;. Sean x € X y y € X\ {x}.
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Como X es un espacio T, existe U € 7(.*)con y € U y x ¢ U. Luego, la pertenencia
U € () implica que x ¢ ).Z (). En suma, [ |Z () =0.

Lainclusién 7 () € % () garantiza que (b) implica (c). Finalmente, supongamos
que el inciso (c) es cierto y veamos que (a) también lo es. En vista de que la coleccién
¥ separa puntos, el espacio (X, (%)) es automéaticamente 1T;. Por otro lado, como
% (%) es libre, para cada x € X se satisface que x ¢ (| % (). A partir de esto se infiere
que para cualquier x € X, {x} € Z () y, como % (%) es un ultrafiltro, deducimos
que X \ {x} € Z(.¥). De esta manera, si X fuese finito, obtendriamos la contradiccién
=X \{x}:x e X}e % (7). Asi, X es infinito. O

Los ejemplos clasicos de espacios hiperconexos son los espacios infinitos equi-
pados con la topologia cofinita. Recuerde que un espacio topolédgico X es cofinito
siTy ={U C X :|X\U| < w}u{l}. Lo que haremos a continuacién sera calcular las
condiciones de cadena que hemos mencionado hasta ahora en esta clase de espacios.
La siguiente observacion es fundamental para lograr este objetivo.

Observacion 5.3.4. Si X es un espacio cofinito y k es un niimero cardinal, entonces k
es un calibre para X siy sélo si para cualquier {F, : @ < k} C[X]<“ existe J €[] con
U o £X.

Lema 5.3.5. SiX es el espacio cofinito de cardinalidad k > w, entonces:
1. P(X)=P*X)=WP(X)=WP*(X)=CN;
2. {aeCN:k<A}cC(X),y
3. {AeCN: A<k V cfA)>w}u{reCN:cf(d) <k < A} C C(X).

Demostracién. Primero, como X es un espacio topolégico hiperconexo, la proposi-
cion 5.3.2 asegura que CN € P(X); en consecuencia, el inciso (1) es cierto. Por otro
lado, el inciso (2) se desprende de la igualdad o(X)=k y de la proposicién 5.1.5.

Para verificar el inciso (3) comencemos por observar que, como cada elemento
de [X]® es denso en X, d(X) = w. Asi, la proposicién 2.1.8 garantiza la contencién
UC c C(X).

Ahora, supongamos que A € CN cumple A < k y fijemos un conjunto {F, : @ <
A} C[X]°“. En virtud de las relaciones \Uad Fa| < /l-sup{|Fa| ta<A}<A-w<k, se
satisface que | J,, F, # X; en especial, A € C(X) por la observacion 5.3.4.

Para comprobar la inclusion {A € CN : cf(1) < ¥ < A} € C(X), sea A un nimero
cardinal con cf(A) < k < A. Fijemos una sucesion estrictamente creciente {A; : & <
cf(A)} con sup{A; : & < cf(1)} = A. Con la observacién 5.3.4 en mente, sea {F, : a < A}
un subconjunto de [X]<“ y consideremos la funcién f : A — [X]<® definida como

fl@):=F,.
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Construyamos, mediante recursion transfinita sobre cf(A), una sucesién de name-
ros ordinales {a; : & < cf(A)} con |f *I{Fa5}| 2 A¢ para cada & < cf(A). Supongamos que
para alguna & < cf(A) hemos construido una sucesion {a,, : ) < £} con las caracteristi-
cas deseadas. Si no existe a < A de tal forma que |f~'{F,}| > A¢, entonces se satisface
que

A= r e

a<i

<|IX1°¢]-sup{|fHE}| @< A} <k-Ar <2,

una contradiccion. En consecuencia, hay £ < cf(A) con | f _I{Fai}l > A¢ Y, por ende,
{a, :n <& +1} cumple las propiedades requeridas.
Sea J := [J{f{F.} : £ < cf(A)} y observemos que |J| = A. Finalmente, como

Uae j Fa= Ug«f(m Fﬂf;j y

|U{Fa5 £ < cf(A)}| < cf{A) - sup {

By

&< cf(A)} <cf(d) w<k,

<

sucede que | J,, F; # X. O

El resultado anterior permite clasificar por completo las condiciones de cadena en
los espacios cofinitos.

Ejemplo 5.3.6. Si X es el espacio cofinito de cardinalidad w, entonces:
1. P(X)=P*(X)=WP(X)=WP*(X)=CN;
2. C(X)={reCN:A>w},y
3. ((X)=UC.

Demostracién. En virtud del lema 5.3.5, inicamente es necesario verificar que w ¢
C'(X)yC(X)cUC.Si X ={x,:n < w}yparacada n < w definimos F, :={x; : k < n},
entonces {F, : n < w} C [X][®y U F, = X para toda J € [w]®. En consecuencia,

nej - n
la observacion 5.3.4 asegura que w ¢ C(X)y asi, w ¢ C*(X) (véase el lema 5.1.3). Por
dltimo, la relacién w ¢ C(X) y la proposicién 2.2.1 implican que C(X) € UC. O

Ejemplo 5.3.7. Si X es el espacio cofinito de cardinalidad k > w, entonces C(X) =
C'(X)=P(X)=P*(X)=WP(X)=WP*X)=CN.

Demostracién. Claramente, basta constatar que CN € C(X). Mostraremos primero
que x € C(X).

Si cf(x) > w, la pertenencia k € C(X) es consecuencia del lema 5.3.5(3). Cuando
cf(k) = w, fijamos conjuntos {E, : @ < k} C[X]<? y Y € [X[". En este caso, Y hereda
la topologia cofinita de X y {F, N Y : @ < k} es un subconjunto de [Y]<“. Asi, como
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Kk € C(Y) (véase el lema 5.3.5(3)), existe J € [k]* de tal manera que U{Faﬂ Y:iacJ}#Y;
en consecuencia, Uae 1 B # X y, por ende, k € C(X) (véase la observacion 5.3.4).

Finalmente, la relacion k > w, la pertenencia k € C(X) y el lema 5.3.5(3) permiten
concluir que

CNC{AeCN:A<K V cf(A)> w}U{Ae CN:cf(A) < k < A} € C(X).
O

En particular, el ejemplo 5.3.6 tiene una consecuencia que repercute en todos los
espacios 7T; infinito numerables. Para sustentar esta afirmacién necesitamos demostrar
primero un lema auxiliar.

Lema 5.3.8. Sean v y o un par de topologias en un conjunto X. Si o C 7, enton-
ces C(X,7) € C(X,0), P(X,7) € P(X,0), WP(X,7) € WP(X,0), C"(X,7) € C'(X,0),
P*(X,7) € P*(X,0) yWP*(X, 1) S WP*(X, o).

Demostracién. Sik € C(X,7)y{U, : @ < k} es un subconjunto de o*, entonces la
inclusién o € 7 implica que {U, : @ < k} estd contenido en 7% y, por lo tanto, existe
J €[K]¥ con (), U, # 0. En consecuencia, k € C(X, o). Las contenciones restantes
son similares. O

Teorema5.3.9. Si X es un espacio T, infinito numerable, entonces UC = C(X) C C*(X) C
{AeCN: 21> w}.

Demostracién. Por un lado, como cualquier topologia 7; extiende a la topologia co-
finita, el ejemplo 5.3.6 y el lema 5.3.8 implican las inclusiones C(X) C UCy C¥(X) C
{A eCN: A > w} Por otro lado, como X es un espacio separable, la proposicién 2.1.8
garantiza que UC € CN. Finalmente, la contencién C(X) € C*(X) siempre se verifi-
ca. O

Una pregunta natural es si en el teorema 5.3.9 se puede alcanzar la igualdad C*(X) =
{A eCN:A> a)} Cerramos esta seccién con un teorema en el cual demostramos que
esta relacion es independiente de ZFC.

Teorema 5.3.10. Los siguientes enunciados se satisfacen.

1. Si CH se cumple, entonces cualquier espacio X infinito numerabley T, satisface
la relacion C*(X)= {7L eCN: A > a)}

2. Bajo la hipotesis R, < ¢, existe un espacio X infinito numerable y metrizable tal
que C*(X)#{AeCN: 1> w}.
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Demostracién. Paraverificar el inciso (1) fijemos X, un espacio infinito numerabley T;.
Una observacién inmediata es que o(X) < ¢ porque 7 x es una familia de subconjuntos
de X. De esta manera, bajo CH se satisface que 0(X) < w;. Unicamente resta utilizar las
relaciones w, € C(X) € C*(X)y{A € CN: 1> o(X)} € C*(X) (véase la proposicion 5.1.5)
para obtener que C*(X) = {7L eCN:A> a)}

Para comprobar el inciso (2), denotemos por X al conjunto w equipado con la
topologia discreta. Empleemos el lema 5.2.6 para encontrar una familia casi ajena
</ de tal manera que |</| = X,, y, para cualquier Z € [«/|%, existen A,B,C € &
con AN BN C = 0. En estas circunstancias, como .2/ es un subconjunto de T} de
tamafio X,,, deducimos que X, no es un precalibre* para X; en consecuencia, C*(X) #
{reCN: 21> w}. O

5.4. Condiciones de cadena* en sumas topolégicas

Para fines de la presente seccién, A siempre representard un niimero cardinal positivo
no necesariamente infinito. Nuestro objetivo es establecer resultados en el mismo
tenor que los expuestos en la seccién 2.4. Naturalmente, como seguramente ya anticipa
el lector a estas alturas del texto, no alcanzaremos esta meta sin axiomas adicionales.

En primer término, con respecto a las sumas topolégicas, el siguiente resultado se
desprende de la proposiciéon 5.1.12.

Proposicion 5.4.1. Si{X, : a < A} es una familia de espacios topoldgicos y k es un
calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) para @, X,, entoncesk es un calibre*
(resp., precalibre*; precalibre* débil) para cada X,,.

Ademas, en virtud de la proposicién 2.4.2 y el lema 5.1.3, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 5.4.2. Sean X un espacio topoldgico y {X, : @ < A} una familia de subes-
pacios de X . Si x es un cardinal regular con k > A y k es un calibre* (resp., precalibre*;
precalibre* débil) para cada X, entonces k es un calibre* (resp., precalibre*; precalibre*
deébil) para| ),.; Xo-

Recuerde que si k es un cardinal singular, entonces se satisface la relaciéon k =
+ .
sup{u’: u <k}

Teorema 5.4.3. Sea k un cardinal singular de tal modo que cf(x) > A y, para cualquier
cardinal regular cf(x) < u < k, se satisface que u* = u. Ademds, sean X un espacio
topoldgico y {X, : a < A} una familia de subespacios de X. Si k es un calibre* (resp.,
precalibre*; precalibre* débil) para cada X, entonces k es un calibre* (resp., precalibre*;
precalibre* débil) para| ), Xq-
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Demostracion. Sean Y :=|J,_, X, y {U, : y <k} un subconjunto de 77, enumerado
sin repeticiones. El siguiente enunciado es la piedra angular del argumento.

Afirmacién. Existe @ <A con [{U,N X, 1y <Kk} =K.

En caso contrario, para cada a < A se satisface que k, := [{U,N X, : ¥ <k}| es menor
a k. De este modo, la condicion cf(x) > A implica que sup{x, : @ < A} < k' y, por lo tanto,
existe u < k de tal manera que méx{cf(x), sup{x,:a <A}} <u*.

Ahora, como la funcién {U, : y <k} — {(U, N X,)g<y : ¥ < k} determinada mediante
Uy, — (U, N Xy)g<y es inyectiva, y {(U, N Xy)q<y 0 ¥ <K} es un subconjunto del producto
[ 1o {U,nX, 1y <k}, inferimos las relaciones

K< l_[{UyﬁXa:y<K} <sup{kya <AV <(uh)t

a<i

De este modo, como por hipétesis sabemos que (u*)* = u*, deducimos el absurdo
K<ut.

Finalmente, si @ < A cumple [{U, N X, : ¥ <k}| =k, entonces el lema 5.1.2 implica
la existencia de J € [x]* con las siguientes caracteristicas:

L AU N Xy 7 € Th={UN X,y <K\ {0;
2. siy,0 € J son distintos, entonces (Uy NX,)#UsNXg,),y
3. {Uy N X, :7 € J} tiene interseccién no vacia.

En consecuencia, [{U, : v € J} =k y {U, : y € ]} tiene interseccion no vacia. Asi, Y
tiene calibre* k. O

En el siguiente resultado, la implicacién directa es consecuencia de la proposi-
ci6én 5.4.1, mientras que la implicacién reciproca se deduce a partir de la proposiciéon
5.4.2 y el teorema 5.4.3.

Teorema 5.4.4. Sea k un niimero cardinal de tal forma que cf(k) > A y para cualquier
cardinal regular cf(x) < u < k se satisface u* = u. Si {X, : @ < A} es una familia de
espacios topologicos, entonces @, X, tiene calibre* (resp., precalibre*; precalibre*
débil) k siy solo si cada sumando tiene calibre* (resp., precalibre*; precalibre* débil) k.

Ahora recuerde que si u es un cardinal regular con A < u, entonces GCH implica
que ,u’l = (véase [41, Lemma 10.42, p. 34]). De esta manera, el siguiente resultado es
cierto (compaérese con la proposicién 2.4.3).

Teorema5.4.5. Seak un niimero cardinal concf(k)> A. SiGCH esciertay{X,:a < A} es
una familia de espacios topoldgicos, entonces @, X, tiene calibre* (resp., precalibre®;
precalibre* débil) k siy sélo si cada sumando tiene calibre* (resp., precalibre*; precalibre*
debil) k.
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Con el teorema 5.4.4 disponible, podemos obtener dentro de ZFC un resultado
similar a los teoremas 5.1.11 y 5.1.20 para cardinales no numerables con cofinalidad
numerable.

Teorema 5.4.6. Si K es un cardinal no numerable con cf(k) = w, entonces existe un
espacio topolégico X de tal modo que X es compactoy Ty, o(X)=k = |X| yx € C(X)\
C(Xx).

Demostracion. Sean Y el espacio cofinito de cardinalidad k, Z el espacio cofinito de
cardinalidad w y X := Y & Z. Claramente, X es compacto, T; y o(X) = k = | X|. Por
otra parte, como en el ejemplo 5.3.6 vimos que w no es un calibre para Z, la proposi-
cién 2.1.9 garantiza que w ¢ C(X)y, por ende, x ¢ C(X) (véase la proposicién 2.2.1).
Finalmente, una combinacién de lo demostrado en los ejemplos 5.3.6 y 5.3.7 con el
teorema 5.4.4 asegura que k € C*(X). O

Con una hipétesis adicional, podemos obtener una variante del teorema 5.4.6 en
la cual se logra que k ¢ WP(X).

Teorema 5.4.7. Sik es un cardinal con k > ¢ y cf(k) = w, entonces existe un espacio
topolégico X de tal forma que X es localmente compactoy Ty, o(X) =k = |X| yk €
C*X)\WP(X).

Demostracion. Sean Y el espacio cofinito de cardinalidad k, Z el espacio discreto
de cardinalidad w y X := Y @ Z. Evidentemente, X es localmente compacto, T; y
o(X)=x =|X|. Por otro lado, como en el ejemplo 5.2.1 demostramos que w no es un
precalibre débil para Z, la proposicién 2.1.9 asegura que w ¢ WP(X)y, por lo tanto, k &
WP(X) (véase la proposicion 2.2.1). Para terminar, una mezcla de la proposicién 5.1.5,
el ejemplo 5.3.7 y el teorema 5.4.4 constata que k € C*(X). O

Notemos que si w < kK < A es un namero cardinal, entonces claramente x no es
un precalibre* débil de P, ., X,, atin si k es un calibre para cada uno de los X,. En
el siguiente ejemplo mostraremos que la condicién cf(x) > A es imprescindible en el
teorema 5.4.5, incluso cuando x > A.

Ejemplo 5.4.8. Sicf(1) > w, entonces existe una coleccion de espacios compactos de
Hausdorff{X, : a < A} de tal modo que R, ¢ WP*(P,-, X,) aunque o(X,) = 2% =|X,|
yR; € C(X,) para cada a < 2.

Demostracién. Para cada a < A sea X,, el cubo de Cantor D(2)%. Observemos que el
lema 1.4.6y el ejemplo 2.5.8 garantizan que X, € C(X,)y o(X,)=2" = ‘Xa|, mientras
que ellema 5.1.10 asegura que X, € WP* (@ <, Xo)- O
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Demostramos en el teorema 5.4.6 que si X es la suma topolégica del espacio cofini-
to de cardinalidad X, con el espacio cofinito de cardinalidad w, entonces X, € C*(X).
En este caso particular, es una consecuencia de la proposicién 5.1.12 y el ejemplo 5.3.6
que w ¢ C*(X). Por esta razén, el teorema 5.1.22 implica el siguiente resultado.

Corolario 5.4.9. Existe un espacio topolégico X y una extension Y de X de tal manera
queX,, € C(X) y R, ¢ C(Y).

5.5. Condiciones de cadena* en productos topolégicos

Con respecto a los productos topoldgicos, la siguiente pareja de resultados se prueban
de manera similar a las proposiciones 2.5.1 y 2.5.2.

Proposicion 5.5.1. Sea f : X — Y una funcion entre espacios topologicos.

1. Sif escontinuay suprayectiva, entonces C*(X) € C*(Y), P*(X) € P*(Y) yWP*(X) C
WP*(Y).

2. Cuando f es abierta e inyectiva, C*(Y) € C*(X), P*(Y) € P*X) y WP*(Y) <
WP*(X).

Proposicion 5.5.2. Sik es un cardinal infinito, A es un niimero cardinal, {X, : a < A}
es una familia de espacios topoldgicos y k es un calibre* (resp., precalibre®; precalibre*
debil) para el producto topolégico | | ., X, entonces k es un calibre* (resp., precalibre®;
precalibre* débil) para cada factor.

Demostraremos a continuacioén que las condiciones de cadena y las condiciones
de cadena* coinciden “verdaderamente” en los cubos de Cantor, es decir, si k < 2% es
un calibre* para D(2)*, entonces k es un calibre para D(2)*.

Teorema 5.5.3. Sean k un ntimero cardinal con cf(k) = w y Z un espacio topoldgico que
satisfaceo(Z)2k.SiX =Y x Z, endonde Y es un espacio infinito Hausdorff, entonces
X no tiene precalibre* débil k.

Demostracion. Como o(Z) > k, existe una coleccién de cardinalidad x, %, de subcon-
juntos abiertos en Z dos a dos diferentes. Como Y es un espacio Hausdorff infinito,
éste contiene una familia celular numerable ¥ formada por subconjuntos abiertos.
Indiquemos a % ya ¥ de manera precisa:  ={U, :a <k}y ¥ ={V, : n < w}. Sea
{K, : n < w} una sucesién de nameros estrictamente creciente de niimeros cardinales
de tal modo que k, :=0y sup{x, : n < w}=«.

Para cada n < w definimos %, :={V,, x U, : kK, < @ < K,,;,}. Resulta ahora que
W =,<., ?» es unacoleccion de abiertos distintos dos ados en Y xZ de cardinalidad
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k. Afirmamos que para cualquier coleccion #” de # de cardinalidad x, podemos
encontrar dos elementos de #” con interseccion vacia.

En efecto, como la cardinalidad de #” es k, podemos encontrar n < m < w tales
que 7 contiene un elemento de %, y otro de #,,, digamos V,, x U, y V,,, x Ug. Como
V, NV, =0, entonces (V;, x U,)N(V;, x Uy) =0. Esto completa la demostracién. [

Para todo cardinal infinito 2 se satisface que D(2)* & D(2)* x D(2)". Por lo tanto, el
lema 1.4.6 y el teorema 5.5.3 implican:

Corolario 5.5.4. Si A es un cardinal infinito, k es un niimero cardinal con k < 2*

cf(x) = w, entonces D(2)* no tiene precalibre* débil k.

y

Con este antecedente podemos calcular con precision las condiciones de cadena*
en los cubos de Cantor.

Corolario 5.5.5. Si A es un cardinal infinito, entonces:
1. UC=C(D(2)*)=P(D(2)*)=WP(D(2)*) y
2,
€ (D(Z)*) = Pp* (D(z)*) - WP* (D(Z)A)

Z{KGCNZK>2)\}U{K€CNZK‘SZA/\Cf(K‘)>O)}.

Demostracion. El primer inciso fue probado en el ejemplo 2.5.8(2). Para el inciso (2),
las relaciones UC = C(D(2)*) € C*(D(2)*), el lema 1.4.6 y la proposicién 5.1.5 implican
que

{K eCN:x> 21} U {K eCN:k <2* Acf(k)> a)} c CHDE)M.

Por tltimo, el corolario 5.5.4 asegura que ningun k < 2* de cofinalidad numerable es
precalibre* débil de D(2)*, con lo cual obtenemos las igualdades deseadas. O

Vale la pena exhibir una demostracién constructiva de una parte del corolario 5.5.5
usando una técnica diagonal.

Teorema 5.5.6. Sik es un cardinal singular de cofinalidad numerable, entonces el cubo
de Cantor D(2)* no tiene precalibre* débil k.

Demostracion. Sea {k, : n < w} una sucesion estrictamente creciente de nimeros
cardinales con Kk, := w y sup{k,, : n < w} = k. Vamos a construir un conjunto I de
cardinalidad k y una coleccién {Uj, : a € I} de abiertos distintos tal que, para cualquier
J €[I]¥, se cumple que la familia {U, : @ € J} no es ligada.
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Para cualquier n < w, sea I, := [K,,K,4+1). Ademas, si ay,...,a, son ordinales
distintosenk y ¢ : {aq,...,a,} — {0, 1} es una funcién, definimos

[, @ tlay), ..., tla,)]:= {x € D) : Vi€ {0,..., n} (x(a;) = t(t;))}.

Observe que estos subconjuntos de D(2)* son abiertos candnicos en el cubo.
Para cualesquiera n < w y a € I,,, definimos

u,:=[0,...,n,n+1,;1,...,1,0,0].

De este modo, x € U, siy sélo si x[{0,...,n}] € {1}y x(n+ 1) = 0 = x(a). Nuestro
objetivo es demostrar que si I :=( J,,, I,, entonces {U, : a € I'} tiene cardinalidad k y
{U, :a € J}no esligada para todo J €[I]*.

Primero, si @, f € I son distintos y n, m < w cumplen a € I,, y B € I,,,, entonces la
funcién x : k — D(2) determinada mediante

b= (({n+ 1,a}) x {O})U((K\{n—i— 1,a}) x {1})

pertenece a la diferencia U, \ Ug; en especial, U, # Us.

Por otra parte, si J es un subconjunto de I de cardinalidad x, necesariamente
existen n < m < w tales que J NI, #@ # JNI,. En consecuencia, sia € JNI,y
B € J N1, entonces claramente U, N U =0 pues cualquier elemento de U, toma el
valor 0 en 7 + 1, mientras que cualquier elemento de Ug toma el valor 1 en n +1.

En suma, I es un conjunto de tamano k' y {U, : @ € I'} es una coleccién de k abiertos
distintos de D(2)* que satisfacen que {U, : @ € J} no es ligada para J € [I]*. Por esta
razén, D(2)¥ no tiene precalibre* débil . O

Corolario 5.5.7. Sik es un niimero cardinal singular de cofinalidad numerabley A > «,
entonces el cubo de Cantor D(2)* no tiene precalibre* débil k.

Demostracién. En efecto, la proyeccién natural D(2)* — D(2)¥ es continua y supra-
yectiva. Por la proposicién 5.5.1, si k fuera un precalibre* débil de D(2)* también lo
seria de D(2)*, lo cual no es posible por el teorema 5.5.6. O

Podemos extender el corolario 5.5.5 para ciertas clases de espacios de Hausdorff
infinitos. Para ello necesitamos demostrar primero algunos resultados auxiliares al
respecto del comportamiento de la funcién cardinal o en los productos topolégicos.

La cuestiéon fundamental que contestaremos parcialmente en unos momentos es
la siguiente:

Pregunta 5.5.8. Sean X un espacio topolégico y A un cardinal infinito. ;Bajo qué
condiciones sobre X y A es posible expresar a o(X*) en términos de A y ¢(X) para
alguna funcion cardinal topolégica ¢ aplicada a X? En particular, ;cudndo o(X*)=
2wX)2 (resp., o(X*) = 2K o(X*4) =202 o(X*) = 0o(X)1)?
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Lema 5.5.9. Sea A un nuimero cardinal infinito. Ademds, para cada a < A sea Y, un
espacio de Hausdorff (discreto) con1 < |Y,| < w. Si Y :=]],.; Y, entonces o(Y)= 2”1.

Demostracién. Por un lado, como D(2)* se encajaen Yy Y es Ty, 2* < o(Y) (véase
[32, Theorem 3.1(b), p. 10]). Por otro lado, Y se puede sumergir como subespacio en
el cubo D(2)%; en consecuencia o(Y) < 2% (véase el lema 1.4.6). O

Sean & una clase de espacios topolégicos y ¢ una funcién cardinal topolégica. Di-
remos que (&, ¢) es una pareja finitamente productivasi & es cerrada bajo productos
finitos y, para cualesquiera X, Y € &, se cumple 0(X) <2?X y ¢(X x Y) = ¢p(X)-¢(Y).
De manera similar, (<, ¢) se llamara pareja productiva si & es cerrada bajo produc-
tos arbitrarios, o(Y) <29y ¢ ([,-; Yu) = A-sup{¢(¥,): @ <A} cuando Y € Z y
{Y:a<A}C 2.

Estas convenciones permitirdn enunciar con més simpleza los resultados que
presentaremos a continuacion.

Antes de continuar, enunciamos un lema auxiliar que sera utilizado dos veces en
los argumentos que siguen.

Lema 5.5.10. Si X y Y son espacios topolégicos con méx{o(X),o(Y)} > w, entonces
o(X)-o(Y)<o(XxY).

Demostracion. Primero, observemos que o(X)-o(Y)=max{o(X), o(Y)}. Por lo tanto,
COmMoO Tx — Txxy ¥ Ty — Txxy, dadas respectivamente por U - U x Yy V —» X x V,
son inyectivas, se sigue que o(X)-o(Y)<o(X x Y). O

Cabe senalar que si las topologias Tx y 7y son finitas, entonces el lema 5.5.10
puede no cumplirse. Por ejemplo, si X es el espacio de Sierpinskiy Y es el espacio
discreto de cardinalidad dos, entonces o(X)- o(Y) =12, mientras que o(X x Y)=9.

Proposicién 5.5.11. Sea(@ ¢)una pareja finitamente productiva. Si X y Y pertenecen
alaclase 2, 0o(X)=29X), o(Y) =22 ymax{o(X) 0(Y)} 2 w, entonces o(X x Y) =
0(X)-o(Y), es decir, o(X x Y)—Zq> (v

Demostracion. En efecto, por el lema 5.5.10,
29(X)9(Y) — 99(X) 99(Y) _ o(X)-0(Y)<o(X xY)< 29(XxY) _ 99(X)¢(Y)
O

Corolario 5.5.12. Sea ¢ € {w,nw} (véase[32]). Si X yY son espacios topoldgicos tales
queo(X)=2%%) o(Y)=29Y) ymax{o(X),0(Y)} > w, entonces o(X x Y)=0(X)-0(Y) =
20X100) | Ademds, la misma conclusion se obtiene cuando X y Y son infinitosy ¢ =|-|.

La proposicién 5.5.11 sugiere la siguiente pregunta natural:
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Pregunta 5.5.13. ;Es verdad que si X satisface o(X) = 2¥ y Y satisface o(Y) = 2%,
entonces o(X x Y) es de la forma 29 para algun cardinal 62

Sean X y Y un par de espacios topolégicos. Como ya se ha sefialado, o(X)-o(Y) <
o(X x Y), siempre que max{o(X),o(Y)} > w (véase el lema 5.5.10). Por otra parte,
si W € T7x,y, para cualquier w € W existen U, € 7x y V,, € 7y de tal manera que
w € U, xV, € W. De este modo, la funcién 7x,y — P(7x) %X P(7y) determinada
mediante W — ({Uw cwew}l {v,:we W}) es inyectiva y, por lo tanto, si 0(X) > w
6 0(Y)> w, entonces o(X x Y) < 20X)o(Y),

En suma, si X y Y satisfacen max{o(X), o(Y)} > w, entonces o(X)-o(Y) < o(X x
Y) < 20X0(Y); en particular, si 0(X)=2%, o(Y)=2*y u:=2?, se verifican las relacio-
nes u < o(X x Y)<2*, Por estarazén, bajo GCH la respuesta a la pregunta 5.5.13 es
afirmativa pues, con esta hipétesis, o(X x Y) € {u, 2#}.

Retomando la exposicion, el siguiente resultado es una especie de generalizacién
de la proposicién 5.5.11, salvo por la condicién adicional que exigimos respecto a la
infinitud de cada topologia.

Proposicién 5.5.14. Sea (<, ¢) una pareja productiva. Si{X, : a < A} es una familia
formada por elementos de &2, min{o(X,): a < A} = w y 0(X,) = 2?%) para cada a < A,
entonces o(X) =[], 0(X,)=2*", en donde X :=[ | ,.; X yk :=sup{p(X,): @ < A}.
Demostracién. Comencemos por definiruna funciéninyectiva f : [ <, (tx, \ {Xa}) —
Tx.Paracadaue|],., (TX‘I \{Xa}), notemos que el conjunto
= [u@]
a<i

es un subconjunto abierto de X.

Para constatar que f es inyectiva, sean u, v €[ ],., (7x, \ {X,}) distintos y fijemos
B < a de tal forma que u(f) # v(B). Supongamos, sin perder generalidad, que existe
z € u(B)\ v(B). Para cada a € A\ {B}, empleemos que v(a) # X, para hallar x, €
X, \ v(a), y consideremos la funcién

={(B,2)}u{(@, %) @€ A\ {B}}.
En estas circunstancias, x pertenece a f(u) pero no es elemento de f(v). Esto significa
que f es inyectiva; en consecuencia, [ [,,.; 0(X,) < o(X).
De este modo, un argumento rutinario de aritmética cardinal muestra que
DMK _ pAesup(9(Xaka<A) — 9Tecrd(X,) l_lzzp(xa)

a<d

_ l_[ o(X 0(X)< 29(X) _ pAsup{p(XaJa<a} _ oAk

a<i

En suma, o(X)=[],.; 0(X,) =2**. O
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Corolario 5.5.15. Sea (%, ¢) una pareja productiva. Si X es un elemento de &, o(X) =
w y0(X)=22X), entonces o(X*) = o(X)* = 249(X) = 20(X"),

Se sabe que si no hay cardinales inaccesibles y ademds suponemos GCH, entonces
cualquier espacio de Hausdorff infinito satisface que o(X) = 2" para algtn cardinal
K (véase [32, Theorem 13.1, p. 48]). Esta observacién combinada con lo que hemos
expuesto hasta ahora sugiere la siguiente cuestion:

Pregunta 5.5.16. Si X es un espacio topolégicoy ¢ es una funcién cardinal, ;bajo qué
condiciones se satisface que o(X) =292

Por ejemplo, con respecto a la funcién cardinal ¢ = w, en [32, Theorem 8.1(e),
p. 32] se demuestra que si X es un espacio infinito y metrizable, entonces o(X)= 2%,
Por otra parte, en el &mbito de los espacios compactos de Hausdorff no siempre se
satisface que o(X) = 2%X), Para ilustrar este hecho notemos que si X es la Doble Flecha
de Alexandroff-Urysohn (véase [32, Example 14.4, p. 51]), entonces o(X) = ¢ = w(X).
No obstante, en ciertas subclases de los espacios compactos 7, si podemos obtener la
relacién o(X) = 24X,

En[10, Corollary 1, p. 608] se prueba que los espacios compactos extremadamente
disconexos satisfacen la igualdad | X| = 2**X), En consecuencia, como |X| < o(X) <
2w concluimos que o(X) = 2%, Por ejemplo, cualquier espacio de Stone de un
dlgebra Booleana completa verifica esta relacion (véase [54, Theorem (d), p. 448]).

Por otro lado, decimos que un espacio compacto es poliddico si es imagen continua
de una potencia de la compactacién por un punto de un espacio discreto infinito. Si X
es un compacto poliddico, entonces X admite un subespacio discreto de cardinalidad
w(X) (véase [26, Corollary 1, p. 15]). De este modo, como para cada subespacio discreto
D C X se satisface que 2/P! < 0(X), deducimos la igualdad o(X) = 2%,

La clase de los compactos poliddicos también es amplia. Para constatar este hecho
observemos que si k = w, entonces la funciéon f : aD(x) — D(2) definida mediante
f0)=0yf [aD(K) \ {0}] C {1} es continua y suprayectiva. Por esta razén, todos los
compactos diddicos (es decir, las imagenes continuas de los cubos de Cantor) son com-
pactos poliddicos; en especial, todos los grupos topolégicos compactos pertenecen a
esta clase (véase [69]).

De vuelta a nuestra meta original, con estos antecedentes estamos mejor posicio-
nados para generalizar el corolario 5.5.5.

Lema 5.5.17. Sean k un ntimero cardinal con cf(k)= w y{X, : @ < A} una familia de
espacios topologicos que contienen, cada uno de ellos, mds de un punto. Si existe ] C A
tal que [ | ,o; X, es Hausdorffe infinito, y o(] [ .\ ; Xa) = K, entonces [ [ ,., Xo no tiene
precalibre* débil k.

Demostracién. Basta con definir Y :=[],.; X4 ¥ Z =[], ; Xo ¥ aplicar el teorema
558 O



5.5. Condiciones de cadena* en productos topologicos

129

Lema 5.5.18. Sean (<, ¢) una pareja productiva, k un niimero cardinal con cf(k) = v,
A un cardinal infinito y {X, : @ < A} € & una familia de espacios de Hausdorff infinitos
tal que o(X) > k, en donde X :=[],., X,. Bajo estas hipétesis, si 0(X,) = 29*) para
cada a < A, entonces X no tiene precalibre* débil k.

Demostracion. Sea f < A. Si o(]_[ael\{ B X,)=0(X), entonces el lema 5.5.17 garantiza
que X no tiene precalibre* débil . Por otra parte, si o(] | aeA\(B} X,) < o(X), entonces,
como la proposicién 5.5.14 asegura que o(X) = O(Hael\{ﬁ} X4)-0(Xp), deducimos que
o(Xg) = o(X)y, por ende, el lema 5.5.17 constata que X no tiene precalibre* débil
K. O

Corolario 5.5.19. Sean (<2, ¢) una pareja productiva, k un niimero cardinal con
cf(k) = w, A un cardinal infinito y X € & un espacio de Hausdorff infinito tal que
o(X*) > k. Bajo estas hipétesis, si o(X)=2%%), entonces X* no tiene precalibre* débil k.

Con este resultado en mano, podemos demostrar la siguiente generalizacion del
corolario 5.5.5.

Corolario 5.5.20. Sea(Z, ¢) una pareja productiva. Si A es un ntimero cardinal infinito,

X es un espacio Hausdorff infinito que pertenece a &, o(X) = 29X) y y := o(X?),
entonces para cualquier A € {C, P, WP} se satisface que:

1 AXM)={x e AX): cf(k)> w} y

2. A XM ={keCN:k>pu}u{rk e AX):k <uAcflk)> w}.

Demostracién. Primero, el teorema2.5.7(1) implica que {K e A(X): cf(x) > a)} CAXA).

Por otra parte, si k € A(X A), entonces claramente k € A(X) (véase la proposicién 2.5.2),
mientras que la relacién cf(k) > w se sigue de que X* es un espacio de Hausdorff
infinito (véase el corolario 2.2.9).

Para el segundo inciso, las relaciones {K e A(X): cf(k) > w} =AXYCA* (XM yla
proposicion 5.1.5 garantizan que

{KECNZK>H}U{K€A(X)ZK<M/\Cf(K)>w}QA*(XA).

Finalmente, el corolario 5.5.19 asegura que no hay x < u con cf(x) = w de tal forma
que k es calibre* de X*. O

En virtud de que las funciones cardinales w y nw satisfacen las condiciones del
resultado anterior (véase [36]), obtenemos nuestro resultado principal con respecto a
las potencias topolégicas:
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Corolario 5.5.21. Si A es un niimero cardinal infinito, X es un espacio Hausdorff de
Hausdorff infinito, ¢ € {w,nw}, o(X)= 29X y u := o(X?*), entonces para cualquier
A €{C,P,WP} se satisface que:

1. AXM ={k e AX):cflk)> w}y

2. A (XY ={keCN:x>pu}u{k e AX):k <uAcflK)> w}.

5.6. Condiciones de cadena en productos caja

Finalizamos este capitulo con algunos comentarios al respecto del comportamiento
de las condiciones de cadena en los productos caja.

Sea {X, : @ < A} una coleccién de espacios topolégicos. El producto caja de
la familia es el conjunto [ [,., X, equipado con la topologia generada por la base
{1 4cy Us:Ya < AU, € Tx,)}. Denotaremos por O, X, al producto caja de la familia
{Xy:a< AL

Para cada @ < A denotemos por p, :Og<y Xs — X, ala a-ésima proyeccion. Es bien
conocido que las proyecciones p, son funciones continuas, abiertas y suprayectivas.
Ademads, si denotamos por 71 Y 7 a las topologias producto y caja, respectivamente,
se satisface la inclusiéon 7y € 75, y Tp =715 siy sélo si A < w.

El siguiente resultado se desprende a partir de las proposiciones 2.5.1(1) y 5.5.1.

Proposicion 5.6.1. Si A es un niimero cardinal, {X, : @ < A} es una familia de espacios
topoldgicos y k es un calibre (resp., precalibre; precalibre débil; calibre*; precalibre®;
precalibre* débil) paraO,., X,, entonces, Kk es un calibre (resp., precalibre; precalibre
débil; calibre*; precalibre*; precalibre* débil) para cada X, .

No obstante, las condiciones de cadena se pierden rapidamente con respecto a la
topologia caja porque en ésta aparecen familias celulares del mismo tamario que el
conjunto de indices. Para un cardinal infinito A denotemos por 0D(2)* al producto
caja de la familia {D(2): a < A}.

Teorema 5.6.2. Si A es un cardinal infinito, el espacio OD(2)* admite una familia
celular de cardinalidad A. En particular, OD(2)* no tiene precalibre* débil A (véase la
proposicion 5.1.6).

Demostracion. Para cualesquiera @, f < A definamos

{0}, sia#p,

Ulap):= {{1}, sia=p.
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Consideremos la coleccién {U, : @ < A} donde U, := Hﬂd U(a,pB)paracadaa < A.En
estas circunstancias, si @ < f <Ay x € U, N U, entonces x(a) e U(a,)NU(B,a) =
{1}n {0}, una contradiccién. Esto demuestra que {U, : @ < A} es una familia celular en
OD(2)* de cardinalidad A. O

Corolario 5.6.3. Sik y A son niimeros cardinales con A > k > w, entonces 1D(2)* no
tiene precalibre* débil k.

La demostracién del teorema 5.6.2 tinicamente depende de que el espacio discreto
D(2) contiene dos abiertos ajenos. De este modo, el siguiente teorema se sigue a partir
de las mismas ideas.

Teorema 5.6.4. Sean A un cardinal infinito y {X,, : a < A} una familia de espacios
topolégicos T, cada uno con mds de un punto. Si k es un cardinal con A 2 k 2 w,
entonces Kk no es precalibre* débil de,., X,,-

La Hipotesis del Cardinal Singular, SCH, es el enunciado: “si k es un cardinal
singular y 2¢™) < k, entonces x°®) = k*”. En [14, Theorem 2.5, p. 310] se demuestra
que si SCH es cierta y A es un cardinal infinito, entonces d(0D(2)*) = 2*. Este hecho
combinado con la proposicién 2.1.8 y el teorema 5.6.2 implican que, bajo SCH,

{x € CN: cf(x)>2*} € C(uD(g)l) y WP* (DD(Z)A) C{kxeCN:x>A}

(comparese con el corolario 5.5.5).

El estudio a profundidad de las condiciones de cadena en los productos caja (mds
aun, en los productos A-caja) escapa del propdsito de este trabajo, sin embargo, al
lector interesado se le recomienda consultar [14] y [15].
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Condiciones de cadena en .7 [ X ]

Si X es un espacio topolégico, Z(X) es la coleccién [X]<® \ {#}. Para cualesquiera
F e #(X)yS C X definamos

[F,S]:={Ge #(X):FCGCS}.

En virtud de que [F,U]N[G,V] = [FUG,U n V], no es dificil comprobar que la
coleccién {[F,U]: F € Z#(X) A U € 1x} es una base para una topologia en .#(X),
conocida como la topologia de Pixley—Roy. Para seguir la notacién tradicional de la
literatura, al conjunto .%(X) equipado con la topologia de Pixley—Roy lo denotaremos
por Z[X].

Estos espacios fueron introducidos en 1969 por Pixley y Roy en [53] con el objetivo
de presentar un espacio de Moore no separable con celularidad numerable. Es bien
conocido que si X es un espacio T;, entonces .7 [ X] es cero-dimensional (por ende,
completamente regular), Hausdorff y hereditariamente metacompacto (véase [17]).
Ademds, se satisface que X es primero numerable siy sélo si .%#[X] es un espacio de
Moore; en especial, .#[X] es primero numerable siempre que X lo es (véase [45]).

De acuerdo con la linea expositoria de este trabajo, nosotros estamos interesados
en conocer cuales son las colecciones C(Z[X]), P(Z[X]) y WP(Z[X]). En el caso en
que X es finito, .7 [ X] también lo es; por ende, el corolario 2.1.13 implica de inmediato
que todos los cardinales infinitos son calibres para .# [ X]. Por esta razén, debemos
imponer la restriccién | X| € CN. Ademds, pediremos que X sea un espacio T; para que
el espacio .#[X] tenga buenas propiedades de separacion.
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6.1. Hiperespacios de Pixley—Roy

Comencemos por establecer un resultado basico al respecto de la densidad y la ce-
lularidad de #[X]. Las demostraciones presentes en la siguiente proposiciéon son
adaptaciones de los argumentos que Sakai expone en [63, Theorem 2, p. 337].

Proposicién 6.1.1. Si X es un espacio topolégico, entonces d(.7[X]) = |X| y hd(X)-
hL(X)< c(Z[X])) < nw(X).

Demostracion. Claramente, d(.Z#[X]) < ‘ﬁ (X ]| =|X|. Por otro lado, si & es un subcon-
junto denso de .#[X] con |Z| = d(#[X]), entonces, como para cada x € X se satisface
la relacion [{x}, X]1N 2 # (B, deducimos que Z es una cubierta para el espacio X. En
consecuencia,

1X| < (U@ <|2|-sup{|D|: D € 2} <|2|- @ = d(F|X)).

Para comprobar la desigualdad c(#[X]) < nw(X), sean {[F,, U,]: a < k} una fami-
lia celular en . [ X]y .4 unared para X cerrada bajo uniones finitas con |.4'| < nw(X).
Para cada a < k existe N, € /4 con F, € N, € U,; en particular, N, €[F,, U,]. Asi, la asig-
nacién k — .4 definida mediante o — N, es inyectiva y, por ende, |{[F,, U,]: a < K}l <
|#]. De esta manera, c(%[X]) < nw(X).

Concentrémonos ahora en verificar que h L(X) < ¢(%#[X]). Si k es un cardinal tal
que hL(X) > K, entonces existen un subespacio Y de X y una colecciéon % C 7x de
tal formaque Y C|J%Z y Y ¢ J7 paracada ¥ € [%]%*. Empleemos esta hipétesis
para construir recursivamente un par de sucesiones {x, : ¢ < kT} C Y y{U,: a <
k*} C % con x, € U, \|J{Up : B < @}, siempre que a < k*. De este modo, como para
cualesquiera § < a < k* se satisface que x, ¢ Ug, deducimos que {[x,, U,]: @ <k*} es
una familia celular en .%[X] de cardinalidad x*; en especial c(#[X]) > k.

Finalmente, para comprobar que hd(X) < c¢(#[X]), fijemos un subespacio Y de X,
consideremos la coleccién % = {[A, Ul:Ae Z[YIANUety N AC U} y tomemos
una familia ¥’ C % ajena por pares maximal (véase el teorema 1.5.1). Ademads, sean
9 ={Ae Z[Y]:3U e tx([A,U]l€ ¥)} y D =] 2. Asi, como ¥ es una familia celular
en .#[X], se satisface que para cada A € Z existe un tinico U € Ty con [A, U] € ¥. De
este modo, |D|<|2| < |V < c(F[X)).

La demostraciéon termina si logramos probar que D es un subconjunto denso de
Y. Supongamos, en busca de una contradiccién, que existe un punto y € Y \cly D y
fijemos V € Tx(y) con V N D =§. Un argumento rutinario muestra que ¥ U {[{y}, V]}
es una subcoleccién ajena por pares de % que contiene propiamente a ¥/, lo cual
contradice la maximalidad de 7. O

Observacién 6.1.2. Es oportuno mencionar que en la proposicién 6.1.1 no necesaria-
mente se alcanza la igualdad en la relacion hd(X)- hL(X) < ¢(Z[X]). Por ejemplo, si
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denotamos por S a la recta de Sorgenfrey y para cada x € S definimos U, :=[x, 00),
entonces la colecciéon {[{x}, U/:xe S} es una familia celular en .%[S] de tamaiio c,
mientras que hd(S)- h L(S) = w (véase [55, Proposicién 1.5, p. 7]).

Ahora, los hiperespacios .%# [ X] tienen una caracteristica particular en el sentido
de que su coleccion de calibres se puede determinar facilmente, pero sus familias de
precalibres y precalibres débiles son complicadas de conocer en su totalidad. Concen-
trémonos primero en la familia C(.%#[X]).

Teorema 6.1.3. Si X es un espacio topoldgico, entonces

C(Z[X]))={x €CN:cf(x)>|X|}.

Demostracién. Al combinar las proposiciones 2.1.8 y 6.1.1 deducimos que {k € CN:
cf(x) > | X|} € C(Z#[X]). Por otro lado, si k € CN cumple cf(x) < | X|, fijamos un conjunto
{x,: a < cf(k)} € X que esté enumerado sin repeticiones. Asi, no existe J € [cf{x)]*)
con ({[{x.},X]:a€J}#ByaquesiF € \{[{x,},X]: @€ J}, entonces F seria un
subconjunto finito de X que contiene al conjunto infinito {x, : @ € J}, lo cual es
absurdo. Esto muestra que cf(x) no es un calibre para .%#[X]y, por ende, deducimos a
partir de la proposicién 2.2.1 que x tampoco es un calibre para .Z#[X]. O

De esta manera, una mezcla del corolario 2.2.9 con el teorema 6.1.3 garantiza que
si X es un espacio topolégico, entonces se satisfacen las inclusiones

{k e CN:cf(x)>|X|} S P(Z[X]) € WP(Z[X]) c UC. (6.1)

En particular, el teorema 5.3.9 y las relaciones de (6.1) implican el siguiente corola-
rio.

Corolario 6.1.4. Si X es un espacio infinito numerable, entonces

UC=C(X)=C(Z[X])=P(Z[X])=WP(Z[X]).

Ademas, es bien conocido que muchas funciones cardinales de .%[X] coinciden
con |X| (véase [63, Theorem 2, p. 337]). En el mismo tenor que estos resultados, el
teorema 6.1.3 constata que $(#[X]) = |X|, en otras palabras, el nlimero cardinal
$(Z[X]) también entra en la lista de funciones cardinales de .#[X] que coinciden con
la cardinalidad de X.
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6.2. Precalibresy precalibres débiles en .7 [ X ]

Para calcular con precisién quiénes son las colecciones P(#[X]) y WP(Z#[X]) presen-
tamos la siguiente definicion.

Definicién 6.2.1. Si X es un espacio topoldgico y x es un ntimero cardinal, diremos
que X satisface la condicién C(x) siy s6lo si para cualesquiera {x, : @ <k} C Xy
{U, : @ < x} C 7 con x, € U,, siempre que a < k, existe J € [k]* de tal forma que

{xg:aeJ}S({U,:ae T}

Observacién 6.2.2. Todo espacio topolégico que satisface la condicién C(kx) nece-
sariamente tiene calibre k. Ademads, es claro que si Y es un subespacio de X y X
satisface la propiedad C(x), entonces Y también lo hace; es decir, la propiedad C(x)
es hereditaria.

Mostraremos mds adelante en el teorema 6.2.7 cudl es la relacién entre C(x) y las
condiciones de cadena de los hiperespacios de Pixley—Roy. Lo que sigue es establecer
propiedades generales acerca de la condicién C(x) que utilizaremos en el resto de la
presente seccién. Demostraremos a continuacién algunos resultados con respecto a
la preservacion de la condicién C(k) en ciertas construcciones topolégicas.

Antes de comenzar es conveniente mencionar dos cosas: primero, el comporta-
miento de la propiedad C(x) es similar al de las condiciones de cadena usuales, y
segundo, del lema 6.2.3 a la proposicién 6.2.6 no es necesario que los espacios consi-
derados sean T;.

Lema 6.2.3. Sean k un cardinal infinitoy f : X — Y una funcién continua y suprayec-
tiva entre espacios topolégicos. Si X satisface la condicion C(k), entonces Y también lo
hace.

Demostracion. Si{y,:a <k} C Y y{V,:a <k} C 1} cumplen y, € V,, siempre
que « < Kk, entonces para cada ¢ < k tomamos x, € X con f(x,) = y,. Luego, como
{fVul:a<k}S1hyx, € f[V,] paratoda a <k, existe J € [k]* con {x,:a€ ]} C
(/' [V,]: @€ J}; en consecuencia, {y,:a€ J} S {V,:a € J}. O

Proposicion 6.2.4. Sean k un cardinal infinitoy X un espacio topolégico. Si X satisface
la condicién C(k), entonces X también satisface C(cf(x)).

Demostracién. Claramente el enunciado es cierto cuando k es regular. Supongamos
entonces que k es singular y fijemos una (x, 0)-sucesién (véase el lema 1.2.5). Ademads,
sean {U, : a < cf(k)} C 7x vy {x, : @ < cf(x)} con x, € U,, siempre que a < cf(k).
Definamos colecciones {Vj : f <k} S 7x y{ys : B <k} S X como sigue: Vs = U, y
Vg = x, siy solo si k, es el tnico cardinal en {k, : a < cf(x)} con k, <  <K,,,. Luego,
como X satisface C(k) existe I € [k]* con{yg: €1} C ﬂ{Vﬁ :fel}Asisi ] i={a<
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cf(x):3p € I(V = U,)}, entonces J = {a < cf(k): [Kq, Ke)N T # (3} y, en consecuencia,
|J| = cf(k). De esta manera, J € [cf(x)]™ y {x,:a € J} (U, :a e T} O

Lema6.2.5. Seank un cardinal infinito, A un niimero cardinal, X un espacio topolégico
v {X, : a < A} una familia de subespacios de X . Si cf(k) > A y cada X, satisface la
condicion C(x), entonces| J,,., X, también lo hace.

Demostracién. SeanY := U7<A X, {x, 1y <k} CYy{U,:y <Kk} C 77 conx, €U, para
caday <k.Paracaday <k seaa(y) <A con x, € X,,). La desigualdad cf(x) > A asegura
que la funcién k — A definida como y — «(y) admite una fibra de tamafio «; es decir,
existen J € [k]* y a < A tales que a(y) = @, siempre que y € J. Para terminar, como
{U,NX, :y € J} es un subconjunto de T}n y X, satisface C(k), obtenemos I €[J]* con
{x,:ael}c ﬂ{U7, N X, :y € I}; en consecuencia, Y satisface C(x). O

Proposicion 6.2.6. Sean k un cardinal infinito y A un niimero cardinal. Si {X, : a < A}
es una familia de espacios topologicos, entonces @ ., X, satisface la condicion C(k) si
y s6lo si cf(k) > A y cada sumando satisface la condicion C(x).

Demostracién. La implicacién reciproca se sigue del lema 6.2.5. Para comprobar la
implicacion directa, supongamos que X := €D, X, satisface la condiciéon C(k). Como
cada X, es un subespacio de X, la observacion 6.2.2 implica que X, satisface C(k).
Ademads, como @, ., X, tiene calibre x (véase la observacion 6.2.2), 1a proposicién 2.4.3
garantiza que cf(x)> A. O

Enlaseccion 6.5 determinaremos cudl es la interaccion entre la condicién C(x)ylos
productos topoldgicos. Por ahora, conviene establecer conexiones entre la propiedad
C(x) vy los hiperespacios de Pixley—Roy con los resultados que hemos demostrado
hasta este momento.

En [62, Theorem 3.18, p. 3087] Sakai demostr6 que si X es un espacio topolégico,
entonces .#[X] tiene precalibre w, siy sélo si X satisface la condicién C(w;). Como
exponemos a continuacion, el argumento de Sakai se puede adaptar para cualquier
namero cardinal con cofinalidad no numerable para obtener una equivalencia funda-
mental para esta seccién del texto.

Teorema 6.2.7. Si X es un espacio topologico y k es un cardinal con cf(k) > w, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes.

1. Z[X] tiene precalibre k.
2. Z|[X] tiene precalibre débil k.

3. X satisface la condicion C (k).
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Demostracién. Claramente, (1) implica (2). Para verificar que (3) se sigue de (2) su-
pongamos que {x, : @ < k} € X y {U, : @ < k} € 7} cumplen x, € U,, siempre
que a < k. Luego, como {[{xa}, Ud:a< K} es un subconjunto de T}[X] y Z[X] tie-
ne precalibre débil «, existe J € [x]* con {[{x,}, U,]: @ € J} ligada. Finalmente, si
a, B € J la condicién [{x,}, U,]N[{xs}, Ug] # 0 implica que x, € Ug; en consecuencia,
{xg:aeJ}S({U,:ae T}

Para demostrar que (3) implica (1) filemos una coleccion {[F,, U,] : a < «} de
abiertos basicos y no vacios de .% [ X]. En virtud de que cf(x) > w podemos suponer, sin
perder generalidad, que existe n € N con |F,| = n para cada a < k. Sea {x(a, k): k < n}
una enumeracion sin repeticiones de F, para toda a < k.

Afirmacién. Existe una colecciéon {J; : k < n} de tal manera que las siguientes condi-
ciones se satisfacen para cualquier k < n:

1. Joelx]S
2. sik+1<n,entonces Ji. €[J]5, ¥

3. {x(a,k):ae i} S({U,:a € Ji}.

Por recursion finita sobre 7: primero, por la condicién C(k) existe J, € [k]* de tal
manera que {x(a,0): @ € Jo} S( {U, : @ € Jo}. Luego, si suponemos que para0 < k < n
existe la coleccion {J; : I < k} con las propiedades deseadas, entonces la condicién
C(x) produce Ji €[Jr_1] con {x(a,k):a € J;} C ﬂ{Ua rae€ i}

En consecuencia, J,_; €[k y| J{E:a€ J,_1 } €({Uy: @ € J,_1}. Finalmente, si
I €[J,1]°, entonces F :=| J{F, : @ € I} satisfacela pertenencia F €({[F,, U,]: a€1};
en otras palabras, {[F,,, Uy:ae ]n_l} es una familia centrada. O

Observacion 6.2.8. Una consecuencia de la observacién 6.2.2 es que si un espacio
X satisface la condicién C(x), entonces X tiene calibre k hereditariamente. Por esta
razon, el teorema 6.2.7 implica que la tltima inclusién de (6.1) puede fortalecerse a

WP(Z[X]) C {k € CN: X tiene calibre k hereditariamente} NUC.

No obstante, en general, esta contencién no es una igualdad. Por ejemplo, la
recta de Sorgenfrey S es hereditariamente separable (por ende, tiene calibre w; he-
reditariamente), pero .#[S] admite una familia celular de cardinalidad ¢ (véase la
observacion 6.1.2); en particular, .%[S] no tiene precalibre débil w;.

Para darnos una idea de la fuerza que tiene la condicién C(w;), Sakai menciona
en [62, Corollary 3.19, p. 3087] que si un espacio X satisface C(w;), entonces necesa-
riamente X“ es hereditariamente separable y hereditariamente Lindelof.
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La dltima contencién de (6.1) y el teorema 6.2.7 implican el siguiente resultado.
Corolario 6.2.9. Si X es un espacio topolégico, entonces

P(Z[X])=WP(Z[X])= {K € CN: X satisface la condicion C(K)} NnUC.

Alaluz del corolario 6.2.9, nuestro siguiente objetivo es tratar de encontrar condi-
ciones internas para saber cudndo un espacio satisface o no la condicién C(k) para
un cardinal k con cofinalidad no numerable.

Primero, demostramos a continuacién que al considerar al peso red del espacio
de manera conveniente obtenemos una respuesta positiva.

Proposicion 6.2.10. Si X es un espacio topolégico y k es un cardinal tal que nw(X) <
cf(x), entonces X satisface la condicion C(k). En especial, {k € CN : cf(x) > nw(X)} €
P(Z1X]).

Demostracién. Sean .4 una red para X de cardinalidad minima, {x,:a <k} C Xy
{U,:a<k}C T} con x, € Uy, siempre que a < k. Para cada a < k, sea N, € ./ tal
que x, € N, € U,. Resulta que la funcién k — .#" dada por @ — N, tiene una fibra de
cardinalidad «; es decir, existe J € [k]* con N, = Np, siempre que @, B € J.Finalmente,
{x,:aeJ}S({U,:ae T} O

Corolario 6.2.11. Si X es césmico, entonces

P(Z#[X])=UC=WP(Z[X]).

Con lo hecho hasta el momento podemos recopilar en un resultado algunas pro-
piedades importantes del espacio de Pixley—Roy, % [R]:

Ejemplo 6.2.12. El hiperespacio #[R] tiene las siguientes caracteristicas:

1. Z[R] es un espacio de Moore, T,, cero-dimensional y hereditariamente metacom-
pacto;

2. C(Z[R])={x eCN:cflx)>c};
3. P(Z[R])=UC=WP(Z[R)), y
4. {c,01} € P(Z[R])\ C(F[R]).
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Demostracién. Elinciso (1) es cierto por los comentarios hechos al principio del capi-
tulo 6. Por otro lado, (2) se desprende del teorema 6.1.3, mientras que (3) se sigue del
corolario 6.2.11. Finalmente, como w, es regular y cf(c) > w (véase [41, Corollary 10.41,
p- 34]), es claro que (2) y (3) implican (4). O

Una consecuencia del teorema 6.1.3 y la proposicién 6.2.10 es que si X satisface
nw(X)< |X|, entonces las colecciones C(.#[X]) y P(#[X]) no coinciden en virtud de
las relaciones

C(Z[X])={rk e CN:cf(x)>|X|}
¢ {k e CN:cf(k) > nw(X)} € P(Z[X)).

Observe que nw(X)t € P(Z[X])\ C(.#[X]). En suma, el siguiente corolario se verifica.

Corolario 6.2.13. Si X es unespacio topolégico tal que n w(X) < | X|, entonces C(%#[X]) S
P(Z1X]).

Ahora, nuestros siguientes resultados tienen como fin establecer condiciones en
X para asegurar que la condicién C(x) no se satisface en X.

Proposicion 6.2.14. Si X es un espacio topolégico y k es un cardinal infinito con
K < d(X), entonces X no satisface la condicion C(x).

Demostracién. Nuestra meta es construir recursivamente un par de colecciones {x,, :
a <k} S Xy{U,:a<k}C 15 tales que, paracadaa <k, x, € U, y U,N{x5 : B <a}=0.
Supongamos que para @ < k hemos hallado familias {x5 : f <a} S X y{Up: f <a} <
7% con las condiciones deseadas. Entonces, como {xz : < @} no es un subconjunto
denso de X, existe U, € 7} tal que U, N{xg : B < a} = 0. De este modo, si x, € U,,
entonces {xg : f <a+1}y{Up : B <a+1} tienen las propiedades requeridas.

Por la forma en la que se construyeron los conjuntos anteriores, es claro que para
cualquier « < K se satisface la relacion x, ¢ U{Uﬂ : B > a}. Finalmente, si J € [k]*
entonces existe § € J N(a, )y asi se cumple que x, ¢ Up; en consecuencia, {x, :a €

T} (U, :a e} O

Corolario 6.2.15. Si X es un espacio topolégico y k es un cardinal infinito con cf(k) <
hd(X), entonces X no satisface la condicién C(k).

Demostracion. La relacién cf(k) < hd(X) implica la existencia de Y € X con cf(x) <
d(Y). Luego, por la proposicién 6.2.14 se verifica que Y no satisface la condicién
C(cf(x)), y la proposicién 6.2.4 implica que Y no cumple C(x). Finalmente, como la
propiedad C(x) es hereditaria (véase la observacién 6.2.2), X no satisface C(x). O
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Gracias a la proposicién 6.2.10 y al corolario 6.2.15, los tinicos niimeros cardinales
K que resta analizar en este estudio son aquellos que tienen cofinalidad no numerable
y satisfacen las relaciones

hd(X) < cf(k) < nw(X). (6.2)

Para refinar la primera desigualdad de (6.2) es necesario expandir més nuestro
campo conceptual.

6.3. Espacios débilmente separados

A menos que se indique explicitamente lo contrario, los espacios topolégicos de esta
seccion no tendran la restriccion de satisfacer el axioma de separacion T;.

Si X esun conjunto, x € X y < es unarelacién de orden en X, entonces el segmento
inicial determinado por x es el conjunto («—, x):={y e X :y < x}.

Un espacio topolégico X es separado-derecho (resp., separado-izquierdo) si admite
un buen orden de tal modo que sus segmentos iniciales son abiertos en X (resp., cerra-
dos en X). La alturay la anchura de X son, respectivamente, los nimeros cardinales

h(X):=sup{|Y|: Y es un subespacio separado-derecho de X} + X,y
z(X):=sup{|Y|: Y es un subespacio separado-izquierdo de X} +X,.

Este tipo de espacios han sido ampliamente estudiados en la literatura incluso
en conexioén con las condiciones de cadena de espacios topolégicos (véanse [36] y
[37]). Un resultado conocido es que para cualquier espacio se satisfacen las relaciones
hL=hy hd =z (véase [36, 2.9, p. 16]).

Por otra parte, un espacio X es débilmente separado (en inglés, weakly separated)
si existe una familia {U, : x € X} C 7x que satisface las siguientes condiciones: x € U,
para cada x € X, y si x, y € X son distintos, entonces x ¢ U, 6 y ¢ U,. Estos espacios
fueron introducidos por Tkachenko en [77]. En estas circunstancias diremos que la
familia {U, : x € X} es una separacién débil de X . Finalmente, el niimero de separacién
débilde X es el numero cardinal

R(X):=sup{|Y|: Y es un subespacio débilmente separado de X} +¥X,.

Es sencillo construir espacios débilmente separados, por ejemplo, cualquier es-
pacio numerable y 7; tiene esta propiedad. Efectivamente, si X es finito entonces
{{x}: x € X} es una separacion débil para X (cualquier espacio discreto es débilmente
separado). Por otra parte, si {x, : n < w} es una enumeracion sin repeticiones de X
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y para cada n < w definimos U, := X \ {x; : k < n}, entonces {U, : n < w} es una
separacién débil para X.

Un ejemplo més que es fundamental para nosotros es la recta de Sorgenfrey. Sim-
plemente observemos que la familia {{x, 00) : x € S} es una separacién débil del
espacio S.

También, no es dificil comprobar que todos los subespacios separado-derechos,
o bien, separado-izquierdos de un espacio X son débilmente separados; en conse-
cuencia, hd(X)- hL(X) < R(X). Ademds, como para cualquier espacio débilmente
separado se cumple que |- | = nw, entonces R(X) < nw(X).

Proposicion 6.3.1. Si X es un espacio topologico, entonces hd(X)- hL(X) < R(X) <
nw(X).

Corolario 6.3.2. Sinw(X)< |X]|, entonces X no es débilmente separado. En particular,
los espacios cosmicos no numerables no son débilmente separados.

Resulta que también es sencillo caracterizar a los subespacios débilmente sepa-
rados de los espacios cofinitos. Recuerde que si k es un cardinal infinito, entonces
log(x) := min{A € CN : 2* > k}. Por ejemplo, si X es un conjunto infinito equipado con
la topologia cofinita, entonces un argumento rutinario muestra que n w(X)=log(|X|)
(véase [55, Ejemplo 4.4(4), p. 82]).

Ejemplo 6.3.3. Si X es un espacio cofinitoy Y es un subespacio de X, entonces Y es
débilmente separado si y s6lo si Y es numerable. En consecuencia, R(X)= w.

Demostracion. En virtud de que todos los espacios T; numerables son débilmente
separados, inicamente necesitamos probar que si Y es no numerable entonces no es
débilmente separado. Resulta que si Z es un subconjunto de Y de cardinalidad w;,
entonces Z es un espacio cofinito y nw(Z) =log(w,) = w. De esta manera, Z es un
espacio cosmico y no numerable; en particular, Z no es débilmente separado por el
corolario 6.3.2 y, por consiguiente, Y no es débilmente separado. O

Es conveniente mencionar que las desigualdades expuestas en la proposicién 6.3.1
pueden ser estrictas. Por ejemplo, la recta de Sorgenfrey cumple hd(S)- hL(S)=w <
¢ = R(S). Demostramos a continuacién que la segunda desigualdad también puede
ser estricta. El siguiente lema es obvio y serd indispensable mds adelante.

Lema 6.3.4. Si X es un espacio débilmente separado y para cada x € X se tiene que 2,
es una base local para X en x, entonces para toda x € X existe B, € A, de tal modo
que {B, : x € X} es una separacién débil para X .

Si X es un espacio topolégico X, una sucesion no trivial en X es cualquier subcon-
junto infinito numerable de X. Ademads, la expresién “S es una sucesioén no trivial en
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X que converge al punto x € X” significa que S es un elemento de [X]* con x ¢ S y de
tal modo que |S \ U| < w para cada U € 7 x(x). El simbolo .(X) representa la familia
de sucesiones convergentes no triviales en X. El siguiente ejemplo es mencionado en
[49]y [77].

Ejemplo 6.3.5. SiR es el espacio que se obtiene al equipar al conjunto R la topologia
generada por la subbase

S ={U\S:U€1g A Se.([R)},
entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. R es un espacio homogéneo submetrizable.
2. Para cualquier x € R se satisface que y(x,R)=c.
3. w=R(R) < nw(R).

Demostracién. Comencemos por observar que la coleccién

%’::{(a,b)\USk:a,beQ, a<b,n<w A {Sk:k<n}§,5’(R)}

k<n

es una base para el espacio R. De esta forma, sia, b € Qcumplena <byS:={b+27":
n < w}, entonces (a, b)=(a, b)\ S. En particular, se verifica la contenciéon 7z € 7y, en
consecuencia, R es submetrizable.
Fijemos ahora x € R. Para demostrar el inciso (2) probaremos la siguiente afirma-
cion.
Afirmacioén 1. La coleccion
B, = {(a,b)\S ta,beQ,a<b, Se [R), x€(a,b)\S A S convergeax}

es una base local para R en x.

Seana,beQcona<b,n<wy{S;:k<n}<C.?R)de tal forma que x €(a, b)\
(i<n Sk-Sean I := {k < n : §; no convergea x}y J := {k < n : S no converge a x}.
Para cada k € I existen ay, b, € Q con x € (ay, by) v (ar, b)) NS, = 0. Consideremos
los racionales ¢ := méx({ak tkellu {a}) yd:= Inin({b,C tkellu {b}). Finalmente,
como un argumento rutinario muestra que S := | J,. ; Sk es un elemento de .(R) que
converge a x, se satisface que (¢, d)\Se B, y(c,d)\S € (a, b)\Uk<n Sk-

Ahora, por un lado, es claro que | %, | < |Q x Q x [R]?| = c. Por otro lado, six < cy
{(aq, by)\ S, : @ < k} es un subconjunto de %,, entonces se cumple que || J, ., S,| <
K-sup{|S,|: @ < k} < ¢. De esta manera, para cada n < w podemos tomar x, €(0,27")\
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Uy<x Sa- En consecuencia, S := {x, : n < w} es un elemento de .(R) que converge a
x y para cada a < k se verifica que (a,, by)\ S, € R\ S. Por lo tanto, y(x,R)=c.

Para comprobar que R es un espacio homogéneo es suficiente observar que si
x € R, entonces la funcién i : R — R determinada mediante h(y) := x + y es un
homeomorfismo con /(0) = x. Simplemente notemos que si (a, b)\ S € %, entonces
h[(a, b)\S]=(x+a,x+b)\(x+S) pertenece a %, .

Para el inciso (3), supongamos en busca de un absurdo que .4 es una red numera-
ble para R. Para cada x € R consideremos al conjunto .4 (x):={N € .4 : x € N}.

Afirmacién 2. Existe x € R de tal modo que para cada . €[4 (x)]<“ \ {0} se satisface
que | A2 w.

En efecto, supongamos por el contrario que paracada x € R existe .#, € [4(x)]<®\
{0} con |(#,| < w. Luego, como {(").#, : x € R} es un subconjunto del conjunto
numerable {().Z : Z €[]\ {#}}, la funciéon R — {[).#, : x € R} definida como
X — ﬂ///x tiene una fibra de cardinalidad c; en consecuencia, existen A€ [R]°y y € R
con (A v = ()4, siempre que x € A. Resulta entonces que A es un subconjunto
infinito de ().#),, una contradicci6n.

Sea x € R como en la Afirmacién 2 y fijemos una enumeracién sin repeticiones
{N; : k < w} del conjunto .4 (x). Un razonamiento recursivo produce una sucesién
{xt 1 k < w} CR de tal manera que

xke(ﬂNi)\({xi:i<k}u{x})

i<k

para cualquier k < w. Mostramos a continuacién que (x;) converge a x en (R, 7). En
efecto, si U € Tg cumple x € U, entonces como U € 7 existe k < w con N, C U. De
esta manera, se satisface la inclusion {x; :i > k} C U.

Finalmente, si S := {x; : k < w} entonces se cumplen las relaciones x e R\ S € 7.
No obstante, para cualquier k < w se tiene que x; € N y x; ¢ R\ S. Por lo tanto, para
cada N € .4(x) no sucede que N C R\ S, una contradiccién al hecho de que .4 es
una red. En suma, nw(R) > w.

Para demostrar la segunda parte del inciso (3) supongamos que X :={x,: a < w;}
es un subespacio débilmente separado de R y sea {B, : @ < w;} una separacién
débil para X donde cada B, pertenece a la coleccién %, correspondiente (véanse
el lema 6.3.4 y la Afirmacién 1). Para cada a < w, existen {a, :a < w;} CQ, {b,: a <
w1} CQV{S,: a < w;} C.(R)detal manera que B, =(a,, b,)\S, con S, convergente a
X4 Envirtud de que la funcién w; — Q x Q determinada mediante a — (a,, b,) admite
una fibra de cardinalidad w;, supondremos sin perder generalidad la existencia de
a,b €Qtales que a,=ay b, =b para cada a < w,; en particular, B, =(a, b)\ S,.

Antes de continuar hagamos un par de observaciones. Primero, el hecho de que
{B,:a < w,}esuna separacion débil para X implica que x, ¢ S, siempre que a < w,,
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y para cualesquiera @ < ff < w, se satisface que x, € Sg 6 x5 € S,. Segundo, como para
a < < w, se cumple que S, y Sg tienen limites distintos, entonces necesariamente
|Sa n Sﬂ | < w.

Ahora, consideremos a la funcién f : w; — w, definida como f(a):=min{f < w; :
xp & S}. En vista de que x, ¢ S, para cada @ < w, es claro que f(a) < a. Consideremos
al conjunto A:={a < w, : f(a) < a}yobservemos que a ¢ Asiysolosi{xg: ff <a}CS,.

Afirmacio6n 3. Si a € w, \ w satisface a € A, entonces para cualquier € w; \ w con
P # a se cumple que § € A.

La demostracién es por contradiccién: supongamos en busca de un absurdo que
B ¢ A. En estas circunstancias, los conjuntos infinitos {x, : y <a} y {x, : y < B} estdn
contenidos respectivamente en S, y Sg. De esta manera, el conjunto infinito {x, : y <
min{a, 3}} estd contenido en S, N Sg, lo que contradice la desigualdad |S, N Sg| < w.

La Afirmacioén 3 certifica que (w; \ w) N (w; \ A) consta de a lo sumo un punto.
Por esta razoén, existe @ € w; de tal forma que [@,w;) € A. En particular, como A
contiene al conjunto estacionario [¢, w;), A es un conjunto estacionario. Ademads, la
restriccion de f al conjunto A es una funcién regresiva. Asi, el Lema de Fodor (véase
[24, Teorema 1.39, p. 20]) garantiza que f tiene una fibra de cardinalidad w;.

Finalmente, sean 8 < w; y B €[A]*! de tal forma que f[B] < {}. Observemos que
para cada a € B la condicién f(a) = implica que x4 ¢ S, y, por lo tanto, x, € Sg. Este
argumento demuestra que el conjunto no numerable {x,, : @ € B} estd contenido en
el conjunto numerable Sp» lo cual constituye una contradiccién. En conclusion, X
no admite subespacios débilmente separados de cardinalidad w,, equivalentemente,
R(X)=w. O

En suma, las proposiciones 6.1.1 y 6.3.1 certifican que para cualquier espacio X los
nimeros cardinales R(X) y ¢(.%#[X]) estdn entre hd(X)- hL(X)y nw(X). La pregunta
natural que surge es: ;c6mo se relacionan los cardinales R(X)y c(F[X])?

Antes de responder la cuestion anterior vamos a introducir un par de funciones car-
dinales mads. Para seguir la tradicién de la literatura, para cualquier espacio topolégico
X definimos

c*(X):=sup{c(X"):neN} y R*X):=sup{R(X"):neN}

Por ejemplo, en [49] se demuestra que la igualdad R(R) = w obtenida en el ejem-
plo 6.3.5(3) se puede fortalecer a R*(R) = w. La conexién entre R(X), c(Z[X]), R*(X)
y ¢*(Z[X]) queda establecida en los teoremas 6.3.6, 6.3.7 y 6.3.9 que presentamos a
continuacion.

Teorema 6.3.6. Si X es un espacio topologico, entonces R*(X) = c*(F[X]).
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Demostracion. Sean n €N, {x, : a < k} un subespacio débilmente separado de X"
con x, = (x(a, 1),...,x(a, n)), {U(a,1)x---x U(a, n): a <k} una separaciéon débil para
{x4 : @ <k}, y definamos para cada a <k,

U, =[{x(a,1)},U(a,1)] % --- x [{x(a, n)}, U(a, n)].

Afirmamos que {U, : a < k} es una familia celular en .#[X]". En efecto, si @, < k
y (F,..., F,) € Z[X]" cumplen (F,..., F,) € U, N Ug, entonces para cada 1 < k <
n se satisface que {x(a, k), x(B,k)} € F. € U(a, k)N U(B, k). De esta manera, x, €
UB,1)x---xU(,n)y xg € U(a,1) x--- x U(a, n), lo cual implica que a = 3. Este
argumento demuestra que para cada n € N se cumple la relaciéon R(X")< ¢ (ﬁ (X ]");
en consecuencia, R*(X) < ¢c*(.#[X]).

Para la desigualdad restante supongamos, en busca de un absurdo, que c*(.#[X])
es mayor estricto que k := R*(X). Luego, como c*(#[X]) > k" existe n € N con
c (ﬁé’ [X ]") > k™t y, por lo tanto, existe una familia celular

{[F(a,1),U(a,1)] x---x[F(a,n), U(at, n)]: a < x*}

en.Z#[X]". Envirtud de que la funcién k* — N” determinada medinate a — (I F(a,1),...
admite una fibra de cardinalidad k*, supondremos sin perder generalidad que existen
my,...,m, €N con |F(a, k)| = my; siempre que ¢ < k" y1< k< n.Sea {x(a,k,j):1<
Jj < m;} una enumeracion sin repeticiones de F(a, k).

Para cada a < k* sean

X = ((x(a,l, 1),...,x(a, l,ml)),...,(x(a,n, 1)...,x(a,n,mn))) y
Uy =(U(a,1)x-xU(a,1)) -+ x (U(a,n)x - x Ula,n)).

Veamos que {U, : a < k*} es una separacion débil del subespacio {x, : @ < k*} de
XM x--ox X", Sia < B <K'y x, € U, entonces para cada 1 < k < n se satisface
que F(a, k) C U(B, k). Asi, existe 1 < k < n de tal forma que F(S, k) € U(a, k), lo cual
implica la existencia de 1< j < n con x(f, k, j) € U(a, k); en consecuencia, xg & Uj,.
Finalmente, observemos que si m := m, +:--+m,,, entonces los espacios X ™ x---x
X"y X™ son homeomorfos y, por ende, deducimos que X™ admite un subespacio
débilmente separado de cardinalidad %, una contradiccién a la relaciéon R*(X) <
K. O
Teorema 6.3.7. Si X es un espacio topolégico, entonces R(X) < ¢(Z[X]) < R*(X) <

nw(X). Si ademds X es T, entonces nw(X) < 28X),

Demostracion. Paraladesigualdad R(X) < ¢(%[X]) mostraremos que si Y es un subes-
pacio débilmente separado de X, entonces .#[X] admite una familia celular de cardi-
nalidad | Y|. Sea {V,, : y € Y} una separacion débil para Y. Para cada y € Y tomemos

|F(a,n)|)
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U, e1x conV, =U,NY,yconsideremos la coleccion {[{y},U,|: y € Y}.Siy,z€Y
son distintos y suponemos que [{y}, U, |n[{z}, U;]# 0, entonces {y, z} C U, N U;. De
esta manera, {y,z} €V, NV, y, porende, y € V, y z € V,;; una contradiccion a la hip6-
tesis de separacion débil. En consecuencia, {[{y}, U,]: y € Y} es una familia celular
en .%#[X] de tamafo |Y]|.

La relaciéon c(#[X]) < R*(X) es evidente en virtud del teorema 6.3.6. Por otra
parte, como para cada n € N se satisface que R(X") < nw(X") = nw(X) (véase la
proposicion 6.3.1), entonces R*(X) < nw(X).

La ultima desigualdad es consecuencia de lo siguiente: un resultado sobresaliente
de Hajnal y Juhdsz establece que | X| < 2% siempre que X es T; (véase [32, Theo-
rem 4.7, p. 20]). De esta manera, como para espacios de Hausdorff s < hd yy < hL,
es inmediato que

si X es T, (véase la proposicién 6.3.1). O

Corolario 6.3.8. Cualquier espacio débilmente separado X cumple las relaciones
cH(F[X])=R(X)=c(F[X])=RX)=nw(X)=|X|.

Teorema 6.3.9. Si X es un espacio topologico, entonces R*(X) = sup{c (9’ (X ”]) :neN}

Demostracion. Sea y = sup{c (ﬂ[X"]) : n € N}. Primero, como para cada n € N se
satisface que R(X")< ¢ (9[X”]) (véase el teorema 6.3.7), entonces R*(X) < u. Aho-
ra supongamos en busca de un absurdo que u es mayor estricto que k := R*(X).
Empleemos la desigualdad u > x* para encontrar n € N con ¢ (ﬁ [X "]) > k', ysea
{lE,, U,]: @ < k" } una familia celular en .#[X"]. En vista de que la funcién k* — N dada
por a — |E,| tiene una fibra de cardinalidad x*, supondremos sin perder generalidad
que hay m €N con |F,| = m para cada a < k". Sea {x(a, 1),..., x(a, m)} una enumera-
cion sin repeticiones de F,, y para cada 1 < k < m sean x(a, k,1),..., x(a, k,n)e X y
U(a,k,1),...,U(a,k,n) € tx con x(a, k) =(x(a, k,1),..., x(a k,n) € Ula, k,1)x - x
U(a,k,n)CU,.
Para cada a < k* sean

T = ((x(a,l, 1),..., x(«, 1,n)),...,(x(a, m,l),...,x(a,m,n))) y
Uy =(U(a,1,1)x - x U(a,1,n))x - x(Ula,m,1)x - x U(a, m,n)).

Veamos que {U, : a < k*} es una separacion débil del subespacio {x, : a < k*} de
X" x--x X" Sia< B <k*y x, € Ug, entonces F, € Uy y, por ende, Fs Z U,, es decir,
existen 1< k<myl< j<nconx(B,k,j)¢U(a,k, j) en particular, xg & Uj,.

Para terminar notemos que, como los espacios X" x --- x X" y X™" son homeo-
morfos, X" contiene un subespacio débilmente separado de cardinalidad k*, una
contradiccién a la desigualdad R*(X) < k. O
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De vuelta a la condicién C(x), el teorema 6.3.6 también permite refinar de manera
natural la primera desigualdad de (6.2).

Corolario 6.3.10. Sik es un cardinal infinito y X es un espacio topolégico con w <
cf(x) < R*(X), entonces X no satisface la condicion C(x).

Demostracion. La condicion cf(x) < R*(X) = c*(.#[X]) produce una familia celular en
una potencia finita .#[X] de cardinalidad cf(k). Por esta razon, la proposicién 2.1.7
implica que cf(x) no es un precalibre débil para .#[X]y, por ende, la proposicién 2.2.1
garantiza que k tampoco es un precalibre débil para .#[X]. En consecuencia, el teore-
ma 6.2.7 asegura que X no satisface la condicién C(x). O

Por lo tanto, la segunda desigualdad de (6.2) y el corolario 6.3.10 implican que,
para determinar si X cumple C(x) o no, inicamente necesitamos concentrarnos en
aquellos nameros cardinales x con cf(k) > w que satisfacen las relaciones

R*(X) < cf(x) < nw(X). (6.3)

Pregunta 6.3.11. ;Es cierto que si k es un cardinal regular y X es un espacio infinitoy
T, con R*(X) < k < nw(X), entonces X satisface la condicién C(k)?

En este punto la respuesta para la pregunta 6.3.11 depende del espacio topolégico
en cuestion. Por ejemplo, el espacio de ordinales [0, w, ) es separado-derecho con el
orden natural; en particular, es débilmente separado. Por esta razon, el corolario 6.3.8
implica las relaciones

R*([0,wy))=c (j[[o: 601)]) =nw([0,w,)) = w;.

De esta manera, la condicién ¢ (ﬂ[[o, col)]) = w, implica que #[[0, w,)] admite una
familia celular de cardinalidad w; y, por ende, la proposicién 2.1.7 garantiza que
Z1[0, w,)] no tiene precalibre débil w,; en consecuencia, el teorema 6.2.7 certifica que
[0, w;) no satisface la condicién C(w,).

Por otra parte, vimos en el corolario 3.5.6 que bajo MA(w,) cualquier espacio
topolégico con celularidad numerable tiene precalibre w,. Ahora, como el espacio R
del ejemplo 6.3.5 satisface R*(R) = w (véase [49]), el teorema 6.3.7 implica que .#[R]
tiene celularidad numerable y, por lo tanto, MA(w, ) asegura que .% [R] tiene precalibre
ws; en consecuencia, el teorema 6.2.7 constata que R si satisface la condicién C(w,).

Pregunta 6.3.12. ;Es posible demostrar en ZFC que R satisface la condicién C(w;)?
Esto se reduce a dar una prueba del siguiente enunciado: si {x, : @ < w;} CRy
{Sy : @ < w1} € 7(R) satisfacen que S, converge a x, y x, ¢ S, para cada @ < w,
entonces existe J € [w,]*! de tal modo que {x,:a € J}N{ J{S,:acJ}=0.
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Como comentario final para concluir esta secciéon, es importante destacar que
esta parte de la texto (particularmente, la condicién C(w;)) ha generado un interés
significativo dentro de la comunidad matemadtica. Por ejemplo, Juhdsz, Soukup y Szent-
mikléssy, en [38], demostraron, entre otros resultados, que bajo una consecuencia
de CH conocida como Tgyper (Véase [56, Definition 3.0.11, p. 33]), todo espacio T
que satisface la condicién C(w;) es césmico. Posteriormente, en [18], Dow y Juhédsz
emplearon la técnica de submodelos elementales para establecer dos resultados prin-
cipales: primero, existe un ejemplo en ZFC de un espacio de Hausdorff con C(w,;)y
peso red no numerable; y segundo, después de afiadir cualquier nimero de reales de
Cohen a un modelo de la CH, todo espacio regular que satisface C(w;) en la extensién
tiene peso de red numerable.

6.4. Propiedades de los espacios débilmente separados

Esta seccion estd dedicado a establecer algunas propiedades fundamentales de los es-
pacios débilmente separados. Por ejemplo, se pueden emplear argumentos rutinarios
para demostrar la siguiente proposicion.

Proposicion 6.4.1. Sean X, Y y Z una terna de espacios topolégicos.

1. Si'Y esun subespacio de X y Z es un subespacio de Y, entonces Z es débilmen-
te separado como subespacio de X siy solo si Z es débilmente separado como
subespaciode Y .

2. Cuando X es débilmente separado, X es T;.

3. Si X esdébilmente separadoy Y es un subespacio de X, entonces Y es débilmente
separado.

4. Los siguientes enunciados son ciertos para una funcién f : X — Y.

(a) Sif esunacondensacionyY es débilmente separado, entonces X es débil-
mente separado.

(b) Sif escontinua y suprayectiva, entonces R(Y) < R(X) y R*(X) < R*(Y).
Lema 6.4.2. Si X un espacio topologicoy % es una familia formada por subespacios

abiertos y débilmente separados de X, entonces | J% es un subespacio débilmente
separado de X .

Demostracion. Sean U :=| %, {U, : @ < A} una enumeracion sin repeticiones de
% vy, para cada a < A, fijemos una separacién débil {V(x,a) : x € U,} C 7, para
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U,. Ademas, para cada x € U consideremos al ordinal a, :=min{a < A: x € U,} y
definamos V, := V(x, a,). Ahora, para comprobar que {V, : x € U} es una separaciéon
débil para U, notemos primero que {V, : x € U} es un subconjunto de 7 con x € V,
para toda x € U. Finalmente, si x, y € U son distintos tenemos dos casos: si @, < a,
6 a, <a,,entonces y ¢V, 6 x ¢ V,; en caso contrario, @, = a, y asi, como U, estd
débilmente separado, x ¢ V, 6 y & V. O

Lema 6.4.3. Sean X un espacio topologico y .7 una familia formada por subespacios
cerrados y débilmente separados de X . Si 7 es localmente finita con respecto al| .7,
entonces| .7 es un subespacio débilmente separado de X .

Demostracion. Sean F :=|_J.7 y {F, : @ < A} una enumeracion sin repeticiones de .7 .
Paracada x € F sea U, € T detalmodoque x e U, y I, :={a < A: E,NU, # 0} es
un conjunto finito, y definamos J, :={a €I, : x € F,} y K, := I, \ J,. Ademds, para
toda a < A sea {V(x,a): x € F,} un subconjunto de 7 que separa débilmente a F,.
Finalmente, para cada x € F definamos

U 0Ny, VI @) 0 (Naer (X \E), si K, #0,
T Uxﬂ(ﬂaeh V(x,a)), si K, =0.

Mostramos a continuacién que {W, : x € F} es una separaciéon débil para F.
Observemos que {W, : x € F} es un subconjunto de 7 con x € W, paratoda x € F.
Ahora, sean x, y € F distintos que satisfacen x € W,,. También, sea @ < A tal que x € F,.
Notemos que, como x € F,NU,, a pertenece a . Luego, como para caday € K, se
tiene que x € X \ F,, inferimos que a ¢ K|, y, por ende, a € J,,. Asi, x y y son elementos
de F, con x € V(y,a); en consecuencia, como {V(z,a): z € F,} es una separacién
débil para F,, se obtiene la relacién y ¢ V(x, @), la cual implica que y € W,. O

La implicacién directa del siguiente resultado se deduce a partir de la proposi-
ci6én 6.4.1(3), mientras que la implicacién reciproca es consecuencia del lema 6.4.2.

Proposicion 6.4.4. Si A es un niimero cardinal y{X, : a < A} es una familia de espacios
topolagicos, entonces @, ., X, es débilmente separado si y sélo si cada sumando lo es.

Proposicion 6.4.5. Si A es un niimero cardinal y {X, : a < A} es una familia de espacios
topoldgicos, entonces R (@1 Xo) = A sup{R(X,): a < A}.

Demostracién. Sea X := @, ., X,. Primero, si para cada @ < A tomamos x, € X,
entonces {x, : @ < A} es un subespacio discreto (en particular, débilmente separado)
de X y, por lo tanto, A < R(X). Por otra parte, si@ < Ay Y, es un subespacio débilmente
separado de X, entonces Y, es un subespacio débilmente separado de X (véase la
proposiciéon 6.4.1); en consecuencia, sup {R(Xa) ra< )L} < R(X).
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Para comprobar la desigualdad restante, sea Y un subespacio débilmente separado
de X. En virtud de que para cada a < A se satisface que Y N X, es un subespacio
débilmente separado de X,, (véase la proposicion 6.4.1), deducimos que |Y N X, | <
R(X,)Yy, por lo tanto,

1Y]= (¥ nXp)| <A-sup{]Y N X,|: @ <A} < A-sup{R(X,):a < A}.
a<i
En conclusion, R(X) < A-sup{R(Xa) a< /1}. O

Proposicion 6.4.6. Si A es un niimero cardinal y {X, : a < A} es una familia de espacios
topoldgicos con al menos dos puntos, entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. Si|],<;, Xq es débilmente separado, entonces cada X, es débilmente separado.

2. Sicada X, es débilmente separado, entonces el producto cajaO,; X, es débilmen-
te separado. En especial, el producto topologico de una familia finita de espacios
débilmente separados es débilmente separado.

3. SiA> w, entonces| | ,., X, no es débilmente separado.

a<i

Demostracion. Para el inciso (1) es suficiente recordar que cada X, es homeomorfo a
un subespacio del producto topoldgico [ [, Xa-

En segundo término, para cada a < A fijemos una separacion débil {U (e, x): x €
X,} para X,. Luego, observemos que si X := O, X,, X,y € X son distintosy a < A
satisface x(a) # y(a), entonces x(a) ¢ U(a, y(a)) 6 y(a) € U(a, x()) y, por ende, x &
]_[/k/1 UpB,ypB)oy ¢]_[/3<A U(B, x(B)). En consecuencia, {[ [ ,., U(a, x(@)): x € X}
es una separacion débil para X.

Para el inciso (3) notemos que si J es un subconjunto infinito numerable de A,
para cada a € ] tomamos X, J, € J distintos, y definimos Y, :={x,, y,,}, entonces el
producto [ [, ; ¥, esno numerable, segundo numerable y se encaja en el producto
[ [.<) X4 Porlo tanto, como el corolario 6.3.2 garantiza que [ [, ¥, no es débilmente
separado, concluimos que [ |,,.; X, tampoco es débilmente separado. O

Una consecuencia de la proposicion 6.4.6 es que todas las potencias finitas de un
espacio débilmente separado también poseen la misma caracteristica. Ahora, una
pregunta natural que podria surgir es cudndo el hiperespacio .#[X] es débilmente
separado. Resulta que esta propiedad esta presente siempre. Efectivamente, un ra-
zonamiento sencillo muestra que {[F, X]: F € #[X]} es una separacién débil para
Z[X]. De esta manera, si para cada n € N definimos recursivamente .# ' [ X]:=.Z[X]y
F"[X]:=.Z[.F"[X]], entonces se verifica el siguiente resultado.



152

6. Condiciones de cadena en 7 [X)

Proposicion 6.4.7. Si X es un espacio topoldgico, entonces para cada n €N se satisface
que F"[ X, F[X" y F[X]" son espacios débilmente separados.

En particular, la proposicion 6.4.7 permite detectar por medio de la propiedad de
separacion débil cudndo un espacio X no se encaja topolégicamente en alguno de los
espacios Z"[X], Z[X"]y Z[X]".

Corolario 6.4.8. Si X no es débilmente separado, entonces para cada n €N se satisface
que F"[X], F[X"y FZ[X]" no contiene copias topoldgicas de X .

En especial, por el corolario 6.3.2 cualquier espacio X con nw(X) < |X| cumple la
hipétesis del corolario 6.4.8. De esta manera, por ejemplo, R no se encaja en .%"[R],
Z[R"]y Z[R]" para cualquier n € N.

Por otra parte, si bien se presentan muchas dificultades para hacer el calculo
explicito de c¢(.#[X]) para un espacio topolégico X arbitrario (véanse por ejemplo
[29], [45] y [63]), el corolario 6.3.8 y la proposicién 6.4.7 permiten hacer el célculo
correspondiente para cada . "[X] con n > 2.

Corolario 6.4.9. Si X es un espacio topolégicoy n €N, entonces
c*(FMX])) =R (F"[X])=c(F"X])=R(F"[X])=|X|.

En virtud de la proposicién 6.4.5, seria deseable obtener una férmula semejante
para calcular el valor de R para un producto de espacios topolégicos. No hemos
logrado obtener una igualdad en el sentido anterior, pero si disponemos de un par de
cotas en el caso de los espacios 1.

Proposicion 6.4.10. SiA es un niimero cardinal y{X, : a < A} es una familia de espacios
de Hausdorff, entonces

a<i

A-sup{R(X,):a<A}<R (l_[ Xa) <A-sup {ZR(X") ra< A} )

Demostracion. Por unlado, como @, ; X, seencajaen [ [,_, X,, la proposicion 6.4.5
implica que

A-sup{R(X,):a<A}<R (l_[X“>

a<i

Por otro lado, la proposicién 6.3.1 garantiza que

R(nxa)< nw(nxa)

a<i a<i

=A-sup{nw(X,): a <A} <)L-sup{2R(X“):a</1}.
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O

Corolario 6.4.11. Si A es un niimero cardinal, {X, : & < A} es una familia de espacios
connw(X,)<Aparacadaa <A,y X =] ],<; Xa» entonces para cada n € N se satisface
queR(X™)=A.

Demostracion. Nuestras hip6tesis implican las relaciones R*(X)= R(X)= A. De esta
manera, como X se encaja en cada una de sus potencias finitas, la proposicién 6.4.1
garantiza que R(X")= A siempre que n € N. O

Proposicion 6.4.12. Si A es un ntimero cardinal infinito, {X, : @ < A} es una familia de
espacios topolégicos, X :=[ | <, Xa» 2 € X y consideramos a los o -productos o(X) :=
{xeX:fa<A:x(@)# z(@)}| < w}yX(X)={x e X : [{a < A: x(a) # z(a)}| € w},
entonces los siguientes enunciados son ciertos.

1. R(o(X))=A.
2. Si A=2¥ para un cardinal k, entonces R (Z(X)) =A.
3. Si suponemos GCH y cf(1) > w, entonces R (Z(X)) =A.

Demostracién. Primero, como €D, , X, se encaja en o(X)yla suma admite un subes-
pacio discreto de cardinalidad A, se satisfacen las relaciones A < R (O'(X )) <R (Z(X )).
Ahora, si para cada x € X definimos S(x):={a < A: x(a)# z(a)}, entonces las funcio-
nes o(X)— [A]<® y X(X) — [A]® determinadas respectivamente mediante x — S(x)y
¥ — S(y) son inyectivas; en consecuencia, |o(X)| < Ay [X(X)| < A®.

Para terminar observemos que, como la funcién R se queda siempre por debajo
de la cardinalidad, la primera desigualdad implica que R (U(X )) = A. Por otra parte,
si A = 2%, entonces la segunda desigualdad certifica que R (Z(X )) = A. Finalmente,
si GCH es cierta y cf(1) > w, entonces A“ = A (véase [41, Lema 10.42, p. 34]) y asi,
R(Z(X))=A. O

Proposicién 6.4.13. Elo -producto de una familia de espacios Ty débilmente separados
es débilmente separado.

Demostraciéon. Sean A un ntmero cardinal, {X, : @ < A} una familia de espacios
débilmente separados, X =[[,c; X, 2€ X, U, =X yoX):={xe X :{a < A:
x(a) # z(a)}| < w}. Para cada a < A sea {U(a, x) : x € X,,} una separacién débil para
X,. Ademds, para toda x € o(X)\ {z} sea F, € [A]*® tal que x(a) = z(a) siy sélo si
a € A\ F,, y definamos

U, :=o(X)n () m,' [Ula, x(@)\ {z(@)}].

a€F,
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Para comprobar que la coleccion {U, : x € o(X)} es una separacién débil para
o(X), comencemos por observar que z € U, para cada x € 0(X)\ {z}. Ahora, fijemos
x,y € o(X)\{z} distintos con x € U, y sea a < A con x(a) # y(a). Resulta entonces que
a € F, UF, y para cada 3 € F, se cumple que x(f)€ U(B, y(B))\{z(B)}. Esta ultima
pertenencia implica la contencion F, € F; en particular, a € F,.

Finalmente, si a € F, \ F,, entonces y ¢ U, porque y(a) = z(a) ¢ U(a, x(a))\ {z(a)}.
Por otra parte, si a € F,, la condicion x(a) € U(a, y(a))\{z(a)} combinada con el hecho
de que {U(a, w): w € X,,} separa débilmente a X, implican que y(a) € U(a, x(a))\
{z(a@)}; en consecuencia, y ¢ U, . O

La proposicién 6.4.13 no se puede generalizar para X-productos. Efectivamente,
como todo X-producto de una familia de espacios T; no triviales contiene una copia
homeomorfa de D(2)?, que es cdsmico y no numerable, resulta que el X-producto en
cuestion no es débilmente separado (véase el corolario 6.3.2). Ademds, contrario a lo
que se menciona en [77, Assertion 3.3, p. 385], la proposicién 6.4.13 no se verifica en
el caso general:

Ejemplo 6.4.14. SiF es el espacio de Sierpiriski, entonces el o -producto o(F®):={x €
F?:|{n < w: x(n)#0}| < w} no es débilmente separado.

Demostracion. Supongamos en busca de una contradiccién que para cada x € F®
existen F, € [w]*“ y{U(x,n): n € F.} C 7 de tal manera que si U, := o(F“)N
ﬂneFx n;l[U(x, n)], entonces {U, : x € F*} es una separacion débil para o(F®). Para
cada n < w sea x,, la funcién caracteristica de {n} y denotemos por 0 a la funcién
constante cero. Claramente, como {0} es un subconjunto denso de o (F) se satisface
que 0 € U,, para cada n < w. Por lo tanto, para toda n < w se cumple la relacion
x, € Uy, lo cual implica que n € F;. En consecuencia, Fy es un conjunto infinito, un
absurdo. O

Las proposiciones 6.4.6 y 6.4.13 permiten obtener el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.4.15. Para cualquier cardinal infinito k, D(2)* es un grupo topolégico Haus-
dorff, cero-dimensional, compacto y no débilmente separado. Ademds, el o -producto
o(k)={xeD2): {a<x:x(a)#0} < w} es un subgrupo topolégico denso y débil-
mente separado de D(2)* que satisface las relaciones:

1. P(o(x))=WP(o(x))=UC.
2. C(o(x))={AreCN:cfd)>k}.
3. oK) =nw(or)=d(o(x)= (oK) =k.

index[two]s(X)
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6.5. Lacondicién C(x) en productos topolégicos

Una pregunta que se puede encontrar tacitamente en la literatura es si dados un par
de espacios X y Y se satisface que .#[X x Y] es homeomorfo a .%#[X] x .Z#[Y] (véanse,
por ejemplo, [17] y [90]). Nosotros daremos una manera de detectar cuando, para
una familia de espacios topolégicos {X,, : @ < A} que cumple ciertas propiedades, el
espacio [ [ ,<; Z[X,] no es homeomorfo a .#[] [, X,] a través de sus condiciones
de cadena (véanse los teoremas 6.5.6, 6.5.7 y 6.5.8).

Con respecto a la relacién entre C(x) ylos productos topolégicos, empezamos con
el siguiente resultado que se deduce a partir del lema 6.2.3.

Proposicion 6.5.1. Sik es un cardinal infinito, A es un niimero cardinal, {X, : a < A}
es una familia de espacios topoldgicos y el producto topolégico | |-, X, satisface la
condicion C(x), entonces cada factor también satisface C(k).

Ademais, la condicién C(x) también se preserva bajo productos finitos como vere-
mos a continuacion.

Proposicién 6.5.2. Sea k un cardinal infinito. SiX y Y son espacios topolégicos que
satisfacen la condicion C(x), entonces el producto X x Y también satisface C(k).

Demostracion. Sea {W, : a <k} un subconjunto de 7%, y para cada @ < k tomemos
w, € W,. Fijemos colecciones {U, : a <k} C7x, {V,:a <k} C 7y, {x,:a<k}CX
Vi{y,:a <k} CY tales que U, x V, € W, y w, = (x4, ),) para cada « < k. Primero,
como X satisface C(k) existe I € [k]* con {x,:a eI} C ﬂ{Ua :a € I}. Luego, como
Y satisface C(x) hay J € [I]* de tal manera que {y,:a € J} S|V, :a € J}. Asi, se
cumple la relacion {w, :a € J} S({W,:a € J}. O

De esta forma, se puede emplear un argumento inductivo para demostrar el si-
guiente corolario.

Corolario 6.5.3. Sea k un cardinal infinito. Si1 < n < w, {X,, : m < n} es una familia
de espacios topoldgicos y cada X,, satisface la condicién C(k), entonces | [{X,, : m < n}
también satisface C(k).

Con respecto a los productos infinitos, resulta que es posible construir ejemplos
para constatar que en general no se preserva la condicién C(x). Recuerde que ¢ denota
ala funcién cardinal conocida como la estrechez (véase [32]).

Proposicion 6.5.4. Seank yA un par de niimeros cardinales concf(x) < A. Si{X, : a < A}
es una familia de espacios de Hausdorff con mds de un punto tales que nw(X,) < cf(x)
para cada a < A, entonces cada X, satisface la condicion C (k) y| |,<, Xq no satisface
C(x).
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Demostracion. Sea X := [ [,<; X, Por un lado, como para cada a < A se tiene que
nw(X,) < cf(x), la proposicién 6.2.10 implica que X, satisface C(x). Por otro lado,
como D(Z)’1 se encaja en X, un argumento rutinario con funciones cardinales (véanse
[32] y [36]) muestra que

A=t(D@*)<t(X)<hd(X)<nw(X)=2 sup{nw(X,): a < A}=A.

De esta manera, hd (X)= A > cf(k) y, por lo tanto, el corolario 6.2.15 garantiza que X
no satisface C(k). O

Resta analizar cudl es la respuesta para la pregunta: ;es posible determinar por
medio de las condiciones de cadena si dada una familia de espacios {X,, : @ < A}, los
espacios [ [ <, Z[ X,y ZI] | 4«1 Xo] n0 son homeomorfos? Demostramos a continua-
cién que la respuesta para la pregunta anterior es negativa para espacios de la forma
FIX xY]y F[X]x F[Y]

Proposiciéon 6.5.5. Si X yY son espacios topolégicos, entonces las siguientes igualdades
son ciertas:
C(ZIX x Y])=CZIX)NC(Z[Y))
P(Z1X x Y])=P(Z[X)NP(Z[Y]), y
WP(Z[X x Y])=WP(Z[X])nWP(Z[Y)).
Demostracion. Para la primera igualdad notemos que el teorema 6.1.3 implica las
relaciones
C(ZIXx Y])={keCN:cf(x)>|X x Y|}
= {k € CN: cf(x) > méax{|X|,| Y |}}
={k e CN:cf(k)> |X| A cf(x)>|Y|}
= {k €CN:cf(x)>|X|} n{x € CN: cf(x) > | Y|}
=C(Z[XDInCZ[Y).

Ahora, como la prueba para precalibres y precalibres débiles es similar, inicamente
expondremos los detalles para precalibres. Naturalmente, para realizar esto es suficien-
te restringirnos a elementos de la coleccién UC. Por un lado, si k € P (9 [X x Y]) NnUC,
entonces el teorema 6.2.7 implica que X x Y satisface C(k)y, por ende, la proposi-
cién 6.5.1 asegura que X y Y satisfacen C(k). De este modo, el teorema 6.2.7 garantiza
que %[ X]y Z[Y] tienen precalibre k. Por otro lado, si k € P(Z[X])NP(Z[Y])nUC,
entonces el teorema 6.2.7 dice que X y Y satisfacen C(k). Por lo tanto, la proposi-

cion 6.5.2 certifica que X x Y satisface C(x)y asi, el teorema 6.2.7 constata que k es
un precalibre para .#[X x Y. O
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Claramente la proposicién 6.5.5 se puede generalizar para cualquier producto
finito de la manera natural.
Estamos preparados para demostrar los teoremas centrales de esta seccion.

Teorema 6.5.6. Sean k y A un par de ntimeros cardinales con k regulary w <k < A.
Si{X, :a <A} es una familia de espacios de Hausdorff con mds de un punto tales que
nw(X,) <k para cada a < 2, entonces los espacios | [ ,<; Z1Xa] ¥ Z(] [ 4<1 Xa] no son
homeomorfos.

Demostracién. Por la proposicion 6.5.4 cada espacio X, satisface la condicién C(x)
¥ [ [ < X« 0o lo hace. Esto implica, en virtud del teorema 6.2.7, que cada espacio
Z[X,] tiene precalibre k y Z[] [, X,] no tiene precalibre débil k. Finalmente, como
el teorema 2.8.12 garantiza que [ [,., -#[X,] si tiene precalibre k, concluimos que
[ o<i Z1Xo1y Z(] [ 4<1 Xl nO son homeomorfos. O

Teorema 6.5.7. Sean k y A un par de ntimeros cardinales con w < cf(k) < A. Si X es un
espacio de Hausdorf{f con mds de un punto tal que nw(X) < cf(x), entonces los espacios
ZX1* y Z[X*] no son homeomorfos.

Demostracién. Por la proposicién 6.5.4 se cumple que X satisface C(x)y X* no lo
hace. De este modo, el teorema 6.2.7 implica que .#[X] tiene precalibre k y .7 [X*]
no tiene precalibre débil . Para terminar observe que el teorema 2.8.12 implica que
Z X si tiene precalibre x; por esta razén, .#[X]* y .#[X*] no son homeomorfos. [

Teorema 6.5.8. Si X es un espacio T; y A es un ntimero cardinal, entonces
C(z1xM) cC(Z1x1).

Mds atin, cuando | X |* > | X| la contencién anterior es propia; en particular, los espacios
ZX1* y Z[X*] no son homeomorfos.

Demostracién. Notemos primero que por el corolario 2.2.9 y el teorema 2.8.12 se
cumplelarelacién C (ﬁ [X ]’1) = C(Z[X])NUC. De esta manera, el teorema 6.1.3 implica
que

C(Z1x%])={x e CN:cf(x) > X"}

c {x € CN: cf(x) > |X|} = C(Z[X)NUC = C(F[X]).

Finalmente, si | X|* > |X|, entonces el cardinal x := | X|* satisface las relaciones k €
C(ZIX1*)yk ¢ C(Z[X*]); en particular, Z[X]* y Z[X*] no son homeomorfos. [
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Este dltimo teorema tiene una consecuencia interesante. Recuerde que si P repre-
senta al conjunto de los nameros irracionales equipado con la topologia que hereda
de la recta real, entonces un resultado clasico establece que el espacio de Baire, w®,
es homeomorfo a P (véase [50, Theorem 1.1, p. 5]). Entonces tenemos:

Corolario 6.5.9. .Z[P] yP no son homeomorfos.

Demostracion. Por el teorema 6.5.8 los espacios #[w]® y % [w®] no son homeomor-
fos; es decir, .Z[w]® y .%#[P] no son homeomorfos. Por otra parte, como los puntos
aislados de .#[w] son precisamente los subconjuntos finitos de w que son abiertos,
entonces .% [w] es homeomorfo a w; en consecuencia, #[w]* y w® son homeomorfos.
Asi, #[P]y P no son homeomorfos. O

Naturalmente, el corolario 6.5.9 también puede demostrarse sin necesidad de
recurrir a las condiciones de cadena. Basta con observar, por ejemplo, que .%[P] no es
separable mientras que P silo es (véase la proposicién 6.1.1).

6.6. El grado de Lindel6f débil de .7 [ X]

Si X es un espacio topolégico, el grado de Lindeldf débil de X, w L(X), es el nimero
cardinal

min{KeCN:V%grx( =J# —3r e %]g”( U"’/))}

Diremos que X es débilmente Lindeldf cuando se satisfaga la relacion wL(X) = w.
Adicionalmente, trabajaremos con las funciones cardinales

L*(X):=sup{L(X"):neN} y hd.X):=sup{d(A): A escerrado en X}.

Claramente, d(X) < hd (X) < hd(X).

En [62, Question 3.23, p. 3087] Sakai pregunt6 si el hecho de que .#[X] sea débil-
mente Lindeldf implica que X es hereditariamente separable y probé que si X tiene
estrechez numerable entonces la cuestién anterior tiene una respuesta afirmativa. Ex-
pandiremos el resultado de Sakai al mostrar que si X es un k-espacio de Hausdorff, 6 X
tiene estrechez numerable y es T;, 6 X es débilmente separado, y .#[X] es débilmente
Lindelof, entonces X es hereditariamente separable (véase el corolario 6.6.12).

Lo que sigue tiene como propésito demostrar que si X tiene estrechez numerable
yes T; o X es un k-espacio de Hausdorff, entonces se satisface la desigualdad

L*(X)-hL(X) hd(X)< wL(Z[X]). (6.4)
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Laforma en la que demostraremos larelacion (6.4) serd estableciendo generalizaciones
y conexiones entre varios resultados de Sakai y Tall expuestos en [62] y en la seccion 4.4
respectivamente.

Si € es una coleccién de subconjuntos de X, diremos que % es una w-cubierta
para X si para cualquier F € [X]<® existe C € ¥ con F C C. En [27] Gerlits y Nagy
demostraron que si X es un espacio topolégico, entonces X" es Lindelof para cada
n e N siy sélo si toda w-cubierta abierta de X admite una w-subcubierta numerable.
El siguiente lema generaliza este hecho y su demostracién se puede consultar en [84,
S. 148, p. 122].

Lema6.6.1. SiX esun espacio topoldgico yk es un cardinal infinito, entonces L*(X) < k
si y sélo si toda w-cubierta abierta de X admite una w-subcubierta de tamario a lo
SUMoK.

Una familia .«# formada por subconjuntos de un espacio X es discreta si para
cualquier x e X existe U e Ty con x e Uy |[{Ae€ o/ : ANU # B} < 1. La celularidad
discreta de X es el nimero cardinal

dc(X):=sup {|%| U C T} es una familia discreta} + X

Diremos que X satisface la condicion de la cadena contable discreta (en simbolos,
dccce) sidc(X)=X,.

Una observacién inmediata es que si X es un espacio topoldgico y A es un sub-
conjunto abierto y cerrado de X, entonces d c(A) < d ¢(X). También, cualquier familia
discreta % C 7% esunafamilia celular; en consecuencia, se satisface que d ¢(X) < ¢(X).
Ademads, un razonamiento sencillo muestra que w L(X) < ¢(X) (véase [32, p. 16]). En
el ambito de los espacios T; también podemos conectar a d ¢(X) con w L(X).

Lema 6.6.2. Si X es un espacio Ty, entonces d c(X) < wL(X).

Demostracién. Sean k := wL(X), A un cardinal infinitoy % = {U, : ¢ < A} C T;}
una familia discreta. Para cada a < A sean x, € U,y V, € T con x, € V, C V, C Uj,.
Observemos que, como {U, : a < A} es una familia discreta, entonces {V, : a < A}
también lo es; en particular, como {Va: a < A} es localmente finita se satisface que
Vi=X\ Ua<AVa es un subconjunto abierto de X (véase [20, Corollary 1.1.12, p. 17]).

De esta manera, la coleccién % U {V} es una cubierta abierta de X y asi existe
W €% U{V}* con | J# = X. Nuestro objetivo ahora es comprobar que % es un
subconjunto de # . Resulta que si @ < A entonces existe W € # con V, N W # 0.
Luego, como V, y V son conjuntos ajenos, necesariamente W € %/. Finalmente, como
V, €U, y % esuna familia celular, se verifica que U, = W y, por lo tanto, que U, € #'.
En conclusion, |% | < k. O

Lema 6.6.3. Si X es un espacio topoldgico, entonces hL(X)=sup{L(U): U € tx}.
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Demostracion. En virtud de que x := sup{L(U): U € 7x} es evidentemente menor
o igual a h L(X), es suficiente argumentar que i L(X) < k. Para ello notemos que si
Y es un subespacio de X y % < 7y es una cubierta abierta de Y, entonces como
L(J% )<k existe ¥ €[%]%* con| J% C| J¥; en particular, ¥ esta contenido en %,
cubre a Y y tiene cardinalidad a lo sumo «. Asi, R L(X) < k. O

Lema 6.6.4. Si X es un espacio topologico y % es un subconjunto de Ty, entonces
V(U):={F € #[X]:3U € % (F C U)} es un subconjunto abierto y cerrado de [ X].

Demostracioén. SiF,G € .%[X]cumplenlasrelaciones F € ¥ (%)yG &V (%),yU €%
estal que F C U, entonces [F,U|C ¥ (Z)y |G, XNV (%)=0. O

Lo que sigue es generalizar la primera parte de [62, Theorem 3.10, p. 3085].
Teorema6.6.5. SiX esun espacio topoldgico, entoncesmax{L*(X), hL(X)} < d c(Z[X]).

Demostracion. Sea k := d c(%[X]). Para ver que L*(X) < k fijemos {U, : @ < A}, una
w-cubierta abierta del espacio X. Para cada a < A consideremos al conjunto

Vo= ({US\ Y ({Up : B < a})).

Por ellema 6.6.4 se satisface que ¥ :={V,, : @ < A} es una familia de subconjuntos abier-
tos y cerrados de .#[X]. Ademés, si F € #[X]y B :=min{a < A: F C U,}, entonces
F € Vj; es decir, 7 es una cubierta de .7 [X]. Mds atin, si @ < # <Ay suponemos que
existe F € V,, N Vg, entonces necesariamente F C U, y F\ U, # @, una contradiccion.
Por lo tanto, ¥ es una cubierta de .#[X]| ajena por pares formada por subconjuntos
abiertos y cerrados de #[X].

Ahora, si J :={a <A:V, #0}, entonces como {V, : a € J} es una familia discreta
en .#[X]se cumple que |J| < k. De este modo, {U, : @ € J} es una w-subcubierta de
{U, : a < A} de tamafio a lo sumo k. En efecto, si F €.#[X] entonces existe a € J con
F €V, y, por ende, F C U,. En virtud del lema 6.6.1, este argumento demuestra que
L¥(X)<K.

Para comprobar que i L(X) < k observemos que si U es un subconjunto abierto
de X, entonces la funcién identidad es un homeomorfismo entre #[U]y ¥ ({U}). De
esta manera, como ¥ ({U}) es un subconjunto abierto y cerrado de .% [ X] se satisface
quedc (ﬁ U ]) < Kk y asi, la primera parte de este resultado garantiza que L*(U) < k;
en particular, L(U) < k. En conclusidn, el lema 6.6.3 constata que h L(X) < k. O

En virtud de que .%[X] es un espacio de Hausdorff cero-dimensional cuando X es
T;, el lema 6.6.2 y el teorema 6.6.5 producen el siguiente resultado.

Teorema 6.6.6. Si X es un espacio Ty, entonces L*(X)- hL(X) < wL(.Z[X]).
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Ahora trazaremos el camino para demostrar que hd(X) < wL(Z#[X])si X esun
k-espacio de Hausdorff. El siguiente resultado es una generalizacién de la primera
parte de [62, Proposition 3.13, p. 3085].

Lema 6.6.7. Si X es un espacio topolégico y A es un subespacio cerrado de X, entonces
d(A) < wL(Z#[X)). En consecuencia, hd,(X)< wL(Z[X]).

Demostracion. Sea k := wL(.%#[X]). Como
{{{x}, X]: x € A}U{[F,X\Al: Fe Z[X]yFnNnA=0}

es una cubierta abierta para %[ X], existen {x, : @ <k} CAy{F,:a <k} <.Z%[X]con
AN\ HFE, : a <k}=0yde tal manera que % ={[{x,}, X]: @ <k} U{[E,, X \ A]: a <k}
satisface .#[X]=|J% . Paraver que D := {x, : @ < k} es denso en A supongamos, en
busca de una contradicciéon, que existe x € A\ D. Resulta quesi U := A\E, entonces
[{x}, U]esun abierto no vacio de .#[ X ] que tiene interseccion vacia con cada [ F,, X \ AJ;
en consecuencia, como .Z[X] = | J%, existe a < k con [{x}, U]N[{x,}, X] # 0. No
obstante, esto tltimo implica que x, no es un elemento de D, una contradiccién. En
conclusién, d(A) < k. O

Teorema 6.6.8. Si X es un k-espacio de Hausdorff o X tiene estrechez numerable,
entonces hd(X)< wL(Z[X)).

Demostracién. Sea k := wL(#[X]). Si X tiene estrechez numerable, entonces a partir
de lasrelaciones de (4.1) se deduce que hd(X) = hd.(X). De esta manera, el lema 6.6.7
asegura que hd(X) < k. Ahora, si X es un k-espacio de Hausdorff, entonces el le-
ma 6.6.7 implica que cualquier subespacio cerrado de X tiene densidad a lo sumo «;
en consecuencia, la proposicién 2.1.8 garantiza que todos los subespacios cerrados
de X tienen calibre k% y, por ende, el corolario 4.4.6 certifica que hd(X) < k. O

En suma, los teoremas 6.6.6 y 6.6.8 producen los siguientes corolarios.

Corolario 6.6.9. Si X es un k-espacio de Hausdorff o X tiene estrechez numerable y es
Ty, entonces

L*(X)-hL(X)- hd(X)< wL(Z[X)).

Las conexiones entre algunas de las funciones cardinales de X y .#[X] que hemos
establecido hasta el momento quedan resumidas en el siguiente diagrama (la relacién
K — A significa k = A):



162

6. Condiciones de cadena en 7 [X)

/_\

c(Z1X)) hd (X) <— wL(Z[X]) — dc(Z[X])

I =

hd(X)

/

R(X) —— hL(X) L¥(X)

Figura 6.1: Relaciones entre algunas funciones cardinales de X y .7 [ X]

El asterisco en la flecha w L(.%#[X]) — hd(X) significa que en este caso X tenga
estrechez numerable y sea Tj, o bien, que X sea un k-espacio de Hausdorff.

En general, no sabemos si es posible conectar directamente a R(X) con d c(#[X])
de alguna manera, pero si podemos establecer una relacion en este sentido al conside-
rar una variante para la funcién R. El siguiente lema serd indispensable para alcanzar
este objetivo.

Lema 6.6.10. Si X es débilmente separado, entonces R(X)=d c(F[X])=|X]|.

Demostracion. Claramente, R(X) = |X| > dc(F#[X]). Para ver que dc(Z[X]) = | X|,
fijemos una separacién débil {U, : x € X} para X y comprobemos que {[{x},U,]: x €
X} es una familia discreta en .%# [ X ]. Tomemos F € .%[X], definamos Uy := U{Ux 1X€E
F}ysupongamos, en busca de una contradiccién, que existen x, y € X distintos tales
que
[Fr Up]ﬂ[{X}, Ux]?'éﬂ# [F! UF]m[{y}rUy]

Resulta entonces que F € U, NU, yexisten z,w € F con x € U, y y € U,. Ahora, si
x#2z6y#w,entonces x €U,y z € Uy, obien, y €U, y w € Uy; lo cual es absurdo.
De esta manera, x = zy y = w; en especial, {x,y} C F y, porende, x €U, y y € U,,
una contradiccion. Este argumento demuestra que {[{x}, U,]: x € X} es una familia
discreta en .#[X] de cardinalidad | X]|. O

Si X es un espacio débilmente separado y 7;, los lemas 6.6.2 y 6.6.10 implican que
R(X)=wL(%#[X])=|X|. No obstante, también es posible obtener el mismo resultado
sin la hipétesis adicional de ser ;.

Lema6.6.11. Si X es débilmente separado, entonces R(X)= wL(Z[X])=|X]|.

Demostracion. Es suficiente demostrar que w L(Z#[X]) > |X|. Sea {U, : x € X} una
separacion débil para X y para cada F € .Z#[X] definimos Ur := | J{U; : x € F}, en-
tonces {[F, Ur]: F € %[ X]} es una cubierta abierta de X. Sean .# un subconjunto de
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Z[X]con|Z|<|X|y x € X \|J.Z. Resulta que para cada F € .7 se satisface la rela-
cion [x, U, N[ F, Up] = 0. Efectivamente, si esta interseccion fuese no vacia, entonces
X € Up y asi existiria y € F con x € U,. Por otra parte, como F ¢ U, también ocurre
que y € U,, una contradiccion a la separacion débil. Este argumento demuestra que
{[F, Ug]: F € #[X]} no admite subcolecciones de cardinalidad menor a | X| con unién
densa. O

Corolario 6.6.12. Considere las siguientes condiciones para un espacio topologico X .
1. X es un k-espacio de Hausdorff.
2. X tiene estrechez numerable y es Tj.
3. X es débilmente separado.

Si X satisface alguna de las condiciones de (1) a (3) y #[X] es débilmente Lindeldf,
entonces X es hereditariamente separable.

Demostracion. Si X satisface (1) o (2) el resultado es consecuencia del corolario 6.6.9.
Finalmente, si X es débilmente separado, como .%#[X] es débilmente Lindelof el le-
ma 6.6.11 garantiza que X es incluso numerable. O

Ahora, consideremos la funcién cardinal R,(X) determinada mediante la regla
R,(X):=sup{|U|: U es un subespacio abierto y débilmente separado de X} +¥X,.

Naturalmente, R,(X) < R(X). Por otra parte, recordemos que si U € Tx entonces
Z[U] es un subespacio abierto y cerrado de .#[X]. Utilizaremos este hecho en la
demostracion del dltimo resultado de este capitulo.

Teorema 6.6.13. Si X es es un espacio topologico, entonces R,(X) < d c(F [ X]).

Demostracién. Sean U un subespacio abierto y débilmente separado de X. Observe-
mos que por el lema 6.6.10 se satisface que dc (ﬂ[U]) =|U|. Ademaés, como .Z[U]
es un subespacio abierto y cerrado de .% [ X] resulta que d ¢ (9[ U]) <dc(F[X)). Asi,
|U| < dc(#[X])y, en consecuencia, R,(X) < dc(F[X]). O

Una de las preguntas naturales que surgen es si las funciones R(X)y R,(X) son
diferentes. Afortunadamente, el revisor de [58] sugirio el siguiente ejemplo. Sean x un
cardinal infinito y D(2)" el cubo de Cantor de peso k. Por un lado, como el espacio
discreto D(x)se encajaen D(2)" ynw (D(Z)K) =K (véase[32]), sesigue que R(D(2)") =«
(véase la proposicién 6.3.1). Por otro lado, como el espacio de Cantor D(2)“ es un
espacio c6smico no numerable que se encaja en cada subconjunto abierto y no vacio
de D(2), se deriva que R,(D(2)") = w (véase el corolario 6.3.2).

Sin embargo, quedan por responder las siguientes preguntas:
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Pregunta 6.6.14. Sea X un espacio topolégico.

1. ;Cuél es la relacion entre R(X) y d c(F#[X])?

2. ;Es posible conectar R(X)y L*(X)?
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Condiciones de cadena en C,(X)

A partir de que Sanin present6 en [66] la nocién de “calibre” para un espacio topolégico,
se ha estudiado mucho este concepto y sus variantes. Desde textos cldsicos como [3],
[71]y [76], hasta articulos recientes como [57], [58] y [59], las condiciones de cadena
han probado ser un fructifero objeto de estudio.

En este trabajo examinaremos las condiciones de cadena de los espacios de funcio-
nes continuas C,(X) considerados como subespacios de RX, donde X es un espacio
de Tychonoff. Nuestro objetivo es determinar los calibres para C,(X) a partir de las
propiedades topoldgicas de X.

Al respecto de esta cuestion existe informacién en la literatura que se encuentra
distribuida en varios textos (véanse, por ejemplo, [39] y [81]-[85]). En las siguientes
péginas haremos una recopilacién sintética de algunos teoremas conocidos y demos-
traremos varios resultados nuevos.

7.1. Espacios C,

De ahora en adelante, X serd un espacio de Tychonoff. Denotemos por C(X) a la
coleccion de funciones continuas de X en R. Para cualesquiera f € C(X), A€ [X]|<®y
&> 0 definamos

V(f,A€):={geCX):Vx e A(|f(x)—g(x) <&)}.

Utilizaremos el simbolo C,(X) para referirnos al conjunto C(X) equipado con la
topologia de la convergencia puntual; en otras palabras, C,(X) es el espacio que se
obtiene en C(X) al tomar la colecciéon

{V(f,Ae): feCX)AAe[X]™\ {0} A £>0}
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como base. Es sencillo comprobar que C,(X) es un subespacio denso de R* (véase [4,
Proposition 3.3.6, p. 9]).

El estudio de la mayoria de las condiciones de cadena en los espacios R¥ y Cp(X)
se trivializa rdpidamente en virtud de la proposicion 4.2.10. En ella demostramos que

C(RY)=P(R*)=WP(R*)=P(C,(X))=WP(C,(X))=UC.
Ahora, como C(C,(X)) € P(C,(X)) se sigue que
C(Cy(x)) cuC. (7.1)

Nosotros estamos interesados, entre otras cosas, en averiguar bajo qué condiciones se
verifica la contencién opuesta:

UCc C(C,(X)); (7.2)

en otras palabras, queremos entender cuando C,(X) es fuertemente Sanin. Por ejem-
plo, el siguiente resultado es una consecuencia de la proposicion 4.2.10.

Proposicién 7.1.1. Si X es un espacio discreto, entonces C,,(X) es fuertemente Sanin.

Bajo ciertas restricciones sobre algunas funciones cardinales de X, podemos ga-
rantizar que la relacién (7.2) si se satisface. Para nuestros primeros resultados en esta
direccién conviene establecer algunos hechos auxiliares.

Decimos que una familia de abiertos basicos en C,(X) es elemental si es de la
forma {V(f,, Ay, €): @ <k}, donde £ > 0y todos los A, tienen la misma cardinalidad
finita. Esta definicién cobra relevancia por el siguiente resultado:

Lema 7.1.2. Los siguientes enunciados son equivalentes para un espacio topolégico X
y un ntimero cardinal k con cf(x)> w.

1. Cy(X) tiene calibrek.

2. Para cualquier familia elemental {V (f,, A, €): @ <k} existen ] € [k]* y f € C,(X)
con fe(V(fu Aw€):ae ]}

Demostracién. La Gnica implicacién que requiere un argumento es (2) a (1). Sea
{V(farAa 84) © @ < k} una familia de abiertos basicos de C,(X). Como R tiene ca-
libre k por la proposiciéon 4.2.10(1), existen J €[k \ []*y e € ﬂ{(O, £,):a € J}. Ademas,
como la funciéon J — w determinada mediante o — ‘Aa| tiene una fibra cofinal, existe
M €[J]¥ con |Aa| = |Aﬂ| siempre que @, 3 € M. Asi, como {V(f,, Ay, €): @ € M} es
elemental, existen L € [M]*y f € C,(X) con [ € ({V(fa» A, €) : @ € L}. Finalmente,
Le[kIFy fe({V(fu Au €a):a €L} O
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Si f: X — Y es una funcién continua entre espacios topolégicos, a la funcién
f*:C(Y)— C(X) definida mediante f#(g):=go f se le llama la funcién dual de f.
En especial, cuando f : X — Y es una condensacién entre espacios de Tychonoff, se
sabe que f*: C,(Y) — C,(X) es un encaje topolégico con imagen densa (véanse [4,
Proposition 0.4.6, p. 13] y [4, Corollary 0.4.8, p. 13]). Estos resultados se pueden utilizar
en combinacién con la proposicién 2.1.6(3) para establecer el siguiente hecho:

Proposicién7.1.3. SiX secondensasobreun espacio de TychonoffY , entonces C(C,(Y)) C
C(Cy(X)).

Més adelante veremos que la contencién C(C,(Y)) € C(C,(X)) en la proposi-
cién 7.1.3 puede no ser igualdad después de haber demostrado la proposicién 7.3.2.

Para un subespacio Y de X, la funcién 7ty : C,(X) — C,(Y)dada por 7ty (f):= f[y
es conocida como la funcién restriccién. En [4, Proposition 0.4.1, p. 11] se prueba que
Ty es una funcion continuay que 7y[C,(X)] es denso en C,(Y). Por lo tanto, una
combinacién de las proposiciones 2.1.6(3) y 2.5.1(1) implica el siguiente resultado:

Proposicion 7.1.4. SiY es un subespacio de X, entonces C(C,(X)) € C(C,(Y)).

Una pregunta que surge a partir de la proposicién 7.1.4 es si C(C, (X)) = C(C,(Y))
cuando Y tiene alguna caracteristica especial. Mas adelante, con la ayuda de la pro-
posicién 7.3.2, veremos que este no es el caso incluso cuando Y estd C-encajado en
X (recuerde que un subespacio Y de X estd C-encajado si para cualquier f € C(Y)
existe f*€ C(X) con f*[y=f).

Para cada n € N defina recursivamente los espacios

Con(X):=Cp(X) ¥ Cppna(X):=C,(C,,(X)).

En [4, Proposition 0.5.5, p. 17] se demuestra que X es homeomorfo a un subespacio
de C,,(X). Ademds, es conocido que C(X)NUR = C(Cp,z(X)) NUR (véase [83, T.291,
p- 319]). La combinacién de estos hechos con la proposicién 7.1.4 implica el siguiente
corolario:

Corolario 7.1.5. Sin €N, entonces

C(Cpu(X))NURC C(C,p p42(X)) € C(Cp,n(X)).

Emplearemos el simbolo i w(X) para hablar del i-peso de X (véanse [4] y [6]). En
[4, Theorem I1.1.4, p. 26], [4, Theorem 1.1.5, p. 26] y [6, Lemma 5.2.10, p. 299] se prueba
que para cualquier espacio de Tychonoff X se satisfacen la relaciones

dX)=iw(C,(X)) y d(C,(X))=iw(X)<nw(X). (7.3)
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Con estas ideas en mente podemos demostrar algunos resultados més. Por ejemplo,
una combinacién de la proposicién 2.1.8 con la relacién (7.3) implica el siguiente
resultado:

Proposicién 7.1.6. La inclusion {k € CN : cf(x) > iw(X)} € C(C,(X)) es verdadera.

Un argumento inductivo combinado con las relaciones de (7.3) implica que, para
cualquier 7 €N, se satisfacen las relaciones

dX)=iw (Cp,Zn—l(X)) y iw(X)=d (Cp,Zn—l(X)) . (7.4)

El siguiente corolario se desprende a partir de estas igualdades y de la proposi-
cién 7.1.6.

Corolario 7.1.7. Sean €N.

1. Si X tiene i-peso numerable, entonces C, ,,_,(X) es fuertemente Sanin.
2. Cuando X es separable, C,, ,,(X) es fuertemente Sanin.

3. En consecuencia, si X es un espacio separable con i-peso numerable, entonces

Cp,n(X) es fuertemente Sanin.

En particular, en el &mbito de los espacios metrizables el corolario 7.1.7 toma la
siguiente forma:

Corolario 7.1.8. Paran €N, si X es un espacio metrizabley separable, entonces C, ,(X)
es fuertemente Sanin.

En el &mbito de la paracompacidad (un debilitamiento natural de la metrizabi-
lidad), también es posible obtener algunos resultados. En la seccién 7.4 calculare-
mos los calibres de C, (L(A, K)), donde L(A, k) es la extensién A-Lindel6f de un espa-
cio discreto de tamafio k. Resulta que L(A, k) es hereditariamente paracompacto y
k* ¢ C(C,(L(A, K))) (véase el teorema 7.4.6). Asi, C,, (L()L, K)) no es un espacio de Sanin.

Estos espacios sugieren una construccién un poco mds general. Si X es un espacio
topoldgico y M es un subconjunto de X, la modificacion de Bing-Hanner es el espacio
Xy que tiene por base a la coleccion {UUA: U e Tx A AC M}. En[20, Example 5.1.22,
p- 306] se demuestra que si X es un espacio de Hausdorff hereditariamente para-
compacto, entonces X,, tiene las mismas caracteristicas. Con el resultado anterior es
posible generalizar de cierta manera lo que sucede con C,(L(A4, ).

Una Kk -sucesién en X es una funcion s : k — X usualmente denotada por (x,)q<x
donde x, = s(a) para todo a < k. Decimos que una k-sucesion (x,),«. converge a
x € X sipara cualquier U € Tx(x) existe f <k con{x,:a=> B} CU.
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Proposicién 7.1.9. Sean X un espacio hereditariamente paracompacto, x € X y{x,:
a <k} C X\ {x} unaxk-sucesion convergente a x. Si M :={x, : a <k}, entonces X, es
hereditariamente paracompacto y C,,(Xy;) no tiene calibre k.

Demostracion. Consideremos la familia {V(y,,{x,, x},1/4): a <k}, donde y, : X); —
R es la funcién dada por
1, siy=x,,
Xa(y) = { q ¢

0, siy#x,.

Si suponemos por el contrario que k es un calibre para C,(X,,), entonces existen
J€lkIFy f €WV (xa {xax},1/4) - @ € J}. Por convergencia de la red (x,), existe
B <kcon{f(x,):a=pB}(f(x)—1/2, f(x)+1/2). Luego, sia €[B,k)N J, entonces
f € V(ya{xs x},1/4) garantiza que f(x) < 1/4y 3/4 < f(x,), lo cual implica que
|f(x)— f(x4)] = 1/2, una contradiccion a f(x,) e (f(x)—1/2, f(x)+1/2). O

Por otra parte, al imponerle algunas propiedades adicionales a un espacio para-
compacto X es posible obtener algunos calibres para C,(X). Para un punto x € X
definimos el i-peso local de x en X como el niimero cardinal

liw(x,X)zmin{iw(U): UETX(X)}.

Asi, el i-peso local de X es liw(X)=sup{liw(x,X): x € X} (véase [9]).
En [9, Theorem 4.23, p. 65] se demuestra que si X es un espacio de Tychonoff
paracompacto, entonces

iw(X)=méx {log(e(X)), liw(X)}. (7.5)

Adicionalmente, se sabe que si X es un espacio paracompacto y T, entonces e(X) <
L(X) < ¢(X) (véanse [32] y [63, Lemma 4, p. 339]). Por tltimo, diremos que X es un
espacio localmente ccc si para cualquier x € X existe U € Tx(x) con ¢(U) = w.

Con estos preliminares podemos obtener un resultado mas.

Proposiciéon 7.1.10. Si X es paracompacto y Tychonoff con i-peso local numerable
(por ejemplo, si X es metrizable y localmente ccc), entonces

{K‘ e CN : cf(k) > log(c (X))} € C(C, (X)).
En especial, C,(X) es fuertemente Sanin siempre que c(X) < c.
Demostracién. Larelacién (7.5) implica que

iw(X)=max{log(e(X)), i w(X)}=log(e(X)) < log(c(X)).
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Por esta razon, la proposicién 7.1.6 nos da
{1 € CN:eflk) > log(c (X))} € {x € CN 'z f(x) > iw(X)} € C(C,(X)).
O

Finalmente, es suficiente que ¢(X) < ¢ en la proposicién 7.1.10 para que C,(X) sea
fuertemente Sanin, pero no es necesario. Por ejemplo, la recta de Sorgenfrey S es un
espacio submetrizable, hereditariamente paracompacto con i-peso numerable; en
particular, C, (S) es fuertemente Sanin por el corolario 7.1.7. De esta manera, si A es
un ndmero cardinal infinito y X es el producto S x D(A), entonces X es submetrizable,
hereditariamente paracompacto (véase [20, Theorem 5.1.30, p. 308]), tiene i-peso
local numerable, ¢(X)= Ay C,(X) es fuertemente Sanin por el corolario 7.6.1(3) que
veremos mds adelante.

7.2. Calibres de C,(X) cuando X es submetrizable

Tkachuck demostr6 en [85, Corollary 5, p. 270] que si X es un espacio submetrizable,
entonces C,(X) es un espacio de Sanin. Nuestro siguiente objetivo es mejorar el
resultado de Tkachuck al demostrar que, de hecho, C, (X) es un espacio fuertemente
Sanin siempre que X es un espacio submetrizable.

Si {X; : & < A} es una familia de espacios topolégicos y {x, : @ < x} es un subcon-
juntode [ | £<a Xeo €l simbolo x,(&) representa la £-ésima coordenada de x,. Ademas,
paracada2<n < w sea

T/ ::{xeX":Vi<j<n(x(i)7éx(j))}.

Por otra parte, un conjunto A € X es nulo si existe una funcién continua f : X —[0,1]
tal que A= f~1{0}. El conjunto Z(X) es la coleccién de subconjuntos nulos de X.

Definicién 7.2.1. Sean x un ntimero cardinal infinito y 2 < n < w. Decimos que X
satisface P(k, n) si para cualquier {x, : @ <k} C T} existen J € [k]* y una coleccion
ajena por pares {C; :i < n} C Z(X) con {x,(i): @ € J} C C; para cualquier i < n.

Con estos preliminares, Marsh demostré en [47, Theorem 60, p. 42] el siguiente
resultado:

Teorema 7.2.2. Sik es un niimero cardinal con cf(k) > w, entonces C,(X) tiene calibre
K siy sélo si X satisface P(i,n) paracada2<n < w.

Lo primero que haremos nosotros es demostrar que P(x,2) es suficiente para
garantizar que C,(X) tiene calibre k. Recuerde que A € X y B € X estdn completamente
separados en X si existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f[A] € {0} y

fIBIC{1}.
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Proposicion 7.2.3. Sik es un ntimero cardinal con cf(k) > w, entonces los siguientes
enunciados son equivalentes.

1. Cy(X) tiene calibrek.
2. X satisface P(k,n) para cualquier2 < n < w.
3. X satisface P(x,2).

4. Para cualquier {(x,, y,): a <k} C T)? existe ] €[k]* tal que{x,:ae ]} y{y,:ae
J} estdn completamente separados en X .

Demostracion. La equivalencia entre (1) y (2) es el teorema 7.2.2; la equivalencia

entre (3) y (4) es [54, Theorem (f), p. 37], mientras que (2) implica (3) evidentemente.

La prueba de que (3) implica (2) serd por induccién sobre n. Supongamos que para
alguna 2 < n < w el espacio X satisface P(k,2)y P(k, n). Para demostrar que X también
satisface P(x, n+ 1) notemos que si {x, : @ < k} es un subconjunto de T)?“, entonces
P(x,n) produce I € [«k]* y una coleccién ajena por pares {B; : i < n} € Z(X) con
{x(i): ¢ € I} C B; para cualquier i < n.

Afirmacién. Existen {J; : i <n} C[k][* y{D(i,j):i<n A j<2}C Z(X)de tal forma
que Jy € 1ysii<n,entonces J;; C J; (siempre que i+1< n), {x,(n):ae J;} € D(i,0),
{x.(i):ae J;} S D(i,1)y D(i,0)n D(i,1)=0.

La prueba del enunciado anterior sera por recursion finita. Para construir J, y
{D(0,0), D(0,1)} observemos que {(x,(n), x,(0)):a I} C T}? y, por ende, la condicién
P(x,2) genera Jy€[I]* y{D(0,0),D(0,1)} € Z(X) con {x,(n): a € Jy} € D(0,0), {x,(0):
a< J,} SD(0,1)y D(0,0)n D(0,1) =@. Ahora, supongamos que para alguna i < n con
i < n+1hemos construido las colecciones {J, : p <i}y{D(p, j): p <i A j <2} conlas
propiedades deseadas. En virtud de que {(x,(n), x,(i+1)):a € J;} € T}?, la condicién
P(k,2) produce J;;; € [J;]* y{D(i+1,0),D(i+1,1)} € Z(X) con {x,(n): a € Ji;;} S
D(i+1,0), {x,(i+1):a€ J; 1} SD(i+1,1)y D(i +1,0)n D(i +1,1) = . Esto completa
la recursion.

Para completar la demostracién de la proposicion definamos C, :=("),.,, D(i,0)y
C; := B;N D(i,1) para cualquier i < n. Claramente, {C; : i < n+ 1} es una familia ajena
por pares formada por elementos de Z(X) tal que {x,(i): @ € J,_;} € C; para cualquier
i <n+1.Ensuma, X satisface P(k,n+1). O

Con respecto a la preservacion de P(k,2) en productos topolégicos tenemos el
siguiente resultado:

Proposicién 7.2.4. Sik y A son cardinales concf(k)> A2 w y{X; : £ < A} es una familia
tal que C,(X;) tiene calibrek para cada & < A, entonces Cp(ng <. Xz) tiene calibre k.
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Demostraciéon. Sean X = ]_[5<A Xe y{(xg, ¥o) ta <} C T)?. Si f:x — Aeslafun-
cién determinada mediante f(a) := min{ < A : x,(&) # y,(&)}, entonces existen
I €[k]* y & < A de tal manera que f(a)= £ para cualquier a € I. Lo anterior implica
que {(x,(&), yu(&)) i@ e I} C T)?; y, por ende, existe J € [I]* tal que {x,(&):a € J}y
{y.(&):a e J} estan completan{ente separados en X;. Finalmente, como la £-ésima
proyeccion es una funcién continua, resulta que {x, : @ € J} y{y, : @ € J} estan
completamente separados en X. O

Corolario 7.2.5. Si{X, : n < w} esunafamilia de espacios tal que C, (X)) es fuertemente
Sanin para cada n < w, entonces C,([ |, X,,) es fuertemente Sanin.

Para un espacio metrizable X con métrica d, x € X y € > 0, el conjunto B,(x) es la
bola abierta con centroen x yradio¢, i.e., B.(x):={y e X :d(x,y) < ¢e}.

Ahora, sean xk un nimero cardinal infinito y J, := (0,1] x {a} para cada a < k.
Ademas, sean J (x) = {(0,0)}U| J,, Jo y d : J(x) — Rla funcién determinada mediante

d((x,a),(y,B)):= {};;jl ZZ;g

Resulta que d es una métrica en J(k). Al espacio métrico resultante se le conoce como
el erizo metrizable de k espinas.
Una observacién relevante es que para cualquier 0 < £ < 1 se cumple que

B.({0,0))={(0,0)}U((0,&)xk) y B.((1,a))=(1—¢,1]x {a}.

Ademas,
B.({x,a))=(x—¢,x+ &) x{a}

cuando 0< x <1y e <min{x,1—x}.
Finalmente, recordemos que si A y B son subconjuntos no vacios de un espacio
métrico (X, d), la distanciaentre Ay B es

d(A,B):=inf{d(x,y):x€A A y €B}.

Ademads, es conveniente establecer d(A,{) := 1 para simplificar nuestra préxima de-
mostracion.

En nuestro siguiente resultado usaremos un hecho que serd demostrado en el
corolario 7.6.1: si A es un ntmero cardinal y X es un espacio topolégico, entonces
C(Cy(X))=C(C,(X x D(A)).

Teorema 7.2.6. Para cualquier cardinal infinito k se satisface que C,(J (k) es fuerte-
mente Sanin.
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Demostracion. Sean A un cardinal con cf(A) > w y {V/( fﬁ,Aﬁ, €): B < A} una familia
elemental en C,(J(k)) con (0,0) € ﬂﬁd Ap. Como R tiene calibre A y {B,(f3({0,0))):
B <A} C 15, existen ] € Ayre ({B:(f((0,0))) : B € I}. Luego, como cada fs es
continua y f3((0,0)) € B,(r), existe 0 < 65 < 1 con la propiedad de que fz[{(0,0)} U
((0,6] x K)] € B,(r). Asi, como R tiene calibre Ay {(0,0p): B € I} C 73, existen ] € [
y5€{(0,55): p e J}.

Seanp <wcon0<06—27"<6+277 <1, B:={6}xKky Bg := Ag\({(0,0)}U((0, 6]xK))
para cada 8 € /. En virtud de que B es cerrado, By es finito y BN Bg =, la funcién
h: ] — w dada por h(f) := min{p < n < w : d(B, Bg) > 27"} estd bien definida.
M4s atin, existe p < m < w de tal manera que si K := h~'{m}, entonces K € [J/]* y
d(B, Bg)>2"" para cualquier € K.

Sean 1 := 06 +2"" y X :=[n, 1] x k. En virtud de que la funcién identidad X —
[1,1] x D(x) es un homeomorfismo, sucede que C(C,(X)) = C(C,([n,1] x D(x))) =
C(Cy([n,1])) = UC (véanse la proposicion 7.1.6 y el corolario 7.6.1). Por esta razon,
como {V(f[x,Bg,€): B € K} es una familia de abiertos en C,(X), existen L € K1y
una funcién continua g : X — R con g €("\{V(fsx,Bg,€): p € L}.

Ahora, para cada a <k sea g, :[0,n] x {a} — R la funcién dada por

ga(<xra>):= (M)(x—iih- T.

Afirmacién. La funcién f : J(x) — R determinada mediante

T, six €[0,0],
flx,a)=1 g.((x,a)), sixeld,n]
g({x,a)), sixeln,1],

es continuay f €[ {V(fs,Ap,€): B €L}.

Claramente, f es continua en (0,0) porque f es la constante r en B;((0,0)). Sean
x€(0,1],a<kyUertgcon f(x,a)eU.

1. Six<0,existe p>0talque0<x—p <x+p<9.

2. Si x = 0, por continuidad de g, existe p > 0con0< x—p < x+p <Ny
gJllx, x+p)x{a}]CU.

3. Sid < x <n, por continuidad de g, existe p >0talque 6 <x—p <x+p<ny
al(x—p,x+p)x{a}]CU.

4. Si x = n, por continuidad de gy g, existe p >0cond < x—p <x+p <1,
8al(x—p, x]x{a}] S Uy gllx, x +p)x {a}] S U.
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5. Sin < x <1, por continuidad de g existe p >0talquen<x—p <x+p<ly
gllx—p,x+p)x{a}]cU.

6. Six =1, por continuidad de g existe p >0conn<x—p ygl(x—p, x]x{a}]CU.

En cualquier caso, f[B,({x,a))] € U. Asi, f es una funcién continua.

Para terminar, si § € L, (x,a) € Ag y z := (x, @) hay dos casos: si 0 < x < 0, entonces
fp(2) € B,(r), es decir, | f(z)— fg(2)| = |r — fg(z)| < €. Si x > 6, entonces z € Bg, lo cual
implica que

x—6=|x—06|=d((0,a),(x,a))=d((0,a),z)>d(B,Bg)>2"",

es decir, x > 6 +27" =1). De esta manera, |f(z)— fg(2)| =1g(2)— f(2)| < &. En suma,

Fe(V(fs,Ap,€): L} O
Una consecuencia del corolario 7.2.5 y el teorema 7.2.6 es:

Teorema 7.2.7. Para cualquier cardinal infinito k se satisface que C,,(J(k)“) es fuerte-
mente Sanin.

Por lo tanto,
Teorema 7.2.8. Si X es un espacio metrizable, entonces C,(X) es fuertemente Sanin.

Demostracién. Por el Teorema de Kowalsky (véase [20, Theorem 4.4.9, p. 282]), existe
un cardinal infinito x de tal manera que X es un subespacio de la potencia nume-
rable J(x)®. Luego, como C,(J(k)®) es fuertemente Sanin por el teorema 7.2.7, la
proposicién 7.1.4 garantiza que C,(X) es fuertemente Sanin. O

Finalmente, la proposicién 7.1.3 y el teorema 7.2.8 producen el siguiente resultado:

Teorema 7.2.9. Si X es un espacio submetrizable, entonces Cy,(X) es fuertemente Sanin.

7.3. Calibres de C,(X) cuando X es un intervalo de ordi-
nales

Si k es un nimero cardinal con cf(x) > w, una propiedad de las funciones de C([0, x])
y C([0, k)) es que son constantes en un segmento final de x (véase [54, Theorem (q)(5),
p- 130]). Este hecho permite establecer el siguiente resultado.

Lema7.3.1. Sik esun cardinal infinito, entonces k no es un calibre para Cy([0, k]) ni
para C,([0, ).
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Demostracién. En virtud de que ambos argumentos son similares, inicamente ex-
pondremos los detalles para C, ([0, k]). Si cf(x) = w, entonces el corolario 2.2.9 implica
que C,([0,x]) no tiene calibre k. Cuando cf(x) > w, paracadaa € S:={f +1: <k}
definimos y, :[0,k] — R mediante

1, sif=a,

Xa(ﬂ):{o’ si/a’;éa.

Consideremos la coleccion {V(;{a, {a,a+1},1/2):a e S} ysea J €[S]*. Si existe una
funcion f €({V(ya {a,a+1},1/2): a € J}, entonceshay § <k y r €Rcon f [[ﬂ,K]] C
{r}. Porltimo, si @ € [B,x]N J, entonces la condicién f € V(y,,{a,a+1},1/2) implica
que 1/2 < r yr <1/2 simultdneamente, un absurdo. O

Con el lema anterior es posible demostrar la siguiente proposicion:

Proposicion 7.3.2. Sik es un cardinal infinito, entonces
C(C,([0,x]))={A€ CN:cf(2) >k} =C(C,([0,x))).

Demostracion. Sean X := C,([0,k])y Y := C,([0, x)). Primero, las relaciones n w([0,x]) =
k=nw([0,x))y nw = iw implican que {A € CN : cf(A) > x} € C(X)NC(Y) (véase la pro-
posicién 7.1.6). Por otra parte, si A € CN cumple cf(A) < k, entonces como C, ([O, cf(A)))
no tiene calibre cf(1) (véase el lema 7.3.1) resulta que X y Y tampoco tienen calibre
cf(A) (véase la proposicién 7.1.4). En consecuencia, la proposicion 2.2.1 asegura que
A€ C(X)uC(Y). O

En particular, si ¥ y A son cardinales infinitos con A < k y cf(x) > w, entonces
[0,A] esta C-encajado en [0, k], A* es un calibre para C, ([0, A]) y no es un calibre para
C, ([0, x]). Esto demuestra que la otra contencién en la proposicion 7.1.4 no es cierta
en general, incluso cuando el subespacio esta C-encajado en el espacio.

Por otra parte, como el espacio discreto D(k) se condensa sobre [0, k]y

k € C(C,(D(k))\ C(C,([0,x]))

por las proposiciones 7.1.1 y 7.3.2, se deduce que la otra contencién en la proposi-
cién 7.1.3 tampoco es cierta en general.

Podemos fortalecer todavia mds la proposicién 7.3.2 para cualquier segmento
incial de ordinales.

Proposicion 7.3.3. Sia es un ordinal infinito, entonces

C(c,([0,al))={A € CN:cfin)>|al} = C(C, ([0, @))).
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Demostracion. Cuando|a|= a el resultado es la proposicién 7.3.2. Si|a| < o observe-
mos que, si X :=C, ([0, a]) yY:=C, ([0, a)), entonces las relaciones

iw([0,¢])<nw([0,a])<|al vy iw(0,a)<nw(0,a)<]|al
y la proposicién 7.1.6 implican que {A €CN:cf(A)> |a|} € C(X)Nn C(Y). Finalmente,

como [0,|a|] es un subespacio de [0, @) y [0, @], las proposiciones 7.1.4 y 7.3.2 garantizan
que C(X)UC(Y)<S {A€CN:cf(A)>|al}. O

Cerramos esta seccion con un par de ejemplos importantes de espacios C,, sobre
intervalos de ordinales:

Ejemplo 7.3.4. El espacio de funciones C,([0, w,)) tiene las siguientes caracteristicas:

1. Cy([0, w,)) es un espacio T, con la propiedad de Lindeldf;
2. C(C,([0, 1)) ={k € CN : cf(K) > w1}, ¥
3. P(Cy([0, w1))) = UC=WP(C,([0, w,))).
Demostracion. La prueba para el enunciado del inciso (1) se puede consultar en [84,

S.316, p. 280]. Por otra parte, la proposicién 4.2.10 constata el inciso (3), mientras que
la proposicién 7.3.2 garantiza el inciso (2). O

Ejemplo 7.3.5. El espacio de funciones C,([0, w,]) tiene las siguientes propiedades:

1. C,([0, w,]) es un espacio de Tychonoff; no normal y sin subespacios densos con la
propiedad de Lindelof;

2. C,([0,w,]) no es w-denso en RI"®1l;
3. C(C,([0, 1)) = {x € CN : cf(K) > w1}, ¥

4. P(Cy([0, w;]))=UC=WP(C,([0, w,])).

Demostracién. Los incisos (3) y (4) son consecuencia de las proposiciones 4.2.10 y
7.3.2. Porotrolado, en[84,5.317, p. 281] y [84, S.320, p. 282] se demuestra que C, ([0, w, ])
tiene las caracteristicas del inciso (1). Finalmente, en [85, Proposition 1, p. 268] se
prueba que si C,(X) es w-denso en RX, entonces X tiene pseudocardcter numerable;
en consecuencia, C, ([0, w,]) no es w-denso en RO, O
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7.4. Calibresde C,(X)cuando X eslaextension A-Lindelof

Concentrémonos ahora en la extensién A-Lindel6f de un espacio discreto infinito.
Recuerde que para un cardinal infinito x el espacio discreto D(k) es el conjunto k
equipado con la topologia discreta. Ahora, si A es un ntimero cardinal con w S A<k,
la extension A-Lindelof por un punto de D(x) es el conjunto L(A, k) := k U{x} equipado
con la topologia

TL(;LK)ZTD(K)U{UgL(A,K‘):KEU N |L()L,K‘)\U| <A}

Observemos que L(w, k) es la compactacién por un punto de D(k) y L(w;,«) es la
extension Lindel6f por un punto de D (k).

Lema 7.4.1. Six, A yu son cardinales con & < A < U < Kk, entonces G, (L(?L, K)) no tiene
calibre .

Demostracion. Para cada a < u denotemos por y,, : L(A, k) — R la funcién caracteris-
tica de {a}. Ademads, para toda i < 2 definamos F; :=[i —1/4,i +1/4]. Consideremos
a{V(ye{a,a+1},1/4): a < u}, tomemos J € [u]* y supongamos, en busca de una
contradiccién, que existe f € ﬂ {V(;{a, {a,a+1},1/4):a e ]}. Ahora, como Fyy F, son
subconjuntos ajenos de R, existe i < 2 tal que f(x) ¢ F, y, por ende, existe £ >0 con
B:(f(x))N F; =0. Fijemos U € T, (k) tal que f[U]C B,(f (k).

Observemos que si|JNU| < u, entonces |] \ U‘ = W, lo cual implica que u =
|] \ U{ < |L(?L, )\ U‘ < A <y, una contradiccion. Asi,| ] N U| = u y, por ende, el conjun-
to{a+1:a e JNU} tiene cardinalidad u. Seaa € JNU con a+1 € U. De esta manera,
como f € V(y, {a,a+1},1/4),resultaque f(a) € B.(f(x))NF y f(a+1)€ B.(f(k))NE,
una contradiccion a la igualdad B,(f(x))N F;, =0. O

Una combinacion de la proposicién 2.2.1 y el lema 7.4.1 produce el siguiente
corolario.

Corolario 7.4.2. Sik, A yu son cardinales con w < A< cf(u) <k, entonces C, (L(/l, K))
no tiene calibre (.

En nuestro siguiente resultado utilizaremos la equivalencia del lema 7.1.2.

Lema 7.4.3. Sik, A y u son cardinales con u regular y v < u < A < Kk, entonces
C, (L(A,x)) tiene calibre .

Demostracion. Sea {V(f,, Ay, €): @ < u} una familia elemental. Por el teorema 1.2.3,
existen I € [u]* y un conjunto A con A= A, N Ag, siempre que a, § € I son distintos.
Durante el resto de la prueba supondremos sin perder generalidad que A # 0 y que
A, \ A#0 paracadaa €1 (si este no es el caso, como |{ J,., Al < p <k, existe una
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coleccion {&, :a <pu+1} K\, uAa enumerada sin repeticiones. Asi, si para cada
a < u se define B, := A, U{,,&,}, e I €[u]*y B cumplen B = B, N Bg, siempre que
a, B € I son distintos, entonces £, € By £, € B, \ B para cualquier a € I. Ademds,
para cualquier a € I la relaciéon f € V(f,, B, €) implica que f € V(f,, Ay, €)).

Dicho lo anterior, sean mewynewtalesque A={&;:i <m}yA,\A={&(a,i):
i<n}paracadaael.
Caso 1.k & J{A,:ael}.

Dado que la siguiente afirmacion serd necesaria varias veces, presentamos todos
los detalles de su prueba.

Afirmacion. Existen colecciones {E; : i < m}, {x; : i <m}, {F;: j<n}y{y;:j<n}
de tal manera que las siguientes condiciones se satisfacen para cualesquiera i < my
j<n:

1. Eye[I]¥

2. sii+1< m, entonces E;; €[E;]*;
x; €({Bo(fal€:)): @€ Ei};

K e[Epal%

> 8

5. si j+1<n, entonces F;,; €[F;#,y

6. ¥ €[ H(Be(ful&(a, [)): @ € F}.

Los primeros tres puntos los obtendremos por recursion finita sobre m. En efecto,
como R tiene calibre u porla proposiciéon4.2.10(1), existen Ey €[] y xy € ﬂ{BE(fa(éo)) :
@ € Ey}. Luego, si para alguna i con i +1 < m hemos construido familias {E; : j < i}y
{x;: j <i} conlas propiedades deseadas, el hecho de que R tiene calibre u implica la
existencia de By € [E;* y X1 €[ {Be(ful€i+1)): @ € Epp}.

Los tres puntos restantes los conseguiremos por recursién finita sobre n. Pa-
ra empezar, el hecho de que R tiene calibre y implica que hay F € [E,,_1]* vV ) €
({B:(fo(&(a,0))) : @ € Ry}. Lo que sigue es suponer que para alguna j con j+1<n
hemos construido familias {F;, : k < j} y {y, : k < j} con las caracteristicas reque-
ridas. Finalmente, como R tiene calibre y, resulta que existen Fj,, € [F;j]* y yj,; €
{B(fu(&la, j+1): @€ Fy ).

Ahora, sea f : L(A,x) — R la funcién dada por

0, si&eLAx)\|J{A :aeF, 1},
f(&)=A x;, Si3i<m(§:§i),
yj, sida€F,,3j<n(E=¢&(a,))).
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Observemos que las relaciones |U{Aa : aan_1}| Spu<Ayk €| J{A,:a € F}
implican que f es una funcién continua. Ademds, f es un elemento de [ |{V(f, Ay, €):
a<€F, 1}

Caso2.x €| {A,:ael}.

Sea I*:={ae€l:x € A,}. Cuando|I*| < u, resulta que }I\I* =puyké| A, :ae
I'\ I*}. Por lo tanto, un razonamiento similar al realizado en la Afirmacién del Caso
1 produce J € [I\I*]*y f € C,(L(A,x))con f € ﬂ{V(fa,Aa,s) :a € J}. Supongamos
entonces que|I*| = u. Ademds, como k €[ |{A, : @ € I*}, podemos suponer sin perder
generalidad que &, = k. Luego, un argumento similar al hecho en el Caso 1 permite
construir colecciones {E; : i <m}, {x; : i <m}, {F;: j<n}y{y;:j<n}detal manera
que las siguientes condiciones se satisfacen para cualesquierai < my j < n:

—

. Eye[I*Fy R e[Ep ¥
2. sii+1<my j+1<n,entonces E;,, €[E;*y Fi; €[F%;
- X €({B(fol&)): @ € Ei};

- Y €MUB:fulEla j)): a € ).

Para terminar consideremos la funcién f : L(A,x) — R definida como

w

'S

X, si€e L K\UiAeiae F,
fE)=1x, sidi<m(E=¢&;),
v, sidaeF,3j<n(E=¢&a ).

De esta manera, como |U{Aa\{K} ‘a€ Fn_1}| Sp<A kg A\ {k}:ae Fy}
y fILA, &)\ [ J{Ae \ {k} : @ € F,_1}] € {x}, lo que sucede es que f es una funcién
continuay f €( {V(fy,, A, €): @ € F,_1}. O

Corolario 7.4.4. Sik, A y u son cardinales con w < cf(u) < A < Kk < u, entonces
C, (L(A,x)) tiene calibre .

Demostracién. Primero, como k es un subespacio denso, discreto y abierto de L(A, k)
se satisface que {{a}: @ < k} es una -base para L(A, k) de cardinalidad «; en conse-
cuencia, Tw (L(?L, K)) <k <. Luego, como cf(u) es un calibre para C, (L(A, K)) por el
lema 7.4.3, se deduce que u es un calibre para C, (L(A, K)) por la proposicién 2.2.3. O

Nuestro siguiente resultado es la versiéon para cardinales singulares del lema 7.4.3.

Lema7.4.5. Sik, A yu son cardinales con w < cf(u) < u <A<k, entonces C, (L(/l, K))
tiene calibre .
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Demostracion. Sea {V(gy, B,,¢) : v < u} una familia elemental. Ademas, sea {u, :
a < cf(u)} una coleccién de cardinales regulares no numerables con las siguientes
propiedades:

L. sup{uq:a<cflu)}=pu,y

2. paracada a < cf(u), méx{cf(u), supfug : g < a}} <Ug-

Ahora, sea I, := [, Uqs1) para cualquier a < cf(u). Para cada y € Ua<cf(u) I, sean

fla,y) =g, y Ala,7) = B,, donde a < cf(u) es el unico ordinal con y € I,. Por el

teorema 2.8.8, I € [cf(,u)]cﬂ“), {Jo:ael}, {A,:ac I}y Aque satisfacen las siguientes

condiciones para cualesquiera «, 8 € I distintos:
L Jq € Lg]ten;
2. AgNAg =4
3. siy, 6 € J, son diferentes, entonces A(a,y)NA(@,0) = Ay;
4. cuandoye€ J,yo € Ig Ala,y)NA(B,0)=A,y
5. |Aql=14p].

Durante el resto de la prueba supondremos sin perder generalidad que A ##, que
A, \A#@paracadaael,yque A(@,7)\ A, #0 para cualesquieraa €I y y € J,. Sean
m,n,p € wtalesque A={f;:i <m}, A,\A={&(a,j): j<n}paracadaacl,y
Ala, )\ A, ={&(a,7,k): k < p} para cualesquieraac I yy € J,.

Caso 1.k &| J{A(a,7):ael A ye],}

A continuacién presentamos tres enunciados sin demostracién puesto que cada
uno de ellos se prueba con un procedimiento similar al expuesto en la Afirmacién del
lema 7.4.3.

1. Para cualquier a € I existen colecciones {E(@,1):i <m}y {x(a,i):i < m} de tal
manera que las siguientes condiciones se satisfacen para cualquier i < m:
(@) E(a,0)€[Jy]!=;
(b) sii+1<m,entonces E(a,i+1)€[E(a,i)He,y
© x(a,i)e({B:(f(a,)E)):y € Ele, i)}

2. Existen colecciones {K; : i < m} y {x; : i < m} de tal forma que las siguientes
condiciones se satisfacen para cualquier i < m:
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(@) Koe[1]0;
(b) sii+1< m,entonces K;,, € [K;]™,y
(€) x;€ ﬂ{B%(x(a, i)):aekK;}.
3. Para cualquier ¢ € K,,,_; existen colecciones {F(a, j): j < n}, {y(a, j): j < n},
{G(a,k): k< p}y{z(a k): k < p} de tal manera que las siguientes condiciones
se satisfacen para cualesquiera i <m, j<nyk < p:
@ F(a,0)€[E(a,m—1)}*y G(a,0)€[F(a,n—1);

(b) sij+1<nyk+1<p,entonces F(a, j+1)€[F(a, j)+ yG(a,k+1) e
[G(a, k)]Fe;

(© J’(a» ]) € ﬂ{Be(f(a’ 7’)(5((1, ]))) ‘re F(a, ])}! y
(d) z(a, k)€ {B:(f(a r)&(a, T, k): 1€ Gla, k)}.

Ahora, sea f : L(A,x) — R la funcién dada por

0, si&eL(A,x)\J{Ala,7):a€ Ky A yeG(a,p—1)},
X;, siﬂi<m(§=§i),

y(,j), side€K, 3j<n(E=Ea)),

z(a, k), sidaeK,, ,IyeGla,p—1)3Ik<p(E=E(ar k).

f&):=

Observemos que las relaciones |U{A(a, r):a€eK, 1 ANyeGla,p— 1)}| SUu<iyk¢
U{A(a,y) :a€ K, ; ANyeG(ap—1)} implican que f es una funcién continua.
Finalmente, notemos que G := U{G(a, p—1):aeK,,_,}satisface larelacion|G|=puy,
ademas, f es un elemento de ﬂ{V(gy, By,£):y€G}l.

Caso 2.k €| {A(a,7):a€l A ye],}

Sea I*:={aeI:3y € J,(k € A(a,7))}. Cuando |I*| < cf(u), sucede que }I \ I*| = cf(u)
yk €| J{Ale,y) : @ € I\I* A y € J,}. Por lo tanto, un razonamiento semejante al
expuesto en el Caso 1 produce G € [u]*y f € C,(L(A,k))con f € ﬂ{V(gy, By, &):y€G}.

Supongamos entonces que |I*| = cf(u). Paracadaa € [*sea I} :={y € J, : Kk €
A(a,7)}. Luego, si I’ :={a e I* :}I;{ = Uqs1} cumple |I" < cf(u), entonces | I*\ I’} =cf(u)
vk ¢\ J{Ala,r):aeI*\I' Ay e Jo\I}}. Asi que, una vez més, argumenos similares alos
presentes en el Caso 1 proporcionan G € [u]*y f € C,(L(A,K)) con f € ﬂ{V(g,,, By, ¢€):
r€G}.

Resta considerar cuando |I ’| = cf(u). Observemos que, como k € ﬂ{A(a, r):ae
I’ A y € I}, podemos suponer sin perder generalidad que £, = k. En estas circunstan-
cias, una deduccién parecida a la expuesta en la Afirmacién del lema 7.4.3 permite
demostrar la siguiente terna de enunciados.
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1. Para cualquier a € I’ existen colecciones {E(a,i):i < m} y {x(a,i):i < m} de

tal manera que las siguientes condiciones se satisfacen para cualquier i < m:
(@) E(a,0)€[l;]te;
(b) sii+1<m,entonces E(a,i+1)€[E(a,i)He,y
© x(a,i)e(W{Bs(f(a,r)E:)):y €E(a, i)}

2. Existen colecciones {K; : i < m} y {x; : i < m} de tal forma que las siguientes

condiciones se satisfacen para cualquier i < m:
(@) Koe[I'1W;
(b) sii+1<m,entonces K;,; €[K;]™,y
(© x; € [{B:(x(a,i)):aeK;}.

3. Para cualquier ¢ € K,,,_; existen colecciones {F(a, j): j < n}, {y(a,j): j < n},
{G(a,k): k< p}y{z(a k): k < p} de tal manera que las siguientes condiciones
se satisfacen para cualesquierai <m, j<nyk <p:

(@) F(a,0)e[E(a,m—1)}'=1y G(a,0)€[F(a,n—1)t;

(b) sij+1<nyk+1<p,entonces F(a,j+1)e[F(a, j)I*yG(a, k+1)e
[G(a, k)Her1;

(© yla,j)e ﬂ{BE(f(a’ ‘}’)(5(6{, ): re F(a, j)}by
() z(a, k)e({B:(f(a,1)E(a,1,k)): ¥ € G(a, k)}.

Para finalizar consideremos la funcién f : L(A, k) — R determinada mediante

e si&e L(A,x)\J{Ala,7):ae Ky A YEG(a,p—1)},
£ sidi<m(E=¢,),

y(e,j), sideeK, 3j<n(E=E&a)),

z(a, k), sidaeK, IyeGla,p—1)3Ik<p(E=E(ar k).

f&):=

Deestaforma, como{U{A(a,y)\ {x}:aeK,_; AyeG(a,p— 1)}‘ Su<A k& A, 1)\
{k}:a € Kuy AyeGlap—1}y fFILAK\UA@ )\ {k} :a € Ky AT €
G(a,p —1)}] € {x}, lo que sucede es que f es una funcién continua. Por dltimo,
observemos que G := U{G(a, p—1):aeK,,_;} cumplelarelaciéon|G|= u y, ademas,
f esun elemento de ﬂ{V(gy,Br,s):ye G} O

Con estos resultados previos podemos determinar con precision los calibres de
C, (LA, K)).
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Teorema 7.4.6. Sik y A son niimeros cardinales con w < A <k, entonces

C(C, (LA, %)) ={p e CN: cf() > K} U{pe CN: ef(l) > @ A p< AJU
{ueCN:cflu)>w A cflu) <A A kK <u}.

Equivalentemente,

C(C, (LA ) ={ue CN:cflw)> w A pg[A,K] A cflu) ¢14,k1}.

Demostracion. Sean A :={u € CN:cf(u) >k}, B:={ueCN:cflu)>w A u<Aily
C:={ueCN:cf(u)>w A cflu) < A A k < u}. Para comprobar que todos los elementos
de AU BU C son calibres para C, (L(/l, K)), observemos primero que la identidad es
una condensacién de L(A, k) sobre L(w, k). Por esta razén, las proposiciones 7.1.3y
7.1.6 combinadas con la igualdad nw (L(a), K)) =k implican que

AcC(c, (LK) C(C, (LA, 1))

Ademaés, el lema 7.4.3, el corolario 7.4.4 y el lema 7.4.5 garantizan que los elementos
de BUC son calibres para C, (L(A,x)).

Para la contencién restante, supongamos que ¢ € CN no es un elemento de AU
BUC. Como la igualdad cf(u) = w implica que u no es un calibre para C, (L(?L, K)) por
el corolario 2.2.9, podemos suponer adicionalmente que cf(u) > w. Ademds, notemos
que se cumplen las relaciones cf(u) <k y A < u porque u ¢ AUB.

Resta analizar qué pasa cuando k < y y cuando u < k. Sik < y, la condicién u ¢ C
asegura que A < cf(u) y, por ende, la relacién cf(u) < xk y el corolario 7.4.2 garantizan
que y no es un calibre para C, (L(/X,K)). Finalmente, si u < k, larelaciéon A < y y el
lema 7.4.3 constatan que ¢ no es un calibre para C, (L(A, K)). O

Comfort y Negrepontis obtuvieron el siguiente resultado relacionado con los cali-
bres de C, (L(/l, K), D(Z)) (véanse el ejemplo 2.6.1 y [16, Theorem 4.2, p. 80]):

Teorema 7.4.7. Sik y A son cardinales con v < A< Kk, entonces

C(C, (LAx), D@)) ={neCN: cflu)> A uE[A,k] A cf() &[A,x]}.
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7.5. Calibres de C,(X) cuando X es un producto topolo-
gico

Con respecto a los calibres de los espacios C, sobre productos topolégicos, la pro-
posiciéon 7.2.4 y el corolario 7.2.5 fueron nuestros pasos iniciales en esta direccion.
Para obtener més resultados necesitamos establecer primero una generalizacién de
[8, Lemma 9, p. 683] para calcular el i-peso de un producto abitrario.

Proposicién 7.5.1. Si A es un niimero cardinal y {X, : a < A} es una coleccion de
espacios de Tychonoff con al menos dos puntos, entonces

iw(l_[Xa) =A-sup{iw(X,): a <A}

Demostracion. Sean X :=[],., Xo yu:=A-sup{iw(X,): a < A}. Si paracadaa < A
fijamos un espacio de Tychonoff Y, tal que X, se condensa sobre Y, y i w(X,)= w(Y,),

entonces X se condensa sobre el espacio de Tychonoff | |, Y,; en consecuencia,

iw(X)< w(l_[Ya):A-sup{w(Ya):a</l}:u.

a<i

Para determinar la desigualdad opuesta observemos que si Y es un espacio de
Tychonoff de forma que X se condensa sobre Y y i w(X)= w(Y), entonces, como cada
X, se encaja en el producto X, inferimos que todos los X,, se condensan sobre un
subespacio de Y; por ende, obtenemos que sup{i w(X,):a < A} < w(Y)=iw(X).

Lo que falta es notar que si 1 < A < w, lo hecho hasta ahora garantiza que i w(X) = u.
En caso de que A > w, utilizamos que el cubo de Cantor D(2)* se encaja en X y que el
i-peso es monotono para asegurar que

A=nw(DE})=iw(D@")<iw(X).
En suma, u < i w(X). O

Una consecuencia de la proposicién 7.5.1 y el Teorema de Hewitt-Marczewski-
Pondiczery (véase [32, Theorem 11.2, p 42]) es que el i-peso numerable se preserva
bajo productos numerables y la separabilidad se preserva bajo productos de a lo sumo
¢ factores. Estos hechos y el corolario 7.1.7 implican lo siguiente.

Corolario 7.5.2. Sean1< n < w y{X,:a < A} una familia de espacios de Tychonoff. Si
denotamos por X al producto topologico | |-, X, entonces los siguientes enunciados
son ciertos.
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1. Sicada X, tienei-peso numerabley1 < A < w, entonces C, ,,,_,(X) es fuertemente
Sanin.

2. Cuando todos los X, son separablesy1 < A<, Cp,,,(X) es fuertemente Sanin.

3. En consecuencia, si cada X, es un espacio separable con i-peso numerable y
1 <A< w, entonces C, ,(X) es fuertemente Sanin.

Por ejemplo, si S es la recta de Sorgenfrey, entonces para cualesquiera 1< A< wy
1< n < w se satisface que Cp,n(SA) es fuertemente Sanin.

Ademds, con las proposiciones 7.1.6 y 7.5.1 podemos dar muchos calibres para los
espacios C, en los productos de espacios de Tychonoff no triviales:

Proposicion 7.5.3. Sean A un niimero cardinal y{X, : @ < A} una coleccion de espacios
de Tychonoff con al menos dos puntos. Si = A-sup{iw(X,):a <A}y X, := Ha<x Xy
entonces

{keCN:cf(k)>u} C C(Cp (Xﬂ)).

En particular, cuando X es un espacio de Tychonoff no trivial,
(k€ CN: cf(k)> A- iw(X)} € C (c,, (XA)).

Un resultado de factorizacién, que es un caso particular de un enunciado més
general presentado en el problema [84, 298, p. 33], establece lo siguiente: si A es un
numero cardinal, {X, : @ < A} es una familia de espacios topolégicos, el producto
[ [<; X« tiene la propiedad de Lindelofy f : [ [, X, — R es una funcién continua,
entonces f depende de menos de w; coordenadas.

Nuestro objetivo ahora es determinar la coleccién C(Cp(D(Z)’l)) para todo cardinal
A2 w. Una consecuencia del resultado mencionado en el parrafo anterior es que, si

A es un cardinal y f € C(D(2)*), entonces f depende de menos de w, coordenadas.

Este hecho sera utilizado en el siguiente resultado:
Proposicion 7.5.4. Si A es un cardinal infinito, entonces Cp(D(Z)l) no tiene calibre .

Demostracién. Primero, si cf(A) = w, entonces el corolario 2.2.9 asegura que A no
es calibre para Cp(D(Z)A). Cuando cf(A) > » hacemos lo siguiente: para cada a <
A, denotemos por x, : A — D(2) a la funcién caracteristica de {a}; fijemos U,, un
subconjunto abierto y cerrado de D(2)*, con la propiedad de que {x,} = U, N {xg:B<
A}, y denotemos por y,, : D(2)* — R ala funcién caracteristica de Uj,.

Consideremos la coleccién {V(){a, {xg X1 1, 1/2):a < A} y tomemos J €[A]*. En
busca de una contradiccién, supongamos que existe una funcién

feﬂ{v()(ar{xwxaﬂ}rl/z):aej}-
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Sea A € [A]S® tal que, para cualesquiera x, y € D(2), f(x)= f(y) siempre que x[,=
y14. Finalmente, si @ € J N(sup A, A), entonces x,[ 4= X4.1[4 V¥, por ende, si hacemos
r:=f(x4) = f(x441), lacondicién f € V(yg4,{X4, X441}, 1/2) implica el absurdo r < 1/2
yl/2<r. O

Teorema 7.5.5. SiA es un numero cardinal, entonces
C(c,, (D(Z)A)) — {k € CN : cf() > A}.

Demostracion. Para empezar, como nw (D(Z)A) = A, la proposicién 7.1.6 asegura que
(ke CN:cf(k)> A} € c(cp (D(z)’l)).

Por otro lado, si k € CN cumple cf(x) < A, entonces una combinacién de las por-
posiciones 7.1.4 y 7.5.4 implica que C,,(D(Z)A) no tiene calibre cf(x). Por dltimo, la
proposicion 2.2.1 asegura que k no es un calibre para Cp(D(Z)A). O

A partir del resultado previo podemos determinar con precisién la coleccién de
calibres del espacio C,, de un producto topoldgico, siempre que los factores sean no
triviales y tengan i-peso acotado convenientemente.

Proposicion 7.5.6. SiA es un niimero cardinal, {X,, : @ < A} es una coleccion de espacios
de Tychonoff de tal modo que, para cadaa <A, iw(X,) <A y|1Xy1 22, y Xp =] [ yer X
entonces

(G, (Xz))=tx € CN:cfix) > A}.

Enespecial, si X es un espacio de Tychonoffno trivial coniw(X) < A, entonces C(C,(X M=
{k € CN : cf(x) > A}.

Demostracion. Las proposiciones 7.1.4, 7.5.3 y 7.5.5 garantizan, respectivamente, que
c(c,(x))<c(c, (@),
{x e CN:cf(k)> A} € C(C, (Xz)) v
C (Cp (D(g)l)) C {x € CN: cf(k) > A}

Por lo tanto, C (C,,(Xﬂ)) ={xk e CN:cf(x)> A} O

Arhangel’skii y Tkachuk demostraron en [7] que si X es un espacio compacto
de Hausdorff y cf(w(X )) > w, entonces cf(w(X )) no es un calibre para C,(X). Este
resultado es ttil para comprobar que la restriccion sobre el i-peso del espacio es
necesaria en la proposicién 7.5.6:
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Proposicion 7.5.7. Si X un espacio compacto de Hausdorff no trivial y A es un cardinal
infinito con cf{w(X)) > A, entonces

{w(X), cw(X))} € {x € CN: cfix) > A}\ C(cp (xi)).

Demostracién. Claramente, tanto w(X) como cf(w(X)) pertencen a {k € CN : cf(x) >
A}. Por otra parte, w(X*)=A- w(X)= w(X) (véase [36, Cap. 5]); en particular, X* es un
espacio compacto de Hausdorff con cf(w(X*)) = cf(w(X))> A > w y, por consiguiente,
cf{w(X)) no es un calibre para C,(X *) por el teorema de Arhangel’skii y Tkachuk.
Finalmente, la proposicién 2.2.1 garantiza que w(X) tampoco es un calibre para
C,(XH). O

Por ejemplo, para cualquier cardinal infinito k, ¥ es un elemento de {z € CN :
cf(u) > x} y no es un calibre para C,([0,x*]*). Asi, la restriccién i w(X) < A es indispen-
sable en la proposicién 7.5.6.

7.6. Calibres de C,(X) cuando X es una suma topologica

Para una familia de espacios topolégicos {X, : @ < A} emplearemos el simbolo X;
para denotar la suma topolégica @, ; X, El propésito de esta seccion es obtener
resultados al respecto de la coleccién C(C,(X)).

Una primera observacion es que, por un teorema clasico de dualidad (véase [4]),
C,(X;) es homemorfo al producto topolégico [ [, C,(X,). Porlo tanto, los resultados
conocidos acerca de la preservacion de calibres en los productos son ttiles para deter-
minar las condiciones de cadena de C,(Xj). El siguiente corolario es una consecuencia
del corolario 2.2.9 y el teorema 2.8.12.

Corolario 7.6.1. Sean k un cardinal infinito, A un niimero cardinal, {X, : a < A} una
familia de espacios topolégicos y X un espacio topolégico.

1. URN(Ne2 C(C,(X,) € C(Cy (X)) €[ Nger CIC, (X))

2. Sid<cf(k) yk €[5 C(Cy(Xy)), entonces k € C(Cy(X,)).

3. C(C,(X))=C(C,(X x D(A)).

Una pregunta natural es bajo qué condiciones se satisface que

C(Cy (X)) =) CCp(Xa))- (7.6)

a<i

Para ciertas clases de espacios no es dificil comprobar que la relacién (7.6) siempre se
verifica.
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Proposicion 7.6.2. SiA es un niimero cardinal y{X, : a < A} es una familia de espacios
discretos, entonces

C(Cy (X)) =) CCp(Xa))-

a<i

Demostracion. Siy:=A-sup {|Xa| a< /1}, entonces
Gx)=[ [Cpxa =] [RY =R
a<i a<i

y, por ende, la proposicion 4.2.10 implica que

C(Cp(X)=C(R*)=UC= ") C(R*) = (") C(C\(X,))-

a<i a<i

O

Ahora, con el objetivo de proveer un resultado en este sentido para los espacios
particulares que presentamos en las secciones anteriores, a continuaciéon expondre-
mos un teorema nuevo al respecto de la preservacién de las condiciones de cadena en
productos topolégicos. Lo primero que haremos serd demostrar un lema auxiliar.

Lema 7.6.3. Seank un cardinal infinito con cf(x) > w, A un ntimero cardinal y{X, : a <
A} una familia de espacios topoldgicos. Sean . < cf(k) un niumero cardinal y{Yg : < u}
una familia de espacios topolégicos que satisfacen las siguientes condiciones:

1. para cualquier a < A, existe § < con X, = Yg;
2. paratoda 3 <, existea <A tal que Yg = X, y
3. cuando f <y < u, Ys no es homeomorfoay,.

Entonces, si A € {C,P,WP}, la condicién k €(),.; AX,) implicak € A([T,<1 Xo)-

Demostracion. Si para cada f < u definimos Jp :={a <A: X, =Yg}y Z5 = Yﬂuﬂl,
entonces claramente {/; : § <u} es una particion de Ay

[Tx=T T 1% |=2] |2
a<i B<u \ acjp B<u

Luego, como k € m/ﬂ<u A(Yp), por el teorema 2.8.12(3) se satisface que k € A(Zp)
siempre que 8 < uy, por ende, el teorema 2.8.12(2) implica que k € A (H/ku Zg ) O
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Proposicion 7.6.4. Los siguientes enunciados son equivalentes para A € {C, P, WP}.

1. Si A es un nimero cardinal, {1, : a < A} es un subconjunto de CN y{X, : a < A}
es una familia de espacios topoldgicos que satisfacen las siguientes condiciones
para cualesquieraa <Ay B < A:

(@) AX,)={xeCN:cf(k)> A}, ¥y
(b) sid,=Ap, entonces X, = Xg,

entonces( ), AXy) =A(] [ <2 X

2. Si A es un niimero cardinal, {A, : @ < A} es un subconjunto de CN y{X, : a < A}
es una familia de espacios topologicos que satisfacen las siguientes condiciones
para cualquier a < A:

(@) A(X,)={xeCN:cf(k)> A}, ¥y
() {Ap : B <A} es estrictamente creciente,

entonces | )y<3 AXg) = A(] [4<1 Xa)-

Demostracion. Para ver que (1) implica (2) supongamos que las condiciones (2)(a)
y (2)(b) son ciertas. Nuestro objetivo es demostrar que (1) (b) es cierta también. En
efecto, sia <Ay <A cumplen A, = Ag, entonces (2)(b) implica que @ = y, por lo
tanto, X, = Xg; en particular, X, = Xp.

Para ver que (2) implica (1) supongamos que las condiciones (1)(a) y (1)(b) se

cumplen. Sea {us : f < u} una enumeracion estrictamente creciente de {4, : a@ < A}.

Para cada f <usea Jg :={a <A:A,=pug}. Ademds, sea f : u — A una funcién de tal

manera que f(f) € J; para toda 8 < u. Claramente, {5 : < u} es una particion de A.

Ahora, notemos que si 8 < u, entonces

AX ()= {k € CN:cf(k)> Ay} = {Kk € CN: cf(k) > g }.
Para cada § < i sea Zg :=(Xf(5))#!. Resulta entonces que
)={keCN:cf(k)> g}

por el teorema 2.8.12(3). En consecuencia, el inciso (2) implica que () b<u A(Zp) =
AT p<uZp)- Finalmente, como

[Tx=[T 1% |2]12 v NAxI=(AZ),

a<i B<u \ agjp B<u a<i p<u

obtenemos que [ ),.; A A([ T X O
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Resulta que para familias de espacios como los que menciona la proposicién 7.6.4,
la ausencia de cardinales en ), A(X,) con cofinalidad débilmente inaccesible es
suficiente para garantizar que [),.; A(X,) = A(] [ <, Xo)-

Teorema 7.6.5. Sean A € {C, P,WP}, {Ag 1@ < A} y{X, : @ < A} como en la propo-
sicion 7.6.4(1). Si cf(k) no es débilmente inaccesible para cualquier k € (,.; A(Xy),
entonces( )y, AXy) = A [ <1 Xo)-

Demostracion. Observemos que, como la contencion [),.; A(X,) 2 A(] [ <, Xo) siem-
pre se satisface, inicamente necesitamos demostrarlainclusion ()., A(X,) € A(] [ <3 Xo)-
Sea k un elemento de ()., A(X,) y supongamos que x no pertenece a A([ [, Xq)-

Sea ~ la relacién de equivalencia en A definida mediante a ~ 8 siy sélo si X, =
Xp. Si J un sistema completo de representantes para ~, {Xg : € J} satisface las
condiciones (1), (2) y (3) del lema 7.6.3. Por lo tanto, la relacion x € [, A(X,) \
A(] [ <2 Xo) implica que|J| > cf(x).

Notemos ahora dos cosas: primero, la condicién k € ()., A(X,) garantiza que
{Aq 1 @ < A} C cf(x); segundo, si @, B € J cumplen a # 8, entonces A, # A porque
X, no es homeomorfo a Xz. De esta manera, {1, : @ € J} es un subconjunto de cf(x)
de cardinalidad cf(x) y, por ende, cf(x) es un cardinal débilmente inaccesible por el
lema 1.2.7. O

Corolario 7.6.6. Si no hay cardinales débilmente inaccesibles, entonces los enunciados
de la proposicién 7.6.4 se satisfacen.

Corolario 7.6.7. Sean A un ntimero cardinal, {X, : @ < A} una familia de espacios y
{Aq : @ < A} una coleccion de cardinales de tal forma que las siguientes condiciones se
verifican para cualesquieraa <Ay < A:

1. C(Cy(X,))={k €CN:cf(r)>A,}, ¥
2. sidq =Ag, entonces C,(X,) = Cy(Xp).

Si para cualquier x € ﬂ w<r C(Cy(X,)) se satisface que cf(k) no es débilmente inaccesible,
entonces

CCy (X)) =) C(Cp(Xa))-

a<i

Es importante resaltar que por la proposicién 7.5.5, si cada X, es de la forma D(2)",
entonces se satisfacen las condiciones (1) y (2) establecidas en el corolario 7.6.7. En
estas circunstancias, si no existen cardinales débilmente inaccesibles, se cumple la
relacion (7.6).

No obstante, para ciertos casos particulares no es necesaria la hipotesis acerca de
la no existencia de cardinales débilmente inaccesibles:
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Lema 7.6.8. Sean A un niimero cardinal y {X, : @ < A} una familia de espacios de tal
forma que las siguientes condiciones se verifican para cualesquieraa <Ay 5 < A:

1. C(Cy(Xy))={r € CN: cfr)> | X, |} y
2. a<p < Aimplica|X,|#|Xg|.

Bajo estas hipdtesis,

CCy (X)) =) CCp(Xa))-

a<i

Demostracion. Sea k, :=|X,| para cada a < A. Notemos que sik €[, C(Cy(X,)), en-
tonces cf(x) € (),<, C(Cy(X,)) (véase la proposicién 2.2.1) y, por ende, cf(x) € C(C, (X))
por el corolario 7.6.1(1). Ademads, como {x, : a < A} C cf(x), resulta que A = |{x,:a <
A} < cf(x) y sup{x, : @ < A} < cf(x). Finalmente, las relaciones

nw(Cp(Xs)) =|Xs| :A-sup{Ka a< /1} <cflk)<x
implican x € C(C,(X;)) en virtud de la proposicién 2.2.3. O

Proposicion 7.6.9. Sean A un niimero cardinal y{X, : a < A} una familia de espacios
de tal forma que las siguientes condiciones se verifican para cualesquieraa <Ay p < A:

1. C(C,(Xy))={r € CN: cf(r) > [X,|};
2. Xy = Xp siempre que|X,|=|Xg|, y
3. sily:={y <A:|X,|=|X,l|}, entonces|X,|- I, =X,

Bajo estas hipotesis,

C(Cy (X)) =) CCp(Xa))-

a<i

Demostracién. Sean A, :=|I,|y k, :=|X,| para toda a < A. Sea ~ la relacién de equi-
valencia en A determinada mediante la regla a ~ 8 siy s6lo si k, = k. Observemos
que si J es un sistema completo de representantes para ~y X; := @, ;(X, x D(4,)),
entonces Cp(XS) = Cp(X 7). Ademads, para cualquier « € J el corolario 7.6.1(3) y el inciso
(3) constatan que

C(Cp(Xy x D(A) = C(Cpy(X,)) = {x € CN: cf(x) > K0}

={k € CN: cf(K) > K¢ - Ay}
={rx € CN: cf(x) > |X, x D(A,)]}.
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También, si @, B € J son distintos, entonces | X, X D(A,)|=Kq Ay =Ko #FKp =Kp-Ag =
| X x D(Ag)|. Por lo tanto, el corolario 7.6.1y el lema 7.6.8 garantizan que

() CC (X)) S [ CUCy (X)) = () CC,(Xa X D(A,)))

a< ac] ac]

= C(Cy (X)) = CC, (X)) € () TG, (Xa)-

a<i

O

El siguiente corolario es consecuencia de la proposicién 7.3.2, el teorema 7.4.6 y la
proposicion 7.6.9.

Corolario 7.6.10. Sean A un niimero cardinal y {x, : a < A} una familia de cardinales
distintos dos a dos. Si cada X, es de la forma[0,x,],[0,k,), L(w, k) 0 L(w,, K,), entonces

C(Cy (X)) =) CCp(Xa))-

a<i

Para concluir este trabajo presentamos un ejemplo para constatar que, en general,
la igualdad (7.6) no necesariamente es cierta. Le recomendamos al lector consultar la
seccion 7.4 para estar familiarizado con la notacién.

Lema 7.6.11. Sik y A son cardinales con w < A< k ycf(A) > w, entonces para cualquier
fecC ( (A, K)) existe un subconjunto abierto U de L(A,x) conk € U y f[U]={f(x)}.

Demostracion. Observemos que para cada n < w el conjunto U, := f [ B,-.(f (K))] es
abierto en L(A, k) y k € U,. Luego, como larelacion cf(A) > w implicaque U =), ., U,
satisface | L( A K \U| |U < LA, K)\ U, | < A, entonces U es abierto en L(A, k), k € U

y flUl={f(x O

Proposicién 7.6.12. Sean k y A un par de cardinales con k > A > cf(k) > w y cf(A) > w.
Ademds, sea {k, : a < cf(k)} una(x, A)-sucesién. Con estos antecedentes,

K e ﬁ C(c,,(L(A,Ka)))\C C,,( b L(A,Ka))

a<cf(k) a<cf(k)

Demostracién. Para cada a < cf(x) sea X,, := L(A, k) x {a}. En virtud de que cf(x) > w,
cf(x) < Ay Kk, < k para cualquier a < cf(k), el teorema 7.4.6 garantiza que k es un calibre
para cada C,(X,). Para verificar que x no es un calibre para C,(X), sean J, :=[0,k()y

=[Kq, Ka+1) siempre que a < cf(x). Ademas, para toda & < k sea a(£) < cf(x) el inico
ordlnal tal que & € Jyz).
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Ahora, paracada <k sea fr : X; — Rlafuncion continua dada por fx[ X\ X111 C
{1} y sin €[0, K 4)+1], €entonces

_ )L sin=¢,

frnal§)+1):= {0' sinAE.
También, sean x; := (&, (&) +1)y ys := (Kqe)1, @(€) +1) siempre que & < k. Considere-
mos la familia {V(fz,{xz, y-},1/2): £ <k} y supongamos, en busca de una contradic-
cion, que existen J € [x]*y f € C,(X,) tales que f eV (fe, {xz, y:1,1/2): E€ T}

Empleemos el lema 7.6.11 para encontrar un abierto U, € L(A,k,) con k, € U,
y flU, x {a}] = {f(k,, )}, siempre que a < cf(x). Nuestro objetivo es probar que
JN J, € L(A,K441) \ Uy para cualquier a < cf(x). Claramente, si a < cf(k), J N J, esta
contenido en L(A, k). Por otra parte, si suponemos la existenciade & € J N J,N U1,
entonces la condicion & € U, implica que f(x:) = f(y:), mientras que la relacion
& e Jn ], garantiza que

1
=|f(J’§)| < 5;

1
|f(x5)—1%(x5)|=|f(x5)—1|<5 v | f () fe(y)

en consecuencia, f(x:)# f(y:), una contradiccién.

De esta manera, como para cada « < cf(x) se satisface que J N J, € L(A,k411)\ Uy,
entonces |] N ]a{ < |L(7L, Kas1) \ Ua+1} < A. Finalmente, obtenemos el absurdo xk =|J| =
| U aecttn ] N ol < cf(i) - sup{|J N Jo| : @ < cf(x)} < cf(x)- 2 = A < k. En suma, k no es un
calibre para C,(X). O
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