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Topología general y sus aplicaciones, de Diederich Hinrichsen y Andrés Fraguela Collar, es un
texto de nivel medio.

Esta nueva edición de Topología general y sus aplicaciones se basa mayormente en el texto
llamado Topología General, publicado originalmente en 2003 en la colección Aportaciones
Matemáticas dentro de la serie Textos con el número 22, pero incluye también un nuevo capítulo
llamado Métodos topológicos en ciencia de datos, de ahí que al título se le agrega “y sus aplica-
ciones”, puesto que en años recientes han aparecido numerosas aplicaciones de la topología
a problemas tan variados que van desde la representación de moléculas de ADN mediante
nudos y curvas en el espacio, hasta el modelado de redes (sociales, de comunicaciones, etc.),
mediante gráficas y complejos simpliciales, pasando por el modelado y desarrollo de materiales
usando estructuras topológicas. En particular, algunas aplicaciones que han tenido un auge
muy importante son las relacionadas con la ciencia de datos y la inteligencia artificial.

Los capítulos previos abordan temas como: espacios métricos, la categoría de los espacios
topológicos, vecindades y filtros, conjuntos abiertos y cerrados, topologías finales e iniciales,
conexión y homotopía, axiomas de separación, compacidad, continuos, paracompacidad y
metrizabilidad, espacios uniformes y espacios métricos completos y espacios funcionales.

En la presentación del material no se siguió estrictamente el método deductivo según el
cual se avanza de lo abstracto a lo concreto, más bien se tomó el camino inverso: desarrollar los
conceptos más generales a partir de problemas concretos.

Nota de los editores a la presente edición electrónica

Como se comenta en la Dedicatoria, dos de los autores fallecieron desde hace años, por lo
que, con base en las normas, leyes y lineamientos en materia autoral a las que, como editores,
debemos apegarnos para efectos de registro legal, no es posible incluirlos como tales de manera
formal y legal, dado que esta obra, si bien derivada de la citada Topología General, es un texto
diferente, revisado, corregido y enriquecido por el Dr. Andrés Fraguela Collar, quien ha expresado
enfáticamente y en todo momento la importancia a tener en cuenta las valiosas contribuciones
que hicieron Ángel Álvarez Prieto y el Dr. José Luis Fernández Muñiz.



Dedicatoria a la presente edición

Esta nueva edición del libro, actualmente renombrado como Topología General y
sus Aplicaciones, publicado una vez más por el Instituto de Matemáticas de la UNAM
en la colección APORTACIONES MATEMÁTICAS ELECTRÓNICAS, en el año en que se
cumple el cincuentenario de haber salido a la luz su primer manuscrito, germen de lo
que es hoy el presente libro, se dedica en esta ocasión a todos los jóvenes estudiantes
que han decidido transitar por el camino de las matemáticas y a todos los profesores
que con su esfuerzo y dedicación les han servido de guías durante ese difícil pero
reconfortante recorrido.

La razón de esta dedicatoria radica en que la primera edición de este libro vio la
luz gracias al trabajo de varios estudiantes de la Licenciatura en Matemáticas de la
Universidad de La Habana, entre los que se encontraban dos de sus autores, uno de
ellos tristemente fallecido aun siendo muy joven. Aquellos estudiantes asumieron
la tarea de redactar las notas del curso de Topología General impartido, en aquel
momento, por dos excelentes maestros y seres humanos: Diederich Hinrichsen y José
Luis Fernández Muñiz, ambos autores del presente libro y el segundo de ellos también
fallecido posteriormente en México en el año 2001 después de haber dejado una huella
imborrable como profesor de la Facultad de Física y Matemáticas de la Benemérita
Universidad Autónoma de Puebla.

Por ello, dedicamos esta edición a los estudiantes, esperando que les sirva de
estímulo para desarrollar todo su potencial como futuros científicos, maestros y espe-
cialistas dedicados a las aplicaciones de la Matemática y a sus profesores en reconoci-
miento a su destacada labor en la formación de cuadros que contribuirán al futuro de
la educación y la ciencia de esta gran nación que es México.

Con esta dedicatoria, honramos tanto el legado de quienes participaron en los
inicios de esta obra como el esfuerzo continuo de quienes, en el presente, siguen
enriqueciendo el mundo de las matemáticas y sus aplicaciones y de quienes se forman
con ellos para ser continuadores de su herencia en el futuro próximo.



Dedicatoria a la segunda edición

Esta edición del libro Topología General,

publicada por la Sociedad Matemática Mexicana, en la colección

Aportaciones Matemáticas, en su serie Textos se dedica a dos de

sus autores ya fallecidos. El primero de ellos, Ángel Álvarez Prieto,

fallecido en edad temprana, sin que, lamentablemente hubiese podido

desplegar toda su potencial brillantez y genialidad. El segundo,

el Dr. José Luis Fernández Muñiz quien nos ha dejado un enorme legado,

tanto humano como profesional. Dentro del cual se encuentra su participación

en esta obra que presentamos a la comunidad matemática
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Prefacio de la primera edición

Este libro es el resultado de un trabajo en conjunto. Se basa en un curso de Topología
de 8 horas semanales (4 horas de teoría, 4 horas de práctica), que fue impartido en la
Escuela de Matemática de la Universidad de la Habana durante el primer semestre
del año escolar 1971 por Diederich Hinrichsen y José L. Fernández Muñiz. Después, el
manuscrito base del curso estuvo sujeto a un proceso de redacción y revisión crítica y
sistemática en la cual participaron, inicialmente, tres estudiantes del curso: Andrés
Fraguela, Angel Álvarez y Arnoldo Bezanilla y culminaron los dos primeros. Ante
todo es debido a la iniciativa y perseverancia de ellos que este libro pudo aparecer.
El proceso de redacción duró dos años, en los cuales cada uno de los capítulos ha
sido escrito tres veces y ha pasado tres revisiones colectivas. Necesitamos ahora la
experiencia práctica para mejorarlos.

I. Objetivos didácticos.

El objetivo principal del libro es de carácter didáctico: facilitar a los estudiantes una
introducción a la Topología General, que se adapte a las necesidades y fines generales
del estudio matemático en las tres universidades cubanas. Esto significa sobre todo no
exponer la Topología General como una teoría aislada y autosuficiente, sino como un
taller que contiene herramientas de trabajo para la solución de problemas científicos
más concretos. Más detalladamente el libro tiene los objetivos didácticos siguientes:

– darles a los estudiantes el conocimiento de las nociones fundamentales, teore-
mas y métodos más útiles de la Topología General;

– entrenarles en el empleo de los conceptos, teoremas y métodos por medio de
ejercicios de rutina y de problemas que exigen un esfuerzo creativo del alumno;
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– darles una visión panorámica de las interrelaciones de la Topología con otras
teorías matemáticas;

– ponerles en condición de percibir la topología en problemas concretos y de
utilizar los medios de la Topología General al tratarlos;

– presentar por un lado la Topología General como modelo ejemplar para una
teoría axiomática de una estructura matemática fundamental;

– y demostrarles por otro lado la génesis histórica de tales teorías axiomáticas a
partir de problemas científicos más concretos.

Estamos conscientes de que la Topología General no es un ejemplo ideal para
mostrar a los estudiantes que la razón de ser de las teorías matemáticas, así como
de todas las ciencias, descansa en su vinculación con la práctica. En efecto, existen
solamente ejemplos bastante artificiales para la aplicación directa de resultados to-
pológicos a problemas concretos de la producción o los servicios. La utilidad de la
Topología General consiste más bien en organizar y sistematizar los conceptos y mé-
todos empleados en otras disciplinas más cerca de la aplicación práctica, como el
Análisis Funcional, la Teoría de Ecuaciones Diferenciales, el Cálculo Operacional y la
Teoría de Aproximación.

La combinación masiva del estudio y del trabajo en las universidades cubanas sin
ninguna duda ayudará a una revisión profunda de los programas y de los materiales de
estudio. El criterio supremo de esta transformación será la vinculación cada vez más
estrecha entre la teoría y la práctica, entre la ciencia y los problemas concretos de la
producción y los servicios, entre el trabajo manual y el trabajo intelectual. ¿Qué partes
de la matemática contemporanea integrarán, y en que forma, la nueva formación
matemática orientada por estos objetivos?

Hubiese sido absurdo anticipar teóricamente la respuesta a este problema que
sólo se resolverá sobre la base de las experiencias practicas adquiridas en el proceso
histórico que se ha iniciado en Cuba con la combinación masiva del estudio y del
trabajo. Una transformación radical de las materias de enseñanza antes de esta ex-
periencia practica sería necesariamente subjetivista. Por eso nos hemos contentado
en este libro con una revisión didáctica de la Topología General, que no altera en
sustancia el contenido de los cursos que hoy en día se imparten mundialmente.

II. Resumen del contenido.

En la presentación de la materia no hemos seguido estrictamente el método deduc-
tivo según el cual se avanza en línea recta de lo abstracto a lo concreto. Para un libro de
carácter enciclopédico (como BOURBAKI [30], [29], [35]; DUGUNDJI [60]) este método
acaso es el más económico; pero seguramente no es óptimo para la capacitación de
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los estudiantes. Por lo tanto, en muchos casos, sobre todo en la primera parte del libro,
hemos tomado el camino al revés: a base de problemas más concretos se desarrolla,
pues, el concepto más general.

Por ejemplo, no hemos comenzado inmediatamente con la definición abstracta
de espacio topológico. Siguiendo el método genético, todo el primer capítulo sirve
para que el lector comprenda que los tres axiomas topológicos (que desde el punto de
vista estructuralista contituyen el inicio abstracto de la Topología General) en realidad
son el resultado de un largo proceso de abstracción y de trabajo científico.

Partiendo de problemas de convergencia y otros problemas topológicos en espa-
cios concretos de puntos y funciones, el Capítulo 1 llega a la definición abstracta de
espacio métrico; y explicando la insuficiencia de esta abstracción para establecer una
teoría general de la convergencia y continuidad se desarrolla finalmente la idea de los
espacios topológicos por medio de una caracterización axiomática de los abiertos.

Junto con esta función de desarrollar genéticamente la base axiomática de la
Topología General, el primer capítulo tiene la tarea de iniciar al lector que no conoce
la Teoría de los Espacios Métricos en los elementos de esta teoría.

Comparado con el Capítulo 1, el Capítulo 2 tiene un caracter más sistemático.
Introduce la categoría de los espacios topológicos y describe el método de construir
topologías concretas por medio de bases y subbases.

Después, los Capítulos 3 y 4 siguen sistemáticamente al modelo del Análisis en su
tratamiento de los conceptos topológicos. Partiendo de problemas de convergencia
que dominan en los estudios topológicos del Análisis elemental se llega a las nociones
de conjuntos abiertos y cerrados, puntos adherentes, etc. El filtro, concepto indis-
pensable, pero difícil desde el punto de vista didáctico, se introduce mediante las
sucesiones de Moore Smith con las cuales se generaliza de manera natural el concepto
usual de sucesiones.

Para eludir este problema didáctico, muchos libros de Topología General excluyen
más o menos la noción de convergencia o la tratan relativamente tarde. Sin embargo,
tal presentación corre el riesgo de desvincularse del Análisis Funcional que histórica-
mente ha sido la fuente principal para la mayoría de los conceptos elementales de la
Topología General, y aún hoy en día constituye una de sus más importantes áreas de
aplicación.

En el Capítulo 5 volvemos de modo más sistemático al problema de construir
espacios topológicos concretos. Las definiciones de subespacios y de espacio producto
conducen al método general de definir una topología por medio de aplicaciones.
Después de estudiar las propiedades abstractas de las topologías iniciales y finales se
tratan los espacios cociente, espacios suma y brevemente los espacios de adjunción.

Con este capítulo termina la primera parte del libro, la cual se dedica principal-
mente a la categoría de los espacios topológicos en general. Cabe mencionar que en
una primera lectura no es necesario estudiar detenidamente los ultrafiltros (3.5) ni
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las topologías iniciales y finales (5.3). Las demás nociones son fundamentales y no
pueden omitirse ni en una primera lectura.

En los siguientes capítulos, 6 a 8, 10 y 11 de la segunda edición se tratan subclases
especiales de espacios topológicos que son de importancia particular en las aplicacio-
nes de la Topología General. Para el estudio de estos capítulos se cuenta con un lector
motivado que conoce las nociones fundamentales. Por tanto se hacen progresos más
rápidos.

El Capítulo 6 se divide en dos partes. Primeramente se analizan diversas nociones
de conexión aplicando estas nociones para obtener invariantes topológicos que per-
mitan distinguir entre espacios diferentes. El concepto de homotopía estudiado en la
segunda parte permite introducir invariantes topológicos más sutiles por la asociación
de los llamados grupos de homotopía a los espacios topológicos. En esta parte el lector
obtendrá una primera visión de los métodos de la Topología Algebraica. Además se
acentúa aquí el aspecto geométrico de la Topología que ha sido algo descuidado en los
capítulos anteriores. Aunque son esenciales para adquirir una visión panorámica de
las diferentes ramas de la Topología, estas dos secciones sobre Homotopía pueden
omitirse en una primera lectura.

El Capítulo 7 también se divide en dos partes. La primera parte expone las propie-
dades elementales de los espacios topológicos definidos por los diversos axiomas de
separación. La segunda parte plantea el problema general de la separación por funcio-
nes y analiza la construcción de funciones reales continuas sobre un espacio normal.
Además al final de la sección 7.5 se trata el problema lineal correspondiente: la separa-
ción de conjuntos convexos en un espacio vectorial topológico. Una sección adicional
muestra cómo las particiones de unidad se utilizan en la Topología Diferencial para
vincular nociones y propiedades globales con nociones y propiedades locales. Ambas
cuestiones que traspasan el contenido canónico de este capítulo pueden saltarse en
una primera lectura.

El Capítulo 8 estudia la clase de espacios topológicos que más importancia tiene
en Análisis y en Análisis Funcional: los espacios compactos. Las secciones 8.1, 8.2, 8.3,
8.5 exponen las propiedades básicas y necesitan un estudio cuidadoso y completo. La
importancia de los resultados expuestos se pone de manifiesto en la última sección 8.7
que deriva una serie de teoremas fundamentales del Análisis Funcional, del álgebra y
de la Teoría de los Espacios Vectoriales Topológicos empleando argumentos de com-
pacidad. En cambio, para una primera lectura, de las secciones 8.4 y 8.6 sólo importan
la caracterización de los espacios métricos compactos en 8.4 y la compactificación de
Alexandroff tratado en la primera parte del 8.6.

El Capítulo 10 presenta una solución general al problema de metrizabilidad plan-
teado en el Capítulo 2. Además estudia una generalización de los espacios compactos
que juega un papel importante en cuestiones de metrizabilidad así como en otras



Prefacio de la primera edición XIX

teorías topológicas. La importancia de los resultados presentados en este capítulo se
limita más bien a la propia topología. Por eso puede saltarse en una primera lectura.

El Capítulo 11 introduce una nueva categoría fundamental, la categoría de los
espacios uniformes que permiten un tratamiento axiomático de conceptos como su-
cesión de Cauchy y continuidad uniforme conocidos del Análisis. La teoría de estos
espacios nos parecía tan indispensable para la aplicación de la Topología General a
los espacios métricos, grupos topológicos, espacios vectoriales topológicos y espacios
funcionales que terminamos por integrarlos en el texto después de vacilar durante
mucho tiempo. No obstante, el Capítulo 11 contiene solamente las nociones y resulta-
dos más fundamentales. En la segunda parte se presentan una serie de teoremas más
específicos sobre espacios métricos completos, que tienen aplicaciones importantes
en diversas áreas matemáticas. El capítulo termina con una sección que concretiza
algunas de estas aplicaciones en Análisis, en Teoría de Aproximación, en la Teoría de
Ecuaciones Diferenciales y en la Teoría de los Espacios de Hilbert.

Finalmente, el Capítulo 12 vuelve a la disciplina matemática que, aparte de las
varias geometrías, ha sido el decisivo estimulante externo para el desarrollo de la
Topología General: el Análisis Funcional. De manera sistemática se estudian diversas
topologías sobre espacios funcionales cada vez más concretos terminando con el
teorema de Ascoli, y los resultados de Stone-Weierstrass sobre la aproximación de
funciones reales continuas. La aplicación de estos resultados a la teoría de los anillos
C(X ) puede omitirse en una primera lectura.

III. Comentario didáctico.

Para el estudio de este libro se necesitan en lo esencial algunos conocimientos
fundamentales del Análisis que se adquieren en los primeros dos años en la univer-
sidad. El lector necesita saber qué es una función continua, resp. uniformemente
continua f : Rn →Rp , necesita conocer algunas nociones elementales topológicas en
Rn (subconjuntos abiertos y cerrados, sucesiones convergentes, puntos adherentes
de sucesiones y conjuntos), los teoremas de Heine-Borel y de Bolzano Weierstrass y
necesita saber distinguir la convergencia puntual y la convergencia uniforme de una
sucesión de funciones. Un poco de conocimiento de la Teoría de los Espacios Métricos
sería útil pero no es preciso, porque las nociones elementales de esta teoría se hallan
resumidas en el Capítulo 1. Los conceptos empleados de la Teoría de Conjuntos y sobre
todo de la Teoría de Conjuntos Ordenados se hallan especificados en el apéndice.

Para alcanzar los objetivos indicados en I, es importante que el lector estudie los
problemas, ejemplos y ejercicios con igual empeño que las definiciones, teoremas y
demostraciones. Para facilitarlo, la parte teórica no fue separada de la parte práctica
como en el curso, sino el texto contiene varios ejemplos, ejercicios y problemas. Es-
peramos que el lector aproveche la oportunidad para controlarse a sí mismo y que
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haga el estudio con ‘papel y lápiz’. Para poder trabajar productivamente con la teoría
estudiada, uno tiene que disponer de un inventario de ejemplos, posibilidades de
aplicación e interpretaciones intuitivas. Insistimos en que en el trabajo matemáti-
co, el saber formular los problemas y el saber aplicar los teoremas es al menos tan
importante como el saber probarlos.

El libro no ha sido concebido como manual para el profesor que quiere preparar
sus conferencias, sino como libro de texto para el estudio individual o colectivo de
los estudiantes. Esperamos que contribuya a una participación más activa de los
estudiantes en las clases de Topología.

Recomendamos intercalar en forma sistemática exposiciones de equipos estudian-
tiles sobre temas especiales. El libro contiene suficientes aplicaciones, ejercicios y
temas extra, idóneos para tales exposiciones.

En el futuro, el profesor, contando con un libro de texto que puede sustituir como
fuente de información a sus conferencias, pudiera organizar el trabajo en base a
exposiciones de los alumnos. Puede adoptarse por ejemplo el método siguiente:

Al comienzo del curso el profesor elabora junto con los estudiantes un plan de
trabajo que determina el material de cada reunión para las próximas semanas, ba-
sándose en el programa general del curso. Todos los alumnos estudian individual o
colectivamente las partes respectivas del libro antes de tratarlas en clase. Además,
cada reunión la prepara especialmente un equipo de 2 a 4 estudiantes cuya tarea
sea resumir los puntos principales del contenido, explicar su significación intuitiva,
aclarar preguntas, elaborar preguntas, dar ejercicios y buscar, eventualmente, ejem-
plos y aplicaciones adicionales en la literatura. Unos días antes de la clase el profesor
se reúne con el equipo para discutir sobre la exposición preparada, corregir errores,
aclarar dudas matemáticas y didácticas. Como todos los estudiantes han analizado el
material anteriormente, pueden especificar sus preguntas y dificultades individuales
en la clase y participar activamente en la solución de los problemas planteados en
la discusión del tema. Es claro que este método no puede emplearse en todas las
circunstancias. En partícular presupone que el número de estudiantes del curso sea
pequeño.

IV. Referencias y símbolos gráficos.

Para la confección del libro hemos estudiado todos los libros de texto a nues-
tro alcance. Ninguno de estos libros nos ha podido servir como modelo pero los
hemos utilizado siempre que nos han ayudado a realizar nuestros objetivos didácticos.
Además de los libros listados en la bibliografía, nos fueron útiles algunos manuscritos
de curso impartidos por E. Artin, H. Bauer (Erlangen, R.F.A.) y Zieschang (Bochum,
R.F.A.).
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El lector interesado en profundizar en algún tema hallará un comentario biblio-
gráfico al final de cada capítulo, que le proporcionará también algunas informaciones
históricas sobre el desarrollo de los conceptos y resultados más fundamentales.

Para poder referirnos dentro del texto a proposiciones, ejemplos y ejercicios an-
teriores los hemos enumerado por una triada de números, de los cuales el primero
indica el capítulo, el segundo la sección y el tercero, la numeración interior de la sec-
ción, excepto para los ejercicios finales y para el apéndice, en que en lugar del primer
número de la triada, hemos puesto las letras E y A respectivamente.

Además hemos utilizado los siguientes símbolos con vista a estructurar el texto:

+ para indicar secciones, teoremas, demostraciones, etc., que pueden omitirse en
una primera lectura.

∗ para indicar ejercicios difíciles.

⇝ para advertir errores que pueden ocurrir fácilmente en el contexto respectivo.

□ para indicar el final de una demostración.

Un índice completo de todos los símbolos utilizados se halla en las páginas si-
guientes.

Agradecemos a la compañera Clara Iñurrieta por el gran interés con que realizó la
mecanografía de este libro. Damos también las gracias a todos los que de una forma o
de otra nos han ayudado y estimulado para llevar a cabo esta tarea, especialmente a la
dirección de la escuela de Matemática de la Universidad de La Habana.

Diederich Hinrichsen
José L. Fernández Muñiz †

Andrés Fraguela Collar
Angel Álvarez Prieto †

Universidad de la Habana
19 de abril de 1974

Año del XV Aniversario
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Como se señala en el prefacio de la primera edición, este libro fue escrito por la
insatisfacción de los autores con los textos de Topología de Conjuntos entonces de
moda. En aquella época el énfasis en la Matemática era de abstracción y generalización.
Los libros de texto de Matemática Teórica y en especial de Topología General tenían
con frecuencia la siguiente estructura: teorema–demostración–comentario, al estilo
de Bourbaki, evitando redundancias y material superfluo. La obra de Bourbaki tiene
un gran mérito como purificadora de la Matemática; aclarando la estructura lógica de
distintas disciplinas matemáticas y enfatizando la unidad de la Matemática. Desde
el punto de vista didáctico, no consideramos óptimo, para una introducción a los
estudiantes de los Elementos de la Topología de Conjuntos, el estilo de presentación de
Bourbaki. Como consecuencia nuestro libro tiene algunas redundancias, para hacer
más accesible el tema. Incluimos comentarios históricos y aplicaciones, para mostrar
a los estudiantes la utilidad de la teoría.

El libro se ha venido empleando en las universidades cubanas y también en algunas
universidades de otros paises, como por ejemplo de México y de España.

Esta nueva edición sale bajo los auspicios de la SOCIEDAD MATEMATICA ME-
XICANA y esperamos que siga teniendo una buena acogida. Se le han hecho sólo
pequeños ajustes y, a sugerencia de los editores, intercalamos un capítulo dedicado a
la Teoría de Continuos escrito por la Dra. Isabel Puga y el Dr. Raúl Escobedo.

En estos años los integrantes del grupo de autores han tomado distintos rumbos.
Diederich Hinrichsen trabaja en el Instituto de Sistemas Dinámicos de la Universidad
de Bremen, Alemania; Andrés Fraguela Collar labora en el Posgrado en Matemáticas
de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, donde también laboraba José
Luis Fernández Muñiz hasta su fallecimiento el día 5 de febrero de 2001. El otro in-
tegrante del grupo original: Angel Álvarez Prieto, falleció tempranamente, antes de
que saliera a la luz la primera edición. Durante todo el tiempo en que colaboramos
hemos mantenido siempre una estricta relación de amistad y respeto. Agradecemos a
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Aportaciones Matemáticas de la SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA la reedición
de nuestra obra común. También expresamos nuestro agradecimiento a la Facultad
de Ciencias Físico Matemáticas de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, la
cual nos ha brindado las condiciones para poder culminar el trabajo que ha dado lugar
a esta segunda edición. Finalmente, expresamos nuestro agradecimiento al estudiante
Luis Alberto Torres Ramírez por su destacada labor en la captura, corrección de texto
y figuras, sin lo cual no se habría podido alcanzar nuestro objetivo.

Puebla, México, Junio de 2002.

Diederich Hinrichsen
José L. Fernández Muñiz †

Andrés Fraguela Collar
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El libro que el lector tiene en sus manos fue publicado por primera vez en 1977 en
España, bajo el sello de la editorial Grijelmo en colaboración con la editorial cubana
Pueblo y Educación. Posteriormente, en 2003, se publicó una segunda edición en la
serie de Textos de Aportaciones Matemáticas de la Sociedad Matemática Mexicana.

Desde su publicación inicial, este libro ha sido ampliamente utilizado como ma-
terial de estudio y consulta en numerosas universidades de México y otros países de
América Latina. Su enfoque didáctico, que combina el rigor teórico con aplicaciones
en diversas ramas de la Matemática y comentarios históricos, ha permitido que la
teoría de la Topología de Conjuntos sea accesible y útil para estudiantes y docentes.

En esta edición se ha llevado a cabo una revisión y corrección exhaustiva de todo
el texto, atendiendo a los detalles, para garantizar su claridad y precisión. Además, se
ha incorporado un nuevo capítulo, el número 13, titulado “Métodos topológicos en
ciencia de datos”, que le brinda un nuevo aliento al espíritu aplicado del libro, en un
tema de gran importancia y actualidad.

Dicho capítulo ha sido escrito por dos especialistas en Análisis Topológico de
Datos, el Dr. José Ángel Frías García, profesor del Departamento de Matemáticas
de la Facultad de Ciencias de la UNAM y el Dr. Félix Fernández Méndez, profesor
Investigador de la Facultad de Economía y Negocios de la Universidad Anáhuac -
México, Campus Norte. A ambos le estamos muy agradecidos por su excelente trabajo.

Consideramos pues, que este énfasis en las aplicaciones, manifiesto a lo largo de
toda la obra, justifica ampliamente la propuesta de renombrar el libro en esta edición
“Topología General y sus aplicaciones”.

A la par del júbilo que nos ocasiona la decisión de publicar esta nueva edición,
no podemos dejar de recordar a dos de sus entusiastas autores originales, lamenta-
blemente fallecidos de forma prematura. Nos referimos a Ángel Álvarez Prieto, quien
murió antes de la publicación de la primera edición, y al Dr. José Luis Fernández
Muñiz, quien falleció en 2001, siendo profesor investigador de la Benemérita Universi-



XXVI Prefacio de la presente edición

dad Autónoma de Puebla (BUAP). Sus contribuciones y su profunda calidad humana
serán siempre recordadas con respeto y gratitud. Por su parte, los otros dos autores,
el Dr. Diederich Hinrichsen y el Dr. Andrés Fraguela Collar, continúan trabajando
activamente. El Dr. Hinrichsen desempeña sus labores en el Instituto de Sistemas
Dinámicos de la Universidad de Bremen, en Alemania, mientras que el Dr. Fraguela
Collar colabora en calidad de profesor investigador titular en el programa de posgrado
en Matemáticas de la Facultad de Ciencias Físico Matemáticas de la BUAP.

Finalmente, expresamos nuestro profundo agradecimiento a las instituciones que
han hecho posible esta edición. En particular, reconocemos a la Facultad de Ciencias
Físico Matemáticas de la BUAP y al Instituto de Matemáticas de la UNAM por su
continuo apoyo e interés en divulgar la presente obra y agradecemos especialmente
al Mtro. Leonardo Espinosa Pérez, quien se encargó de la coordinación editorial y
logística de esta edición. Su dedicación y esfuerzo han sido fundamentales para que
esta libro llegue a las manos de nuevas generaciones de estudiantes y profesores de
las Licenciaturas en Matemáticas en México y otros países de habla hispana.

Puebla, México, noviembre de 2024.

Diederich Hinrichsen
Andrés Fraguela Collar
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El 5 de febrero del 2001, apenas unos días

antes de que cumpliera 74 años, falleció en

la ciudad de Puebla, México, el Dr. José Luis

Fernández Muñiz, siendo profesor del Posgra-

do en Matemáticas adscrito a la Facultad de

Ciencias Físico Matemáticas de la Benemérita

Universidad Autónoma de Puebla, a la que en-

tregó los últimos años de su prolífera vida co-

mo docente e investigador.

El Dr. José Luis Fernández Muñiz nació en Villavaler, Asturias, España, el 21 de
febrero de 1927. Hijo de dos maestros de aquella pequeña población, resultó altamente
motivado por ellos hacia el estudio y la investigación, así como hacia la docencia. Con
apenas diez años, debe emigrar con su madre y hermanas a Cuba, empujados por la
Guerra Civil que ensangrentaba a España.
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En Cuba estudió a la par que trabajó, hasta vencer el Bachillerato. Además obtuvo
por correspondencia, el Título de Ingeniero en Construcciones Metálicas. Parecía que
iba a dedicar su vida a esa rama, la que trabajaba desde los doce años, pero con el
triunfo de la Revolución en Cuba, tuvo la oportunidad de continuar estudiando, la que
no desaprovechó. Entre 1963 y 1968, cursó, sin dejar de trabajar, la Licenciatura en
Matemáticas, en la Universidad de La Habana. Desde 1967 comienza a trabajar en esta
misma Licenciatura y Universidad, donde llegó a ser Jefe del Departamento de Teoría
de Funciones y Análisis Funcional de la Facultad de Matemática y Computación, uno
de los más prestigiados de dicha Universidad por la alta calificación de sus especia-
listas. No dejó de superarse y en 1975 defiende el grado de Maestro en Ciencias y,
posteriormente, en 1983, el de Doctor en Ciencias.

Fue profesor de cursos de Licenciatura en la Universidad de La Habana, la Uni-
versidad de Matanzas, el Instituto Superior de Ciencias Médicas de La Habana, los
Institutos Superiores Pedagógicos de Ciudad de La Habana, Matanzas y Pinar del Río,
todos en Cuba, así como en la Universidad Autónoma de Zacatecas, y la Benemérita
Universidad Autónoma de Puebla.

Entre los cursos de Licenciatura impartidos a los estudiantes de la carrera en
Matemáticas en la Universidad de La Habana se destacan materias como:

Análisis Matemático, Análisis sobre Variedades y Análisis Funcional.

Variable Compleja.

Ecuaciones Diferenciales.

Topología.

Teoría de la Medida.

Geometría Diferencial y Geometría Analítica.

Además impartió cursos para Maestrías y Doctorados en: las Universidades de La
Habana y Matanzas, los Institutos Superiores Pedagógicos de Ciudad de La Habana,
Matanzas, Holguín y Pinar del Río, todos en Cuba. En México en la Benemérita Univer-
sidad Autónoma de Puebla, la Universidad Autónoma de Zacatecas y la Universidad
Autónoma de Coahuila. A este nivel impartió cursos sobre:

Variable Compleja.

Análisis Funcional, Análisis Complejo y Análisis Matemático en una y varias
Variables.

Teoría de la Aproximación.
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Integración de Funciones de Varias Variables.

Diferenciación en Espacios Normados.

Enseñanza de la Matemática.

Teoría de la Medida e Integración de Lebesgue.

Desarrollo Histórico y Metodológico del Análisis Funcional.

Ecuaciones Diferenciales.

Métodos en la Solución de Problemas.

Teoría de Korovkin.

Retículos de Riesz y de Banach.

Curvas Críticas en Optimización no Lineal.

Desarrolló Estancias de Investigación en la Universidad Nacional Autónoma de
México, Universidad Estatal de Moscú, Universidad Politécnica de Madrid, Universidad
Complutense de Madrid, Universidad de París 1-Pantheon Sorbone, Universidad de
Nancy, Universidad de Bremen, Universidad de Extremadura, Universidad de París
Sud, Universidad de Miami, Universidad de Warwick y el Instituto Politécnico Nacional
de México.
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Simbología

Conjuntos y espacios usuales

; conjunto vacío
N números naturales (incluyendo al cero)
Z números enteros
Q números racionales
I números irracionales
R números reales
C números complejos
R R ampliado (R∪{±∞})
Rn espacio euclideano n-dimensional sobre R
Cn espacio euclideano n-dimensional sobre C
E n−1 esfera unitaria en Rn (6.4.7)
T n Toro n−dimensional (5.4.10)
P (E ) espacio proyectivo (5.4.12)
E ∗ dual algebraico
E ′ dual topológico
Mn (R) matrices reales n ×n
l 2(N) sucesiones de cuadrado sumable (1.2.6)
l∞ sucesiones acotadas (4.4.9)
C(X , Y ) funciones continuas de X en Y
∑

αϵI
(Xα,Xα) espacio suma (5.5.1)
∏

αϵI
(Xα,Xα) espacio producto (5.2.1)
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Y ⊔ f X espacio de adjunción (5.5.7)
X /R espacio cociente
∏

α∈I
Uα producto de estructuras uniformes
∏

α∈I
{Xα|α ∈ I } conjunto producto (A.8.1)

⊔
α∈I
{Xα|α ∈ I } unión disjunta (A.9.1)

[Φ] estructura diferenciable (7.7.5)
(X , [Φ]) variedad diferenciable (7.7.6)
ℑ(X , Y ) = Y X funciones de X en Y (§12.1)
dA( f , g ) (seudo)-métrica de la convergencia

uniforme sobre A (12.1.1)
W (A,ϵ) Entorno uniforme de orden ϵ (12.1.1)
W (A, V ) Entorno uniforme de orden V (12.1.2)
ℑσ(X , Y ) ℑ(X , Y ) provisto de la estructura unifor-

me de la convergencia uniforme sobre los
conjuntos de la colecciónσ (12.1.4)

ℑp (X , Y ) ℑσ(X , Y ) conσ= ({x })x∈X (12.1.3)
ℑu (X , Y ) ℑσ(X , Y ) conσ= {X } (12.1.5)
ℑc (X , Y ) ℑσ(X , Y ) dondeσ es la colección de los

compactos de X (12.1.7)
ℑa (X , Y ) Fσ(X , Y ) dondeσ es la colección de los

acotados de X (12.1.8)
Cc (X , Y ) C(X , Y ) como subespacio uniforme de

ℑc (X , Y ) (§12.3)
H P adherencia de H en ℑp (X , Y ) (12.3.10)
H c adherencia de H en ℑc (X , Y ) (12.3.10)
H u adherencia de H en ℑu (X , Y ) (12.413)
H (x ) Conjunto de las evaluaciones de las fun-

ciones de H en x (12.3.11)
Hc (U ) Funciones holomorfas sobre U con la topo- (§12.3.1)

logía de la convergencia compacta
L (H ) Espacio vectorial generado por H (2do.

problema, §11.4)
A(H ) Algebra generada por H (§11.4-3er. pro-

blema)
ZH ceros de H (12.4.6)
RH Puntos no separables por H (12.4.7)
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Subconjuntos y subespacios

(a , b ) Intervalos en un conjunto ordenado (2.1.9) (2.1.10)

[a , b ) Intervalos en un conjunto ordenado (2.1.9) (2.1.10)

(a , b ] Intervalos en un conjunto ordenado (2.1.9) (2.1.10)

[a , b ] Intervalos en un conjunto ordenado (2.1.9) (2.1.10)

(←, b ) Intervalos en un conjunto ordenado (2.1.9) (2.1.10)

(a ,→) Intervalos en un conjunto ordenado (2.1.9) (2.1.10)

B (a ,ρ) bola abierta de centro a y radio ρ (1.5.4)

B ′(a ,ρ) bola cerrada de centro a y radio ρ (1.5.4)

E (a ,ρ) esfera de centro a y radio ρ (1.5.4)

∆ diagonal de X ×X (A.3.1)

C conjunto de Cantor (6.2.11)

H+, H− semiespacios en R2 (7.5)

En−1
+ esfera unitaria positiva en Rn

E∗ E \ {0}
R+ semieje real positivo
R− semieje real negativo
E+ semiesfera positiva (superior)
E− semiesfera negativa (inferior)
L (M ) subespacio vectorial generado por M
[ f ≤α] semiespacio cerrado (4.5.4)

[ f =α] f −1(α), hiperplano ( f lineal) (A.5.4) (4.5.4)
∏

0(X ) componentes conexas por arcos (6.4.11)

Z f cilindro de la aplicación f (6.4.16)

A(X , x0) arcos cerrados (6.5.10)
∏

1(X , x0) clases de homotopía (6.5.10)

So p f soporte de f (7.6.5)

c (A) envoltura convexa (7.5)

λC cono (7.5)

A+B suma algebraica (7.5)
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Categorías y colecciones

P (X ) colección de los subconjuntos de X
(conjunto potencia de X ) (A.1.4)

H categoría (2.4.7)
R categoría de los números reales (2.4.12)
C categoría de los conjuntos (2.4.8)
G categoría de los grupos (2.4.10)
D categoría de los conjuntos ordenados (2.4.9)
V categoría de los espacios vectoriales reales (2.4.11)
M categoría de los espacios métricos (2.4.14)
I categoría de los espacios topológicos (2.4.26)
U categoría de los espacios uniformes (11.2.9)
Ip categoría de los espacios topológicos

con punto fijado (6.5.21)
V (x ) vecindades de x (3.1.1)
VA(x ) vecindades de x en el subespacio (A,XA)
◦
V (x ) vecindades abiertas de x
F (x ) sistema fundamental de vecindades de x (3.1.9)
V (A) vecindades del conjunto A
Sα sección final definida por la red (3.4.8)
S(xα) familia de las secciones finales (3.4.8)
F notación usual de filtro (3.4.1)
U notación usual para ultra filtro y para uni- (3.5.17)

formidad
L notacion usual para base de filtro (3.4.3)
(L ) filtro generado porL (3.5.11)
U notación usual para subbase de filtro (3.5.11)
L (U ) base de filtro generado porU
X ,Y ,Z notaciones usuales para topologías (2.1.1)
β notación usual para bases de topologías (2.3.5)
D notación usual para subbase de topología (2.3.1)
r (r n ) topología usual de R (de Rn )
τ topología de los complementos finitos o co- (2.1.7)

finita
XI topología izquierda (5.3.2)
XD topología derecha (5.3.2)
XA topología en el subespacio A ⊂ X (5.1.1)
XS topología del límite superior (2.3.15)
Xu topología del espacio uniforme (10.1.13)
I ( fα)I topología inicial definida por ( fα)α∈I (5.3.2)
ℑ( fα)I topología final definida por ( fα)α∈I (5.3.11)
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I colección de los subconjuntos finitos de I
P [a , b ] colección de las particiones finitas

del intervalo [a , b ]
CX colección de los cerrados respecto a

la topología (4.2.1)
βu/A colección de los entornos W (A,ϵ),ϵ > 0 (12.1.1)
Uσ Estructura uniforme de la convergencia

uniforme
sobre los conjuntos de la colecciónσ (12.1.4)

Uu Uσ paraσ= {X } (12.1.2)
Uu/A Uσ paraσ= {A}, A ⊂ X (12.1.1)
Up Uσ paraσ= ({x })x∈X (12.1.3)
Xσ Topología de la convergencia uniforme

sobre los conjuntos de la colecciónσ (12.1.4)

Operaciones topológicas en subconjuntos

δ(A) diámetro de A (1.5.10)

int A ó
◦
A interior de A (4.3.1)

ext A exterior de A (4.3.1)
A adherencia (o clausura) de A (4.1.2)
A′ conjunto derivado (4.1.9)
fr A ó ∂ A frontera de A (4.3.1)
◦
AB interior de A en el subespacio (B ,XB )
AB adherencia (o clausura) de A en el sub-

espacio (B ,XB )
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Operaciones en espacios y conjuntos

A ⊂ B inclusión
A ∪B unión
A ∩B intersección
A \B diferencia
∁A B A \B ∧B ⊂ X

(cuando no hay duda se omite A)
∪F ,∩F unión e intersección de colecciones
∪
α∈I

Aα, ∩
α∈I

Aα unión e intersección de familias

×
i=1

Ai , ×
α∈I

Aα producto de conjuntos

L ′ ⊢L la base de filtroL ′ es más fina que laL
V ◦U Operaciones con entornos uniformes (11.1.4)
U −1 Operaciones con entornos uniformes (11.1.4)
U (a ) Operaciones con entornos uniformes (11.1.4)
U (A) Operaciones con entornos uniformes (11.1.4)
V n Operaciones con entornos uniformes (11.1.4)
sup A, ínf A supremo e ínfimo de A (A.10.A)
G f Grafica de f (A.5.1)

Funciones o aplicaciones

f , g , h notaciones usuales para funciones
f : X → Y función de X en Y

X
f
→Y función de X en Y

x 7→ f (x ) función
f |A restricción de f a A
f (x ) imagen de x por f
f [A] imagen del conjunto A por f
f {ℑ} imagen de la colección ℑ por f
f −1[A] imagen recíproca del conjunto A (A.5)
f −1{ℑ} imagen recíproca de la colección ℑ
f −1(x ) f −1[{x }] (A.5.4)
1X función identidad de X sobre X
χA función característica de A
t 7→ s i g t función signo
< a > función constante
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( fα)α∈I familia de funciones
(xα)α∈I familia de puntos
(xn ), (xα(n )) sucesión, subsucesión
iA inyección de A en X , A ⊂ X
πi ,πx ,πα proyecciones (4.5.11)(A.8.2)
ϕR aplicación canónica de X en X |R (A.5.2)
f ≃ g aplicaciones homotópicas (6.4.1)
h : f ≃ g homotopía entre aplicaciones (6.4.1)
u≃̇v arcos homótopos (6.5.1)
h : u≃̇v homotopía entre arcos (6.5.1)
rest A cap. 12 (11)

Convergencia

xn −→
d

x convergencia de sucesiones en un es-

pacio metrico. (Se omite d cuando no
haya confusión) (1.5.1)

xn −→X x convergencia de sucesiones y redes en

xα−→X x un espacio topológico. (Se omite X
cuando no haya confusión) (3.2.1)(3.3.4)

F −→
X

x convergencia de filtros y de bases de filtro.

L −→
X

x (Se omiteX cuando no haya confusión) (3.6.1)





1
Espacios Métricos

En este primer capítulo no se pretende hacer un estudio exhaustivo de los espacios
métricos, puesto que más adelante, al englobarlos en la teoría más general de los
espacios topológicos serán estudiados como tales, resaltando, cuando su importancia
lo requiera, propiedades particulares.

El objetivo fundamental del capítulo es motivar la generalización de los conceptos
fundamentales del análisis a los espacios topológicos a través de los espacios métricos.

Así en la sección 1.1 se estudian distintos tipos de convergencia del análisis y cómo
pueden unificarse muchos de ellos con la noción de métrica. En la sección 1.2 se define
métrica y espacio métrico, estudiándose algunos ejemplos importantes. En la sección
1.3 se estudian los subespacios y los espacios métricos isomorfos. En la sección 1.4 se
generalizan las métricas a las seudométricas. En las secciones 1.5 y 1.6 se estudian, con
la abstracción de los espacios métricos, los conceptos fundamentales de convergencia
y continuidad, resaltando con las caracterizaciones de los mismos su independencia
de la noción de métrica, propiciando su generalización a los espacios topológicos. Ya
con estos elementos se analiza en la sección 1.7 esta transición a una nueva teoría.

1.1. Conceptos de convergencia

El concepto de convergencia es fundamental en Análisis Matemático. Lo empleamos
si hablamos de sucesiones convergentes de números reales y complejos, de sucesiones
de puntos de un espacio euclideano, de sucesiones de funciones. En el último caso in-
cluso utilizamos diversos tipos de convergencia: convergencia puntual, convergencia
uniforme, convergencia en media. El concepto de convergencia no sólo es fundamen-
tal para los razonamientos teóricos del Análisis y del Análisis Funcional, sino también
en Matemática Aplicada. Basta mencionar los problemas de aproximación en Aná-
lisis Numérico y en Cálculo Operacional. En la Teoría de Optimización por ejemplo,
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muchas veces no es posible determinar explícitamente el valor optimal; entonces
el problema consiste en hallar un algoritmo para construir una sucesión de valores
que converja al valor optimal desconocido. Para funciones, en lugar de valores reales
y vectoriales, existen problemas análogos: aproximación de controles optimales en
Teoría de Control, aproximación de soluciones de ecuaciones diferenciales en Análisis
Numérico.

En todos estos casos se utiliza el concepto de convergencia, basándose en un
concepto de distancia. Pero en cada caso las definiciones de dichas ‘distancias’ son
diferentes. Consideremos unos ejemplos.

Ejemplo 1.1.1. Decimos que una sucesión de números reales (xi ) converge a un
número real x , y escribimos (xi )↠ x si los términos xi pueden estar tan cerca de x
como se quiera tomando i suficientemente grande. Esta condición se precisa de la
manera siguiente:

Para todo ϵ > 0 existe un número natural N (ϵ) tal que:

|x − xi | ≤ ϵ para todo i ≥N (ϵ)

Aquí el valor absoluto de la diferencia x − xi es una medida para la proximidad de
xi a x . La llamamos distancia de xi a x y la denotamos por d (x , xi ) (fig. 1.1).

x − ϵ Rx xi

d (x , xi )

x + ϵ
Figura 1.1

Evidentemente la sucesión (xi ) converge a x , si y sólo si la sucesión de las distancias
|x − xi | converge a 0.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos sucesiones (xi ) de puntos en el espacioRn . Para no con-
fundir los subíndices de la sucesión con los índices de las coordenadas, denotaremos
por xi (1), . . . , xi (n ) las n coordenadas del punto xi (i ∈N). Decimos que la sucesión
(xi ) converge al punto x ∈Rn si las distancias

d2(x , xi ) =

√

√

√

n
∑

k=1

(x (k )− xi (k ))2 (1.1)

son tan pequeñas como se quiera tomando los subíndices i son suficientemente
grandes. Esta definición de la distancia entre dos puntos (1.1) se obtiene partiendo de
nuestra intuición espacial en R3 (fig. 1.2).
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x (1)

x (2)

y (3)− x (3)

y (2)− x (2)

y

x (3)

Figura 1.2

Ejemplo 1.1.3. Sea A ≠ ; un conjunto cualquiera y { fn} una sucesión de funciones
fn : A→R. Se dice que { fn} converge puntualmente a una función f : A→R, si para
todo x ∈ A la sucesión real ( fn (x )) converge al número real f (x ). Este concepto de
convergencia es bastante débil. Mientras que en un punto fijo x las funciones fn

se acercan a f pueden alejarse de f en otros puntos. Consideremos por ejemplo la
sucesión de las funciones fn sobre A = [0, 1] cuya gráfica forma un triángulo isósceles de
altura n , mientras que fn (x ) = 0 para x ≥ 1/n (fig. 1.3). Aunque esta sucesión varía de
manera tan errática en la proximidad de 0, es fácil probar que converge puntualmente
a la función constante 〈0〉 : x → 0 sobre (0, 1].

f (x )

0 x

f (1)
f (2)

f (3)

f (4)

1

Figura 1.3

Para cuestiones, donde importa el comportamiento global de una función f sobre
todo su dominio, una aproximación puntual no sería suficiente. En este caso muchas
veces se buscan aproximaciones uniformes:
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Ejemplo 1.1.4. Sea A ≠ ; un conjunto cualquiera y { fn} una sucesión de funciones
acotadas fn : A→R. Se dice que fn converge uniformemente a una función f : A→R
en el conjunto A, si para todo ϵ > 0 existe un N ∈N tal que

n >N =⇒ | fn (x )− f (x )|< ϵ para todo x ∈ A (1.2)

Esto significa intuitivamente que a partir de un cierto índice N las gráficas de fn se
hallan dentro de la ϵ-banda de la gráfica de f (fig. 1.4). La condición (1.2) es equiva-
lente a

d∞( f , fn ) = sup
x∈A
| f (x )− fn (x )|< ϵ para n >N (1.3)

Luego { fn} converge uniformemente a f , si la sucesión real {d∞( f , fn )} converge a 0.

A

f − ϵ

f

fn

f + ϵ

Figura 1.4

En teorías como probabilidad o estadística, no son importantes, en la mayoría de
los casos, los valores de una función en puntos particulares. Entonces no se necesitan
aproximaciones que sean buenas en todos los puntos, sino solamente las que sean
buenas en media o en media cuadrática.

Ejemplo 1.1.5. Sea { fn} una sucesión de funciones continuas sobre el intervalo [0, 1 ].
Entonces | f (x )− g (x )| es, para todo x ∈ [0, 1], la distancia entre los valores de f y de g
en x . La distancia media entre los valores de g y f :

d1( f , g ) =

∫ 1

0

| f (x )− g (x )|d x

depende sólo de las dos funciones f y g . Su significación intuitiva es el área entre las
gráficas de f y g (fig. 1.5).

Se dice que una sucesión de funciones integrables { fn} sobre [0,1 ] converge en
media hacia una función f , si la sucesión (d1( f , fn )) converge a 0.

En la teoría de aproximación se utiliza otro método para medir la proximidad entre
dos funciones integrables f , g : [0,1 ]→R. Considerando f como una función dada
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g

f

0

Figura 1.5

o buscada y g como una aproximación (p. ej., polinómica) de f , ( f (x )− g (x ))2 es el
error cuadrático que se comete, si se sustituye f por g en el punto x . Luego

∫ 1

0

( f (x )− g (x ))2d x (1.4)

es el error cuadrático que se comete en media si se sustituye f por g . Para obtener
una medida de proximidad, que sea positivamente homogénea, se introduce en lugar
de (1.4) su raíz cuadrada

d2( f , g ) =

�

∫ 1

0

( f (x )− g (x ))2d x

�1/2

(1.5)

Se dice que una sucesión de funciones integrables { fn} converge en media cuadrática
a f sobre [0, 1], si la sucesión de los errores cuadráticos {d2( f , fn )} converge a 0.

Ejercicio 1.1.6. i) Prueba que toda sucesión uniformemente convergente de fun-
ciones es puntualmente convergente, pero que no se cumple el inverso.

ii) Prueba que toda sucesión { fn} de funciones integrables fn : [0,1 ] → R, que
converge uniformemente a f : [0, 1]→R, converge también en media y en media
cuadrática a f , pero que no se cumple el inverso.

iii) Prueba que la convergencia puntual no implica la convergencia en media o en
media cuadrática.

iii) Prueba que un límite uniforme de funciones continuas es continuo pero no en
el caso para límites puntuales

Indicación: considerar las funciones de 1.1.3.
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Ejercicio 1.1.7. Todo punto x ∈Rn puede identificarse con la función k 7→ x (k ) de
A = {1, . . . , n} enR, que asocia a todo índice k ∈ A la k−ésima coordenada de x . Prueba
que para tales funciones (que tienen un dominio finito) la convergencia puntual y la
convergencia uniforme coinciden.

Los conceptos de convergencia, definidos en los ejemplos anteriores, son aparen-
temente muy heterogéneos. Sin embargo, para números, vectores o funciones, se
plantean frecuentemente problemas similares. Por ejemplo, ¿está determinado de
manera única el límite de una sucesión convergente? ¿Son convergentes las sucesiones
de Cauchy (de números, vectores o funciones)? ¿Puede extraerse una subsucesión
convergente de una sucesión acotada?

Parece lógico desarrollar, para estos problemas comunes, una teoría común, apli-
cable igualmente a números, vectores, funciones y otros objetos matemáticos. Para
desarrollar tal teoría habría que hacer un análisis de los razonamientos usuales en el
tratamiento de los diferentes tipos de convergencia, y formular la base lógica común
de estos razonamientos como sistemas de axiomas de una nueva teoría. No podemos
reproducir aquí el proceso histórico que terminó con la definición de los espacios mé-
tricos de Fréchet (1905). Sin embargo, ya nuestros ejemplos nos dan unas sugerencias.
Analicemos su estructura común.

Todos estos conceptos de convergencia quedan expresados en la siguiente fórmula
general: una sucesión de elementos {xi } (resp.{ fi }) converge a un elemento x (resp. f ),
si las xi (resp. fi ) están tan cerca de x (resp. f ) como se quiera, cuando los subíndices
i son suficientemente grandes. Lo esencial es, cómo se precisa en cada caso la palabra
cerca. Con excepción del ejemplo 1.1.3 (convergencia puntual) esto se hace por una
medida de proximidad, a saber por:

d (x , y ) = |y − x | (1.6)

para la convergencia de números en R;

d2(x , y ) =

√

√

√

n
∑

k=1

(x (k )− y (k ))2 (1.7)

para la convergencia de puntos en Rn ;

d∞( f , g ) = sup
x∈A
|g (x )− f (x )| (1.8)

para la convergencia uniforme;

d1( f , g ) =

∫ 1

0

|g (x )− f (x )|d x (1.9)
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para la convergencia en media;

d2( f , g ) =

�

∫ 1

0

(g (x )− f (x ))2d x

�1/2

(1.10)

para la convergencia en media cuadrática.
En el ejemplo 1.1.3 no tenemos una sola medida sino toda una familia que miden

la proximidad de fn a f en los distintos puntos x ∈ A

dx ( f , g ) = | f (x )− g (x )| (x ∈ A)

Esto parece ser una diferencia estructural tan importante, que es natural excluir la
convergencia puntual en una primera fase de nuestra consideración.

Regresemos a los demás ejemplos. Corresponde a nuestra intuición geométrica
interpretar las dos magnitudes d (x , y ) y d2(x , y ) en (1.6), (1.7) como distancias: |x − y |
es la distancia entre los números reales x y y en la recta real y

Æ

(x (1)− y (1))2+ (x (2)− y (2))2+ (x (3)− y (3))2

es la distancia entre los dos puntos x = (x (1), x (2), x (3)) y y = (y (1), y (2), y (3)) en el
espacio tridimensional.

Pero, no tenemos una idea intuitiva de lo que sería una distancia entre dos funcio-
nes, estamos acostumbrados a hablar de la distancia entre dos valores de funciones.
Fue un gran logro en la historia de las matemáticas cuando, en vez de fijarse en los
valores de las funciones, las funciones mismas se consideraron como puntos de un
nuevo espacio abstracto y las magnitudes (1.8), (1.9) y (1.10) se interpretaron como
distancias entre estos puntos. Esta concepción es el origen del Análisis Funcional.

Con la interpretación de las medidas de proximidad (1.8) – (1.10) como distan-
cias entre funciones casi tenemos ya un modelo matemático para las cuestiones de
convergencia. Queda sólo precisar lo que es una distancia en general. No podemos
recurrir a nuestra intuición espacial, porque no tenemos una intuición geométrica de
la distancia entre dos funciones, además existen diferentes conceptos de distancias
como hemos visto.

Coleccionemos las propiedades más elementales de las distancias definidas. Según
nuestros ejemplos, la distancia entre dos elementos de un conjunto X (de números,
vectores, funciones, etc.) es un número real positivo. Si asociamos a todo par de
elementos (x , y ) ∈ X 2 su distancia, obtenemos una función de X × X → R que se
llama métrica. Claro, que no llamaremos métrica a cualquier función de X ×X enR.
Exigiremos que sus valores verifiquen algunas propiedades básicas de las distancias
intuitivas. Por ejemplo, la distancia entre dos elementos x , y podrá ser 0 únicamente
si x = y . Además la distancia de x a y deberá ser igual a la distancia de y a x .
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La selección de propiedades fundamentales para la caracterización axiomática de
una métrica debe verificar dos criterios:

1. Las propiedades deben ser suficientemente débiles para ser comunes a todas
las métricas concretas ya utilizadas.

2. Deben ser suficientemente fuertes para establecer una teoría sólida que permita
el tratamiento sistemático y simultáneo de los problemas fundamentales de
convergencia y de continuidad.

Fue FRÉCHET quien descubrió primero (en su disertación de doctorado [70]) que
es suficiente añadir la desigualdad triangular:

d (x , y ) +d (y , z )≥ d (x , z )

a las dos propiedades mencionadas anteriormente, para tener una base axiomática
adecuada de la teoría de los espacios métricos.

1.2. Métricas. Ejemplos de espacios métricos

Definición 1.2.1 (métrica, espacio métrico). Sea X un conjunto. Una función d : X ×
X →R se llama métrica o distancia sobre X , si verifica los siguientes axiomas:

(D1) d (x , y ) = d (y , x ) x , y ∈ X

(D2) d (x , z )≤ d (x , y )+d (y , z ) x , y , z ∈ X

(D3) d (x , y ) = 0⇐⇒ x = y x , y ∈ X

(D4) d (x , y )≥ 0 x , y ∈ X

Para x , y ∈ X el número real d (x , y ) se llama entonces distancia entre x y y . Al
par (X , d ) se le dice espacio métrico.

Nota. Una métrica sobre X no es una función sobre X sino sobre X 2 = X ×X .

Ejercicio 1.2.2. Probar que (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) definen métricas sobre los
espacios R, Rn , B ([0, 1],R) = { f ∈R[0,1] | f acotada},C([0, 1],R) = { f ∈R[0,1] | continua}
respectivamente.

Indicación: En el caso de (1.10) se puede utilizar la desigualdad de Minkowski:

∫ 1

0

| f g | d x ≤

�

∫ 1

0

f 2d x

�1/2�∫ 1

0

g 2d x

�1/2
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Hemos hallado el espacio métrico como modelo para el tratamiento de cuestiones de
convergencia y de aproximación. Pero, como es costumbre con los modelos matemáti-
cos, la teoría de los espacios métricos sirve para muchos otros fines. La gran variedad
de aplicaciones posibles ya se indica en los siguientes ejemplos de espacios métricos,
que no sólo pertenecen al Análisis o Análisis Funcional, sino también a disciplinas
aparentemente tan ajenas como la teoría algebraica de los números y la teoría de
gráficas.

Ejemplo 1.2.3 (métrica discreta). Sea X un conjunto cualquiera. Entonces la aplica-
ción d : X ×X →R+ definida por

d (x , y ) =

¨

1 si x ̸= y

0 si x = y

es una métrica. Todo conjunto puede proveerse de esta métrica trivial que se llama
discreta.

Ejemplo 1.2.4 (espacios normados). Sea E un espacio vectorial real. Nos interesan
especialmente las métricas d sobre E que son compatibles con la estructura lineal de
este espacio. Por compatible, entendemos que cumplen dos propiedades que tienen
un significado geométrico sencillo.

Homogeneidad positiva bajo homotecias:

(DV1) d (λx ,λy ) = |λ|d (x , y ) para todos x , y ∈ E , λ ∈R (fig. 1.6)

y

d (x , y )

x

λy

|λ|d (x , y )

λx

Figura 1.6
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Invariancia bajo traslaciones:

(DV2) d (x + z , y + z ) = d (x , y ) para todos x , y , z ∈ E (fig. 1.7)

y

d (x , y )

x

z

z

y + z

d (x + z , y + z )

x + z

Figura 1.7

Si d tiene estas dos propiedades, la distancia entre x y y es igual a la distancia del
vector y − x a 0:

d (x , y ) = d (0, y − x )

o sea, d está determinada por la función de una sola variable

∥ · ∥: z 7→ d (0, z ) =∥ z ∥ sobre E .

Esta función tiene las siguientes propiedades:

(N1) ∥λz ∥= |λ| ∥ z ∥ z ∈ E

(N2) ∥ z + z ′ ∥≤∥ z ∥+ ∥ z ′ ∥ z , z ′ ∈ E

(N3) ∥ z ∥= 0⇐⇒ z = 0 z ∈ E

(N4) ∥ z ∥≥ 0 z ∈ E

Toda función z 7→∥ z ∥ de E en R+ ∪ {0} que cumple estas tres propiedades se
llama una norma sobre el espacio vectorial E y al par (E ,∥ · ∥) se le llama espacio
normado. Resulta que, si d es una métrica sobre E que satisface las dos propiedades
de compatibilidad (DV1), (DV2), entonces la aplicación z 7→∥ z ∥:= d (0, z ) es una
norma.

Dejamos al lector probar que lo inverso se cumple también:

Si (E ,∥ · ∥) es un espacio normado, entonces la aplicación

(x , y ) 7→ d (x , y ) =∥ y − x ∥ sobre E ×E

es una métrica compatible con la estructura vectorial de E . Esta métrica se asocia
canónicamente al espacio normado (E ,∥ · ∥).
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Pregunta. ¿Cuáles de las métricas mencionadas en el ejercicio 1.2.2 son compatibles
con la estructura vectorial, y cuáles son las normas correspondientes?

Ejemplo 1.2.5 (espacio prehilbertiano). Recordemos que un espacio prehilbertiano
es un espacio vectorial H (sobre K = C o sobre K = R) con un producto interior
que asocia a todo par (x , y ) ∈ H ×H un escalar 〈 x , y 〉 y que satisface los axiomas
siguientes:

(H1) 〈 x , y 〉= 〈 y , x 〉 (la barra significa aquí el complejo conjugado)

(H2) 〈 x + y , z 〉= 〈 x , z 〉+ 〈 y , z 〉

(H3) 〈λx , y 〉=λ〈 x , y 〉

(H4) 〈 x , x 〉 ≥ 0 y 〈 x , x 〉= 0⇐⇒ x = 0 x , y , z ∈ E ,λ ∈ K .

Decimos que (H , 〈·, ·〉) es un espacio prehilbertiano real (resp. complejo) o espacio
pre-euclideano, si K =R (resp. K =C). Si K =R el producto interior es lineal en ambas
variables. Si K =C, entonces 〈 x , y 〉 es lineal solamente en x . En ambos casos, para
todo x ∈H , 〈 x , x 〉 es un número real positivo.

Dejamos al lector probar que en todo espacio prehilbertiano real o complejo se
cumple la desigualdad de Cauchy-Schwartz (sin necesidad de exigir la segunda parte
de (H4)).

|〈 x , y 〉| ≤ 〈 x , x 〉1/2 · 〈 y , y 〉1/2 (1.11)

Está claro que la función ∥ · ∥: x 7→ sobre H , donde ∥ x ∥:= 〈x , x 〉1/2 sobre H verifica
los axiomas métricos (N1) y (N3). Además, empleando (1.11) se tiene que

∥ x + y ∥2 = 〈 x + y , x + y 〉= 〈 x , x 〉+ 〈 y , y 〉+2 Re〈 x , y 〉
≤∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +2 ∥ x ∥∥ y ∥= (∥ x ∥+ ∥ y ∥)2

(Re denota la parte real), para todos los x , y ∈H . Por lo tanto ∥ . ∥ cumple también
(N2). Luego es una norma sobre H .

De tal manera, tenemos canónicamente asociado a todo espacio prehilbertiano
una métrica.

d (x , y ) =∥ y − x ∥= 〈 y − x , y − x 〉1/2 (1.12)

que es compatible con la estructura vectorial de H . Es fácil comprobar que las normas
derivadas de un producto interior cumplen la ley del paralelogramo:

∥ x + y ∥2 + ∥ x − y ∥2= 2 ∥ x ∥2 +2 ∥ y ∥2 (1.13)
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Incluso esta propiedad es característica para estas normas o sea: Si una norma ∥ · ∥
sobre un espacio vectorial real o complejo E cumple (1.13), entonces se deriva de un
producto interior sobre E . Un ejemplo está dado por la norma euclideana

∥ x ∥=

√

√

√

n
∑

i=1

(x 2
i )

sobreRn , que verifica la ley del paralelogramo. Se deriva del producto interior canónico
definido mediante:

〈x , y 〉=
n
∑

i=1

xi yi

sobre Rn .
Un contraejemplo está dado por la norma

∥ x ∥∞=máx{| xi | i = 1, . . . , n}

sobre Rn . Para
x = (1, 0) ∈R2, y = (0, 1) ∈R

tenemos ∥ x ∥∞= 1, ∥ y ∥∞= 1, ∥ x + y ∥∞= 1 y ∥ x − y ∥∞= 1. Luego esta norma no
cumple la ley del paralelogramo.

Ejemplo 1.2.6 (el espacio l 2(N)). Para construir un espacio pre-euclideano de dimen-
sión infinita, consideremos el conjunto l 2(N) de todas las sucesiones de números

reales {xk }, con
∞
∑

k=1
x 2

k <∞.

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz para los espacios Rn el lector deducirá
fácilmente que

∞
∑

k=1

�

�xk yk

�

�≤

�∞
∑

k=1

x 2
k

�1/2�∞
∑

k=1

y 2
k

�1/2

(1.14)

De aquí que l 2(N), provisto de la adición y del producto escalar usuales para sucesiones,
es un espacio vectorial real. Evidentemente la aplicación

(x , y ) 7→ 〈x , y 〉 :=
∞
∑

k=1

xk yk (1.15)

es simétrica, bilineal y positiva, por lo tanto es un producto interior sobre l 2(N). El par
l 2((N), 〈., .〉) es un espacio pre-euclideano de dimensión infinita con la norma

x 7→∥ x ∥:=

�∞
∑

k=1

x 2
k

�1/2

(1.16)
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y la métrica

(x , y ) 7→ d (x , y ) =∥ y − x ∥=

�∞
∑

k=1

(y − x )2
�1/2

(1.17)

A pesar de la analogía de las definiciones, el espacio l 2(N) es métricamente muy
diferente de los espacios euclideanos de dimensión finita Rn , como veremos más
adelante.

Ejemplo 1.2.7 (distancia p−ádica). Procederemos a definir sobre el conjunto X =Qde
los números racionales la llamada distancia p−ádica, que juega un papel importante
en la teoría algebraica de los números.

Sea p un número primo. Para todo n ∈N denotaremos por vp (n ) al exponente de
p en la descomposición de n en factores primos. Entonces se cumple para todos los
n , n ′ ∈N

vp (n ·n ′) = vp (n )+ vp (n
′) (1.18)

Si ahora x =± r /s ∈Q con r, s ̸= 0, r, s ∈N podemos definir

vp (x ) := vp (r )− vp (s ). (1.19)

De (1.18) es fácil ver que este valor no depende de la expresión particular de x como
fracción y, además con esta definición, (1.18) sigue siendo válida para n , n ′ ∈Q. Con
tal convenio podemos definir la métrica p−ádica dp por:

dp (x , y ) :=

¨

0 si x = y

p−vp (x−y ) si x ̸= y
((x , y ) ∈Q×Q) (1.20)

Dejamos al lector verificar que dp cumple los axiomas (D1) a (D3).

Daremos ahora un ejemplo de un espacio métrico finito. Tales espacios métricos
se estudian por ejemplo en la teoría de gráficas.

Ejemplo 1.2.8 (distancia de costos). Consideremos el problema siguiente: en una
región un cierto número finito de lugares deben conectarse por carreteras. Se conocen
los costos de construcción de toda una serie de carreteras posibles. Se busca una
red de carreteras que conecte todos los lugares y cuyos costos de construción sean
minimales. Para resolver este tipo de problemas se toman como modelos las gráficas
con peso (conexas). Por ejemplo: (fig. 1.8).

No daremos la definición formal de una gráfica con peso, para nuestro objetivo
basta el concepto intuitivo (v., p. ej., BERGE [20]). Veremos enseguida cómo introducir
una métrica sobre el conjunto de los vértices. Estos vértices pueden conectarse por
al menos un camino (por conexidad). En nuestro ejemplo tenemos entre A1 y A4



14 1.2. Métricas. Ejemplos de espacios métricos

A1

A2 A3 A4

A5A6A7

A8 A9

1

2 3 4
5

6789
10

11

12 13

14

1516

17

Figura 1.8: Gráfica con peso

los caminos: (A1, A2, A3, A4), (A1, A8, A9, A4), (A1, A2, A8, A3, A9, A4), etc. A cada camino
(Ai1

, . . . , Air
) se le asocia sus costos de construcción

c (Ai1
, Ai2
) + · · ·+ c (Air−1

, Air
),

por ejemplo al camino (A1, A2, A3, A4) se le asocian los costos 17+16+15= 48. Está
claro que entre ellos existe (al menos) un camino cuyos costos de construcción son
minimales. Evidentemente tales caminos tienen un interés particular en la economía;
la teoría de gráficas ha desarrollado algoritmos para determinar explícitamente estos
caminos llamados caminos geodésicos.

Si denotamos por di j los costos del camino geodésico entre Ai y A j , es fácil com-
probar que mediante la función

d : (Ai , A j ) 7→











0 si i = j

i , j = 1, . . . , 9

di j si i ̸= j

se define una métrica sobre el conjunto de los vértices de la gráfica. di j (i ̸= j ) que se
llama distancia de costos entre Ai y A j , la matriz (di j ), i , j = 1, . . . , 9 se llama matriz de
distancias de la gráfica con peso.

En cuanto al problema planteado inicialmente puede demostrarse que la red
de costos minimales que conectan todos los lugares A1, . . . , An = A9 tiene n − 1 = 8
carreteras. Existen algoritmos para determinar explícitamente tales redes. En nuestra
gráfica hemos dibujado una red de costos minimales.

Ejercicio 1.2.9. Representemos métricamente, enR2, la situación de una tribu en un
lugar muy boscoso con un río en y = 0.

Para llegar al agua, Los habitantes de una tal tribu hicieron brechas perpendiculares
al río. Si alguien desea ir de un punto (x1, y1) a un punto (x2, y2), sólo puede hacerlo,
debido a lo espeso del bosque, por las brechas o por la orilla del río (fig. 1.9).



1. Espacios Métricos 15

y1

y2

(x1, y1)

(x2, y2)

x1 = x2 x

y y

x

(x1, y1)

(x2, y2)

Figura 1.9: Métrica del bosque

i) Dar la definición precisa de la métrica apropiada a esta situación y verifica que
es una métrica.

ii) Prueba que no es compatible con la estructura vectorial de R2.

1.3. Subespacios. Isometrías

Sea (X , d ) un espacio métrico y A un subconjunto de X . Para todo par de puntos x y
y ∈ A, tenemos asociada una distancia d (x , y ) ya que x y y son elementos del espacio
métrico (X , d ). Estas distancias d (x , y ), (x , y ∈ A) verifican trivialmente los axiomas
(D1) – (D3); luego inducen una métrica sobre A.

Definición 1.3.1 (subespacios métricos). Sea (X , d ) un espacio métrico, A ⊂ X . En-
tonces la métrica

dA : (x , y )→ dA(x , y ) := d (x , y ), (x , y ) ∈ A×A

se llama métrica inducida por d sobre el subconjunto A ⊂ X y (A, dA) se llama subes-
pacio métrico de X .

Esta definición nos provee de una gran variedad de nuevos espacios métricos
partiendo de los espacios métricos ya definidos en los ejemplos anteriores. Por ejemplo,
todo subconjunto de Rn nos da un espacio métrico. Podemos preguntarnos ahora a
qué espacios métricos debemos llamar isomorfos.

Definición 1.3.2 (Isometría). Sean (X , d ), (X ′, d ′)dos espacios métricos. Una biyección
f : X → X ′ se llama isometría, si para todos x , y ∈ X se cumple que d ′( f (x ), f (y )) =
d (x , y ).
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Dos espacios métricos se llaman isomorfos o isométricos si existe una isometría de
uno sobre otro. ¿Por qué es suficiente pedir sobreyección en lugar de biyección en esta
definición?

Ejemplo 1.3.3. Cada subespacio lineal o afín deRn , de dimensión m , es isométrico al
espacio Rm (con la métrica euclideana).

Todo subespacio métrico del espacio euclideano es isomorfo a todas sus traslacio-
nes.

Ejemplo 1.3.4. Todo espacio euclideano Rn es isomorfo, como espacio métrico, al
subespacio {(xi ) ∈ l 2(N) | xn+k = 0, para, k ∈N∗} del espacio euclideano l 2 (N), definido
en el Ejemplo 1.2.6.

Ejemplo 1.3.5. Se puede probar el siguiente resultado: si f : Rn →Rn es una isometría
del espacio euclideanoRn sobre sí mismo con f (0) = 0, entonces f es lineal y conserva
al producto interior, o sea f es un automorfismo del espacio euclideano Rn .

Ejercicio 1.3.6. ¿Cuáles de las siguientes aplicaciones son isometrías sobre Rn ?

(i) las traslaciones: x 7→ x + b , b ∈Rn fijo,

(ii) las homotecias: x 7→λx , λ ∈R fijo,

(iii) las rotaciones: x 7→ Ax , A matriz de n ×n ortogonal,

iv) o las aplicaciones f : Rn →Rn que conservan la norma.

1.4. Seudométricas

Sea X ⊂ RA un conjunto de funciones reales sobre un conjunto A ≠ ;. De manera
natural, la proximidad de dos funciones x , y ∈ X en un punto a ∈ A se mide por la
distancia |x (a )− y (a )| entre sus valores en el punto a .

Sin embargo, la aplicación

fa : (x , y ) 7→ |x (a )− y (a )|

no puede interpretarse como una métrica sobre X , fa es simétrica y cumple la des-
igualdad triangular, pero de fa (x , y ) = 0 no puede deducirse que x = y .

Se dice que fa es una seudométrica sobre X .

Definición 1.4.1 (Seudométrica). Sea X un conjunto. Una aplicación f : X 2→R se
llama una seudométrica o semidistancia sobre X si cumple:
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(D1) f (x , y ) = f (y , x ) (simetría)

(D2) f (x , y )≤ f (x , z )+ f (z , y ) (desigualdad triangular)

(D3) x = y =⇒ f (x , y ) = 0

para todos los x , y , z ∈ X .

Al par (X , f ) se le llama espacio seudométrico.

Para ver si una seudométrica es una métrica hay que verificar que todos sus valores
sean reales y que f (x , y ) ̸= 0 para todos los x , y ∈ X con x ̸= y .

Ejemplo 1.4.2. Sea X un conjunto y h : X →R una función real sobre X . Entonces la
aplicación, definida por

f (x , y ) := |h (x )−h (y )| (x , y ∈ X )

es una seudométrica sobre X y si h es inyectiva, f es una métrica.

Ejemplo 1.4.3 (seminormas). Análogamente que para métricas se dice que una seudo-
métrica f : X 2→R+ sobre un espacio vectorial real E es compatible con la estructura
lineal de E , si cumple:

(DV1) f (λx , λy ) = |λ| f (x , y )

(DV2) f (x + z , y + z ) = f (x , y ) para todo x , y , z ∈ X , λ ∈R.

Tales seudométricas definen una aplicación p : x 7→ f (0, x ) sobre E con las siguien-
tes propiedades:

(N1) p (λx ) = |λ|p (x ) (homogeneidad positiva)

(N2) p (x + y )≤ p (x ) +p (y ) (desigualdad triangular)

(N3′) x = 0=⇒ p (x ) = 0.

Las funciones p : E → R+ (sobre espacios vectoriales reales o complejos E ) con
estas tres propiedades se llaman seminormas. Si, inversamente, p : E → R+ es una
seminorma, entonces se define por

f (x , y ) := p (y − x ) (1.21)

una seudométrica real sobre E . La mayoría de las seudométricas usuales sobre un
espacio vectorial provienen de una seminorma.
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Ejercicio 1.4.4. Sea E un espacio vectorial y p : E →R una seminorma. Prueba que
N = {x ∈ E | con p (x ) = 0} forma un subespacio vectorial de E y que p induce una
norma sobre el espacio cociente E /N .

Pregunta. ¿Es posible que una seminorma p que no es una norma sobre un espacio
vectorial E induzca una norma sobre un subespacio vectorial de E ? ¿Por ejemplo?

Partiendo de una seudométrica o de una familia de seudométricas dadas, se obtie-
nen nuevas seudométricas por toda una serie de operaciones bastante generales. Es
precisamente la variedad de estas posibilidades lo que constituye la utilidad de las
seudométricas:

i) La suma de una familia (finita o no) de seudométricas es una seudométrica.

ii) Todo límite puntual de seudométricas es una seudométrica.

iii) El supremo de una familia (finita o no) de seudométricas es una seudométrica.

iv) Si ρ : X → Y es una aplicación y g : Y 2→R+ es una seudométrica, entonces

f (x , y ) := g (ρ(x ),ρ(y )), (x , y ∈ X ) (1.22)

es una nueva seudométrica sobre X que se llama imagen recíproca de la seudo-
métrica g .

v) Si f : X 2 → R+ es una seudométrica y ϕ : R+ → R+ una función creciente con
ϕ(0) = 0 y ϕ(x + y ) ≤ ϕ(x ) +ϕ(y ), entonces g := ϕ ◦ f es otra seudométrica
sobre X .

vi) Más generalmente, si f1, . . . , fn : X 2→R+ son seudométricas, f = ( f1, . . . , fn ): X 2→
(R+)n y ϕ : (R+)n →R+ una función creciente 1 con ϕ(0) = 0 y ϕ(x + y )≤ϕ(x ) +
ϕ(y ), entonces g :=ϕ ◦ f es otra seudométrica sobre X .

Ejercicio 1.4.5. Probar los enunciados i) – vi).

Veamos algunas aplicaciones.

1Sobre el conjunto ordenado (R+)n , provisto del orden producto:

x ≤ y ⇐⇒ x1 ≤ y1, . . . , xn ≤ yn

para x , y ∈ (R+)n , una función real se llama creciente, si cumple:

x ≤ y ⇒ϕ(x )≤ϕ(y ) para toda x , y ∈ (R+)n .
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Ejemplo 1.4.6 (convergencia uniforme sobre un subconjunto). Sea X un conjunto de
aplicaciones de un conjunto A ̸= ; en un espacio métrico (Y , d ) y sea B ⊂ A. Para todo
b ∈ B la función

db : (x , y ) 7→ db (x , y ) := d (x (b ), y (b )) (1.23)

es una seudométrica sobre X . Luego, por iii), la función

dB : (x , y )→ sup
b∈B

db (x , y ) (1.24)

es una seudométrica sobre X . Esta métrica dB mide la proximidad de las funciones
x , y ∈ X sobre el conjunto B ⊂ A (fig. 1.10).

(Y , d )

B

dx

x

y
A

Figura 1.10

Para B = A obtenemos la seudométrica dA = d∞ de la convergencia uniforme
(Ejemplo 1.1.4).

Ejemplo 1.4.7 (producto finito de espacios métricos). Mencionemos primeramente
que la función

x 7→

�

n
∑

i=1

x 2
i

�1/2

sobre Rn

+, tiene las propiedades requeridas en vi) (por la desigualdad triangular para
la norma euclideana). Sea (X i , di ), i = 1, . . . , n una familia finita de espacios métricos.
Las funciones

(x , y ) 7→ di (xi , yi ) (i = 1, . . . , n )

son seudométricas sobre el producto X :=
n
Π

i=1
X i . Luego, por vi), iii) y i), las aplicaciones

d2, d∞, d1 definidas por:

d2(x , y ) :=

�

n
∑

i=1

di (xi , yi )
2

�1/2

(1.25)
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d∞(x , y ) := sup{di (xi , yi ) | i = 1, . . . , n} (1.26)

d1(x , y ) :=
n
∑

i=1

di (xi , yi ) (1.27)

son seudométricas sobre X . Es evidente que son, de hecho, métricas y que cumplen

d∞ ≤ d2 ≤ d1 ≤ nd∞ (1.28)

Según sea el caso se utiliza una de estas tres seudométricas canónicas sobre el espacio

producto X =
n
Π

i=1
X i . La primera se utiliza, principalmente, si los espacios X i son

espacios euclideanos y las di son las métricas asociadas, (i = 1, . . . , n ). El espacio
euclideano Rn es un caso particular de tal producto: la distancia euclideana sobre Rn

se construye como producto de las métricas

di (xi , yi ) := |yi − xi | sobre X i :=R i = 1, . . . , n

Ejemplo 1.4.8. Sea (X , d ) un espacio métrico. Entonces las funciones

d ′ :=
d

1+d
(1.29)

d ′′ := ı́nf{1, d } (1.30)

son métricas sobre X (por v)). Para esta métricas se tiene

d ′ ≤ d ′′ ≤ 2d ′ (1.31)

y ambas están acotadas (por 1). Se utilizan, principalmente, si es necesario susti-
tuir una métrica dada d por una métrica acotada. En los dos ejemplos anteriores
hemos definido sobre un mismo conjunto diferentes métricas que son comparables
(1.28), (1.31).

Veremos, más adelante, que muchos conceptos de la teoría de los espacios métricos
(p. ej., sucesión convergente, conjunto acotado, función continua o uniformemente
continua) se mantienen invariantes al pasar de una métrica a otra métrica comparable.

Definición 1.4.9 (seudométricas semejantes). Dos seudométricas d , d ′ sobre un con-
junto X se llaman semejantes, si existen números reales k , k ′ > 0 tales que

d (x , y )≤ k ′d ′(x , y ) y d ′(x , y )≤ k d (x , y ) (1.32)

para todo x , y ∈ X . Es fácil comprobar que la semejanza es una relación de equiva-
lencia entre las seudométricas sobre un conjunto. Una seudométrica semejante a una
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métrica es ella misma una métrica. Por (1.28) las tres métricas canónicas sobre un
producto finito de espacios métricos son semejantes. Esto explica por qué pueden
utilizarse equivalentemente, según convenga. Por lo mismo, las dos métricas acotadas
d ′, d ′′, canónicamente asociadas a una métrica d (Ejemplo 1.4.8), son semejantes. Sin
embargo, una métrica no acotada, no puede ser semejante a una métrica acotada;
luego una métrica no acotada d sobre un conjunto X , no es semejante a la métrica
d ′ = d

(1+d ) ni a la métrica d ′′ = ı́nf{1, d }.

Pregunta. ¿Son semejantes las métricas d∞ (1.8) y d1 (1.9) sobre C([0,1],R)?, ¿Son
semejantes las métricas d1 (1.9) y d2 (1.10) sobre C([0, 1],R)?

Regresemos a nuestro problema inicial, o sea, a los diferentes conceptos de conver-
gencia para sucesiones de funciones. Podemos ahora precisar la diferencia estructural
entre la convergencia puntual y los demás tipos de convergencia. Para estudiar la
convergencia puntual en un conjunto de funciones X ⊂RA debemos considerar to-
da una familia de seudométricas (da )a∈A mientras que la convergencia uniforme, la
convergencia en media y la convergencia en media cuadrada se definen por una sola
métrica, de tal forma que, para su estudio, el espacio métrico nos sirve como modelo
abstracto.

( fn ) converge puntualmente a f ⇔ A ̸= ;
[da ( fn , f )] converge a 0 para todo a ∈ A fn , f : A→ R
( fn ) converge uniformemente a f ⇔ da ( fn , f ) := | fn (a )− f (a )|
[d∞( fn , f )] converge a 0 d∞( fn , f ) := sup

a∈A
| fn (a )− f (a )|

(1.33)

Desarrollaremos ahora la teoría de los espacios métricos hasta el punto en el que
se pueda concebir una teoría axiomática todavía más general, que englobe también la
convergencia puntual. Puesto que la teoría de los espacios métricos generaliza direc-
tamente los conceptos y métodos utilizados por el Análisis Clásico en su tratamiento
de la convergencia y continuidad, podemos proceder en forma acelerada, dejando al
lector una parte de las demostraciones. De tal manera las Secciones 1.5 y 1.6 persiguen
dos objetivos:

1. Servir de autocontrol para ver si se ha entendido la estructura abstracta de los
razonamientos métricos del Análisis Clásico.

2. Familiarizar al lector con conceptos topológicos a un nivel de abstracción inter-
medio, como preparación didáctica a la Topología General.
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1.5. Sucesión convergente. Bola. Diámetro. Distancia en-
tre conjuntos

Definición 1.5.1 (sucesión convergente). Sea (X , d ) un espacio métrico, {xn} una
sucesión de elementos de X . Se dice que {xn} converge a x ∈ X , si para todo ϵ > 0
existe un N ∈N tal que

d (x , xn )< ϵ para n ≥N (1.34)

En este caso x se llama el límite de la sucesión {xn} . En símbolos: (xn )↠
d

x o ĺım(xn ) = x .

Nota a) La métrica d permite reducir el problema de convergencia de elementos de
un espacio métrico a un problema de convergencia de números reales:

(xn )↠ x ⇐⇒ (d (x , xn ))↠ 0 (1.35)

Mediante la distancia d hemos subordinado el concepto abstracto de acer-
camiento entre dos puntos de X al, ya conocido, de acercamiento entre dos
puntos de R.

Nota b) El enunciado (xn )↠
d

x no depende tanto de la métrica particular d como pue-

de aparecer a primera vista. Por (1.32) y por la definición anterior, una sucesión
(xn ) con (xn )↠

d
x converge a x con respecto a toda métrica que sea semejante a d .

Ejemplo 1.5.2 (sucesión convergente en un espacio métrico discreto). En un espacio
métrico discreto una sucesión (xn ) converge a un punto x si y sólo si, todos los términos
xn son iguales a x a partir de cierto rango N ∈N.

La convergencia se define con respecto a un espacio métrico. Sea (A, dA) un subes-
pacio del espacio métrico (X , d ).

Pregunta. ¿Cuáles de los siguientes enunciados son válidos?

i) Toda sucesión convergente en (A, dA) es convergente en (X , d ).

ii) Una sucesión de puntos de A es convergente en (A, dA) si y sólo si es convergente
en (X , d ).

iii) Una sucesión de puntos de A es convergente en (A, dA) si y sólo si converge a un
punto de A en (X , d ).

Ejercicio 1.5.3. Probar la unicidad del límite en cada espacio métrico (X , d ). Definir
la convergencia en un espacio seudométrico. Dar un ejemplo de una sucesión conver-
gente en un espacio seudométrico (espacio funcional) con dos límites diferentes.
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La condición (1.34) significa que

xn ∈ B (x ,ϵ) :=
�

y ∈ X | d (x , y )< ϵ
	

para n ≥N (1.36)

Los conjuntos B (x ,ρ) (x ∈ X , 0<ρ <∞) juegan un papel fundamental en la teoría de
los espacios métricos. Por su forma, en el caso del espacio euclideano R3, se llaman
bolas.

Definición 1.5.4 (bolas abiertas o cerradas, esferas). Sea (X , d ) un espacio seudomé-
trico, a ∈ X , 0<ρ <∞. Entonces

B (a ,ρ) := {x ∈ X | d (a , x )<ρ} (1.37)

(resp. B ′(a ,ρ) := {x ∈ X | d (a , x )≤ρ}) (1.38)

se llama bola abierta (resp. bola cerrada) de centro a y de radio ρ. El conjunto

E (a ,ρ) := {x ∈ X | d (a , x ) =ρ}= B ′(a ,ρ) \B (a ,ρ) (1.39)

se llama esfera de centro a y de radio ρ.

En el espacio euclideano R2 las bolas son discos y las esferas son círculos.

⇝ Resaltemos que las bolas en un espacio seudométrico cualquiera no tienen, en
general, las propiedades geométricas de las bolas euclideanas.

Ejemplo 1.5.5 (bolas en Rn con respecto a diversas métricas). i) Las bolas enRn ,
definidas por la métrica euclideana

d2(a , x ) =

√

√

√

n
∑

i=1

(xi −ai )2

tienen la forma de la figura 1.11 i).

ii) Las bolas en Rn , definidas por la métrica

d∞(a , x ) = sup{|xi −ai | | i = 1, . . . , n}

tienen la forma de la figura 1.11 ii).

iii) Las bolas en Rn , definidas por la métrica

d1(x , a ) =
n
∑

i=1

|xi −ai |

tienen la forma de la figura 1.11 iii).
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i)

B ′d2
(a ,ρ)

a ρ

ii)

B ′d∞ (a ,ρ)

a ρ

iii)

B ′d1
(a ,ρ)

a ρ

Figura 1.11: Bolas cerradas en R2

a l

B ′d∞ (a , 1)

B ′d2
(a , 1)

B ′d1
(a , 1)

B ′d∞ (a , 1/2)

Figura 1.12: Inclusión de bolas en R2
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Por (1.28) tenemos d∞(x , y )≤ d2(x , y )≤ d1(x , y )≤ nd∞(x , y ), por lo tanto:

Bd∞ (a , 1/n )⊂ Bd1
(a , 1)⊂ Bd2

(a , 1)⊂ Bd∞ (a , 1) (1.40)

(fig. 1.11) y (fig. 1.12).

¿Qué métricas sobre R2 definen bolas de forma elíptica?

Ejemplo 1.5.6 (bolas de un espacio métrico discreto). Sea (X , d ) un espacio métrico
discreto (Ejemplo 1.2.3). Entonces tenemos para todo a ∈ X :

B (a ,ρ) = B ′(a ,ρ) = X y E (a ,ρ) = ;, si ρ > 1

B (a ,ρ) = B ′(a ,ρ) = {a } y E (a ,ρ) = ;, si 0<ρ < 1

B (a ,ρ) = {a }, B ′(a ,ρ) = X , E (a ,ρ) = X \ {a }, si ρ = 1

Ejemplo 1.5.7 (bolas en subespacios). Sea (X , d ) un espacio métrico, A ⊂ X . Entonces
las bolas BA(a ,ρ) de centro a ∈ A y de radioρ > 0 en el subespacio métrico (A, dA) son,
precisamente, las intersecciones de las bolas del mismo centro y del mismo radio en
(X , d ) con A:

BA(a ,ρ) = A ∩B (a ,ρ)

A

a
ρ

BA (a ,ρ)

Figura 1.13: Bola en un subespacio

Ejercicio 1.5.8. Describe las bolas de la topología del bosque (Ejercicio 1.2.9).

Ejercicio 1.5.9. Prueba que la unión de una familia de bolas abiertas de un mismo
centro a es una bola abierta, si no es todo el espacio métrico. Análogamente, la inter-
sección de una familia de bolas cerradas del mismo centro a es una bola cerrada o
bien el conjunto unitario {a }. ¿Pueden intercambiarse abierto y cerrado en estas dos
proposiciones?

Definición 1.5.10 (diámetro, conjunto, acotado, oscilación). Sea (X , d ) un espacio
seudométrico A ⊂ X . Entonces

δ(A) := sup{d (x , y ) | (x , y ) ∈ A2} (1.41)
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se llama diámetro de A, si A ̸= ; y δ(;) = 0.

A se dice acotado, si su diámetro es finito.

B

E f (x , d )

f [B ]

Figura 1.14: δ( f [B ]) =Oscilación de f sobre B

Si f es una aplicación de un conjunto E en (X , d ) y B ⊂ E , entonces el diámetro de
f [B ]⊂ X se llama oscilación de f sobre B . La función f se llama acotada, si f [E ]⊂ X
es acotado (fig. 1.14).

⇝ ¡Atención! No necesariamente existen x , y ∈ A tales que δ(A) = d (x , y ).

Nota. El concepto de conjunto acotado no depende tanto de la métrica particular d
como puede parecer a primera vista. Por (1.32) y la definición anterior, un subconjunto
acotado de (X , d ) es acotado con respecto a toda seudométrica d ′ semejante a d .

Ejemplo 1.5.11. En Rn el diámetro de una recta o de una semirrecta es infinito.

Ejemplo 1.5.12. En R con su métrica usual, el diámetro de un intervalo acotado
(abierto o cerrado) es igual a la diferencia de sus extremos.

A = (a , b )⇒ |b −a | ≥δ(A)≥ sup
n∈N

d (b −1/n , a +1/n )

= sup
n∈N∗

�

�b −a −
1

2n

�

�= |b −a |

Ejemplo 1.5.13. ⇝ En los espacios euclideanos Rn el diámetro de una bola (abierta o
cerrada) de radioρ es igual a 2ρ. Esto no se cumple en todos los espacios métricos. Por
ejemplo, en un espacio métrico discreto toda bola B (a , 1) tiene diámetro 0, mientras
que B ′(a , 1) tiene diámetro 1.

Pregunta. ¿Es necesariamente finita la oscilación de una función continua f : R→R
sobre un subconjunto acotado A ⊂R?

Ejercicio 1.5.14. Sea (X , d ) un espacio métrico. Prueba que:

i) Si A es acotado y B ⊆ A, también B es acotado.

ii) Si A es acotado, entonces A ⊂ B ′(a ,δ(A)), para todo a ∈ A.
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iii) A ⊂ X acotado⇔ A está contenido en una bola. (1.42)

iv) La unión de dos conjuntos acotados es acotado.

v) A ∩B ̸= ;⇒δ(A ∪B )≤δ(A)+δ(B )

Para estimar, en algunos casos, el diámetro de la unión de dos conjuntos disjuntos
A, B hay que conocer la distancia entre A y B (fig. 1.15).

A

δ(A ∪B )

d (A, B )

B

Figura 1.15: δ( f [B ]) =Oscilación de f sobre B

Definición 1.5.15 (distancia entre conjuntos). Sea (X , d ) un espacio métrico, A, B ⊂ X
y A, B ̸= ;. Entonces

d (A, B ) := ı́nf{d (x , y ) | x ∈ A, y ∈ B } (1.43)

se llama distancia entre el conjunto A y el conjunto B .

Si x ∈ X , d (x , B ) := d ({x }, B ) = ı́nf{d (x , y ) | y ∈ B } se llama distancia entre el punto
x y el conjunto B .

⇝ La aplicación (A, B )→ d (A, B ) no es una métrica, ni una seudométrica sobreP (X )
porque no cumple la desigualdad triangular:

Si A, C son dos conjuntos de distancia d (A, C )> 0 y si B es un conjunto que tiene
una intersección no vacía con A y con C , entonces d (A, B ) = 0, d (B , C ) = 0; luego
d (A, C ) no es menor o igual que d (A, B )+d (B , C )

Ejemplo 1.5.16. Si dos conjuntos A, B en R tienen un punto de adherencia común,
entonces d (A, B ) = 0.

A :=
�

x ∈ Rn | ∥ x ∥< 1
	

B :=
�

x ∈ Rn | ∥ x −2 ∥< 1
	

, d (A, B ) = 0, (fig.1.16)
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A B

Figura 1.16: d (A, B ) = 0

Sin embargo, la relación d (A, B ) = 0 entre A y B no implica que estos conjuntos
tengan un punto de adherencia común; por ejemplo, la hipérbola {(x , 1/x ) | x > 0} y
el eje x no lo tienen, pero sí tienen distancia 0 entre ellos (fig. 1.17).

y

x

B =eje x

��

x , 1
x

�

| x > 0
	

Figura 1.17: d (A, B ) = 0

Ejemplo 1.5.17. La distancia entre un punto x y una recta G , en el espacio euclideano
R2, es igual a la distancia de x a su proyección sobre G . Probaremos más adelante una
generalización de este enunciado para todas las variedades lineales de Rn (fig. 1.18).

Ejercicio 1.5.18. Sea (X , d ) un espacio métrico, A y B subconjuntos no vacíos de X .
Pruebe que existen sucesiones (ai ), (bi ) de A y B respectivamente, con ĺım (d (ai , bi )) =
d (A, B ). Dar un ejemplo mostrando que las sucesiones (ai ), (bi ) no necesariamente
convergen en A, (resp. en B ), incluso ni en X .
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x2

x1

G

x

x̂

d (x ,G )

Figura 1.18: Distancia de un punto a una recta

Ejercicio 1.5.19. Probar la siguiente generalización del Ejercicio 1.5.14 iv): Para sub-
conjuntos no vacíos A y B de un espacio seudométrico (X , d ) se cumple:

δ(A ∪B )≤δ(A) +δ(B ) +d (A, B ) (1.44)

Proposición 1.5.20. Sea (X , d ) un espacio métrico, A ⊂ X , A ̸= ;. Entonces se tiene, para
x , y ∈ X :

|d (x , A)−d (y , A)| ≤ d (x , y ) (1.45)

Demostración. Para todo z ∈ A se tiene :

d (x , z )≤ d (x , y )+d (y , z ),

luego, tomando el ínfimo para todos los z ∈ A :

d (x , A)≤ d (x , y )+d (y , A) o sea d (x , A)−d (y , A)≤ d (x , y ).

intercambiando x y y se obtiene (1.45).

1.6. Funciones continuas, vecindades y abiertos

Consideremos ahora el segundo concepto fundamental del Análisis: la continuidad. Su
definición para espacios seudométricos es una generalización directa de la definición
para funciones reales de una variable.
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Definición 1.6.1 (función continua en un punto). Sean (X , d ), (Y , d ′) espacios seudo-
métricos. Una aplicación f : X → Y se llama continua en el punto a ∈ X , si para todo
número real ϵ > 0 existe un número real δ > 0 tal que para todo x ∈ X :

d (a , x )<δ=⇒ d ′( f (a ), f (x ))< ϵ (1.46)

Ejemplo 1.6.2. La Proposición 1.5.20 nos muestra que para todo subconjunto no
vacío B de un espacio métrico (X , d ) la función

f : x 7→ d (x , B ), de X en R

es continua en todo punto a ∈ X . Intuitivamente esto significa que la distancia d (x , B )
aproxima la distancia d (a , B ) si x está cerca de a . En efecto, para cualquier ϵ > 0 es
suficiente poner δa = ϵ para obtener

d ( f (x ), f (a )) = | f (x )− f (a )|= |d (x , B )−d (a , B )|< ϵ

para todo x ∈ X con d (x , a ) < δa (1.45) significa que la imagen directa de la bola
B (a ,δ)⊂ X por f esta contenida en la bola B ( f (a ),ϵ)⊂ Y .

Equivalentemente f : X → Y es continua en a ∈ X ,
si y sólo si para todo ϵ > 0 la preimagen bajo f de la bola
B ( f (a ),ϵ) contiene a una bola de radio δ > 0 (fig. 1.19)

(1.47)

∃

a

B (a ,δ)

X

f

∀

f (a )

B ( f (a ),ϵ)

Y

Figura 1.19: Continuidad de f en a

Los subconjuntos de X con esta propiedad, de contener a una bola de centro a , se
llaman vecindades de a ∈ X .

Definición 1.6.3 (vecindades). Sea (X , d ) un espacio seudométrico y sea a ∈ X . En-
tonces se dice que V ⊂ X es una vecindad de a o que a es un punto interior de V , si
existe δ > 0 tal que B (a ,δ)⊂V .
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a

V

B (a ,δ)

Figura 1.20: Vecindad de a

La colección de todas las vecindades de a en X se denota por V (a ) (fig. 1.20).

Ejemplo 1.6.4 (vecindades en un espacio métrico discreto). En un espacio métrico
discretro (X , d ) cada subconjunto V que contiene un punto dado a ∈ X como elemen-
to, es una vecindad de este punto. En particular, el conjunto unitario {a } es vecindad
de a .

Ejemplo 1.6.5. Toda bola abierta B (x ,ρ) en un espacio métrico (X , d ) es vecindad de
cada uno de sus elementos. En efecto, si a ∈ B (x ,ρ), entonces tenemos d (a , x )<ρ y
V := B (x ,ρ) contiene a B (a ,δ) conδ :=ρ−d (x , a )> 0, según la desigualdad triangular
(fig. 1.21).

ρ
a

x

δ

d (x , a )

B (a ,ρ) B ′(a ,ρ)

a

x

ρ

Figura 1.21

Para X =R2 esto coincide con nuestra intuición: una bola abierta enR2 contiene a
todos los elementos como puntos interiores. En cambio una bola cerrada B ′(x ,ρ) no
es vecindad de sus puntos frontera a ∈ E (x ,ρ), o sea, estos puntos no son interiores a
B ′(x ,ρ).
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Pregunta. ¿Existen bolas cerradas en ciertos espacios métricos distintos de Rn que
sean vecindades de cada uno de sus elementos?

Se puede verificar fácilmente las siguientes propiedades elementales de las vecin-
dades en un espacio métrico:

i) V ∈V (a ) =⇒ a ∈V

ii) V ∈V (a )∧V ′ ⊃V =⇒V ′ ∈V (a ) (1.48)

iii) V , V ′ ∈V (a ) =⇒V ∩V ′ ∈V (a )

iv) a , b ∈ X , a ̸= b =⇒∃V ∈V (a ), ∃W ∈V (b ) tal que V ∩W = ;

Por medio del nuevo concepto podemos simplificar la definición de una función
continua. Puesto que toda vecindad de f (a ) en Y contiene una bola de centro f (a ),
podemos precisar:

f : X → Y es continua en a ∈ X ⇐⇒ f −1[V ] ∈V (a )
para todo V ∈V ( f (a ))

(1.49)

o sea:

f : X → Y es continua en a ∈ X ⇐⇒ Para todo V ∈V ( f (a ))

existe U ∈V (a ) con f [U ]⊂V
(1.50)

Estas caracterizaciones ya no se refieren explícitamente a la distancia sobre X . Nos
preguntamos, si podemos también caracterizar la convergencia a través de vecindades.
En efecto, esto es casi trivial. Puesto que toda vecindad de x en (X , d ) contiene a una
bola B (x ,ϵ) e inversamente toda bola B (x ,ϵ) es una vecindad de x . Tenemos para
todas las sucesiones {xn} en (X , d ) que:

{xn}↠ x ⇐⇒ para toda vecindad V ∈V (x ) existe N ∈ N
tal que {xn | n ≥N } ⊂V

(1.51)

o sea:

{xn}↠ x ⇐⇒ para toda vecindad V ∈ V (x )
el conjunto {n ∈ N | xn no pertenece a V } es finito

(1.52)

Es interesante que esta propiedad de V ∈V (a ), de contener a casi todos los térmi-
nos de cada sucesión, que converge al punto a , es característica para las vecindades
de a en el sentido siguiente:
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Ejercicio 1.6.6. Sea (X , d ) un espacio métrico, a ∈ X y V ⊂ X . Prueba lo siguiente: V
no pertenece a V (a ), si y sólo si, existe una sucesión (xn ), con xn ∈ X \V para toda n
∈N, que converga a a .

La estrecha vinculación entre las nociones de continuidad y de convergencia se
precisa en el siguiente teorema, cuya demostración dejamos al lector (generalización
directa de la demostración del teorema clásico correspondiente).

Teorema 1.6.7. Sean (X , d ), (Y , d ′) espacios métricos. Entonces una aplicación f : X →
Y es continua en a ∈ X , si y sólo si, ĺım ( f (xn )) = f (a ) para toda sucesión (xn ) con
ĺım xn = a en X .

Demostración. Ejercicio.

Indicación: Utiliza Ejercicio 1.6.6.

Hasta ahora hemos estudiado solamente la continuidad en un punto, no la conti-
nuidad global sobre todo el dominio.

Definición 1.6.8 (función continua). Sean (X , d ), (Y , d ′) espacios seudométricos. Una
aplicación f : X → Y se llama (globalmente) continua, si es continua en todo punto
a ∈ X .

Ejemplo 1.6.9 (funciones lineales continuas). Sean (E ,∥ · ∥), (F,∥ · ∥′) espacios nor-
mados. Una aplicación lineal f : E → F es (globalmente) continua si es continua en
un punto. En efecto, para verlo, es suficiente probar que f es continua en un punto
cualquiera a ∈ E , si y sólo si, es continua en 0. Pero esto resulta inmediatamente de la
caracterización de la continuidad puntual por sucesiones (Teorema 1.6.7), porque

xn ↠ a ⇐⇒ (a − xn )↠ 0 en E

f (xn )↠ f (a )⇐⇒ ( f (a )− f (xn )) = ( f (a − xn ))↠ 0 en F

Más precisamente, una aplicación lineal f : E → F es continua si y sólo si existe un
número real M > 0 tal que

∥ f (x ) ∥′≤ M ∥ x ∥ para todo x ∈ E (1.53)

Para deducir (1.53) notamos que para una función lineal que es continua en 0 ∈ E ,
existe un número real δ > 0 tal que

∥ x ∥≤δ =⇒∥ f (x ) ∥′≤ 1

luego si x ̸= 0:

∥ f (x ) ∥′

∥ x ∥
= ∥ f (

x

∥ x ∥
) ∥′ = δ−1 ∥ f
�

δ

∥ x ∥

�

∥′ ≤ δ−1
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por la homogeneidad de f . Inversamente toda aplicación lineal f : E → F que cumple
(1.53), es evidentemente continua en 0 ∈ E , por lo tanto es globalmente continua.

Ejercicio 1.6.10. Prueba que toda aplicación lineal f : Rn →R es continua.
Para caracterizar las aplicaciones globalmente continuas (no necesariamente linea-

les) el concepto de vecindad no es suficiente, porque se refiere a un punto particular.
Necesitaremos los conceptos de abiertos.

Notación. Para un subconjunto A, de un espacio métrico (X , d ), el conjunto de los

puntos interiores de A, se denota por
◦
A y se llama el interior de A.

Ya sabemos que toda bola abierta es vecindad de cada uno de sus puntos, luego es
igual a su interior. La colección de todos los subconjuntos de (X , d ) con esta propiedad
juega un papel fundamental en Topología General.

Definición 1.6.11 (conjunto abierto). Sea (X , d ) un espacio seudométrico. A ⊂ X se

llama abierto, si A es vecindad de cada uno de sus puntos, o sea si A =
◦
A.

Ejemplo 1.6.12 (abiertos en un espacio métrico discreto). En un espacio métrico
discreto todo subconjunto es abierto.

Ejemplo 1.6.13. En Rn todo producto de n intervalos abiertos (n ∈N)

(a1, b1)× · · ·× (an , bn ), ai , bi ∈R

es abierto. En particular, el conjunto (R+)n de los vectores estrictamente positivos es
abierto.

Todo complemento de un conjunto finito en Rn es abierto.

Pregunta. ¿Se cumple lo mismo para el complemento de conjuntos numerables en
Rn ?

Ejemplo 1.6.14. Sea A ⊂Rn abierto. Entonces las sucesiones (xk ) ∈ l 2(N) con (x1, . . . , xn )
∈ A forman un subconjunto abierto del espacio de Hilbert l 2(N). El conjunto P de
todas las sucesiones (xk ) ∈ l 2(N) con términos estrictamente positivos no es abierto
en l 2(N). Tampoco lo es el subconjunto

A =
∞
∏

k=1

�

−
1

k
,

1

k

�

⊂ l 2(N)

¿Por qué?



1. Espacios Métricos 35

Ejemplo 1.6.15. Consideremos el espacio seudométrico (R[−1,1], d∞) de todas las
funciones reales sobre [−1,1] provisto de la distancia de la convergencia uniforme.
Sea I un intervalo abierto en R. Entonces el subconjunto A de todas las funciones
f : [−1, 1]→R con valores en I , en general, no es abierto en (R[−1,1], d∞). Por ejemplo,
si

I = (−1, 1) y f0(x ) :=

¨

0 si x =−1 o x = 1

x si −1< x < 1

entonces no existe una ϵ-banda de la gráfica f0 que esté totalmente incluída en el área
[−1,1]× (−1,1). Luego f0 no es un punto interior de A. A no es abierto. La función f0

no es discontinua por casualidad (fig. 1.22).

1

1

−1

−1

E -banda

f0

Figura 1.22

Si nos limitamos al espacio métrico (C([−1, 1],R), d∞) de todas las funciones reales
continuas sobre [−1, 1], entonces el subconjunto

A ∩X = { f ∈C ([−1, 1],R) | | f (x )|< 1 para x ∈ [−1, 1]}

es abierto en este espacio.

Ejercicio 1.6.16. Probar que el concepto de abierto es tan fundamental como el
concepto de vecindad, más precisamente, que las vecindades pueden caracterizarse a
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partir de los abiertos de la manera siguiente:

V ⊂ X es vecindad de x ∈ X ⇐⇒ Existe un abierto A ⊂ X

con x ∈ A ⊂V .

Teorema 1.6.17 (propiedades fundamentales de los abiertos). Sea (X , d ) un espacio
seudométrico. Entonces se cumple

(01) ; y X son subconjuntos abiertos de (X , d );

(02) si A1, A2 son abiertos en (X , d ), entonces A1 ∩A2 es abierto;

(03) si (Ai )i∈I es una familia de abiertos, entonces ∪
i∈I

Ai es abierto.

Demostración. (01) Por la definición 1.6.11.
(02) Por la propiedad iii) de las vecindades.
(03) ∪i∈I Ai es vecindad de todo x ∈ Ai (i ∈ I ), porque ∪

i∈I
Ai ⊃ Ai ∈ V (x ) (por la

propiedad ii) de las vecindades).

Ejercicio 1.6.18. Dar un ejemplo de una familia infinita de abiertos en R cuya inter-
sección no sea abierta.

El siguiente teorema da una caracterización completa de los subconjuntos abiertos:

Teorema 1.6.19. Sea (X , d ) un espacio métrico, A ⊂ X . Entonces A es abierto⇐⇒ A
puede representarse como unión de bolas abiertas.

Demostración. ⇐=: por (03)
=⇒: si A ⊂ X es abierto, entonces existe para a ∈ A un radio δa con B (a ,δa )⊂ A.

Luego A =∪B (a ,δa ).

Teorema 1.6.20 (caracterización de funciones continuas). Sean (X , d ), (Y , d ) espacios
seudométricos. Entonces una aplicación f : X → Y es continua, si y sólo si, la preimagen
de cada abierto en Y es abierto en X .

Demostración. Ejercicio.

Las notas de 1.5.1 y de 1.5.10 nos hacen suponer que diferentes métricas sobre un
conjunto pueden determinar la misma colección de abiertos.
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Definición 1.6.21 (seudométricas topológicamente equivalentes). Dos (seudo)métricas
d , d ′ sobre un conjunto X se llaman topológicamente equivalentes, si se cumple que
para todo A ⊂ X :

A es abierto en (X , d )⇐⇒ A es abierto en (X , d ′). (1.54)

Para comprobar que dos seudométricas d , d ′ sobre X son topológicamente equi-
valentes, hay que demostrar que toda bola Bd (a ,ρ) con respecto a d contiene a una
bola Bd ′ (a ,ρ′) del mismo centro con respecto a d ′ e inversamente. Es evidente que
podemos limitarnos aquí a bolas con radios ρ,ρ′ ≤ ϵ, donde ϵ > 0 es arbitrario.

Ejercicio 1.6.22. Prueba que dos métricas son topológicamente equivalentes si defi-
nen la misma convergencia.

Ejemplo 1.6.23 (las seudométricas semejantes son topológicamente equivalentes).
Sean d , d ′ dos seudométricas semejantes sobre un conjunto X y Bd (a ,ρ) una bola
cualquiera en (X , d ). Existe k ′ > 0 con d ≤ k ′d ′. Luego, es suficiente tomar ρ′ :=ρ/k ′

para obtener Bd ′ (a ,ρ′)⊂ Bd (a ,ρ). Puesto que la semejanza es una relación simétri-
ca, el inverso se obtiene análogamente. Concluimos que d , d ′ son topológicamente
equivalentes.

⇝ El siguiente ejemplo muestra que no todas las métricas topológicamente equiva-
lentes son semejantes.

Ejemplo 1.6.24. La distancia euclideana d sobreRn no es semejante a la distancia d ′ =
ı́nf (1, d ) sobreRn . Sin embargo ambas distancias son topológicamente equivalentes,
puesto que para ρ ≤ 1 las bolas abiertas con respecto a ambas métricas coinciden

ρ ≤ 1=⇒ Bd (a ,ρ) = Bd ′ (a ,ρ)

Nota. Este ejemplo muestra que a toda seudométrica corresponde una seudométrica
acotada topológicamente equivalente.

Ejercicio 1.6.25. Seanϕ,ϕ′ dos funciones crecientes deR+ enR+ continuas en 0 y tal
que ϕ(0) =ϕ′(0) = 0. Prueba que si d , d ′ son dos métricas sobre un conjunto X tales
que

d ′ ≤ ϕ0d y d ≤ ϕ′0d ′ sobre X 2

entonces d y d ′ son topológicamente equivalentes.

En cambio dos métricas sobre un espacio vectorial (real o complejo), compatibles
con su estructura vectorial, son topológicamente equivalentes si y sólo si son semejantes.
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Ejercicio 1.6.26. Dos normas ∥ · ∥1 y ∥ · ∥2 sobre un espacio vectorial real o complejo
E se llaman equivalentes, si las métricas asociadas d1, d2 son topológicamente equi-
valentes. Prueba que ∥ · ∥1 y ∥ · ∥2 son equivalentes si y sólo si existen k1, k2 > 0 tales
que

∥ · ∥1 ≤ k2 ∥ · ∥2 y ∥ · ∥2 ≤ k1 ∥ · ∥1 sobre E

(⇐⇒ d1 ≤ k2d2 y d2 ≤ k1d1)
(1.55)

Finalmente enunciaremos un resultado fundamental de la teoría de los espacios
normados, cuya demostración podremos dar más adelante (Capítulo 8), cuando ten-
gamos los instrumentos topológicos necesarios.

Teorema 1.6.27. Dos normas cualesquiera sobre un espacio vectorial real o complejo
de dimensión finita son equivalentes.

⇝Por lo tanto, todas las normas posibles sobre Rn determinan la misma colección de
abiertos. Sin embargo existen métricas sobre Rn que no son topológicamente equi-
valentes a la métrica euclideana. Tales métricas son necesariamente no compatibles
con la estructura vectorial de Rn .

Ejercicio 1.6.28. Prueba que la métrica del bosque sobre R2 (Ejercicio 1.2.9) no es
topológicamente equivalente a la métrica euclideana sobre R2.

1.7. Transición a una nueva teoría

Los resultados de la sección anterior nos muestran el papel central de los abiertos
para la topología de los espacios métricos. Si conocemos la colección de todos los
abiertos de un espacio métrico (X , d ), entonces podemos determinar:

– qué conjuntos V ⊂ X son vecindades de un punto x ∈ X (Ejercicio 1.6.16).

– qué sucesiones (xn ) en X convergen a un punto x ∈ X (1.53).

– qué aplicaciones sobre X son continuas (1.6.20).

– qué aplicaciones sobre X son o no continuas en cierto punto a ∈ X (1.51).

Por lo tanto, para tratar problemas de convergencia y de continuidad sobre X ,
podemos prescindir de la métrica d , si conocemos los abiertos de X . Además esto
parece más adecuado, porque continuidad y convergencia dependen esencialmente
de la colección de los abiertos, pero no de la métrica específica que las define. Una fun-
ción f , continua sobre un espacio métrico (X , d ), sigue siendo continua sobre (X , d ′)
para todas las métricas d ′ topológicamente equivalentes a d (por el Teorema 1.6.20).
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Esto nos sugiere axiomatizar el concepto de conjunto abierto sin la utilización de una
distancia. Para tal axiomatización deberíamos partir de propiedades básicas de los
abiertos en un espacio métrico, y considerar conjuntos que tengan asociadas coleccio-
nes de subconjuntos que cumplan estas propiedades básicas. Con esto desaparecería,
para nosotros, la hasta ahora imperiosa necesidad de una seudométrica para definir
las nociones de continuidad y convergencia.

Además de que una axiomatización de los abiertos es más adecuada a la estruc-
tura de los conceptos de continuidad y convergencia, que la axiomatización de las
distancias, podemos esperar ventajas esenciales de tal procedimiento:

1. Como hemos visto, la teoría de los espacios métricos no comprende la con-
vergencia puntual. Esta insuficiencia de la teoría de los espacios métricos es
otro indicio, de que la axiomatización del concepto de distancia todavía no
nos proporciona la teoría axiomática definitiva de la continuidad y de la con-
vergencia. Escogiendo propiedades de los abiertos que son suficientemente
generales, podemos construir una teoría que nos servirá para un análisis de la
convergencia puntual, así como de toda convergencia definida por una familia
de seudométricas.

2. En ciertos conjuntos resulta más natural y más sencillo definir directamente los
abiertos, que definirlos mediante el método de introducir una distancia, a priori
innecesaria. Un ejemplo claro de esto esR, donde podemos definir directamente
los abiertos con uniones arbitrarias de intervalos abiertos. Además podemos es-
perar que una axiomatización de los abiertos basada en la teoría de los conjuntos,
en lugar de la compleja teoría de los números reales (métrica), nos permita hacer
las demostraciones más claras y evitar la epsilóntica.

3. Otra ventaja sistemática tiene que ver con la construcción estructural de la mate-
mática. La teoría de los espacios métricos presupone una teoría de los números
reales. PeroR tiene una estructura muy compleja, que es una combinación de
tres estructuras elementales: la estructura algebraica, la estructura de orden y la
estructura topológica. Dentro de la jerarquía de las estructuras que constituye
la matemática estructural moderna, no parece muy lógico confeccionar una
teoría de una estructura fundamental como la topológica, presuponiendo en
esta teoría una estructura tan compleja como los números reales. Con una axio-
matización de los abiertos, la Topología General se fundamenta únicamente en
la teoría de conjuntos, base común de todas las teorías estructurales.

El problema de axiomatizar el concepto de subconjunto abierto es el problema
de seleccionar propiedades básicas sencillas, suficientemente generales y suficiente-
mente sustanciales, para servir como axiomas de una teoría general de convergencia
y continuidad.
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El sistema de sólo tres axiomas, expuesto en la primera definición del capítulo
siguiente, es uno de los importantes logros de la matemática en las primeras décadas
del siglo XX. Aunque esta definición sea el inicio de la Topología General, debemos
entenderla como resultado de un largo trabajo de abstracción y de investigación
topológica.



2
La categoría de los espacios topológicos

En la primera sección de este capítulo introduciremos el concepto fundamental de
espacio topológico partiendo de las propiedades fundamentales de los abiertos en un
espacio métrico. Ilustraremos el nuevo concepto con muchos ejemplos que tienen
también importancia para el posterior desarrollo de la teoría.

Puesto que sobre cada conjunto no unitario existe una variedad de diferentes
topologías, se plantea el problema de su comparación: esto será el tema de la segunda
sección, donde veremos que las topologías sobre un conjunto, forman una retícula
completa con respecto a la inclusión.

La sección 2.2 nos conduce de manera natural al problema de la construcción de
topologías concretas a partir de ciertos conjuntos abiertos elementales. Estudiaremos,
en la sección 2.3, la generación de una topología por una base, respectivamente una
subbase de abiertos. Veremos que la topología de un espacio seudométrico se obtiene
tomando como base la colección de todas las bolas abiertas.

Se plantea el problema de que de esta manera se puede obtener toda topología.
Veremos, con algunos contraejemplos, que no toda topología es seudometrizable (o
sea: puede derivarse de una seudométrica). Este problema de metrizabilidad nos
conduce a las siguientes preguntas:

¿Cuál es la diferencia precisa entre la teoría de los espacios métricos y la teoría de
los espacios topológicos?

¿Cómo pueden precisarse los conceptos intuitivos de propiedades métricas y pro-
piedades topológicas?

Contestaremos a estas cuestiones en la sección 2.4 introduciendo la noción de
categoría. El objeto de la Topología General es la categoría de los espacios topoló-
gicos. Para definir esta categoría se debe precisar los morfismos correspondientes.
Estos serán las funciones continuas. La Topología General es la teoría de las propie-
dades topológicas de los espacios topológicos, así como de sus morfismos, o sea las
aplicaciones continuas.
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2.1. Definición y primeros ejemplos

Si se analizan las demostraciones de los teoremas fundamentales sobre funciones
continuas, resulta que para su fundamentación axiomática las tres propiedades básicas
de los abiertos en un espacio métrico (1.6.17) son suficientes.

Definición 2.1.1 (topología, espacio topológico). Sea X un conjunto y seaP (X ) la
colección de los subconjuntos de X . Se dice queX ⊂P (X ) es una topología sobre X
si cumple:

(A1) ; ∈X y X ∈X ;

(A2) A1 ∈X , A2 ∈X =⇒ A1 ∩A2 ∈X ;

(A3) ∀
α∈I

, Aα ∈X =⇒ ∪
α∈I

Aα ∈X , I conjunto.

Nota. La hipótesis ; ∈ X en (A1) puede omitirse basándose en que, ∪
i∈;

Ai = ; y

∩
i∈;

Ai = X .

Los elementos deX se llaman abiertos. Si X es un conjunto yX una topología
sobre X , al par (X ,X ) se le llama espacio topológico. Si no hay riesgo de confusión, lo
denotamos simplemente por X . Sus elementos se llaman puntos.

Nota. (A1) formula que el conjunto vacío y todo el conjunto X son abiertos en todo
espacio topológico (X ,X );

(A2) dice que la intersección de dos y por lo tanto, por inducción, de un número
finito de abiertos, es abierto;

(A3) dice que la unión de una familia cualquiera de abiertos es abierto. (Veremos
más tarde que la intersección de una familia cualquiera de abiertos no es necesaria-
mente abierto).

Estos axiomas definen qué subconjuntos de P (X ) son una topología sobre el
conjunto X , no determinan cómo construir una topología concreta sobre un conjunto
concreto. Los siguiente ejemplos muestran la gran variedad de métodos para contruir
topologías concretas.

Ejemplo 2.1.2 (espacio de Sierpinski). Sobre el conjunto de los puntos X = {1,2}
existen en total 4 topologías:

X1 = {;, X }; X2 = {;, X ,{1}}; X3 = {;, X ,{2}} y X4 =P (X )

X2 yX3 no difieren esencialmente. Evidentemente, en este caso, todo subconjunto
deP (X ) que contiene a ; y a X es una topología.

Al espacio topológico (X ,X2) se le llama espacio de Sierpinski. Merece un nombre
propio, a pesar de su trivialidad aparente, porque sirve como contraejemplo en ciertos
casos.
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Ejemplo 2.1.3. Para un conjunto de tres elementos, X = {1, 2, 3}, ya no todos los sub-
conjuntos deP (X ) forman una topología. {;,{2},{1, 2},{2, 3},{1, 2, 3}} es una topología
sobre X (fig. 2.1), mientras que el conjunto {;,{1},{1,2},{2,3},{1,2,3}} ⊂P (X ) no lo
es.

1 2 3

Figura 2.1: Topología sobre un conjunto de tres puntos

De este modo, para conjuntos finitos, es posible obtener explícitamente las topo-
logías, nombrando todos los abiertos.

Ejercicio 2.1.4. Determinar todas las topologías sobre el conjunto {1, 2, 3}.

Ejemplo 2.1.5 (topología discreta). Sea X un conjunto cualquiera. EntoncesP (X ) es
una topología sobre X . Se llama la topología discreta sobre X . En esta topología todos
los subconjuntos, en particular todos los subconjuntos unitarios {x }, son abiertos.

Ejemplo 2.1.6 (topología indiscreta). Sea X un conjunto. Entonces la colección {;, X }
es una topología sobre X que se llama topología indiscreta sobre X . Si X tiene más de
un elemento, entonces la topología indiscreta y la topología discreta son diferentes.

Nota. Si se consideran diferentes topologías sobre un mismo conjunto, es importante
precisar la topología con respecto a la cual un conjunto es abierto.

Notación. A ⊂ X se llamaX -abierto, si A ∈X , es decir, si A es abierto en el espacio
(X ,X ).

Ejemplo 2.1.7 (topología de los complementos finitos). Sea X un conjunto cualquiera,
∁A := X \A el complemento de A respecto a X y τ la colección de todos los conjuntos
A ⊂ X tales que A = ; o ∁A es finito. Entonces τ es una topología sobre X .

Verificación. (A1) es evidente. Para probar (A2), sean A, B ∈τ. Si A ∩B = ;, entonces
A ∩ B ∈ τ. Si A ∩ B ̸= ;, entonces ∁A y ∁B son finitos. Luego ∁(A ∩ B ) = ∁A ∪ ∁B es
finito; entonces A ∩ B ∈ τ. Esto prueba (A2). Sean ahora Aα ∈ τ para todo α ∈ I . Si
∪
α∈I

Aα ̸= ;, entonces existe β ∈ I tal que Aβ ̸= ;. De aquí que ∁Aβ es finito, por lo tanto

∁ ∪
α∈I

Aα ⊂ ∁Aβ es finito y, (A3) también se cumple. La topología τ se llama topología de

los complementos finitos o cofinita sobre X .
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Pregunta. ¿Para qué conjuntos X coincide la topología de los complementos finitos
con la topología discreta?

Ejemplo 2.1.8 (el espacio topológico R). ¿Cómo definir una topología sobre la recta
realR? A primera vista podría proponerse la colección de los intervalos abiertos como
una topología sobre R. Pero la unión de intervalos abiertos no es necesariamente un
intervalo abierto. Por lo tanto vamos a definir:

r :=
n

∪
α∈I
{(aα, bα) | ∀α ∈ I ; aα, bα ∈R}

o

, (fig. 2.2) (2.1)

Figura 2.2: Abierto en R

El lector comprobará que r verifica los axiomas (A1)-(A3). Si se consideraR como
espacio topológico sin indicar la topología, se trata siempre de (R, r ).

Tomando An = (−1/n ,1/n ), vemos que la intersección de una familia infinita de
abiertos ∩

n∈N
An = {0}, no es abierto. El axioma (A2) no se verifica en general para

familias infinitas de abiertos.

Ejemplo 2.1.9 (topologías definidas por una relación de orden total). El método
de construcción de la topología usual sobre R puede generalizarse para conjuntos
totalmente ordenados cualesquiera. Sea (X ,≤) un conjunto totalmente ordenado.
Entonces la colección de todas las uniones de intervalos abiertos de la forma

(a , b ) = {x ∈ X | a < x < b }
(←, b ) = {x ∈ X | x < b } (a , b ∈ X )

(a ,→) = {x ∈ X | x > a }
(←,→) = X

(2.2)

es una topologíaX sobre X . Esa topología se llama topología de orden sobre X .
Si partimos sólo de los intervalos abiertos de la forma (←, b ), (resp. (a ,→)) obtene-

mos otras dos topologías sobre X , que se denotanXI yXD respectivamente:

XI = { ∪
x∈A
(←, x ) | A ⊂ X }∪ {X } topología izquierda (2.3)

XD = { ∪
x∈A
(x ,→) | A ⊂ X }∪ {X } topología derecha (2.4)

Para X =R, los abiertos con respecto a estas dos topologías tienen la forma (fig. 2.3).
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XI -abierto

XD -abierto
Figura 2.3

Pregunta. ¿La topología de orden sobreQ es igual a la topología discreta?
¿La topología de orden sobre Z es la discreta?

Pregunta. ¿Por qué, a diferencia con el caso X = R, no todos los subconjuntosXI -
abiertos del conjunto totalmente ordenado X = Q pueden escribirse en la forma
(←, x ), x ∈ X ?

Ejercicio 2.1.10. Consideremos sobreRn (n ≥ 1) la relación de orden definida de la
siguiente manera:

(x1, . . . , xn )≤ (y1, . . . , yn ) si x1 ≤ y1 ∧ · · · ∧ xn ≤ yn (2.5)

Para n ≥ 2, esta relación de orden no es total.
Si a , b ∈Rn y a ≤ b , el conjunto

[a , b ] := {x ∈Rn | a ≤ x ≤ b }

(resp. (a , b ) := {x ∈Rn | ∀ i ∈ {1, . . . , n} : a < xi < b })

se llama intervalo cerrado o ‘cubo’ cerrado de vértices a y b (resp. intervalo abierto o
‘cubo’ abierto de vértices a y b ) (fig. 2.4).

Probar que la colección de todas las uniones de cubos abiertos en Rn forman una
topología sobre Rn .

2.2. Comparación de topologías

Es evidente que existen relaciones de inclusión entre las diferentes topologías que
hemos definido, por ejemplo, se tiene que XI ⊂ r y XD ⊂ r en el ejemplo 2.1.9,
mientras que las topologías XI y XD no son comparables, es decir, no se cumple
XI ⊂XD niXD ⊂XI . Luego la inclusión define una relación de orden parcial entre
las topologías sobre un mismo conjunto.

Definición 2.2.1 (topologías más gruesas y más finas). Sea X un conjuntoX1,X2 dos
topologías sobre X . Se dice queX1 es más gruesa (débil) queX2, o queX2 es más fina
(fuerte) queX1, siX1 ⊂X2.
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b2

a2 a

a1 b1

b

Figura 2.4: Cubo cerrado [a , b ]⊂R2

La topología discreta P (X ) es la topología más fina que puede darse sobre un
conjunto X y la topología indiscreta {;, X } es la topología más gruesa. Estos hechos
pueden expresarse de la manera siguiente: la topología indiscreta es el elemento
mínimo y la topología discreta es el elemento máximo en el conjunto ℑ(X ) de todas
las topologíasX ⊂P (X ) sobre X , ordenado por inclusión.

Ejercicio 2.2.2. Dibujar la gráfica de la relación de orden ⊂ entre las diferentes topo-
logías sobre {1, 2, 3}, (2.1.4).

Continuando con el estudio de la relación de orden entre las topologías sobre un
conjunto X , veremos que el conjunto ℑ(X ) de todas las topologías sobre un conjunto
X , ordenado por la inclusión ⊂, forma una retícula completa.

Proposición 2.2.3. Sea (Xα)α∈I una familia de topologías sobre un conjunto X . Enton-
ces su intersección es la topología más fina de todas las topologías que son más gruesas
que cada una de lasXα (α ∈ I ).

Demostración. (A1) tenemos que ;, X ∈Xα para todo α ∈ I , por lo tanto ;, X ∈ ∩
α∈I
Xα.

(A2) Si A, B ∈ ∩
α∈I
Xα, entonces A, B ∈Xα para todo α ∈ I ; por lo tanto A ∩B ∈Xα

para todo α ∈ I . Por tanto A ∩B ∈ ∩
α∈I
Xα.

(A3) Si Aβ ∈ ∩
α∈I
Xα para todo β ∈ K , entonces Aβ ∈ Xα para todo β ∈ K y todo

α ∈ I , entonces, por (A3), ∪
β∈K

Aβ ∈Xα para todo α ∈ I , es decir: ∪
β∈K

Aβ ∈ ∩
α∈I
Xα.

Esta proposición puede interpretarse de la manera siguiente: En el conjunto orde-
nado (ℑ(X ),⊂) cada familia de topologías tiene un ínfimo, a saber:

ı́nf
α∈I
Xα = ∩

α∈I
Xα.
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Si bien la intersección de topologías es una topología, la unión de topologías no
necesariamente es una topología. Por ejemplo, sobre R, XD y XI son topologías,
pero siXD ∪XI fuera una topología, entonces para a , b ∈R, con a < b el conjunto
(−∞, b )∩ (a ,∞) = (a , b ) tendría que ser elemento deXD ∪XI , lo cual es falso.

Sin embargo, es fácil ver que la unión de topologíasXα (α ∈ I ) sobre un conjunto X
‘genera’ una topología que es su supremo. Consideremos la colecciónA de todas las
topologías sobre X que contienen a D = ∪

α∈I
Xα.A no es vacía, porque tiene aP (X )

como elemento. La intersecciónX de todas las topologías deA es una topología, por
2.2.3. Evidentemente, es la más gruesa de todas las topologías que contienen a ∪

α∈I
Xα,

es decir,X es el supremo de {Xα}α∈I en (ℑ(X ),⊂).

Corolario 2.2.4. El conjuntoℑ(X )de todas las topologías sobre un conjunto X , ordenado
por inclusión, es una retícula completa.

Nota. Aunque este resultado pueda parecer demasiado abstracto para ser útil, vere-
mos en la siguiente sección que tiene una gran importancia para la construcción de
topologías concretas sobre un conjunto. Volveremos a verlo más adelante, al introducir
la topología inicial y la topología final, dos importantes métodos para definir nuevas
topologías a partir de topologías dadas.

2.3. Bases y subbases

Los elementos de sup
α∈I
Xα son precisamente todos los subconjuntos de X que son

necesariamente abiertos, si consideramos todos los elementos de D = ∪
α∈I
Xα como

abiertos. En la práctica, esta situación ocurre frecuentemente: tenemos una colección
de conjuntos elementales (bolas, cubos, cilindros, etc.), que queremos llamar abier-
tos y nos preguntamos cuál es la topología generada por esta colección de abiertos
elementales.

Definición 2.3.1 (subbase de una topología). Sea X un conjunto y sea D ⊂P (X ) una
colección no vacía de subconjuntos de X . Entonces se dice que D genera la topología
X sobre X , siX es la más gruesa de todas las topologías que contienen a D . En este
caso D se llama también una subbase de X . Dos subbases que generan la misma
topología se dice que son equivalentes.

Según 2.2.3, sabemos que para todo conjunto D ⊂ P (X ) existe la topología ge-
nerada. Sin embargo, en matemáticas los teoremas de existencia muchas veces no
son suficientes. Queremos conocer, por ejemplo, la forma concreta de los abiertos
que constituyen la topología generada por D , es decir, de los conjuntos que serán
necesariamente abiertos, si consideramos todos los conjuntos A ∈D como abiertos.
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Proposición 2.3.2. Sea D una colección no vacía de subconjuntos de un conjunto dado
X . Entonces la topologíaX generada por D consta del conjunto X y de la colección de
todos los subconjuntos de X que pueden representarse como unión de una familia de
intersecciones finitas de elementos de D .

Demostración. Es claro queX debe contener a todas las intersecciones finitas A1 ∩
· · · ∩An de elementos A1, . . . , An ∈D (n ∈N), luego también la unión de toda familia
de tales intersecciones.

Inversamente, el lector verificará fácilmente (por distributividad de ∪
α∈I

con respec-

to a ∩) y la nota de la definición 2.1.1 que la colección de todas estas uniones forma
una topología, por lo tanto contiene aX .

Esta proposición tiene una gran importancia práctica porque da un método general
de definir topologías concretas sobre un conjunto X , a partir de una colección D de
conjuntos abiertos elementales. Se procede en dos pasos:

i) Se toman todas las intersecciones finitas de los elementos de D y el conjunto X .

ii) Se toman todas las uniones de estas intersecciones. La colección de estas uniones
es la topología generada por D .

Ejemplo 2.3.3. Consideremos como subbase la colección D de todos los intervalos
abiertos deR. El primer paso no nos aporta nada nuevo, porque la intersección finita
de intervalos abiertos es otra vez un intervalo abierto. Entonces la topología generada
por D es igual a la colección de todas las uniones de intervalos abiertos, o sea, es la
topología de orden r sobreR. El lector verificará que, dado ϵ > 0, para la colección Dϵ
de todos los intervalos abiertos deR con un diámetro menor o igual a ϵ, todo intervalo
puede representarse como unión de intervalos de este tipo, luego Dϵ genera también
la topología usual de R.

Consideremos ahora como subbase la colección D1 de todos los intervalos abiertos,
que tienen diámetro 1. En este caso, el paso i ) es esencial. Por intersección finita de
intervalos de D1 obtenemos todos los intervalos de diámetro ≤ 1. Si | b − a |≤ 1,
entonces (a , b ) = (a , a +1)∩ (b −1, b ). La consideración anterior nos muestra que en
el segundo paso volvemos a obtener la topología de orden sobre R.

Ejemplo 2.3.4. Sea X un conjunto. Entonces los complementos de los subconjuntos
unitarios {x } de X , (x ∈ X ) generan la topología de los complementos finitos sobre

X . En este caso basta efectuar el primer paso, puesto que ∁{xi , . . . , xn}=
n
∩

i=1
∁{xi } para

todo subconjunto finito {x1, . . . , xn} de X .

Pregunta. ¿Qué topología genera el conjunto de todas las rectas en R2?
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La construcción de una topología, por los dos pasos mencionados, empezando
por una colección cualquiera de subconjuntos, tiene una desventaja: es bastante
complicada, puesto que intervienen las intersecciones finitas, cuya forma, en general,
no conocemos. Por ejemplo, si consideramos en Rn la colección

β = {B (x , r ) | x ∈Rn , r > 0},

B (x , r ) = {y ∈Rn |

√

√

√

n
∑

i=1

(yi − xi )2 < r } (2.6)

de las bolas abiertas como subbase de una topología sobre Rn , las intersecciones
finitas de estas bolas pueden tener una forma bastante complicada. Sin embargo, en
los ejemplos vimos que en muchas ocasiones el primer paso no es necesario para la
construcción de la topología generada.

Definición 2.3.5 (base de una topología). Sea (X ,X ) un espacio topológico. Una
subcolección β ⊂X se llama base deX , si todo abierto de (X ,X ) distinto de X , puede
representarse como unión de elementos de β .

Con esta definición podemos reformular la proposición 2.3.2 de la manera siguien-
te: si D ⊂ P (X ), D ̸= ; la colección de las intersecciones finitas A1 ∩ · · · ∩ An (n ∈
N; A1, . . . , An ∈D ) forma una base de la topología generada por D . Si D ya es una base,
como en el ejemplo 2.3.3, sólo hay que formar todas las uniones posibles de sus ele-
mentos para obtener la topología generada. El siguiente ejemplo muestra que es éste
precisamente el método, con el que se define la topología de un espacio seudométrico.

Ejemplo 2.3.6 (topología de un espacio seudométrico). Sea (X , d ) un espacio seu-
dométrico. Por la definición, llamamos abiertos a todos los subconjuntos de X que
pueden representarse como unión de bolas abiertas. La colección de estos abiertos
verifica a los axiomas (A1) - (A3), por 1.6.17, luego es una topología. Se llama topología
del espacio seudométrico (X , d ) y se denota porXd . Por definición, la colección βd de
las bolas abiertas es una base de la topologíaXd . Si d , d ′ son dos seudométricas sobre
X , las bases de las bolas abiertas βd y βd ′ son equivalentes (2.3.1), si y sólo si d y d ′

son topológicamente equivalentes (1.6.21).

Ejemplo 2.3.7 (bases de la topología euclideana sobre Rn ). Ya sabemos que las tres
métricas d2, d1, d∞ sobreRn (1.4.7) son semejantes, por lo tanto son topológicamente
equivalentes, o sea,Xd2

=Xd∞ =Xd1
. En particular, la colección de todas las bolas

abiertas euclideanas y la colección de todos los cubos regulares abiertos son bases
equivalentes, de la topología euclideana r n =Xd2

, aunque no tengan un elemento
común. Otra base deRn es el conjunto de todos los cubos abiertos (a , b ) enRn (a , b ∈
Rn ) (fig. 2.5).
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Figura 2.5

Se plantean ahora tres problemas:

i) ¿Dada una topologíaX sobre un conjunto X y una subcolección β ⊂X , cómo
puede decirse si β es una base deX , sin considerar todas las uniones posibles
de sus elementos?

ii) ¿Dada una colección D ⊂P (X ), cómo puede determinarse si D es base de una
cierta topología?

iii) ¿Cómo puede determinarse si dos bases son equivalentes en el sentido de que
generan la misma topología?

Las proposiciones y corolarios siguientes dan las respuestas.

Proposición 2.3.8 (caracterización de las bases de una topología dada). Sea (X ,X )
un espacio topológico. Entonces β ⊂X es una base deX , si y sólo si para todo A ∈X y
todo x ∈ A existe B ∈β con x ∈ B ⊂ A. (fig. 2.6).

A

B

x

Figura 2.6
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Demostración. Siβ es una base deX , entonces, todo A ∈X se representa como ∪
α∈I

Bα
con Bα ∈ β . Entonces para x ∈ A existe αx ∈ I con x ∈ Bαx

⊂ A. Supongamos ahora
que la condición se verifica.

Entonces se cumple para todo A ∈X :

A = ∪
x∈A
{x } ⊂ ∪{B | B ∈β , B ⊂ A} ⊂ A.

Por lo tanto A puede representarse como unión de una familia de elementos de β .

La demostración de los dos corolarios siguientes la dejamos al lector como ejerci-
cio.

Corolario 2.3.9 (caracterización de los abiertos a partir de una base). Sea (X ,X ) un
espacio topológico y β ⊂X una base deX . Entonces para todo A ⊂ X :

A ∈X ⇐⇒∀ x ∈ A, ∃B ∈β tal que x ∈ B ⊂ A

Corolario 2.3.10 (caracterización de bases equivalentes). Sea X un conjunto. Dos
bases β1,β2 ⊂P (X ) son equivalentes, si y sólo si cumplen las dos condiciones siguientes:

i) B2 ∈β2 ∧ x ∈ B2 =⇒∃B1 ∈β1 : x ∈ B1 ⊂ B2

ii) B1 ∈β1 ∧ x ∈ B1 =⇒∃B2 ∈β2 : x ∈ B2 ⊂ B1

En este corolario, la condición i) significa que la topología generada por β1 es más
fina que la topología generada por β2 y la condición ii) significa el inverso.

Proposición 2.3.11 (caracterización de las bases). Sea X un conjunto, β ⊂ P (X ).
Entonces son equivalentes:

i) β es la base de la topología generada por ella misma.

B1

B

B2

Figura 2.7
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ii) Para todo B1, B2 ∈β y x ∈ B1 ∩B2, existe B ∈β con x ∈ B ⊂ B1 ∩B2 (fig. 2.7).

Demostración. La implicación i) =⇒ ii) resulta de 2.3.8, pues la intersección B1 ∩B2

de dos elementos de β es abierto en la topología generada por β .
Para ver que ii) =⇒ i), sea X la topología generada por β (como subbase). Las

intersecciones finitas B1 ∩ · · · ∩Br (r ∈N; B1, . . . , Br ∈β ) forman una base deX .
Aplicando la caracterización 2.3.8 a esta base, se tiene que para cualquier A ∈X y

para todo x ∈ A existen B1, . . . , Bn ∈β tales que x ∈ B1 ∩ · · · ∩Bn ⊂ A.
Por 2.3.8, basta probar que existe B ∈ β con x ∈ B ⊂ B1 ∩ · · · ∩ Bn , puesto que

entonces x ∈ B ⊂ A. Para n = 2 es cierto por la condición ii); para n > 2 puede probarse
por inducción: por ii), si x ∈ B1 ∩B2, existe B ′2 ∈ β con x ∈ B ′2 ⊂ B1 ∩B2 y esto nos da
que x ∈ B ′2 ∩B3 ∩ · · · ∩Bn ⊂ A, una intersección que tiene un miembro menos.

La utilidad de los conceptos y criterios deducidos se pone de manifiesto en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.12 (base numerable para la topología euclideana deRn ). EnRn una bola
B (x , r ) se llama racional, si x ∈Qn y r ∈Q, es decir, si su radio y las coordenadas de
su centro son racionales (fig. 2.8).

·
·
x

y

r
2

A

Figura 2.8

Si c es la colección de todas las bolas racionales enRn , se tiene que c es una base
de la topología euclideana. Para probarlo, utilizaremos el criterio 2.3.8. Sea A ⊂ Rn

abierto y x ∈ A. Entonces existe r > 0 con B (x , r ) ⊂ A. Podemos suponer que r ∈Q.
Tomemos un punto y , con coordenadas racionales cuya distancia a x es menor que
r /2 (¿Por qué existe?). Entonces se cumple x ∈ B (y , r /2)⊂ B (x , r )⊂ A, como requiere
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la caracterización 2.3.8. Por lo tanto la topología euclideana de Rn tiene una base
numerable.

Definición 2.3.13 (AN2). Se dice que un espacio topológico (X ,X ) verifica al segundo
axioma de numerabilidad (AN2) si tiene una base numerable.

Ejercicio 2.3.14. Probar que el espacio topológico, formado por el conjunto R con
la topología de los complementos finitos sobre R, no verifica el segundo axioma de
numerabilidad.

Ejercicio 2.3.15 (topología del límite superior). Consideremos sobreR la colección
D de todos los subconjuntos de la forma (a ,→) o de la forma (←, b ). La topologíaXS

generada por la subbase D sobreR se llama topología del límite superior. Probar que:

i) Los intervalos de la forma (a , b ] forman una base deXS .

ii) XS es estrictamente más fina que la topología usual r sobre R.

iii) Los intervalos de la forma (a , b ] con extremos racionales a , b ∈Q no forman
una base deXS .

2.4. Las categorías de los espacios métricos y los espacios
topológicos

En nuestros primeros ejemplos (2.1.3–2.1.9) no hemos utilizado una métrica para
definir los espacios topológicos correspondientes. Pero esto no significa que no puedan
derivarse de una métrica. Por ejemplo, ya hemos mostrado (2.1.8) que la topología de
orden sobre R puede también definirse métricamente.

Definición 2.4.1 (metrizabilidad). Un espacio topológico (X ,X ) se dice metrizable
(resp. seudometrizable) si existe una distancia (resp. seudodistancia) d sobre X para
la cualX =Xd , dondeXd es la topología canónicamente asociada a d .

Ejemplo 2.4.2. La topología discretaP (X ) es metrizable por la distancia discreta

d (x , y ) =

¨

0 si x = y

1 si x ̸= y

En efecto, tenemos que si B (x , 1) = {x } para todo x ∈ X , entonces A = ∪
x∈A

B (x , 1) ∈Xd

para todo A ⊂ X :Xd =P (X ).
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Ejemplo 2.4.3. Si X tiene más de un elemento, el espacio indiscreto (X ,{;, X }) no
es metrizable. Para verlo supongamos que sea metrizable. En este caso existiría una
distancia para la cualXd = {;, X }.

Sean x , y ∈ X , x ̸= y , r > 0 tal que r < d (x , y ). Entonces x ∈ B (x , r ), y /∈ B (x , r ), o
sea, B (x , r ) ̸= ;, B (x , r ) ̸= X . Como B (x , r ) ∈Xd resultaría falso queXd = {;, X }.

Sin embargo, el espacio indiscreto es seudometrizable: Basta tomar la seudodistan-
cia

d : X ×X →R+ : con d (X ×X ) = {0}.

Ejemplo 2.4.4. Si proveemos a R de la topología de los complementos finitos:

A ⊂R es abierto ⇐⇒ ∁A es finito o A = ;.

Puede probarse (lo veremos más adelante) que este espacio topológico no es ni
metrizable, ni seudometrizable.

Ejemplo 2.4.5. El espacio de Sierpinski {1, 2} (con la topologíaX = {;,{1, 2},{1}}, ver
(2.1.2) no es metrizable ni seudometrizable; pues, si d es una seudométrica sobre X y
d (1, 2) =ρ > 0, entonces B (2,ρ) = {2} es un abierto en (X ,Xd ); en cambio, si d (1, 2) = 0,
entoncesXd es la topología indiscreta. Por lo tantoXd ̸=X .

Estos últimos ejemplos muestran que los espacios topológicos forman una clase
estrictamente más amplia que los espacios (seudo-)métricos. El problema de hallar
condiciones necesarias y suficientes, para que un espacio topológico sea metrizable,
fue uno de los problemas más investigados de la Topología General. La solución
completa del problema fue dada sólo en el año 1951 (Por NAGATA [147], SMIRNOV [173],
BING [23]). Trataremos este tema en el capítulo 9.

El problema de metrizabilidad es un problema de existencia: ¿Existe una distancia
que defina la topología dada? El problema de unicidad correspondiente es trivial. En
general existe más de una distancia que define la misma topología. Ya conocemos
algunos ejemplos de distancias topológicamente equivalentes, (2.3.7) (fig. 2.9).

El hecho de que diferentes métricas definan la misma topología nos indica que la
estructura topológica es más abstracta que la estructura métrica, no sólo en el sentido
de más general (toda estructura métrica define una estructura topológica, pero no
el inverso), sino también en el sentido de que perdemos información al pasar de
una métrica a la topología asociada. Partiendo de la topología asociada, no podemos
reconstruir la métrica original, sino sólo la clase de todas las distancias que le son
topológicamente equivalentes. Sabemos que para cuestiones de continuidad y de
convergencia esta pérdida de información no es esencial. Basta conocer los abiertos de
un espacio métrico para decidir si una función dada es continua o no. Es decir: si f es
continua con respecto a una distancia d , sigue siéndolo con respecto a toda distancia
topológicamente equivalente (1.6.20). Sin embargo, existen otras propiedades que no
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ESPACIOS (X ,X )
METRIZABLES

ESPACIOS
TOPOLÓGICOS

ESPACIOS MÉTRICOS

(X , d ) (X , d ′)

Figura 2.9

son invariantes con repecto a tal cambio de la distancia. Por ejemplo, un subconjunto
A de un espacio métrico (X , d ) puede ser acotado, y no ser acotado para una distancia
topológicamente equivalente a d .

Ejemplo 2.4.6. Rn no es acotado en el espacio euclideano (Rn , d2), mientras que es
acotado en (Rn , d ′), donde la distancia d ′ viene dada por: d ′(x , y ) = ı́nf{1, d2(x , y )},
(x , y ∈Rn ) y es topológicamente equivalente a d2, (1.6.24).

Evidentemente existen propiedades topológicas que sólo dependen de la estructura
topológica de un espacio métrico y otras que dependen más específicamente de su
métrica particular.

Trataremos ahora de definir con precisión lo que significan, la estructura topológica,
las propiedades topológicas, etc., y de relacionar la Topología General con otras teorías
de estructuras matemáticas fundamentales.

Con vista a unificar los tratamientos en diferentes ramas en la matemática y resaltar
los métodos más generales que le son comunes, se ha establecido el concepto de
categoría. Aquí sólo daremos una idea de este concepto sin entrar en los detalles de su
teoría. Pero mencionaremos que algunos autores desarrollan sistemáticamente partes
de la topología general, en el contexto de esta teoría que ya tiene bastante desarrollo.

Definición 2.4.7 (categoría). Una categoría ℘ es una terna formada por:
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– Una clase Ob (℘) de objetos de ℘ ;

– Conjuntos Mor (A, B ) para cada par A, B ∈Ob (℘);

– Para tres objetos cualesquiera A, B , C ∈Ob (℘) una aplicación (ley de composi-
ción) ( f , g ) 7→ g ◦ f de Mor (A, B )×Mor (B , C ) en Mor (A, C ) que cumple:

Kat.1: Si f ∈Mor (A, B ), g ∈Mor (B , C ), h ∈Mor (C , D ), entonces h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦g )◦ f
(asociatividad).

Kat.2: Para cada A ∈Ob (℘) existe un elemento neutro 1A ∈Mor (A, A) tal que para todo
f ∈Mor (A, B ) y todo g ∈Mor (C , A) se tiene f ·1A = f y 1A · g = g .

Los elementos de Mor (A, B ) se llaman morfismos y a la aplicación ( f , g ) 7→ g ◦ f se
le llama composición de los morfismos f y g . Para ilustrar este concepto damos a con-
tinuación unos ejemplos señalando los objetos, los morfismos y la ley de composición,
dejando al lector la verificación de que cada uno de ellos es una categoría.

Ejemplo 2.4.8 (categoríaC de los conjuntos). Tomemos como la clase Ob (C ) la clase
de los conjuntos y dados dos conjuntos cualesquiera A, B , tomemos como Mor (A, B )
el conjunto de todas las aplicaciones de A en B . La composición de morfismos viene
dada por la composición de aplicaciones.

Ejemplo 2.4.9 (categoríaD de los conjuntos ordenados).

Ob (D): conjuntos ordenados.

Mor (A, B ): aplicaciones crecientes (es decir, con: x ≤ y =⇒ f (x )≤ f (y )).

Ley de composición: composición de aplicaciones.

Ejemplo 2.4.10 (categoría G de los grupos).

Ob (G ): los grupos.

Mor (A, B ): homomorfismos del grupo A en el grupo B .

Ley de composición: composición de aplicaciones.

Ejemplo 2.4.11 (categoría V de los espacios vectoriales reales).

Ob (V ):?

Mor (A, B ):?

Ley de composición:?
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La ley de composición entre los morfismos no es necesariamente igual a la com-
posición de aplicaciones.

Por ejemplo, podemos considerar a R como conjunto de morfismos de una cate-
goría cuya clase de objetos tiene un único elemento:

Ejemplo 2.4.12 (categoríaR).

Ob (R): 1.

Mor (1, 1) =R.

La ley de composición: multiplicación en R.

La teoría de grupos no puede distinguir entre grupos isomorfos. Si un enuncia-
do de esta teoría se cumple para un grupo concreto, entonces también para todo
grupo isomorfo. Más general, podemos decir que la teoría de una categoría estudia
propiedades que son invariantes para los isomorfismos de esta categoría.

Definición 2.4.13 (isomorfismo entre los objetos de una categoría). En una categoría
℘ se define que para A, B ∈Ob (℘) un morfismo f ∈Mor (A, B ) es un isomorfismo de A
sobre B , si existe g ∈Mor (B , A) tal que se cumple

f ◦ g = 1B y g ◦ f = 1A .

El lector verificará fácilmente que:

– los isomorfismos de la categoríaC son las biyecciones.

– los isomorfismos de la categoríaD son los isomorfismos de orden, es decir, las
biyecciones f : A→ B con x ≤ y ⇐⇒ f (x )≤ f (y ) para todos los x , y ,∈ A.

– los isomorfismos de la categoríaC son los isomorfismos de grupo,

– los isomorfismos de V son las biyecciones lineales,

– los isomorfismos deR son los números reales ̸= 0.

Luego, de la definición general 2.4.7 se derivan precisamente los conceptos de
isomorfismo que conocemos de las teorías respectivas (teoría de conjuntos orde-
nados, de grupos, espacios vectoriales, etc.). Queremos introducir la categoría de
los espacios métricos, pero la definición de los morfismos de esta categoría no es
tan evidente. Parece natural tomar las aplicaciones continuas como morfismos. Sin
embargo, esta definición no es compatible con nuestro concepto de isomorfismo
entre espacios métricos. Dos espacios métricos (X , d ) y (X ′, d ′) se llaman isomorfos, si
existe una isometría f de (X , d ) sobre (X ′, d ′), es decir, una biyección f : X → X ′ con
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d ′( f (x ), f (y )) = d (x , y ) para todos los x , y ∈ X . Pero existen biyecciones continuas así
como sus inversas, entre espacios métricos que no son isometrías. Para obtener las
isometrías como únicos isomorfismos de la categoría de los espacios métricos hay
que definir la siguiente categoría:

Ejemplo 2.4.14 (categoríaM de los espacios métricos).

Ob (M ): espacios métricos.

Mor (A, B ): contracciones de A en B (es decir: f : A → B con dB ( f (x ), f (y )) ≤
dA(x , y ) para todos los x , y ∈ A).

Ley de composición: composición de aplicaciones.

Regresemos a los espacios topológicos. Para ver que forman una categoría debemos
definir los morfismos correspondientes, que son, ahora sí, las aplicaciones continuas.

Definición 2.4.15 (aplicaciones continuas). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos.
Una aplicación f de X en Y se llama continua, si para todo U ∈ Y se tiene que
f −1[U ] ∈X .

Ejercicio 2.4.16. Probar que f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es continua si y sólo si f −1[U ] ∈X
para todo U de una base (resp. subbase) deY .

Ejemplo 2.4.17 (aplicación identidad). Sea (X ,X ) un espacio topológico. Entonces la
aplicación 1x : X → X es una aplicación continua.

Ejemplo 2.4.18 (funciones constantes). Sean (X ,X ) y (Y ,Y ) espacios topológicos, y0 ∈
Y . La aplicación constante f : X → Y con f (x ) = y0 para todo x ∈ X es una aplicación
continua, ya que la preimagen de todo abierto U ∈Y es X ó es ;, dependiendo de si
el abierto contiene o no a y0.

Ejemplo 2.4.19 (variación de topologías). Sean (X ,X ) y (Y ,Y ) espacios topológicos,
f : X → Y una aplicación.

i) SiX es la topología más fina sobre X o siY es la topología más gruesa sobre Y ,
entonces toda aplicación f de X en Y es continua.

ii) SiX es la topología indiscreta sobre X yY la discreta sobre Y , sólo son continuas
las aplicaciones constantes.

iii) Si la aplicación f es continua, f seguirá siendo continua si sustituimos aY por
una topología más gruesa o bien si sustituimos aX por una topología más fina.

iv) Si X1, y X2 son dos topologías sobre un conjunto X , entonces la aplicación
identidad 1X de (X ,X1) en (X ,X2) es continua si y sólo siX2 ⊂X1.
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Este ejemplo nos muestra que la continuidad de una función no es una propiedad
sólo de la función, sino que está estrechamente ligada a la topología del dominio y del
codominio.

El ejemplo siguiente mostrará cómo la topología general permite considerar a las
funciones semicontinuas como funciones continuas, con respecto a ciertas topologías
deR, y luego incorpar su teoría a la teoría general de las aplicaciones continuas de un
espacio topológico en otro.

Ejemplo 2.4.20 (funciones semicontinuas). En Análisis se dice que una aplicacion
f : R→R es semicontinua inferiormente (resp. superiormente) si y sólo si para todo
a ∈R y todo ϵ > 0 existe δ > 0 tal que:

x ∈R ∧ | x −a |<δ=⇒ f (x )> f (a )− ϵ (2.7)

(resp. x ∈R ∧ | x −a |<δ=⇒ f (x )> f (a )+ ϵ ) (fig. 2.10) (2.8)

(a ) (b )

Figura 2.10: Semicontinua inferiormente (a ) y superiormente (b )

Trataremos de exponer esta definición en la forma de la definición 2.4.15.
Si f (a ) es estrictamente mayor que cualquier número b (que puede escribirse en

la forma b = f (a )− ϵ con ϵ > 0), entonces por (2.7) existe un intervalo de centro a :
{x ∈R | | x −a |<δ}, sobre el cual f es estrictamente mayor que b , es decir, que para
todo b ∈R la preimagen f −1((b ,∞)), o sea, el conjunto de todos a ∈R con f (a )> b
, es abierto en R, pues es vecindad de todos sus puntos. Puesto que los conjuntos
(b ,∞) son precisamente los elementos de la topologíaXD sobreR (2.4), una función
f : R→R es semicontinua inferiormente si y sólo si f es una aplicación continua de
R, provisto de la topología usual, en el espacio topológico (R,XD ) (fig. 2.11).

(Obsérvese la inversión: semicontinua inferiormente, si las preimágenes de los
intervalos abiertos no acotados superiormente son abiertos). Generalizando, obte-
nemos, como conclusión de este ejemplo, la siguiente definición topológica de las
funciones numéricas semicontinuas:
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f (0) = 0

Figura 2.11: Función semicontinua inferiormente

Una aplicación de un espacio topológico (X ,X ) enR=R∪ (±∞) (con la topología
de orden) se llama semicontinua inferiormente (resp. superiormente), si para todo
b ∈R se tiene

f −1((b ,∞)) ∈X (resp. f −1([−∞, b )) ∈X ), (2.9)

o sea si f es continua como aplicación de (X ,X ) en (R,XD ) (resp.(R,XI ).
Con esta definición queda aclarada la relación entre la noción de semicontinuidad

y de continuidad, y pueden aplicarse los resultados de la teoría general directamente
a las funciones semicontinuas. Las funciones semicontinuas son muy importantes en
muchas ramas, especialmente de la matemática aplicada. Los siguientes ejercicios
facilitarán al lector la comprensión de su definición topológica.

Ejercicio 2.4.21. Sea χA la función característica de un subconjunto A de un espacio
topológico (X ,X ):

χA(x ) =

¨

1, si x ∈ A

0, si x no está en : A

Probar que χA(x ) es semicontinua inferiormente si y sólo si A es abierto.

Ejercicio 2.4.22. Sea (X ,X ) un espacio topológico y sean fα : X →R, (α ∈ I ) funciones
semicontinuas inferiormente (resp. superiormente)).

i) Probar que sup
α∈I

fα (resp. ı́nf
α∈I

fα) es semicontinua inferiormente (resp. superior-

mente). (En particular la envoltura superior (resp. inferior) de funciones numé-
ricas continuas es semicontinua inferiormente (resp. superiormente).
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ii) Probar que ı́nf
α∈I

fα (resp. sup
α∈I

fα) es semicontinua inferiormente (resp. superior-

mente), si I es finito.

iii) Dar un ejemplo de que esto no se cumple en general si I no es finito

Ejercicio 2.4.23. Una aplicación f : X →R es continua (para la topología usual sobre
R) si y sólo si es superior e inferiormente continua.

Mostraremos ahora que los espacios topológicos forman una categoría con las
aplicaciones continuas como morfismos.

Teorema 2.4.24 (composición de aplicaciones continuas). Sean (X ,X ), (Y ,Y ), (Z ,Z )
espacios topológicos, f : X → Y , g : Y → Z aplicaciones continuas. Entonces g ◦ f : X →
Z es continua.

Demostración. Sea C ∈Z . Entonces: (g ◦ f )−1[C ] = f −1 ◦ g −1[C ] = f −1[g −1[C ]]; pero
g −1[C ] ∈ Y por ser g continua y f −1[g −1[C ]] ∈ X por ser f continua. Por lo tanto
(g ◦ f )−1[C ] ∈X .

Ejemplo 2.4.25. La aplicación x 7→| x | deR enR es continua. Entonces, si f es una
aplicación continua de un espacio topológico (X ,X ) en R, la función | f |: x 7→| f (x ) |
es continua.

Corolario 2.4.26. Los espacios topológicos con las aplicaciones continuas como morfis-
mos constituyen una categoría.

Demostración. El teorema 2.4.24 muestra que es posible tomar como ley de composi-
ción entre los morfismos (aplicaciones continuas) la composición de aplicaciones:
( f , g ) 7→ g ◦ f , que es una aplicación de Mor (X , Y )×Mor (Y , Z ) en Mor (X , Z ) y cumple
evidentemente Kat.1 (asociatividad) y Kat.2 (1X ∈Mor (X , X ) es el elemento neutro
por la izquierda y por la derecha).

Notación. La categoría de los espacios topológicos la denotaremos por T . Si X , Y ∈
Ob (T ), escribiremos C(X , Y ) en vez de Mor (X , Y ), es decir, por C(X , Y ) denotamos al
conjunto de todas las aplicaciones continuas del espacio topológico X en el espacio
topológico Y .

Ejercicio 2.4.27. Sea f una función semicontinua inferiormente de un espacio topo-
lógico (X ,X ) en R, sea [a , b ] un intervalo de R con f [X ]⊂ [a , b ] y g : [a , b ]→R una
función creciente y continua (R provisto de su topología de orden).

Probar que g ◦ f es semicontinua inferiormente.

Los isomorfismos de la categoría de los espacios topológicos se llaman homeo-
morfismos, es decir:
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Definición 2.4.28 (homeomorfismo, espacios equivalentes). Una aplicación f de un
espacio (X ,X ) en un espacio (Y ,Y ) se llama homeomorfismo, si f es una biyección
tal que f y f −1 son continuas. Dos espacios topológicos (X ,X ) y (Y ,Y ) se dicen
homeomorfos o equivalentes si existe un homeomorfismo de X sobre Y .

Ejemplo 2.4.29. Toda homotecia x 7→λx (λ ̸= 0) de Rn sobre Rn es un homeomorfis-
mo.

Más general: toda aplicación lineal sobreyectiva f deRn sobreRn es un homeomor-
fismo. (Sabemos que toda aplicación lineal de Rn en Rn es continua; si f es además
sobreyectiva, existe su inversa que es también lineal y por lo tanto continua).

Ejemplo 2.4.30. Sean X , Y conjuntos totalmente ordenados y sea f : X → Y una
biyección creciente de X sobre Y . Si consideramos sobre X y Y las topologías de
orden, entonces f es un homeomorfismo. Esto parece lógico, puesto que f es un
isomorfismo de orden y las topologías estan definidas por medio de las relaciones de
orden).

Verificación. Las preimagenes de los intervalos abiertos en Y (2.2) son intervalos
abiertos en X , p. ej.,

f −1(y1, y2) = ( f
−1(y1), f −1(y2))

para y1, y2 ∈ Y , como los intervalos abiertos forman una base de la topología de Y , f
es continua (2.4.16). El mismo razonamiento se aplica a f −1 : Y → X .

Ejemplo 2.4.31. f : x 7→ x
(1+|x |) es un isomorfismo de orden de (R,≤) sobre ((−1; 1),≤),

por lo tanto un homeomorfismo deR sobre (−1, 1). Podemos prolongar f al conjunto
totalmente ordenado R aplicando −∞ a −1 e∞ a 1.

Esta prolongación f es una biyección creciente de f sobre [−1,1]. Entonces, si
proveemos ambos conjuntos con sus topologías de orden, f es un homeomorfismo. Y
los espacios topológicos R y (−1, 1), (resp.R y [−1, 1]) son homeomorfos.

⇝ Nota: Es conveniente señalar que hay aplicaciones que son continuas y biyecti-
vas, pero que no necesariamente son bicontinuas (o sea, su inversa no es continua).

Por ejemplo, la aplicación identidad

1R : x 7→ x

de la recta real, provista de la topología discreta, sobre R provisto de su topología
usual, es continua, mientras que su inversa evidentemente no es continua.

Puesto que la inversa de un homeomorfismo y la compuesta de dos homeomor-
fismos son homeomorfismos (2.4.28 y 2.4.24), la homeomorfía es una relación de
equivalencia entre los espacios topológicos.
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Para probar que dos espacios topológicos son homeomorfos, hay que mostrar que
existe un homeomorfismo entre ellos.

En general es más difícil demostrar que no existe tal homeomorfismo.

En capítulos posteriores veremos criterios que nos permitirán asegurar que ciertos
espacios topológicos no son homeomorfos.

Para dar una idea de lo que significa la homeomorfía, agrupamos a continuación
unas letras y unas figuras que son equivalentes como espacios topológicos (fig. 2.12).

(Según Choquet)

Figura 2.12: Letras homeomorfas

Podemos ver, intuitivamente, si curvas en el planoR2 o superficies en el espacio
R3 son homeomorfas, suponiendo que son de goma.

Si se pueden transformar una en otra por una serie de extensiones o comprensiones
sin romperlas, ni pegarlas, son homeomorfas.

Se ha definido a un topólogo como un matemático que no ve la diferencia entre
una rosquilla y una taza de café.

El siguiente dibujo muestra diferentes estados en la deformación de una rosquilla
en una taza (fig. 2.13)

Figura 2.13: Deformación topológica de una rosquilla
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Cada una de las geometrías clásicas tiene su concepto de configuraciones equiva-
lentes. Para un geómetra euclideano no es bueno el concepto de equivalencia topo-
lógica. Para él, una rosquilla y una taza de café son configuraciones completamente
diferentes. En geometría euclideana se dice que dos configuraciones son equivalente
si son congruentes, o sea, si existe un movimiento rígido que lleve una sobre la otra.
Sabemos que una congruencia en R3 está definida por una isometría de R3 en sí mis-
mo, luego a un geómetra le interesan, más que las propiedades topológicas de los
subconjuntos de R3 aquellas que son específicamente métricas.

Las propiedades de los espacios topológicos que pueden definirse por medio de los
abiertos son invariantes con respecto a homeomorfismos. Si se cumplen para un espa-
cio topológico, se cumplen para todos los espacios homeomorfos. Tales propiedades
que pueden considerarse como propiedades de las clases de espacios topológica-
mente equivalentes, se llaman propiedades topológicas. Por ejemplo, la propiedad
de tener una base numerable es una propiedad topológica: si el espacio topológico
(X ,X ) tiene una base numerable β y si f es un homeomorfismo de (X ,X ) sobre otro
espacio topológico (Y ,Y ), entonces { f (B ) | B ∈β} es una base numerable deY .

Las propiedades topológicas de los objetos matemáticas forman el tema de la
topología general.

Algunos autores dan la siguiente definición breve y abstracta de la topología como
disciplina matemática:≪La tarea de la topología es la investigación de la categoría de
los espacios topológicos≫. Esto nos parece una buena definición del objeto general
de la topología. Pero el objeto general no determina la tarea de una disciplina. Segun
nuestra opinión, la categoría de los espacios topológicos no tiene un interés en sí
mismo, es decir, los topólogos no deben encerrarse con esta categoría para investigarla
con un interés estructuralista.

Los espacios topológicos son una abstracción artificial por la cual se aisla un
aspecto fundamental de las estructuras concretas de la realidad, para hacer una teoría
coherente y eficiente de este aspecto y producir conocimientos instrumentales para el
análisis concreto. En la aplicación (que es la única justificación final para el desarrollo
de tal teoría abstracta), los razonamientos topológicos vuelven a combinarse con
razonamientos algebraicos, estadísticos, etc., para adaptarse a la estructura compleja
de los problemas reales (tecnológicos, económicos, etc.). Luego es necesaria una
vinculación estrecha entre la topología general y las demás disciplinas matemáticas.

El objeto de los siguientes capítulos no es presentar una teoría autosuficiente de
la categoría de los espacios topológicos, sino dar una exposición de los conceptos y
resultados básicos que se utilizan en el análisis funcional y otras ramas matemáticas
cercanas a la aplicación.
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Vecindades y filtros

Supongamos que tenemos un conjunto dado X . Hasta ahora la expresión generar
una topología sobre X significa para nosotros determinar una base o una subbase de
una topología. El primer objetivo de este capítulo será estudiar un nuevo método de
generar una topología, que ya hemos utilizado para espacios métricos en el capítulo 1:
el método de definir los conjuntos abiertos partiendo de las vecindades de los puntos
en X .

La noción de vecindad es fundamental para el estudio de la continuidad puntual
y de la convergencia en espacios topológicos. En la sección 3.2 veremos que en un
espacio topológico general no es suficiente considerar la convergencia de sucesiones
para caracterizar las funciones continuas en un punto, como sucedía en los espacios
métricos.

Es por esto que introducimos, en la sección 3.3, las redes como generalización
natural de las sucesiones. Un concepto equivalente, pero que presenta ciertas ventajas
técnicas es el de filtro. Exponemos este concepto en la sección 3.4 junto con algunos
ejemplos importantes.

En la sección siguiente desarrollaremos la teoría de filtros para tener a nuestra
disposición un aparato técnico, que permita un tratamiento formal y eficiente de
problemas de convergencia en espacios topológicos generales. Sin embargo, gran
parte de los resultados aquí expuestos no tienen una aplicación directa en la teoría
desarrollada en los capítulos posteriores. Debido a esto, no es necesario en una primera
lectura estudiar todos los tópicos de esta sección, sino solamente los relacionados
con límites y puntos adherentes de filtros, límite funcional, caracterizaciones de la
continuidad con filtros, filtros en AN1 espacios y el teorema de existencia de ultrafiltros.
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3.1. Vecindades

Definición 3.1.1. Sea (X ,X ) un espacio topológico, x ∈ X . Un subconjunto V ⊂ X se
llama vecindad de x , si existe un abierto U ∈X con

x ∈U ⊂V (3.1)

Más generalmente, un subconjunto V ⊂ X es vecindad de un subconjunto A ⊂ X ,
si contiene a un abierto U ∈X que a su vez contiene a A.

Nota. Convendremos en denotar por VX (x ) al sistema de todas las vecindades del
puntos x con respecto a la topología X y cuando no haya lugar a dudas sobre la
topologíaX , a la cual nos referimos, pondremos sencillamente V (x ).

Ejemplo 3.1.2. Sea (X , d ) un espacio métrico. Entonces V ⊂ X es vecindad de x ∈ X
en (X , d ) si y sólo si lo es en el espacio topológico asociado (X ,Xd ), por (1.6.16).

Ejemplo 3.1.3. En R el conjunto (0, 1)∪Q es vecindad de todo subconjunto A ⊂ (0, 1).

Ejemplo 3.1.4. En un espacio indiscreto (X ,X ) la única vecindad de un punto x ∈ X
es todo el espacio X .

Ejemplo 3.1.5. En un espacio topológico discreto (X ,P (X )) cualquier conjunto V ⊂ X
es vecindad de cada uno de sus subconjuntos.

Pregunta. Supongamos que un espacio topológico (X ,X ) no contiene abiertos unita-
rios. ¿Pueden existir conjuntos en X que sean vecindades de un punto solamente?

Está claro que V ⊂ X es vecindad de un conjunto A en un espacio topológico
(X ,X ) si y sólo si es vecindad de cada punto x ∈ A:

V ∈V (A)⇔∀ x ∈ A, V ∈V (x ) (3.2)

Al igual que en los espacios métricos podemos ahora caracterizar los abiertos de un
espacio topológico a partir del concepto de vecindad.

Proposición 3.1.6 (caracterización de los abiertos por vecindades). En un espacio
topológico (X ,X ), un subconjunto U de X es abierto si y sólo si es vecindad de cada
uno de sus puntos, o sea, si U ∈V (U ).

Demostración. Si U ∈X , y x ∈U , entonces, por definición, U es vecindad de x .
Inversamente, sea U vecindad de cada uno de sus puntos. Entonces para cada

x ∈U existe Ux ∈X tal que x ∈Ux ⊂U . Concluimos, por (A3), que U = ∪
x∈U

Ux .
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Para que sea más intuitivo, conviene a veces utilizar las expresiones suficiente-
mente cerca o tan cerca como se quiera, en enunciados que se refieren a vecindades.
Por ejemplo, la proposición anterior puede ser expresada de la siguiente forma: Un
conjunto U es abierto si y sólo si para cada x ∈U todos los puntos suficientemente
cerca de x pertenecen a U . Más generalmente diremos que una propiedad se cumple
para todo punto suficientemente cerca de x , si ocurre para todo punto de una vecindad
de x .

La proposición anterior nos indica cómo podríamos reconocer qué subconjuntos
de un espacio topológico son abiertos, si solamente conociéramos las vecindades de
todos los puntos. Hemos utilizado ya este procedimiento en el caso de los espacios
métricos (X , d ). Por medio de las bolas, hemos introducido las vecindades y entonces
hemos definido los abiertos de (X , d ) como los subconjuntos de X , que son vecindades
de cada uno de sus puntos.

En el caso de los espacios métricos se podían definir las bolas y, por ende, las
vecindades, con la ayuda de una distancia; pero en un espacio topológico general no
siempre tenemos una distancia a nuestra disposición.

Trataremos pues de hallar propiedades básicas que puedan servirnos como axio-
mas para la introducción axiomática de vecindades sobre un conjunto. En un espacio
con vecindades definido de tal manera podremos introducir los ‘abiertos’ mediante
la proposición 3.1.6 convertida en definición. Si seleccionamos convenientemente
las propiedades básicas, será posible probar que estos abiertos forman una topolo-
gía en el sentido de la definición 2.1.1 y que las vecindades en el espacio topológico
correspondiente son precisamente las vecindades de partida.

Incluso tal procedimiento parece ser más natural. Si partimos de problemas de
convergencia y de continuidad puntual, nuestro primer interés debía ser obtener una
definición de lo que significa suficientemente cerca de un punto o tan cerca de un punto
como se quiera, y esto nos conduce al concepto de vecindad antes que al concepto
de conjunto abierto. De hecho, las matemáticas, históricamente, han seguido este
camino. Antes de tener la definición más sencilla y económica de una topología (2.1.1)
Hausdorff introdujo [71] en su Teoría de conjuntos, la noción de un espacio topológico
general partiendo de una axiomatización del concepto de vecindad. Fue él quien
seleccionó, dentro de una serie de axiomas enunciados por distintos matemáticos de
su tiempo, los cuatro axiomas siguientes, que han resultado ser los más prácticos.

Proposición 3.1.7 (propiedades fundamentales de las vecindades). Sea (X ,X ) un
espacio topológico, y sea x ∈ X . Entonces el sistema VX (x ) de vecindades de x posee las
siguientes propiedades:

(V1) (U ∈V (x )∧U ⊂V ⊂ X )⇒V ∈V (x )

(V2) U , V ∈V (x )⇒U ∩V ∈V (x )
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(V3) V ∈V (x )⇒ x ∈V

(V4) Si V ∈V (x ) entonces existe un U ∈V (x ) tal que V ∈V (y ) para todo y ∈U .

Demostración. Ejercicio.

Las propiedades (V1)–(V3) las hemos visto en el Capítulo 1. La propiedad (V4)
puede ser expresada diciendo que una vecindad de x es también vecindad de todos
los puntos suficientemente cercanos a x (fig. 3.1).

V

x

U

Figura 3.1

Estas propiedades, nos proporcionan un nuevo sistema de axiomas para los espa-
cios topológicos.

Teorema 3.1.8. Sea X un conjunto y seaV : x 7→ V (x ) una aplicación de X enP (P (X ))
que asocia a cada x ∈ X una colección no vacía de subconjuntos de X que cumplan
(V1)-(V4). Entonces existe una topologíaX única sobre X , tal que para todo x ∈ X la
colección V (x ) es el sistema de vecindades de x en el espacio topológico (X ,X ).

Demostración. Por la Proposición 3.1.6, si existiera una topologíaX sobre X satisfa-
ciendo la condición anterior, los abiertos para dicha topología serían precisamente
los subconjuntos U de X , tales que U ∈V (x ) para todo x ∈U ; de lo que se concluye
la unicidad de esta topología en caso de que exista.

Existencia. DefiniremosX precisamente como la colección de todos los subconjuntos
U de X , tales que U ∈ V (x ) para todo x ∈ U . Debemos verificar que X cumple
(A1)–(A3).

(A1) ; ∈ X porque se tiene ; ∈ V (x ) para todo x ∈ ;, X ∈ X porque X ∈ V (x ) para
todo x ∈ X , ya que V (x ) ̸= ; y por (V1).
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(A2) Sean A1, A2 ∈X y x ∈ A := A1∩A2 arbitrario. Como Ai ∈V (x ), (i = 1, 2), por (V2)
se tiene que A ∈V (x ). Por lo tanto A ∈X .

(A3) Sea (Aα)α∈I una familia de elementos deX . Si x ∈ A := ∪
α∈I

Aα existe α ∈ I tal que

x ∈ Aα ⊂ A y por (V1) se tiene que A ∈V (x ). Luego A ∈X .

Para terminar la demostración queda por probar que V (x ) es el sistema de vecin-
dades de x en (X ,X ), o sea, que V (x ) =VX (x ) para todo x ∈ X .

Sea V una vecindad de x en (X ,X ) tal que V ∈ VX (x ). Entonces existe U ∈ X
con x ∈U ⊂V . Como U ∈V (x ), concluimos que V ∈V (x ) (V1). Luego VX (x )⊂V (x ).
Inversamente sea V ∈V (x ). Definamos:

U = {y ∈V |V ∈V (y )}.

Entonces x ∈U ⊂V por (V3). Probaremos que U ∈X , con lo cual se tendrá que
V ∈VX (x ).

Si y ∈U , entonces V ∈V (y ) y por (V4) existe W ∈V (y ) tal que V ∈V (z ) para todo
z ∈W . De la definición de U concluimos que W ⊂U y de (V1), que U ∈V (y ).

Como y es arbitrario tenemos que U es vecindad de cada uno de sus puntos;
entonces U ∈X .

Nota. Cada una de las propiedades (V1)–(V4) es indispensable para obtener como
resultado la tesis del teorema anterior, como muestra la Proposición 3.1.7.

Si estudiamos la topología de un espacio métrico, no comenzamos por las vecinda-
des, sino por una colección de vecindades especiales: las bolas. Partiendo de las bolas
de un centro dado x puede determinarse el sistema de todas las vecindades de x .

Definición 3.1.9 (sistema fundamental de vecindades). Dado (X ,X ) un espacio topo-
lógico y x ∈ X . Una subcolecciónF (x )⊂V (x ) se llama un sistema fundamental de
vecindades de x si para toda vecindad V ∈V (x ) existe F ∈F (x ) tal que F ⊂V .
F (x )⊂V (x ) es un sistema fundamental de vecindades de x si y sólo si cumple:

V (x ) = {V ⊂ X | ∃F ∈F (x ) ∧ F ⊂V } (3.3)

Ejemplo 3.1.10. Sea (X ,X ) un espacio topológico. Entonces para todo x ∈ X la
colección V (x ) es el máximo sistema fundamental de vecindades de x . No existe en
general un sistema fundamental de vecindades de x que sea minimal.

Si W es una vecindad cualquiera de x entonces

FW (x ) := {V ∈V (x ) |V ⊂W }

es un sistema fundamental de vecindades de x más pequeñas que W .
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El lector verificará fácilmente que la colección de todas las vecindades abiertas
de x ◦

V (x ) := {U ∈V (x ) |U ∈X } (3.4)

también es un sistema fundamental de vecindades de x .

Ejemplo 3.1.11. En un espacio métrico (X , d ) la colección de las bolas B (x ,1/n ),
(n ∈N∗) forma un sistema fundamental de vecindades de x (x ∈ X ).

Ejemplo 3.1.12. En el espacio euclideano Rn para cada x ∈ Rn las dos familias si-
guientes forman sistemas fundamentales de vecindades de x :

– cubos centrados en x

– bolas de radio racional centradas en x .

Como nos muestra este ejemplo, un mismo punto puede tener varios sistemas
fundamentales de vecindades sin que haya ninguna relación de inclusión entre los
mismos.

Pregunta. En un espacio topológico discreto (X ,P (X )) cada punto posee un sistema
fundamental de vecindades que es minimal. ¿Cuál es?

Existe una analogía entre los sistemas fundamentales de vecindades y las bases
de una topología. Ambos son subcolecciones que permiten reconstruir la colección
total de vecindades de x (resp. de abiertos de (X ,X )). Más precisamente, tenemos la
siguiente relación entre las bases y los sistemas fundamentales.

Ejercicio 3.1.13. Probar que una subcolección β de X es una base deX si y sólo si
para todo x ∈ X la colección

β (x ) := {B ∈β | x ∈ B } (3.5)

forma un sistema fundamental de vecindades de x .
Para los sistemas fundamentales de vecindades podemos formular un axioma de

numerabilidad análogo al axioma AN2.

Definición 3.1.14 (Primer axioma de numerabilidad). Decimos que un espacio to-
pológico (X ,X ) cumple el primer axioma de numerabilidad o que (X ,X ) es un AN1
espacio, si cada punto x ∈ X tiene un sistema fundamental de vecindades numerable.

Los espacios topológicos que cumplen esta condición tienen propiedades particu-
lares, especialmente importantes para cuestiones de convergencia.

(AN2) implica (AN1). Pero el inverso no se cumple. Mientras que todos los espacios
métricos son AN1−espacios, no siempre satisfacen (AN2).

Ejercicio 3.1.15. Dar un ejemplo de un espacio topológico que cumpla (AN1) y que
no satisfaga (AN2).
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Ejemplo 3.1.16 (un espacio topológico que no es seudometrizable). Cada espacio
seudométrico (X , d ) es un AN1−espacio, puesto que para todo x ∈ X las bolas de
centro x y de radio 1/n , n ∈ N∗ forman un sistema fundamental numerable de
vecindades de x en (X ,Xd ). Si el espacio (X ,X ) no satisface el (AN1) entonces no es
seudometrizable.

Consideremos, por ejemplo, el espacio R provisto de la topología de los comple-
mentos finitos (2.1.7). Este espacio topológico no cumple AN1. Para demostrarlo,
consideremos una sucesión cualquiera de vecindades (Vn )n∈N de un punto x ∈R con
dicha topología. ∁Vn es un conjunto finito para todo n ∈N, entonces existe un número
real y ∈ ∩

n∈N
Vn = ∁( ∪

n∈N
∁Vn ) diferente de x . Pero V :=R−{y } es una vecindad de x en

este espacio topológico que no contiene a ningún Vn por lo tanto, (Vn )n∈N no es un
sistema fundamental de vecindades de x .

Concluimos que R con la topología de los complementos finitos no es seudome-
trizable.

3.2. Convergencia de sucesiones y continuidad en un
punto

En el capítulo 1 caracterizamos las sucesiones convergentes mediante vecindades, esta
caracterización se generaliza inmediatamente a espacios topológicos cualesquiera.

Definición 3.2.1 (sucesión convergente). Decimos que una sucesión xn es convergente
al punto x ∈ X en el espacio topológico (X ,X ) (y escribimos xn↠X x o sencillamente

xn ↠ x ), si y sólo si para todo V ∈V (x ) existe k ∈N tal que:

xn ∈V para todo n ≥ k

El lector verificará, como en el caso de los espacios métricos, la equivalencia
siguiente:

(xn )↠ x ⇐⇒∀V ∈V (x ), {n ∈N | xn /∈V } es finito (3.6)

Nota. Está claro que podemos sustituir V (x ) por un sistema fundamental de vecinda-
desF (X ) cualquiera de x , sin afectar la validez del enunciado (3.6).

Ejemplo 3.2.2. Sea (X , d ) un espacio métrico. Una sucesión de puntos distintos (xn )
en X converge a x ∈ X , si y sólo si cada bola B (x , 1/n ) (n ∈N∗), contiene a casi todos
los términos xn , (es decir, excepto a un número finito).

Ejemplo 3.2.3. En un espacio topológico indiscreto (X ,X ) cualquier sucesión de
puntos de X converge a todos los puntos de X .
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Ejemplo 3.2.4. Una sucesión (xn ), en un espacio topológico discreto (X ,X ), converge
a un punto x si y sólo si a partir de un cierto término todos los xn son iguales a x .

Ejemplo 3.2.5. Consideremos sobre R la topología de los complementos numerables

X := {A ⊂R | ∁A finito o numerable}∪ {;}. (3.7)

Si (xn )↠ x en (R,X ), entonces a partir de un cierto rango todos los xn son iguales a x .
Pues si el conjunto

D := {n ∈N | xn ̸= x }

fuera infinito, podríamos construir una vecindad V de x en (R,X )

V :=R\{xn | n ∈D } ∈ VX (x )

para la cual {n ∈N | xn /∈V }=D sería infinito, en contradicción con (3.6).
Concluimos que en (R,X ) se cumple (xn )↠ x precisamente si xn = x para casi

todos los subíndices n ∈N. Comparando este resultado con el ejemplo anterior po-
demos ver que, diferentes topologías sobre un mismo conjunto pueden determinar la
misma clase de sucesiones convergentes.

Pregunta. ¿Cómo pueden caracterizarse las sucesiones convergentes enR provisto de
la topología τ de los complementos finitos (2.1.7)? ¿Están determinados de manera
única los límites en (R,τ)?

El ejemplo 3.2.3 nos muestra cómo, en general, en un espacio topológico cualquiera
no es posible hablar de la unicidad del límite, como lo hacemos en el caso de las
sucesiones en un espacio métrico. Hasta ahora no tenemos argumentos en los cuales
nos podamos basar para decir que en determinados espacios topológicos el límite
es único. Más adelante estudiaremos condiciones que nos servirán para asegurar la
unicidad del límite en espacios topológicos, donde las sucesiones convergentes no
tendrán que ser tan específicas como en el ejemplo 3.2.4, ni tan arbitrarias como en el
ejemplo 3.2.3.

Por ahora nos contentaremos con escribir ĺım(xn ) = x cuando x sea el único límite
de la sucesión (xn ).

Analicemos ahora la relación entre las sucesiones convergentes y las aplicaciones
continuas en un punto a ∈ X para espacios topológicos en general. Sabemos por el
teorema 1.6.7 que en la teoría de los espacios métricos el concepto de continuidad
puntual puede definirse en las dos formas equivalentes siguientes:

f : (X , d )→ (Y , d ′) se llama continua en a ∈ X si :

i) para toda vecindad W de f (a ) en Y existe una vecindad V de a en X tal que:

f (V )⊂W ; (3.8)
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ii) para toda sucesión (xn ) que converga a a en (X , d ) se cumple que:

( f (xn ))↠ f (a ) en (Y , d ′) (3.9)

Estas dos caracterizaciones, generalizan las definiciones alternativas de la conti-
nuidad puntual dadas en análisis clásico para funciones f : R→R. Aparentemente
ambas pueden generalizarse directamente para espacios topológicos cualesquiera.
Sin embargo, debemos tener en consideración que ya definimos las aplicaciones glo-
balmente continuas entre espacios topológicos en general. Nuestra definición de la
continuidad puntual tiene que ser compatible con esta definición (y además con
la definición de convergencia puntual para espacios métricos). Veremos que sólo la
generalización de i) cumple esta condición, lo cual es sorprendente.

Las sucesiones convergentes no caracterizan la topología de un espacio topológico
completamente. Mientras que a diferentes topologías corresponden necesariamente
diferentes clases de funciones continuas, diferentes topologías sí pueden determinar
el mismo conjunto de sucesiones convergentes. Así que no podemos esperar que las
funciones continuas entre espacios topológicos generales, puedan caracterizarse por
sucesiones.

Definición 3.2.6 (función continua en un punto). Sean (X ,X ), (Y ,D) dos espacios
topológicos. Una aplicación f : X → Y es continua en a ∈ X si para toda vecindad W
de f (a ) existe una vecindad V de a tal que f [V ]⊂W .

Equivalentemente:

f : (X ,X )→ (Y ,D) es continua en

a ∈ X ⇐⇒∀V ∈VD ( f (a )) ( f −1[V ] ∈VX (a ))
(3.10)

Es fácil comprobar que la continuidad por vecindades i), implica la continuidad
por sucesiones ii).

Ejercicio 3.2.7. Probar que si f : (X ,X )→ (Y ,D) es continua en a ∈ X . Entonces para
toda sucesión (xn ) convergente a a en (X ,X ), se cumple que ( f (xn ))↠ f (a ) en (Y ,D).

La siguiente proposición muestra la relación existente entre la definición anterior
y la definición de continuidad global dada en el capítulo 2.

Proposición 3.2.8. Sean (X ,X ) y (Y ,D) dos espacios topológicos. Una aplicación
f : X → Y es continua (globalmente) si y sólo si es continua en cada punto x ∈ X .

Demostración. La condición es necesaria por (3.10).
Si W es una vecindad de f (x ), entonces W contiene un abierto U tal que f (x ) ∈

U . Por la definición 3.1.1, f −1[U ] es abierto en X y x ∈ f −1[U ] ⊂ f −1[W ] entonces
f −1[W ] ∈V (x ).
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Recíprocamente, supongamos que f es continua en todos los puntos de X . Si
U ∈ D y x ∈ f −1(U ), entonces f (x ) ∈U ∈ V ( f (x )) y por tanto f −1[U ] ∈ V (x ). Dado
que x ∈ f −1(U ) es arbitrario, se concluye que f −1(U ) ∈X .

En general no hubiéramos podido llegar a un resultado tan armonioso como el de
la proposición anterior, si hubiéramos tomado la proposición ii) en vez de i) como
base de la definición de la continuidad puntual.

El siguiente ejemplo nos muestra el caso de una función entre dos espacios to-
pológicos que no es continua en ningún punto y que, sin embargo, transforma toda
sucesión convergente del dominio en una sucesión convergente del codominio.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos sobre R la topología usual r y la topología de los com-
plementos numerablesX , definida en el ejemplo 3.2.5. La aplicación identidad

1R : (R,X )→ (R, r )

no es continua en ningún punto a ∈R, puesto que la imagen inversa de la vecindad
(a−ϵ, a+ϵ) ∈Vr (1R(a )) con ϵ > 0), bajo 1R no es vecindad de a en (R,X ). Por otra parte
está claro que, si (xn )↠ a en (R,X ), entonces 1R(xn ) = xn ↠ a en (R, r ); pues, por el
ejemplo 3.2.5, para tal sucesión se tiene que xn = a para casi todos los subíndices n ∈N.

Ejercicio 3.2.10. Dar un ejemplo de dos topologías diferentes sobreR que determinan
ambas el mismo conjunto de sucesiones convergentes.

Ejercicio 3.2.11. Sean d y d ′ dos métricas sobre un conjunto X , que determinan sobre
X , el mismo conjunto de sucesiones convergentes. Probar que d y d ′ son topológica-
mente equivalentes.

Pregunta. ¿Qué paso de la demostración del teorema 1.6.7 no puede generalizarse a
espacios topológicos cualesquiera? ¿Por qué?

El lector que ha analizado esta demostración ciertamente ha descubierto el papel
clave del primer axioma de numerabilidad para nuestro problema. Más precisamente:

Proposición 3.2.12. Sean (X ,X ), (Y ,D) espacios topológicos y sea a ∈ X un punto
que tiene en (X ,X ) un sistema fundamental de vecindades numerables. Entonces son
equivalentes:

i) f es continua en a

ii) Para toda sucesión (xn ) convergente a a en (X ,X ) se cumple f (xn )↠ f (a )

Demostración. i)⇒ ii) por el ejercicio 3.2.7. Para probar la implicación inversa demos-
traremos que (no i)⇒ (no ii).
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Si f no es continua en a es porque existe una vecindad W de f (a ) en Y que no
contiene completamente a la imagen por f de ninguna vecindad de a . Sustituyendo
eventualmente Vn por V1 ∩ · · · ∩Vn (n ∈N), podemos suponer que (Vn ) es decreciente,
o sea, Vn ⊃Vn+1 para todo n ∈N. Puesto que f [Vn ]⊈W para estas vecindades, existe
para cada n ∈N un punto xn ∈Vn tal que f (xn ) /∈W . La sucesión (xn ) así construida
converge a a . Sin embargo la sucesión imagen ( f (xn )) no converge a f (a ).

Corolario 3.2.13. Sean (X ,X ) y (Y ,D) dos espacios topológicos, donde (X ,X ) es un
AN 1−espacio. Entonces para toda aplicación f : X → Y son equivalentes:

i) f es continua.

ii) Para cada x ∈ X y para toda sucesión (xn ) convergente a x se tiene que f (xn )↠
f (x ).

Demostración. Es inmediata de las dos proposiciones anteriores.

3.3. Redes

Si en la demostración de la proposición 3.2.12 el punto a ∈ X no tuviera un sistema fun-
damental de vecindades numerable, el no ser f continua en a nos permitiría también
encontrar una vecindad W ∈V ( f (a )) tal que la imagen f [V ] de toda vecindad de a no
estaría incluida completamente en W . Entonces, por el axioma de elección podríamos
asociar a todo V ∈ V (a ) un punto xv ∈ V con f (xv ) /∈W . La diferencia esencial es
que la familia (xv )v∈V (a ), ahora no es necesariamente numerable. Su existencia no es
contradictoria con que f cumpliera la propiedad ii), ya que la familia (xv )v∈V (a ) no es
una sucesión y no hay nada que asegure que se puede extraer una sucesión de dicha
familia que converja a x .

La primer idea para remediar esta infeliz situación, fue precisamente la de extender
el concepto de sucesión convergente a familias no numerables.

Los primeros estudios con vista a obtener una teoría de convergencia, en espacios
topológicos generales, que mantuviera una cierta uniformidad con la teoría desa-
rrollada en los espacios métricos sobre la base de las sucesiones, fueron hechas por
E. H. MOORE y más tarde por SMITH [139]. Los objetos creados por ellos, que fueron
precisamente estas sucesiones no numerables, son llamados redes o sucesiones de
Moore-Smith.

Parece natural definir la convergencia de tal familia a un punto x de manera
análoga a como lo definimos para sucesiones, es decir: La familia (xα)α∈I converge a x
si y sólo si para toda vecindad V de x se tiene que a partir de un cierto α, todos los xα
están contenidos en V .
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Pero esta definición en realidad no tiene sentido, a menos que se precise el término
a partir de cierta α. Este término exige la presencia de un cierto orden en el conjunto
de índices I . En el caso de las sucesiones, el conjunto de índices es precisamente
el conjunto de los naturales N, en el cual la expresión ‘a partir de un cierto n ’ tiene
sentido, ya queNes un conjunto totalmente ordenado. En realidad veremos que basta
con que el conjunto I sea dirigido, lo cual cumple todo conjunto totalmente ordenado.

También, toda retícula (p. ej., Rn ) es un conjunto dirigido. El siguiente ejemplo
nos muestra una clase de conjuntos dirigidos que, en general, no son retículas.

Ejemplo 3.3.1. SeaF (a ) un sistema fundamental de vecindades de un punto a en
un espacio topológico (X ,X ). La inclusión ⊂ define una relación de orden entre los
elementos deF (a ). Esta relación de orden es filtrante (ver apéndice A.10.2), puesto
que para U , V ∈F (a ), cualesquiera existe W ∈F (a ) tal que W ⊂U ∩V (3.1.9). Luego
(F (a ),⊂) es un conjunto dirigido.

Ejemplo 3.3.2. En la construcción de la integral de Riemann sobre un intervalo ce-
rrado y acotado [a , b ] ⊂ R, se utilizan particiones. Una familia finita (x1, . . . , xn ) de
números reales (n ∈N) se llama partición de [a , b ], si

a = x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ xn = b .

Si P [a , b ] es la colección de todas las particiones del intervalo [a , b ], entonces es
fácil ver que (P [a , b ],⊂) es un conjunto dirigido (incluso es una retícula).

Utilizando en vez deN un conjunto dirigido cualquiera como conjunto de índices
podemos definir la generalización buscada del concepto de sucesión. Para eso hay que
recordar que una sucesión en X se define como una aplicación deN en el conjunto X .

Definición 3.3.3 (red). Una red en un conjunto X es una aplicación ϕ : α 7→ xα de un
conjunto dirigido (I ,≤) en X . Comúnmente ϕ se denota por (xα)α∈I .

Puesto que en un conjunto dirigido (I ,≤), la expresión ‘a partir de un elemento
α ∈ I ’ tiene un sentido evidente, la noción de sucesión convergente puede generalizarse
análogamente a redes cualesquiera en un espacio topológico general.

Definición 3.3.4 (red convergente). Sea (X ,X ) un espacio topológico y sea (xα)α∈I

una red en X . Entonces se dice que (xα)α∈I converge a x ∈ X , si para todo V ∈ V (x )
existe αV ∈ I tal que:

xα ∈V para todo α ∈ I con αV ≤α (3.11)

(Usamos la misma notación que para una sucesión convergente (xα↠ x )).

Ejemplo 3.3.5. SeaF (a ) un sistema fundamental de vecindades de un punto a en un
espacio topológico (X ,X ). Sabemos por (3.3.1) que (F (a ),⊂) es un conjunto dirigido.
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Si tenemos asociado a cada vecindad V ∈F (a ) un punto xV ∈V , la familia (xV )V ∈F (x )
es una red en (X ,X ) que converge a a .

Recordemos que: si f : (X ,X )−→ (Y ,D) no es continua en a ∈ X , entonces existe
una vecindad W de f (a ) en (Y ,D) y una red (xV )V ∈V (a ) tal que:

xV ∈V y f (xV ) /∈ W para todo V ∈V (a ) (3.12)

Por tanto, la red ( f (xV )) no converge a f (a ) en (Y ,D), mientras que la red (xV ) sí con-
verge al punto a en (X ,X ) (ejemplo anterior). Entonces, si sustituimos en el segundo
criterio clásico de continuidad puntual (3.9) las sucesiones por redes, el criterio será
válido en espacios topológicos cualesquiera.

Proposición 3.3.6 (criterio de continuidad puntual por redes). Sean (X ,X ), (Y ,D)
espacios topológicos y sea a ∈ X . Entonces son equivalentes:

i) f es continua en a .

ii) Para cada red (xα)α∈I en X que converge al punto a , se tiene que ( f (xα)) converge
a f (a ).

Si dada una red (xα)α∈I llamamos sección final determinada por α al conjunto

Sα := {xβ |α≤β} (3.13)

entonces la definición de convergencia para una red se puede expresar de forma
equivalente de la siguiente manera:

xα↠ x ⇐⇒ ∀V ∈V (x ) ∃α ∈ I tal que Sα ⊂V (3.14)

Esta reformulación de la definición de convergencia de una red prueba que la
convergencia de la misma no está determinada por el conjunto de sus términos {xα |
α ∈ I } ⊂ X , sino por el comportamiento de la colección de las secciones finales
S(xα) := {Sα |α ∈ I }.

El hecho de que I sea un conjunto dirigido bajo la relación ≤ se traduce en las dos
propiedades siguientes:

S ∈ S(xα) =⇒ S ̸= ; (≤ es reflexiva) (3.15)

S ′,S ′′ ∈ S(xα)−→∃S ∈ S(xα) (S ⊂ S ′ ∩S ′′) (3.16)

(≤ es transitiva y filtrante).
La colección S(xα) nos permite enunciar un criterio de convergencia para la red

(xα), que no usa subíndices explícitamente:

xα↠ x ⇐⇒ ∀V ∈V (x ) ∃S ∈ S(xα) tal que S ⊂V (3.17)
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Para evitar completamente la utilización de índices y simplificar el lenguaje parece
natural desarrollar un concepto de convergencia para colecciones de conjuntos que
tienen las propiedades de S(xα). Tales colecciones de conjuntos se llaman bases de
filtros. A continuación desarrollaremos la teoría de convergencia mediante este nuevo
concepto, que sustituye el concepto más atractivo de una red por uno más práctico.

3.4. Filtros y bases de filtros

Fue HENRI CARTAN [47] quien en el año 1937 introdujo el concepto de filtro para tratar
la convergencia en espacios topológicos cualesquiera. Un filtro es sencillamente una
ampliación de una base de filtro que se obtiene añadiendo a los elementos de la base,
que son conjuntos, todos los superconjuntos de éstos en el espacio dado X . Aunque las
bases de filtro son perfectamente suficientes para desarrollar la teoría, emplearemos
también el concepto de filtro, pues facilita un tratamiento más elegante de la teoría.

Definición 3.4.1 (filtro). Un filtroF en un conjunto X es una colección de subcon-
juntos de X que tiene las siguientes propiedades:

(F1) F ̸= ; y ; /∈F

(F2) F,G ∈F ⇒ F ∩G ∈F

(F3) F ∈F y F ⊂G ⊂ X ⇒G ∈F .

Como para las redes, hay que notar que filtro se define sobre un conjunto cual-
quiera, sin tener que definir de antemano una estructura topológica sobre él mismo.
Antes de estudiar algunos ejemplos de filtros analizaremos la relación entre los filtros
y las bases de filtro.

Proposición 3.4.2. SeaL una colección de subconjuntos de un conjunto X . Entonces
la familia [L ]⊂V (X ) formada por los superconjuntos de elementos deL es un filtro si
y sólo siL tiene las dos propiedades siguientes:

(B1) La intersección de dos conjuntos deL contiene un conjunto deL .

(B2) L no es vacío y el subconjunto vacío de X no está enL .

Demostración. Supongamos que [L ] es un filtro. Si A, B ∈L , entonces A ∩B ∈ [L ]
y por tanto A ∩ B contiene algún elemento de L . Además en este caso se cumple
evidentemente (B2).

Recíprocamente, supongamos queL cumpla (B1) y (B2).
De (B2) tenemos (F1) para [L ]. Por otra parte, si F , G ∈ [L ] existen A, B ∈ L

tales que A ⊂ F, B ⊂G y por (B1) existe C ∈ L tal que C ⊂ A ∩ B ⊂ F ∩G ; de donde
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F ∩G ∈ [L ]. Entonces se tiene (F2) para [L ]. Finalmente si F ⊂ G y F ∈ [L ] existe
A ∈L tal que A ⊂ F y como A ⊂G se tiene que G ∈ [L ]; de lo que concluimos (F3).

Definición 3.4.3 (base de filtro). Una colecciónL ⊂P (X ) de subconjuntos de un
conjunto X se llama base de filtro, si satisface los axiomas (B1) y (B2). En este caso se
dice también queL es base del filtro

[L ] := {A ∈P (X ) | ∃B ∈L (B ⊂ A)} (3.18)

Dos bases de filtroL yL ′ sobre X son equivalentes, si son bases del mismo filtro:
[L ] = [L ′]. Los ejemplos siguientes muestran que en la práctica los filtros se definen
muchas veces a partir de bases de filtro.

Ejemplo 3.4.4 (filtros principales). Sea X un conjunto no vacío y A ⊂ X . Entonces

[{A}] := {M ∈P (X ) | A ⊂M }

es un filtro en X , con base de filtro la colección que consiste de un sólo elemento A.
[{A}] se llama filtro principal definido por A.

Ejemplo 3.4.5 (filtro de vecindades). En un espacio topológico (X ,X ) las colecciones
V (x )de todas las vecindades de un punto x ∈ X representan una clase particularmente
importante de filtros. Generalmente, si A ⊂ X no es vacío, V (A) es un filtro en X
llamado filtro de vecindades del conjunto A en (X ,X ). Por la definición 3.1.9, todo
sistema fundamentalF (x ) de vecindades de x ∈ X es una base del filtro V (x ).

Ejemplo 3.4.6 (filtro de los complementos finitos). Si X es un conjunto infinito, la
colección formada por todos los subconjuntos de X que tienen complemento finito
en X es un filtro sobre X llamado filtro de los complementos finitos.

Ejemplo 3.4.7 (filtro de Fréchet). Las secciones finales del conjunto dirigido (I ,≺),

Sα = {β |α≺β}; α ∈ I ,

forman la base de un filtro sobre I llamado filtro de secciones del conjunto dirigido
(I ,≺).

En particular si (I ,≺) es el conjunto dirigido (N,≤) lo llamaremos filtro de Fréchet
en N. Este filtro, que juega un papel central en la teoría de convergencia de los AN1-
espacios, es precisamente el filtro de los complementos finitos de N.

Ejemplo 3.4.8 (filtro de secciones asociado a una red). La colección de todas las
secciones finales

S(xα), ((xα)α∈I
red),
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forma una base de filtro. El filtro asociado se llama filtro de secciones de la red (xα)α∈I .
En particular, a toda sucesión (xn ) se le asocia canónicamente un filtro generado por
la base:

Sn = {xk | k ≥ n } (n ∈N)

Este filtro se llama filtro elemental asociado a la sucesión (xn ).

Ejercicio 3.4.9. Probar que siF es un filtro sobre un conjunto X , entonces

X :=F ∪{;} (3.19)

es una topología sobre X . ¿Cuáles son los filtros de vecindades de x ∈ X con respecto
a esta topología? Dar un ejemplo de que no toda topología se obtiene de tal manera a
partir de un filtro. (Sobre un conjunto X hay por lo general más topologías que filtros.)

Encontramos los filtros analizando la convergencia de redes. El ejemplo 3.4.8 nos
ha mostrado que a cada red se asocia un filtro de secciones. Veremos ahora que todo
filtro puede representarse como un filtro de secciones de una red apropiada.

Ejercicio 3.4.10. SeaF un filtro sobre un conjunto X e I el conjunto de todos los
pares (a , F ) con a ∈ F ∈F . Probar que I , preordenado por la relación definida de la
siguiente manera:

(a , F )≺ (b ,G )⇐⇒G ⊂ F

es un conjunto dirigido, y que el filtro de secciones de la red ϕ : I → X , definida por:

ϕ((a , F )) = a ((a , F ) ∈ I )

es el filtroF .

Ejercicio 3.4.11. Probar que un subconjuntoL de un filtroF sobre X es una base de
F si y sólo si todo conjunto deF contiene un conjunto deL .

Ejercicio 3.4.12. La trazaFA del filtroF sobre A ⊂ X definida mediante

FA := {A ∩ F | F ∈F}

es un filtro si y sólo si cada conjunto deF intersecta al conjunto A.

3.5. Comparación de Filtros. Ultrafiltros

En la sección 3.3 concluimos que una red (xα)α∈I en un espacio topológico (X ,X )
converge a un punto a ∈ X , si para toda vecindad V ∈ V (a ) existe una sección final
S ∈ S(xα) con V ⊃ S (3.17). Esto significa precisamente que el filtro de secciones
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de la red (xα)α∈I contiene al filtro de vecindades V (x ). Resulta que la inclusión es
una relación fundamental para las cuestiones de convergencia. Estudiaremos en esta
sección la relación de inclusión entre los filtros en general y aplicaremos, más adelante,
los resultados a los problemas de convergencia.

Definición 3.5.1 (filtros comparables). Dados dos filtros F y G sobre un mismo
conjunto X se dice que G es más fino queF o queF es más grueso que G siF ⊂G .

Dos filtros se dicen comparables si uno es más fino que el otro.
En general, dos filtros cualesquiera sobre un mismo conjunto no tienen por qué

ser comparables; basta considerar sobre la recta real los filtros de vecindades para dos
puntos distintos.

Seria útil tener un criterio para verificar directamente si una base de filtro genera
un filtro más fino, que otra base de filtro sobre el mismo conjunto.

Proposición 3.5.2. En un conjunto X , un filtro F ′ con base L ′ es más fino que un
filtroF con baseL si y sólo si todo conjunto deL contiene un conjunto deL ′:

[L ]⊂ [L ′]⇐⇒∀B ∈L ∃B ′ ∈L ′ tal que (B ′ ⊂ B ) (3.20)

Demostración. La condición es necesaria (3.4.3) por serL parte deF ′ siF ⊂F ′.
Reciprocamente, si para todo B ∈L existe B ′ ∈L ′ tal que B ′ ⊂ B , por (F3) se tiene

que B ∈ F ′; pero por ser L base de F y aplicando de nuevo (F3) concluimos que
F ⊂F ′.

Nota. De acuerdo con esta proposición se dice que una baseL ′ de un filtroF ′ es más
fina que una baseL del filtroF siF ′ es más fino (en simbolos:L ′ ⊢L ). A diferencia
de los filtros la relación ‘más fina que’ define sólo una relación de preorden sobre el
conjunto de todas las bases de filtro sobre un mismo conjunto. En efecto, deL ′ ⊢L y
L ⊢L ′ no se desprende que ambas bases de filtro sean iguales, sino solamente que
son equivalentes.

Corolario 3.5.3. Dos bases de filtroL ,L ′ sobre un conjunto X son equivalentes si y
sólo si todo conjunto deL , contiene un conjunto deL ′ y todo conjunto deL ′ contiene
un conjunto deL .

Ejemplo 3.5.4. Sean A, B subconjuntos no vacíos de un subconjunto X . Entonces la
base de filtro {A} es más fina que la base de filtro {B } si y sólo si A ⊂ B . El filtro más
grueso sobre X es el filtro {X }, siendo X ̸= ;. Si x ∈ X , no existe un filtro estrictamente
más fino que el filtro principal [{x }]. Dos filtros principales [{x }] y [{y }] con x ̸= y no
son comparables.
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Ejemplo 3.5.5 (subsucesiones). Dada una sucesión xn en un conjunto X y una subsu-
cesión (xϕ(n )) de (xn ), las secciones finales correspondientes satisfacen:

Sk (xn ) = {xi | k ≤ i } ⊃ {xϕ(n ) | k ≤ϕ(n )}= Sk (xϕ(n ))

Por lo tanto el filtro de secciones de la subsucesión es más fino que el filtro de secciones
de la sucesión original. El inverso no se cumple. Es decir: si el filtro elemental definido
por una sucesión es más grueso que el filtro elemental definido por otra sucesión, ésta
no es necesariamente una subsucesión de la primera. Dejamos al lector la tarea de
construir un ejemplo.

Ejercicio 3.5.6. Definir el concepto de subred de tal manera que pueda demostrarse el
siguiente enunciado. Una red (yα)α∈K es la subred de otra red (xβ )β∈I si y sólo si el filtro
de secciones de la primera red, es más fino que el filtro de secciones de la segunda.

Nos dedicaremos ahora al estudio de la relación de orden ‘más fino que’ (inclusión)
sobre el conjunto de todos los filtros de un conjunto dado X ̸= ;, al cual denotaremos
por (FX ,⊂).

La siguiente proposición, cuya demostración es fácil, muestra que toda familia de
elementos del conjunto ordenado (FX ,⊂) posee un ínfimo en (FX ,⊂).

Proposición 3.5.7. Sea (Fα)α∈I una familia de filtros sobre un conjunto no vacío X ,
entonces F := ∩

α∈I
Fα es un filtro, a saber el filtro más fino de todos los que son más

gruesos que cada uno de losFα.

Demostración. Ejercicio.

Precisaremos ahora la relación existente entre filtros y sucesiones mediante la
proposición siguiente, la cual nos mostrará, más adelante, que las sucesiones pueden
sustituir a los filtros en la teoría de los AN1-espacios (cosa que ya nos sugería la
proposición 3.2.12).

Proposición 3.5.8. Si un filtro F posee una base numerable, entonces es igual a la
intersección de todos los filtros elementales más finos que él.

Demostración. SeaF ′ la intersección de todos los filtros elementales más finos queF .
EntoncesF ⊂F ′. Supongamos por el absurdo queF ̸=F ′. Entonces existe F ′ ∈F ′
tal que F ′ /∈F . Esto implica que F ⊈ F ′, o sea, F − F ′ ̸= ; para todo F ∈F .

Sabemos que existe una base numerable V = {Vk | k ∈ N} de F . Sustituyendo
eventualmente Bk por B ′k = B1 ∩ · · · ∩ Bk (Bk ∈ V ) podemos suponer que Bk ⊃ Bk+1

para cada k ∈N.
Por el axioma de elección (A.8.4) existe una sucesión (xk ) con xk ∈ Bk −F

′
. El filtro

elemental asociado a esta sucesión es más fino queF , puesto que

Sn (xk ) = {xk | k ≥ n} ⊂ Bn
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para todo n ∈N. Entonces todo elemento deF ′ pertenece al filtro elemental asociado
a (xk ). Pero esto contradice el hecho de que cada sección final de dicho filtro elemental
tiene una intersección vacía con F ′ ∈F ′. Concluimos queF =F ′

.

Ejemplo 3.5.9. ⇝ Un filtro que sea más grueso que un filtro que posee una base
numerable no posee necesariamente una base numerable; por ejemplo, si X es un
conjunto infinito no numerable, entonces el filtro de los complementos finitos de X
(3.4.6), no tiene una base numerable. Sin embargo, este filtro es más grueso que todo
filtro elemental asociado a una sucesión infinita de elementos distintos de X .

Ejercicio 3.5.10. Si el filtro de secciones de una red (xα)α∈I es más fino que un filtro
dadoF , decimos que (xα)α∈I está subordinada aF . Probar que todo filtroF es igual
al ínfimo de todos los filtros de secciones de redes subordinadas aF .

Después de esta aplicación del concepto de ínfimo en (FX ,⊂) a una familia particu-
lar de filtros regresamos ahora al estudio de la estructura de orden de (FX ,⊂). Mientras
que toda familia de filtros sobre X posee un ínfimo (3.5.7), en general no posee un
supremo en (FX ,⊂). En efecto, si por ejemplo F = [{x }], F ′ = [{y }] son dos filtros
principales diferentes sobre un conjunto X , no existe una cota superior del conjunto
{F ,F ′} en (FX ,⊂), es decir, no existe ningún filtro G conF ⊂G yF ′ ⊂G . Sin embar-
go, si una familia de filtros (Fα)α∈I sobre X posee una cota superior, entonces tiene
siempre un supremo, a saber el ínfimo de todas las cotas superiores en (FX ,⊂), que exis-
te por la proposición 3.5.7. Evidentemente este supremo es el filtro más grueso sobre
X que contiene al conjunto ∪

α∈I
Fα ⊂P (X ). Más generalmente dada una subcolección

U ⊂P (X ) nos preguntamos cual es el filtro más grueso que contiene a U .

Definición 3.5.11 (subbase de filtro, filtro generado). Una subcolecciónU de con-
juntos de X se llama subbase de filtro si existe un filtro G sobre X tal queU ⊂G . En
este caso se dice queU genera al filtro más grueso F conU ⊂ F o queU es una
subbase del filtro F . Es claro que el filtro F generado por una subbase U ⊂ V (X )
es precisamente la intersección de todos los filtros que contienen aU . El siguiente
teorema nos suministra una caracterización práctica de las subbases de filtro, así
como de los filtros generados por ellas.

Teorema 3.5.12. Una subcolección no vacíaU ⊂P (X ) es subbase de filtro si y sólo si
ninguna intersección finita de conjuntos deU es vacía. En este caso el conjuntoL (U )
de todas estas intersecciones finitas forma una base del filtro generado porU .

Demostración. SeaU una subbase y G1 . . .Gn elementos deU entonces la intersec-
ción G1 ∩ · · · ∩Gn es un elemento del filtro generado porU , luego no puede ser vacía.

Inversamente, supongamos que ; /∈L (U ), entoncesL (U ) cumple las condiciones
(B1), (B2) de la proposición 3.4.2, por lo tanto es una base de filtro. Puesto que todo
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filtro que contiene aU contiene necesariamente también aL (U ) por (F2), [L (U )]
es el filtro generado porU .

Corolario 3.5.13. La colección R⊂FX tiene un supremo en (FX ,⊂) si y sólo si para todo
número finito de filtrosF1, . . . ,Fn ∈R y para todo elemento Fi ∈ ∩F i (i = 1, . . . , n ) se
cumple

n
∩

i=1
Fi ̸= ;

Demostración. Ejercicio.

Recordemos que un conjunto ordenado (X ,≤) se llama inductivamente ordenado
si todo subconjunto totalmente ordenado de (X ,≤) posee una cota superior en (X ,≤).

Corolario 3.5.14. El conjunto (FX ,⊂) es inductivamente ordenado.

Demostración. Si R es un conjunto totalmente ordenado de filtros sobre X y siF1, . . . ,
Fn ∈R, entonces uno de estos filtros, por ejemplo Fn , es más fino que los demás.
Entonces si Fi ∈ Fi (i = 1, . . . , n ) se tiene que Fi ∈ Fn para i = 1, . . . , n . Podemos
concluir que

F := Fi ∩ · · · ∩ Fn ̸= ; puesto que F ∈Fn .

Corolario 3.5.15. SeaF un filtro sobre un conjunto X y A ⊂ X . Entonces son equiva-
lentes:

i) Existe un filtroF ′ sobre X conF ⊂F ′ y A ∈F ′.

ii) Para todo F ∈F se tiene que A ∩ F ̸= ;.

Demostración. Basta considerarU :=F ∪{A} y aplicar 3.5.12 utilizando (F 2).

Nota. Si A∩F ≠ ; para todos los elementos F de un filtroF sobre X , entonces el filtro
generado por la subbaseF ∪{A} se llama filtro obtenido por adjunción de A aF .

Corolario 3.5.16. SiF es un filtro sobre X y A ⊂ X , entonces puede adjuntarse A o ∁A
aF .

Demostración. Si A ∩ F = ; para un F ∈ F , entonces ∁A ⊃ F , luego ∁A ∩ F ′ ̸= ; para
toda F ′ ∈F .

Hemos visto que (FX ,⊂) posee siempre un elemento mínimo (a saber, el filtro {X }),
pero si X contiene al menos dos elementos diferentes entonces (FX ,⊂) no posee un
elemento máximo. Sin embargo sí tiene elementos maximales.
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Definición 3.5.17 (ultrafiltros). Los elementos maximales del conjunto ordenado
(FX ,⊂) se llaman ultrafiltros sobre X . O sea que, un filtroU sobre X es un ultrafiltro si
no existe otro filtro sobre X estrictamente más fino queU .

Por el lema de Zorn, en un conjunto inductivamente ordenado (X ,≤) para todo
x ∈ X existe un elemento maximal z en X tal que x ≤ z . Entonces el corolario 3.5.14
implica:

Teorema 3.5.18 (existencia de ultrafiltros). SiF es un filtro sobre un conjunto X , existe
un ultrafiltroU sobre X más fino queF .

Proposición 3.5.19. SeaU un ultrafiltro sobre un conjunto X y sean A, B ⊂ X . Enton-
ces:

A ∪B ∈U ⇒ A ∈U ∨ B ∈U (3.21)

Demostración. Si la proposición fuera falsa, existirían subconjuntos A y B de X tales
que A /∈U , B /∈U y A ∪B ∈U . Sea

F := {M ⊂ X | A ∪M ∈U }.

Se puede verificar queF es un filtro en X y además es estrictamente más fino queU ,
ya que B ∈F ; pero esto contradice el hecho de queU es ultrafiltro.

Corolario 3.5.20 (condición necesaria para ultrafiltros). SeaU un ultrafiltro sobre X
y (Ai )1≤i≤n una familia finita de subconjuntos de X , entonces:

n
∪

i=1
Ai ∈U ⇒∃ i ∈ {1, . . . , n} tal que Ai ∈U (3.22)

En particular, si (Ai )1≤i≤n es una cubierta de X , entonces al menos uno de los Ai pertenece
aU .

Demostración. Se hace por inducción en n basándose en la proposición anterior.

La siguiente proposición muestra que en realidad los criterios (3.21) y (3.22) son
también suficientes.

Proposición 3.5.21 (caracterización de ultrafiltros). SeaU una subbase de filtro sobre
un conjunto X . Entonces son equivalentes:

i) Para todo subconjunto A ⊂ X se tiene

A ∈U ∨ ∁A ∈U (3.23)

ii) U es un ultrafiltro sobre X .
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Demostración. ii)→ i): es una consecuencia inmediata de la proposición 3.5.19.
i) → ii): Por lo supuesto, existe un filtro sobre X que contiene a U . Sea F un

filtro arbitrario sobre X conU ⊂F . Si podemos probar queU =F , entoncesU es
necesariamente un filtro y no existe ningún filtro más fino queU , lo que implicaría
ii). Si existiera A ∈F tal que A /∈U , entonces ∁A ∈U por i) y comoU ⊂F se tendría
∁A ∈F , lo cual sería una contradicción.

Corolario 3.5.22 (ultrafiltro inducido). Un ultrafiltroU sobre un conjunto X induce
un filtro sobre un subconjunto A de X si y sólo si A ∈U . En este caso, la trazaUA es un
ultrafiltro sobre A.

Demostración. Ejercicio.

La proposición 3.5.21 nos da un criterio práctico para verificar si un filtro dado es
un ultrafiltro.

Ejemplo 3.5.23 (ultrafiltros). Sea X un conjunto. Para todo x ∈ X el filtro principal
[{x }] es un ultrafiltro sobre X , ya que para todo subconjunto A ⊂ X se cumple que x ∈ A
ó x ∈ ∁A. Gracias al teorema 3.5.18 sabemos que existen otro tipo de ultrafiltros, pero
es dificil definir explícitamente uno que sea distinto del tipo anterior. La proposición
siguiente nos muestra que existen tantos ultrafiltros sobre un conjunto que todo filtro
se obtiene como ínfimo de una familia apropiada de ultrafiltros.

Proposición 3.5.24. Todo filtroF sobre un conjunto X es la intersección de todos los
ultrafiltros más finos queF ; o sea:

F =∩{U |U ultrafiltro, U ⊃F}

Demostración. Sea A un subconjunto de X que no pertenece aF . Hay que probar
que existe un ultrafiltroU tal queF ⊂U y A /∈U . Ahora bien, A no contiene a ningún
elemento de F , o sea que (∁A)∩ F ≠ ; para toda F ∈ F . Sabemos por el corolario
3.5.15 que existe un filtroF ′

más fino queF y que contiene a (∁A). Basta tomar un
ultrafiltroU que contenga aF ′ (Teorema 3.5.18).

3.6. Límites y puntos adherentes de filtros

Al inicio de la sección anterior, vimos cómo hay que definir la convergencia de un
filtro, para que este concepto corresponda a la convergencia de sucesiones y más
generalmente al de redes cualesquiera.

Definición 3.6.1 (filtro y base de filtro convergentes). Sea (X ,X )un espacio topológico,
F un filtro sobre X yL una base deF . EntoncesF , (resp.L ) se llama convergente
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a x ∈ X siF (resp. [L ]) es más fino que el filtro de vecindades V (x ) de x (notación:
F→
X

x , resp.L →
X

x , omitimos elX si no hay confusión). Si existe un solo punto x ∈ X

tal queF −→ x , x se llama el límite deF , (resp. deL ) y se denota por ĺımF (resp.
ĺımL ).

Sabemos que una base de filtroL sobre X converge a x ∈ X , si y sólo si para un
sistema fundamentalF (x ) de vecindades de x se cumple:

∀V ∈F (x )∃B ∈L tal que B ⊂V (3.24)

(Proposición 3.5.2). Comparando este criterio con (3.17) vemos que el filtro asociado
a una red es convergente si y sólo si la red es convergente, y que ambos convergen
entonces a los mismos puntos. En particular, una sucesión converge a un punto x si y
sólo si el filtro elemental asociado converge a x .

En análisis clásico se demuestra que toda subsucesión de una sucesión conver-
gente converge al mismo límite. La generalización de esta proposición para los filtros
es trivial, (3.6.1).

Si un filtroF sobre X converge a x ∈ X

entonces todo filtroF ′ más fino queF también converge a x
(3.25)

Pregunta. ¿Cuál es el filtro más grueso que converge a un punto x en (X ,X )?

De la misma forma la convergencia se mantiene si sustituimos el filtro de vecin-
dades VX (x ) por otro filtro de vecindades VX ′ (x )más grueso, lo cual es posible si se
considera sobre X una topología más gruesaX ′ en lugar deX . O sea:

X ⊃X ′ ∧F −→
X

x ⇒F −→
X ′

x (3.26)

En otras palabras: mientras más fina sea la topología menos de sus filtros son
convergentes. En particular, en la topología discreta los únicos filtros convergentes
son los de vecindades, que coinciden en este caso con los filtros principales sobre X .
Inversamente, sobre un espacio topológico indiscreto (X ,{;, X }) cada filtro converge a
todo punto x ∈ X , puesto que {X } es el único filtro de vecindades en este espacio. Esto
muestra que sin hipótesis adicionales no podemos esperar que un filtro convergente
en un espacio topológico cualquiera tenga también un límite (determinado de manera
única, según definición). Daremos ahora dos ejemplos para la aplicación del concepto
de filtro convergente en el análisis.

Ejemplo 3.6.2 (familia sumable). Sea (xn ) una sucesión en R. Se dice que la serie

asociada
∞
∑

i=1
xi converge a x ∈R, si la sucesión de las sumas parciales (

n
∑

i=1
xi ) converge
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a x , o sea, si para todo ϵ > 0 existe N (ϵ) ∈N tal que

�

�

�x −
n
∑

i=1

xi

�

�

�< ϵ para todo n ≥N (ϵ). (3.27)

En este caso decimos que la familia (xn ) es numerable.

Esta definición de la suma de una familia (xn ) tiene dos desventajas: primero,
está restringida a sucesiones, segundo que depende del orden de los términos de la
sucesión. Superaremos estas dos deficiencias introduciendo el concepto de familia
sumable mediante un filtro.

Sea (E ,∥ ·∥) un espacio normado, (xα)α∈I una familia cualquiera de puntos en E . El
conjuntoJ de los subconjuntos finitos de I es un conjunto dirigido por la inclusión
⊂. A cada subconjunto finito K ∈ J le asociamos la suma parcial

SK :=
∑

k∈K

xk .

Decimos que la familia (xα)α∈I es sumable y que x ∈ E es la suma de E (en símbolos:
∑

α∈I
xα = x ) si el filtro de secciones asociado a la red (SK )K ∈J (llamado filtro de las sumas

parciales) converge a x . Esto significa que:

∀ϵ > 0∃Kϵ ∈J , K ∈J , K ⊃ Kϵ⇒









∑

k∈K

xk − x







< ϵ (3.28)

Evidentemente, la suma de una familia sumable (xα)α∈I es independiente de una
relación de orden sobre I . En particular, si (xn ) es una sucesión sumable de números
reales, la suma

∑

n∈N
xn no depende del orden de sus términos.

Puede demostrarse que una familia (xα)α∈I en un espacio normado (E ,∥ · ∥) es
sumable con suma x ∈ E , si y sólo si el conjunto de los términos xα ̸= 0 es numerable

y para todo ordenamiento de estos elementos x1, x2, . . . se cumple que x =
∞
∑

j=1
x j .

Además, en el espacio euclideano Rn una sucesión (xn ) es sumable si y sólo si la

serie
∞
∑

n=1
xn es absolutamente convergente. El ejercicio siguiente muestra que esta

proposición no es válida en espacios normados cualesquiera.

Ejercicio 3.6.3. Constrúyase una sucesión sumable, pero no absolutamente sumable
en el espacio vectorial de todas las sucesiones reales acotadas provisto de la norma

∥(xn )∥ := sup{ |xn | | n ∈N} (3.29)



3. Vecindades y filtros 89

Ejemplo 3.6.4 (integral de Riemann). Sea [a , b ] un intervalo cerrado y acotado en R.
Sea (Pn ) una sucesión de particiones de [a , b ] tal que los diámetros de los subinterva-
los de Pn convergen a 0 (si n→∞). Si escogemos para cada subintervalo [x (n )i−1, x (n )i ]
de cada partición Pn = (x

(n )
0 , . . . , x (n )k (n )) (n ∈ N) un número real ξ(n )i , entonces la inte-

gral de una función continua f : [a , b ]→R es precisamente el límite de la sucesión
convergente (Sn ) de las sumas

Sn :=
k (n )
∑

i=1

f (ξ(n )i )(x
(n )
i − x (n )i−1)

Sin embargo, este límite no existe necesariamente para funciones no continuas. No
existe una caracterización general de la integral de Riemann por medio de una sucesión.
En este caso se necesitan filtros. En efecto, sea P [a , b ] el conjunto dirigido de todas
las particiones de [a , b ] (ejemplo 3.3.2). A toda partición P = (x0, . . . , xn ) ∈ P [a , b ] le
asociamos el conjunto S (P ) de todas las sumas reales

n
∑

i=1

f (ξi )(xi − xi−1) con xi−1 <ξi < xi (i = 1, . . . , n ) .

Evidentemente los conjuntos

B (P ) :=∪{S (Q ) |Q ∈ P [a , b ],Q ⊃ P }

forman una base de filtroL f . Una función f : [a , b ]→R es integrable en el sentido de
Riemann, si y sólo siL f es convergente y entonces se tiene que

∫ b

a

f (x )d x = ĺımL f .

Demostraremos algunos resultados generales sobre filtros convergentes.

Proposición 3.6.5. Sea (Fα)α∈I una familia de filtros sobre un espacio topológico (X ,X )
y F = ∩

α∈I
Fα. Entonces se cumple para todo x ∈ X :

F −→ x ⇐⇒∀α ∈ IFα −→ x (3.30)

Demostración. Trivialmente se cumple ∩
α∈I
Fα ⊃V (x ) si y sólo siFα ⊃V (x ) para todo

α ∈ I .

Por la proposición 3.5.24 y el ejercicio 3.5.10 todo filtroF puede representarse co-
mo intersección de ultrafiltros y como intersección de los filtros de secciones asociados
a redes subordinadas aF . De aquí resultan los criterios siguientes:
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Corolario 3.6.6 (criterios de convergencia). Un filtro F converge a un punto x en
un espacio topológico (X ,X ) si y sólo si cumple una de las condiciones equivalentes
siguientes:

i) Todo ultrafiltroU más fino queF converge a x .

ii) Toda red subordinada aF converge a x .

Obtendremos más resultados sobre filtros convergentes si generalizamos otro
concepto fundamental del Análisis Clásico, relacionado con la convergencia.

Un número complejo z se llama punto adherente de una sucesión de números
complejos (xk ) si

∀ϵ > 0 ∀n ∈N ∃k ∈N; k ≥ n ∧ |xk − x |< ϵ (3.31)

Esto significa que toda sección final Sn (xk ) intersecta a todo disco de centro x y
de radio arbitrario ϵ > 0, por lo tanto a todas las vecindades de z en C. Resulta claro
entonces cómo hay que generalizar este concepto para filtros cualesquiera.

Definición 3.6.7 (puntos adherentes de un filtro). SeaF un filtro sobre un espacio
topológico (X ,X ). Entonces a ∈ X se llama punto adherente del filtro F , si todo
elemento F ∈F intersecta a toda vecindad V ∈V (a ). Y a ∈ X se llama punto adherente
de una base de filtro, si es punto adherente del filtro asociado. Luego un punto a en
un espacio topológico (X ,X ) es punto adherente de una base de filtroL si y sólo si
para un sistema fundamental de vecindadesF (a ), se cumple que:

∀B ⊂L ∀V ∈F (a ) ; V ∩B ̸= ; (3.32)

Para los puntos de convergencia resulta, directamente de la definición, que:

SiX ′ es una topología sobre X más gruesa queX , entonces todo

punto adherente a de un filtroF en (X ,X ) es también adherente

aF en (X ,X ′)
(3.33)

Inversamente para los puntos de convergencia se cumple que

Si a es un punto adherente de un filtroF en (X ,X ), entonces a es punto

adherente de cualquier filtroF ′ mas grueso queF en (X ,X ′).
(3.34)

(3.34) generaliza la proposición que nos dice que todo punto adherente de una
subsucesión (xϕ(n )) de una sucesión (xn ) es también punto adherente de la sucesión.

Como es bien conocido, un número complejo z es adherente a una sucesión
compleja (zn ) si y sólo si existe una subsucesión (zϕ(n )) de dicha sucesión que converge
a z . Generalizando obtenemos:
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Proposición 3.6.8. Un punto a en el espacio topológico (X ,X ) es adherente al filtroF
si y sólo si existe un filtro más finoF ′ que converga a a . En particular, siF converge a
x , x es punto adherente deF .

Demostración. Si a es punto adherente deF , entonces el filtro más fino

{F ∩V | F ∈F , V ∈V (a )}= sup{F ,V (a )}

converge a a , puesto que es también más fino queV (a ). Sea inversamenteF ′ un filtro
más fino que converge a a . Entonces se tiene que F ′ ∩V ≠ ; para todo F ′ ∈F ′ y toda
vecindad V ∈V (a ), ya queV (a )⊂F ′ y por (F1) y (F2). Entonces, por (3.34), a es punto
adherente deF ′ y, por tanto, deF .

Corolario 3.6.9. Todo ultrafiltro sobre un espacio topológico converge a cada uno de
sus puntos adherentes.

Ejemplo 3.6.10. Sea
∞
∑

n=1
xn una serie de números reales convergente condicional-

mente, pero no absolutamente. Entonces el teorema de reordenamiento de Riemann
muestra que todo número real es límite de un filtro más fino que el filtro de las sumas
parciales (3.6.2). Por lo tanto, por la proposición anterior, todo número real es punto
adherente de dicho filtro.

Ejercicio 3.6.11. Precisar la demostración indicada en el ejemplo anterior.

Ejemplo 3.6.12. Sea f una función real acotada sobre un intervalo cerrado y acotado
[a , b ]⊂R. Sea P [a , b ] el conjunto de las particiones de [a , b ] dirigido por la inclusión
⊂. A toda partición P = (x0, . . . , xn ) se le asocia la suma superior

S ( f , P ) :=
n
∑

i=1

f i (xi − xi−1) con f i := sup f (xi−1, xi )

y la suma inferior

S ( f , P ) :=
n
∑

i=1

fi (xi − xi−1) con fi := ı́nf f (xi−1, xi )

Es conocido que las redes {(S ( f , P )) | P ∈ P [a , b ]} y {(S ( f , P )) | P ∈ P [a , b ]} son
convergentes en el espacio topológicoR. Sus límites se denotan respectivamente por:

∫

f (x )d x (integral superior)
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∫

f (x )d x (integral inferior)

Es fácil ver que los filtros de secciones asociados a estas redes son más finos que
la base de filtroL f construida en el ejemplo 3.6.4. Entonces la integral superior y la
integral inferior de f son puntos adherentes deL f . Puede probarse además que todos

los puntos adherentes deL f están comprendidos entre
∫

f (x )d x y
∫

f (x )d x .

Ejercicio 3.6.13. Probar los enunciados del ejemplo anterior.

Ejercicio 3.6.14. SiF es un filtro con una base numerable sobre un espacio topológico
(X ,X ) y a un punto adherente deF , probar que: si a posee un sistema fundamental
de vecindades numerable en (X ,X ), entonces existe una sucesión (xn ) subordinada a
F que converge a a .

3.7. Convergencia y continuidad

Antes de aplicar los filtros convergentes para caracterizar las funciones continuas en
un punto, hay que enunciar una serie de resultados elementales concernientes a las
imágenes directas e inversas de filtros.

Supongamos que X , X ′ son dos conjuntos, f : X → X ′ es una aplicación yL es
una base de filtro sobre X . Entonces la colección

f {L } := { f [B ] | B ∈L} (3.35)

es una base de filtro, puesto que f [A ∩B ]⊂ f [A]∩ f [B ] para todos los subconjuntos A
y B ∈ X y además, si A ̸= ;, entonces f [A] ̸= ;.

f {L } se llama imagen de la base de filtro por f . Si F es un filtro, f {F} no es
necesariamente un filtro; pues en general f [X } ≠ X ′; entonces X ′ /∈ f {F}, si f no es
sobreyectiva.

Ejemplo 3.7.1. Las secciones finales Sα(I ) = {β | α≤ β} del conjunto dirigido (I , ≤),
forman una base de filtro (3.4.7). Su imagen bajo la redϕ : α→ xα en X , es precisamente
la base de las secciónes finales de la red (xα)α∈I formada por los conjuntos {xβ |α≤β}.

Ejemplo 3.7.2. Si L es una base de filtro sobre la inyección canónica de A ⊂ X ,
entonces iA{L } es una base de filtro sobre X . El filtro sobre X generado por iA{L }, se
llama filtro generado porL cuandoL se considera como base de filtro sobre X .

En cambio, siL ′ es una base de filtro sobre X ′, la imagen inversa de una función
f : X → X ′:

f −1{L ′} := { f −1[B ′] | B ′ ∈L ′} (3.36)
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en general no es una base de filtro. Es verdad que f −1{L ′} cumple (B2), pues f −1[A′ ∩
B ′] = f −1[A′]∩ f −1[B ′] para todos los A′, B ′ ∈P (X ′). Pero (B1), en general no tiene que
cumplirse, ya que, f −1[B ′] ̸= ; para todo B ′ ∈L ′ si y sólo si

todo B ′ ∈L ′ intersecta a f [X ]. (3.37)

En este caso f −1[L ′} se llama imagen inversa de la base de filtroL ′. Evidentemente,
si f es sobreyectiva, toda base de filtro sobre X ′ tiene una imagen inversa que es una
base de filtro.

Ejemplo 3.7.3. Sea A un subconjunto de un conjunto X , iA la inyección canónica A→
X yL una base de filtro sobre X . Entonces i−1

A {L }= {i
−1
A [B ] | B ∈L} es precisamente

la trazaLA deL sobre A. Por las consideraciones anteriores i−1
A {L } es una base de

filtro si y sólo siL cumple (3.37) con respecto a iA , o sea, si

iA[A]∩B ̸= ; para todo B ∈L .

Recobramos de esta forma el enunciado del ejercicio 3.4.12.

En la proposición siguiente, veremos que la relación de orden entre filtros es
invariante bajo aplicaciones.

Proposición 3.7.4. Sea f : X → X ′ una aplicación.

i) SiL1,L2 son bases de filtro sobre X , tales queL1 ⊣L2, entonces f {L1} y f {L2}
son bases de filtro sobre X ′ y

f {L1} ⊣ f {L2} (3.38)

ii) SiL ′1,L ′2 son dos bases de filtro sobre X ′ que cumplen (3.37) y tales queL ′2 es más
fina queL ′1, entonces f −1{L ′1} y f −1{L ′2} son bases de filtro y f −1{L ′1} ⊣ f −1{L ′2}.

iii) SiL es una base de filtro sobre X , entonces f −1{ f {L }} es una base de filtro con
f −1{ f {L }} ⊣L .

iv) SiL ′ es una base de filtro sobre X ′ que cumple (3.37), entonces la base de filtro
f { f −1{L ′}} es más fina queL ′.

Demostración. Ejercicio.

Proposición 3.7.5 (imagen directa de un ultrafiltro). SiL es una base de ultrafiltro
sobre un conjunto X y si f es una aplicación de X en un conjunto Y , entonces f {L } es
una base de ultrafiltro sobre Y .
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Demostración. Sea M ′ ⊂ Y . Si f −1[M ′] contiene un conjunto M deL , entonces M ′

contiene a f [M ] y, por lo tanto, M ′ ∈ [ f {L }]; si no ocurre esto, entonces ∁ f −1[M ′] =
f −1[∁M ′] contiene un conjunto B deL (3.5.21), y por lo tanto ∁M ′ contiene a f [B ].
Luego | f {L }| verifica la caracterización de ultrafiltros dada en la proposición 3.5.21.

Consideremos en particular la inyección canónica iA de un subconjunto A en X .
La proposición anterior nos muestra que una base de ultrafiltro sobre A es también
una base de ultrafiltro sobre X (3.7.2).

A partir de los resultados anteriores podemos ahora definir el límite funcional con
respecto a un filtro, y caracterizar las funciones continuas en un punto por medio de
filtros.

Definición 3.7.6 (límite funcional). Sea f una aplicación de un conjunto X en un
espacio topológico (Y ,D) y seaF un filtro sobre X . Se dice que f converge a b ∈ Y
bajoF si f {F} −→ b . Si hay un único punto de convergencia de f bajoF se dice que
b es el límite de f bajoF y se denota por b = ĺımF f .

De esta definición y la proposición 3.5.2 se concluye el siguiente criterio:

Proposición 3.7.7. f : X → Y converge a b ∈ Y bajo el filtroF en X , si y sólo si, para
cada vecindad V de un sistema fundamental arbitrario de vecindades de b en (Y ,D),
existe un conjunto F ∈ F tal que f [F ] ⊂ V (o sea f −1[V ] ∈ F para cada vecindad
V ∈V (b ) con f −1{V (b )} ⊂F ).

Demostración. Ejercicio.

Corolario 3.7.8. Sean (X ,X ) y (Y ,D) espacios topológicos y sea (Fα)α∈I una familia
de filtros sobre X . Si f : (X ,X )→ (Y ,D) converge a b ∈ Y bajoFα(α ∈ I ), entonces f
converge a b bajo el filtroF = ı́nf

α∈I
Fα.

Demostración. Para todo b ∈V (b ) se tiene f −1[V ] ∈Fα (α ∈ I ); luego f −1[V ] ∈F .

En análisis elemental el límite funcional ĺım
x→a

f (x ) se define solamente según el

filtro de vecindades del punto a . En cambio, la definición 3.7.6 introduce de manera
más general el límite funcional según un filtro arbitrario. Esto permite analizar el
límite de una sucesión como un límite funcional. Los dos conceptos límite de sucesión
y límite funcional, que están separados en análisis elemental se unifican mediante el
concepto de filtro.

Ejemplo 3.7.9. Una sucesión ϕ : n 7→ xn en un espacio topológico (X ,X ) converge a
un punto x si y sólo si la aplicaciónϕ converge a x bajo el filtro de Fréchet sobreN. Un
resultado análogo puede enunciarse si consideramos una red cualquiera α 7→ xα en
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lugar de una sucesión. Mediante la definición anterior podemos enunciar la definición
de la continuidad puntual 3.2.6 de manera más condensada.

Proposición 3.7.10. Una aplicación f de un espacio topológico (X ,X ) en otro (Y ,D)
es continua en a ∈ X si y sólo si f {V (a )} −→ f (a ).

Con esta versión de la definición 3.2.6 obtenemos inmediatamente el análogo del
segundo criterio de continuidad puntual (3.9), cuya traducción a espacios topológicos
en general nos ha conducido a la introducción de los filtros.

Teorema 3.7.11. Sean (X ,X ) y (Y ,D) dos espacios topológicos. Una aplicación f de
X en Y es continua en a ∈ X si y sólo si ĺımL f = f (a ), para toda base de filtroL en X
que converja al punto a .

Demostración. La condición es suficiente por la proposición anterior. Es necesaria
por la proposición 3.7.4 y (3.25).

Combinando el teorema anterior con el corolario 3.7.8 obtenemos el siguiente
resultado: si el filtro de vecindades V (a ) se representa como intersección de una
familia de filtros (Fα)α∈I , entonces f : (X ,X )→ (Y ,D) es continua en a ∈ X , si y sólo
si f {Fα} −→ f (a ) para todo α ∈ I .

Por ejemplo, por la Proposición 3.5.24, f es continua en a si y sólo si f {U } −→ f (a )
para todo ultrafiltroU sobre (X ,X ) que converge a a . Si (X ,X ) en un AN1-espacio,
recobramos la Proposición 3.2.12. Por 3.5.8, f es continua en a ∈ X , si y sólo si para
toda sucesión (xn ) convergente a a se cumple ( f (xn ))→ f (a ).

Ejercicio 3.7.12. Sea f : X → Y sobreyectiva yF un filtro sobre X . Probar que f {F}
es un filtro sobre Y .

Ejercicio 3.7.13. Sea f : X → Y inyectiva y seaU un ultrafiltro sobre Y que cumple
(3.37) con respecto a f . Probar que f −1{U } es un ultrafiltro. Recobrar de aquí el
Corolario 3.5.22.

Ejercicio 3.7.14. ¿Mediante qué filtros se pueden definir los límites unilaterales

ĺım
x→a−

f (x ) y ĺım
x→a+

f (x )

de una función f : R−→R?
¿Por qué la proposición elemental conocida: f es continua en a si y sólo si los dos

límites unilaterales existen y son iguales, es un caso particular del Corolario 3.7.8?





4
Conjuntos abiertos y cerrados

Los capítulos anteriores establecen y desarrollan las definiciones fundamentales de
convergencia y continuidad bajo la base operativa de los conceptos de abierto, ve-
cindad y filtro. En este capítulo desarrollaremos algunas nociones elementales para
analizar los subconjuntos de un espacio topológico en general.

Intuitivamente, un punto x es adherente de un conjunto C si no puede separarse de
C por una vecindad. Formalizaremos este concepto para subconjuntos de un espacio
topológico cualquiera y veremos, en la sección 4.1, que un punto x es adherente de C
si y sólo si es un punto de convergencia de una base de filtro sobre C .

De aquí resulta la importancia especial de los subconjuntos que contienen a todos
sus puntos adherentes. Estos conjuntos se llaman cerrados, puesto que son cerrados
al pasar al límite. Veremos en la sección 4.2 que los cerrados son precisamente los
complementarios de los abiertos en un espacio topológico (X ,X ).

Todo subconjunto C de (X ,X ) define una partición de X , formada por su interior,
su exterior y su frontera. Estudiaremos estas nociones en la sección 4.3.

Los operadores topológicos que asocian a todo subconjunto C de (X ,X ) su adhe-
rencia, respectivamente su interior, caracterizan la topología de todo el espacio de tal
manera, que puede reconstruirse a partir de estos operadores (método de Kuratowski).

Un subconjunto C de (X ,X ) se llama ‘denso si ocupa todo el espacio’, de modo
que su adherencia sea igual a X . De interés especial son los espacios que contienen
un subconjunto denso numerable. Estos espacios se llaman separables. Verificaremos
en la sección 4.4 que algunos espacios clásicos del análisis funcional son separables.

La sección 4.5 contiene, entre los resultados expuestos en este capítulo, los más
utilizados en la práctica. Plantea las relaciones elementales entre la continuidad,
los cerrados y la adherencia de un conjunto e introduce dos conceptos duales de la
continuidad: la aplicación abierta y la aplicación cerrada.
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El capítulo finaliza con una sección en la que se definen algunas colecciones de
subconjuntos de un espacio topológico de interés especial para la teoría de integración
de Lebesgue.

4.1. Puntos adherentes y cerradura de un conjunto

En análisis elemental un punto a se llama adherente a un subconjunto A ⊂Rn si puede
aproximarse tanto como se quiera por puntos del conjunto A, o sea, si a es límite de
una sucesión convergente (xk ) de elementos xk ∈ A.

Ejemplo 4.1.1. Los extremos a , b ∈ R son puntos adherentes del intervalo abierto
(a , b ) (a < b ), puesto que son límites de las sucesiones convergentes (a +1/n ) (resp.
(b −1/n )), cuyos elementos pertenecen desde cierto n al intervalo (a , b ). El conjunto
de todos los puntos adherentes de (a , b ) ∈ R, provisto de su topología usual, es el
intervalo cerrado [a , b ]. Se demuestra que a ∈Rn es punto adherente de un conjunto
A ⊂Rn si y sólo si todo entorno V de a intersecta a A (fig. 4.1).

a

V

Figura 4.1: Punto de adherencia a un conjunto

Esta caracterización se generaliza inmediatamente a espacios topológicos. Sin em-
bargo tenemos que ser cautelosos con una generalización directa de la caracterización
de los puntos adherentes por sucesiones, recordando la insuficiencia de las sucesiones
para una teoría de convergencia en espacios topológicos cualesquiera.

Definición 4.1.2 (punto adherente, adherencia). Sea A un subconjunto de un espacio
topológico (X ,X ). a ∈ X se llama punto adherente de A si toda vecindad V ∈ V (a )
tiene una intersección no vacía con A, es decir,:

V ∈V (a ) =⇒V ∩A ̸= ; (4.1)
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El conjunto de todos los puntos adherentes de A se dice adherencia (o clausura)
de A y se denota A. Un punto a ∈ X no es adherente si puede separarse de A por una
vecindad:

∃V ∈V (a ) (V ∩A = ;) (4.2)

El criterio intuitivo de que un punto a es adherente a A, si puede aproximarse
tanto como se quiera por puntos de A, se formula en espacios topológicos generales
mediante filtros y no por sucesiones.

Proposición 4.1.3 (caracterización de los puntos adherentes por filtros). En un espacio
topológico (X ,X ), un punto a es adherente a un conjunto A ⊂ X si y sólo si existe una
base de filtro formada por subconjuntos de A que converge a a en (X ,X ).

Demostración. Si (4.1) se cumple, entonces la trazaVA(a ) es una base de filtro formada
por subconjuntos de A que converge a a . Si (4.2) se cumple, no puede existir tal base
de filtro, pues el filtro generado debería contener a A y a V ∈ V (a ) y se tiene que
A ∩V = ;.

Es de esperar que en los AN1−espacios los filtros puedan sustituirse por sucesiones.

Ejercicio 4.1.4 (caracterización de los puntos adherentes en AN1−espacios y en espa-
cios seudométricos). Sea (X ,X ) un AN1−espacio y A ⊂ X . Probar que son equivalen-
tes:

i) a ∈ A

ii) V ∈V (a ) =⇒V ∩A ̸= ;

iii) Existe una sucesión (xn ) en A con xn → a

Además i), ii), iii) son equivalentes a:

(iv) d (a , A) = 0 para espacios seudométricos (X , d ).

Ejemplo 4.1.5. Consideremos el espacioRn provisto de su topología usual. Sea A una
bola abierta de centro z y de radio ρ. Entonces todo punto a de la esfera E (z ,ρ) es
adherente de A. En efecto, la aplicaciónϕ : α 7→ z +α(a − z ) de [0, 1] enRn es continua
y aplica el intervalo [0, 1] sobre el segmento [z , a )⊂ A. Puesto que ϕ(1) = a , existe para
todo V ∈V (a ), αV ∈ [0, 1) tal que ϕ(α) ∈V para todo α ∈ [αV , 1). Por lo tanto

ϕ

�

αV +1

2

�

∈V ∩ [z , a )⊂V ∩A, o sea , V ∩A ̸= ;.

Concluimos que en el espacio Rn la adherencia de una bola abierta es la bola cerrada
correspondiente, o sea

B (a ,ρ) = B ′(a ,ρ) en Rn (4.3)
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⇝ ¡Atención! Esto no se cumple en espacios métricos cualesquiera, como muestran
las bolas B (a ,1) = {a } en un espacio métrico discreto (X , d ) que son iguales a su
adherencia y diferentes de las bolas cerradas.

Ejemplo 4.1.6. Consideremos en el espacio métricoR2 la gráfica de la función f : x 7→
sen(1/x ) sobre (0, 1/π]. A = {(x , sen(1/x )) | 0< x ≤ 1/π}.

Entonces, todo punto (0, y ) sobre el eje y tal que−1≤ y ≤ 1 es un punto adherente
de A (fig. 4.2).

1
π

Figura 4.2: Gráfica de sen 1/x

Ejemplo 4.1.7. En un espacio discreto (X ,P (X )) un punto a ∈ X es adherente a un
subconjunto A ⊂ X si y sólo si a ∈ A. Para ver eso, basta aplicar el criterio (4.1) a la
vecindad {a } de a :

A ⊂ X =⇒ A = A en todo espacio discreto (X ,P (X )) (4.4)

En cambio, en un espacio indiscreto (X ,{X ,;}) todo punto a ∈ X es adherente a
cualquier conjunto no vacío A ⊂ X :

; ̸= A ⊂ X ⇒ A = X en todo espacio indiscreto (4.5)

Pregunta. ¿Todo punto adherente de una sucesión (xn ) en un espacio topológico
(X ,X ) es punto adherente del conjunto de sus términos {xn | n ∈ N}? ¿Se cumple
también el inverso?

El siguiente ejemplo muestra la insuficiencia de las sucesiones para caracterizar
los puntos adherentes de un conjunto en un espacio topológico en general.
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Ejemplo 4.1.8. Proveamos a la recta real R de la topología de los complementos
numerablesX . Sean a , b ∈R, a < b y A = [a , b ]. Entonces todo punto x ∈R es punto
adherente de A; pues todo complemento de un conjunto numerable enR tiene una
intersección no vacía con A. Sin embargo ningún x ∈R \A puede representarse como
límite de una sucesión convergente de puntos de A. En efecto, ya en el ejemplo 3.2.5
hemos probado que toda sucesión (xn ) convergente en (R,X ) a un punto x tiene casi
todos sus términos iguales a x .

Consideremos un conjunto finito A = {xi | i = 1, . . . , m} en el espacio R2. Todo
punto en el plano que no pertenece a A tiene una vecindad que no contiene a ningún
punto de A; luego los únicos puntos adherentes de A son los xi . Además, todo punto
xi posee una vecindad Vi que excluye a todos los demás puntos de A (fig. 4.3).

V

Figura 4.3: Conjunto formado por puntos aislados

Tales puntos se llaman puntos aislados de A. Un conjunto finito A en R2 posee
solamente puntos aislados. Los puntos de A no se acumulan en ningún punto de R2.

Definición 4.1.9 (punto de acumulación, punto aislado). Sea (X ,X ) un espacio topo-
lógico, A ⊂ X . Un punto x ∈ X se llama punto de acumulación o punto límite de A, si
toda vecindad V ∈V (x ) contiene un punto de A distinto de x :

V ∈V (x )⇒ A ∩ (V \ {x }) =V ∩ (A \ {x }) ̸= ; (4.6)

x ∈ X se llama punto aislado de A, si existe una vecindad V ∈V (x ) tal que

V ∩A = {x } (4.7)

El conjunto de los puntos de acumulación de A se llama conjunto derivado de A y
se denota A′.
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Luego, distinguimos dos clases de puntos de adherencia: los puntos de acumula-
ción y los puntos aislados. Los puntos aislados de A pertenecen necesariamente a A;
los puntos de acumulación pueden pertenecer o no a A:

x ∈ A′⇐⇒ x ∈ A \ {x } (4.8)

Todo punto adherente que no pertenece a A es un punto de acumulación. A se
obtiene por adjunción de los puntos de acumulación al conjunto A:

A = A ∪A′ (4.9)

Ejemplo 4.1.10 (conjunto de puntos aislados que posee un punto de acumulación).
Consideremos el conjunto de los números naturales N en el espacio topológico R
(2.1.9).N contiene solamente puntos aislados. Sin embargo, posee un punto de acu-
mulación, a saber∞. El conjunto {1/n | n ∈N∗} tiene propiedades análogas en R.

Ejemplo 4.1.11. Sea (xn ) una sucesión convergente a x en un espacio topológico
(X ,X ). Si (xn ) posee un número infinito de términos diferentes, entonces x es el único
punto de acumulación del conjunto de sus términos {xn | n ∈N}.

Ejercicio 4.1.12. Probar que en un espacio métrico (X , d ) un punto x ∈ X es punto
de acumulación de A ⊂ X si y sólo si existe una sucesión (xn ) de términos diferentes
de A que converge a x . (Esta proposición explica la terminología que llama puntos
límite a los puntos de acumulación). El ejercicio siguiente aclara la relación entre los
puntos adherentes de un filtro (3.6.7) y los puntos adherentes de un conjunto.

Ejercicio 4.1.13. Sea Γ una base de filtro. Probar que x es un punto adherente de Γ
si y sólo si es punto adherente de todo conjunto B ∈ Γ . En particular, un punto x es
adherente a una sucesión (xk ) si y sólo si x es adherente a toda sección final:

x ∈ Sn (xk ) = {xk | k ≥ n} para todo n ∈N. (4.10)

en particular, x es punto adherente de un conjunto A si y sólo si es adherente al filtro
principal generado por {A}.

Ejercicio 4.1.14. Sea (X ,X ) un espacio topológico y A ⊂ X . Probar que todo punto
aislado de A es también punto aislado de A. ¿Se cumple el inverso?

Ejercicio 4.1.15. Constrúyase un conjunto A ⊂R tal que

A ̸= A′ ̸= (A′)′ = {0}.

Ejercicio 4.1.16. Sean A1, . . . , An subconjuntos de un espacio métrico (X , d ). Probar:

(A1 ∪ · · · ∪An )
′ = A′1 ∪ · · · ∪A′n
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4.2. Conjuntos cerrados

Evidentemente, para problemas de convergencia y de continuidad, los conjuntos que
contienen a todos sus puntos límites deben tener importancia especial.

Definición 4.2.1 (conjunto cerrado). Sea (X ,X ) un espacio topológico. Un subcon-
junto A ⊂ X se llama cerrado si A = A. El conjunto de todos los cerrados en (X ,X ) se
denota por CX o más sencillamente por C.

Para comprobar que un subconjunto A de (X ,X ) es cerrado hay que verificar que
contiene a todos sus puntos de acumulación. En particular, un subconjunto A de un
espacio métrico es cerrado si contiene a todos los límites de sucesiones convergentes
(xn ) con xn ∈ A para todo n ∈N.

Ejemplo 4.2.2. Toda bola cerrada B ′(a ,ρ) en un espacio métrico (X , d ) es cerrada,
pues, si una sucesión (xn ) de puntos xn ∈ B ′(a ,ρ) converge a x ∈ X , se tiene que
d (x , a ) = ĺım

n→∞
(d (xn , a ))≤ρ, por la continuidad de z 7→ d (z , a ).

Ejemplo 4.2.3. Sea (xn ) una sucesión convergente en un espacio métrico (X , d ). En-
tonces el conjunto

{xn | n ∈N}∪ ĺım
n→∞

xn

es cerrado en (X ,Xd ).

Ejercicio 4.2.4. Probar que la adherencia de un subconjunto A de (X ,X ) es cerrado.
Más precisamente que es el menor cerrado que contiene a A.

Ejercicio 4.2.5. Sean (X , d ), (Y , d ′) espacios métricos, A ⊂ X cerrado y f : A→ Y una
aplicación continua. Probar que la gráfica de f

G f = {(x , f (x )) | x ∈ A}

es cerrada en el espacio producto X × Y provisto de una de las métricas canóni-
cas (1.4.7).

El siguiente teorema nos suministra una gran variedad de nuevos ejemplos y, otro
criterio para probar que un conjunto dado es cerrado.

Teorema 4.2.6 (caracterización de los cerrados). Sea (X ,X ) un espacio topológico.
Entonces A ⊂ X es cerrado si y sólo si ∁A es abierto.

Demostración. Si A es cerrado, entonces ningún punto x ∈ ∁A es adherente de A;
luego existe una vecindad V ∈V (x ) tal que A ∩V = ; o sea V ⊂ ∁A. Esto nos muestra
que ∁A es abierto.

Supongamos que ∁A es abierto. Entonces ningun punto x ∈ ∁A puede ser límite de
A, puesto que la vecindad ∁A ∈V (x ) tiene intersección vacía con A.

Por lo tanto, A contiene a todos sus puntos adherentes.
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⇝Nota. ¡Atención! conjunto abierto y conjunto cerrado no son conceptos que se
excluyen mutuamente. Existen conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados, por
ejemplo el ; y X en todo espacio topológico (X ,X ). En un espacio discreto todo sub-
conjunto es a la vez abierto y cerrado. Tampoco estos dos conceptos son exhaustivos.
Existen subconjuntos A ⊂ (X ,X ) que no son ni abiertos ni cerrados, como muestran
los intervalos semiabiertos enR. En un espacio indiscreto (X ,X ) ningún subconjunto
diferente del ; o de X es abierto o cerrado.

El teorema anterior establece una dualidad entre los abiertos y los cerrados de
un espacio topológico. De todo enunciado sobre conjuntos abiertos se deduce un
enunciado dual sobre los conjuntos cerrados. Por ejemplo, partiendo de los axiomas
(A1)–(A3) (2.1.1) se obtienen las siguientes propiedades fundamentales de los cerrados.

Corolario 4.2.7 (propiedades fundamentales de los cerrados). En todo espacio topoló-
gico (X ,X ) se cumple para la colección C de los cerrados:

(C1) ; ∈C y X ∈C.

(C2) C , C ′ ∈C=⇒C ∪C ′ ∈C.

(C3) ∀α ∈ I , (Cα ∈C) =⇒ ∩
α∈I

Cα ∈C.

Demostración. (C1) ; ∈C pues ∁;= X ∈X por (A1). X ∈C pues ∁X = ; ∈X por (A1).
(C2) X \C , X \C ′ son abiertos; luego X \ (C ∪C ′) = (X \C )∩C (X \C ′) es abierto y

por lo tanto C ∪C ′ es cerrado.
(C3) como para todo α ∈ I , X \Cα es abierto, por (A3)

X \
�

∩
α∈I

Cα
�

= ∪
α∈I
(X \Cα) ∈X

y por tanto
∩
α∈I

Cα ∈C.

Inversamente, partiendo de las propiedades (C1)–(C3) de los cerrados, pueden
deducirse las propiedades (A1)–(A3) de los abiertos. Esto nos conduce a un nuevo
método de definir un espacio topológico mediante la axiomatización del concepto de
conjunto cerrado.

Ejercicio 4.2.8. Sea X un conjunto y C⊂P (X ) una colección de subconjuntos de X
que cumple (C1)–(C3). Probar que existe una única topologíaX sobre X tal que C es
el conjunto de los cerrados de (X ,X ).

Sea X un conjunto finito. Entonces los axiomas (A1)–(A3) equivalen a los axio-
mas (C1)–(C3) directamente. Más precisamente, si una colección C⊂P (X ) cumple
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(A1)–(A3), entonces cumple tambien (C1)–(C3) y viceversa, pues toda unión, resp.
intersección, infinita se reduce aquí a una unión, resp. intersección, finita por ser X
finito. Luego toda familia C⊂P (X ) que cumple (A1)–(A3) puede interpretarse como
familia de abiertos o como familia de cerrados.

Ejemplo 4.2.9. En el espacio de Sierpinski (X ,X ) (2.1.2), el punto 1 es aislado en X ,
o sea, {1} es abierto, mientras que 2 no posee más vecindad que X , y constituye un
conjunto unitario cerrado. Si tomamosX como conjunto de cerrados, tenemos la
situación inversa: {1} es cerrado y {2} es abierto. Evidentemente, los dos espacios topo-
lógicos que obtenemos de tal manera a partir deX son diferentes pero homeomorfos.

En general, los cerrados forman una colección de conjuntos de igual importan-
cia que la colección de los abiertos. En vez de empezar por una axiomatización de
los abiertos habríamos podido desarrollar la topología general sobre la base de una
axiomatización de los cerrados.

Ejercicio 4.2.10. Sea (X ,X ) un espacio topológico, (Y , d ) un espacio (seudo)métrico,
C(X , Y ) el espacio de todas las aplicaciones continuas de (X ,X ) en (Y , d ). Probar que:

i) ( f , g ) 7→ d∞( f , g ) = sup
x∈X

d ( f (x ), g (x )) es una seudométrica sobre el conjunto Y X

de todas las aplicaciones de X en Y .

ii) C(X , Y ) es cerrado en el espacio seudométrico (Y X , d∞), o sea: si una sucesión
( fn ) de aplicaciones continuas fn : X −→ Y , converge uniformemente a una
función f : X −→ Y , entonces f es continua.

4.3. Interior, exterior y frontera

Consideremos un subconjunto arbitrario A de un espacio topológico (X ,X ) (fig. 4.4).

X

interior

A

exterior

frontera

Figura 4.4
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Intuitivamente distinguimos los puntos interiores de A, los puntos exteriores de
A y los puntos frontera de A que no son interiores ni exteriores. ¿Cómo podemos
formalizar estos conceptos intuitivos?

Definición 4.3.1 (punto exterior, interior, frontera). Sea A un subconjunto de un
espacio topológico (X ,X ).

i) Decimos que x ∈ X es punto interior de A si existe una vecindad V ∈ V (x ) tal
que V ⊂ A.

ii) Decimos que x ∈ X es punto exterior de A si existe una vecindad V ∈ V (x ) tal
que V ⊂ ∁A.

iii) Decimos que x ∈ X es punto frontera de A si no es exterior ni interior de A, o
sea, si cumple:

V ∈V (x ) =⇒ V ∩A ̸= ; (4.11)

y
V ∈V (x ) =⇒ V ∩ ∁A ̸= ; (4.12)

El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de A y se denota por
◦
A o

por int A.
El conjunto de los puntos exteriores se llama exterior de A y se denota por ext A.
El conjunto de los puntos frontera se llama frontera de A y se denota por ∂ A o por

fr A.
Utilizando la propiedad fundamental (V1) de las vecindades es evidente que:

x ∈
◦
A⇐⇒ A ∈V (x ); (4.13)

x ∈ ext A⇐⇒ ∁A ∈V (x )⇐⇒ x ∈ int ∁A. (4.14)

Resulta que
int A = ext ∁A y ext A = int ∁A. (4.15)

Utilizando la definición de clausura obtenemos, comparado (4.11), (4.12) con (4.1):

x ∈ ∂ A⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ ∁A. (4.16)

luego
∂ A = ∂ (∁A) (4.17)

Un punto x ∈ X pertenece necesariamente a uno de estos tres conjuntos: int A,
ext A o fr A (4.3.1). Y sólo puede pertenecer a uno de ellos.
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Proposición 4.3.2. Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X ,X ). Entonces
la colección int A, ext A, ∂ A forma una partición de X , en el sentido de que estos tres
conjuntos son mutuamente disjuntos y recubren a X :

int A ∪ext A ∪ ∂ A = X (4.18)

Un punto adherente a ∈ A ⊂ (X ,X ) no puede pertenecer al exterior de A, porque
cada una de sus vecindades intersecta a A, luego A ⊂ ∁(ext A). Al inverso, es trivial
que todo punto interior y todo punto frontera de A son puntos adherentes de A.
Concluimos que

A = ∁ext A (4.19)

Si sustituimos A por ∁A, obtenermos el siguiente corolario que expone la relación dual
entre los conceptos de adherencia y de interior, reflejando la dualidad entre abiertos y
cerrados.

Corolario 4.3.3. Sea (X ,X ) un espacio topológico y A un subconjunto de X . Se tienen
las siguientes igualdades:

∁ int A = adh ∁A o sea
◦
A = ∁(∁A) (4.20)

∁
◦
A = ext A o sea A = ∁(∁A)◦. (4.21)

Puesto que la adherencia de todo conjunto es cerrada, las fórmulas (4.20) y (4.21)
implican que el interior y el exterior de cualquier conjunto A son abiertos, mientras
que por (4.16) la frontera es un conjunto cerrado.

Fue probado en el ejercicio 4.2.4 que la cerradura A es el menor cerrado que
contiene A. Como caracterización dual se tiene:

Corolario 4.3.4 (caracterización del interior). Sea A un subconjunto de un espacio

topológico (X ,X ). Entonces
◦
A es el mayor abierto deX contenido en A.

Demostración. Ya sabemos que
◦
A es abierto. Puesto que el operador int : A 7→

◦
A es

creciente por la definición 4.3.1, tenemos para todo abierto U

U ⊂ A =⇒U =
◦

U ⊂
◦
A .

Nota. Partiendo de las propiedades fundamentales (A3) de los abiertos y (C3) de los
cerrados, habríamos podido introducir, por definición, el interior y la adherencia de
un conjunto A como el mayor abierto contenido en A, resp. como el menor cerrado
que contiene a A; pues estos axiomas implican que ∪{U |U ∈X ∧U ⊂ A} es abierto
y ∩{W |W ∈ C ∧W ⊃ A} es cerrado. A continuación habríamos podido deducir de
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estas definiciones los enunciados de nuestras definiciones 4.3.1 y 4.1.2. Este proce-
dimiento, que permite resaltar todavía más la dualidad conceptual entre el interior
y la adherencia, es más ‘elegante’ pero también muy formal y poco intuitivo. No se
entiende por qué es necesario introducir el cerrado o la adherencia si sus propiedades
son reflejos fieles de las propiedades ya estudiadas de los abiertos, resp. del interior.
Parece ser una duplicidad superflua. Pero esto es solamente una consecuencia de una
exposición artificial, que sacrifica el sentido intuitivo a una elegancia que sin embargo
puede traernos confusión. No se tiene interés en los cerrados por la dualidad con los
abiertos, sino por su propiedad de ser ‘cerrados’ con respecto a la operación de límite,
y se descubre sólo a posteriori que los cerrados son los complementos de los abiertos.

Ejemplo 4.3.5. Sea A una bola cerrada B ′(a ,ρ) de centro a y de radio ρ en un espacio
normado, (E ,∥ · ∥). Entonces el interior de A es la bola abierta correspondiente B (a ,ρ),
el exterior de A es el conjunto

�

y ∈ E | d (a , y )>ρ
	

y la frontera de A es la esfera E (x ,ρ).
(Repetimos que esto no es el caso en un espacio métrico cualquiera.)

No siempre tenemos una situación tan cerca de nuestra intuición como en el caso
de una bola. Existen, por ejemplo, conjuntos sin ningún punto exterior y a la vez sin
ningún punto interior, o sea, cuya frontera es todo el espacio.

Ejemplo 4.3.6. Sean (X ,X ) la recta real R con su topología usual y sea A =Q. Ningún

intervalo abierto no vacío esta contenido enteramente enQ, luego
◦
Q= ;. Tampoco

existe un intervalo abierto no vacío enteramente incluido enR\Q. Por lo tanto, extQ=
;. Esto implica ∂Q=R por (4.18).

Ejercicio 4.3.7. i) Dar un ejemplo de un espacio topológico (X ,X ) tal que

A ⊂ X , A ̸= ;, A ̸= X =⇒ ∂ A = X

ii) Dar un ejemplo de un espacio topológico (X ,X ) tal que

A ⊂ X =⇒ ∂ A = ;

Ejercicio 4.3.8. Probar las siguientes caracterizaciones:

i) A es abierto⇐⇒ A ∩ ∂ A = ;

ii) A es cerrado⇐⇒ ∂ A ⊂ A⇐⇒ A′ ⊂ A

iii) A es abierto y cerrado⇐⇒ ∂ A = ;

Ejercicio 4.3.9. Consideremos sobre R dos topologías diferentes.
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i) SeaX la topología de los complementos finitos. Determinar adherencia, inte-
rior, exterior y frontera deQ.

ii) SeaX la topología de los complementos numerables. Determinar adherencias,
interior, exterior y frontera deQ y de [a , b ] (a < b ).

La asociación del interior o de la adherencia a todo subconjunto A de (X ,X ) nos

define dos operadores: int : A 7→
◦
A y adh : A 7→ A sobre el conjunto potenciaP (X ).

Deduciremos ahora por dualidad, algunas propiedades fundamentales de estos
operadores.

Proposición 4.3.10 (propiedades fundamentales de int y adh ). Sea (X ,X ) un espacio
topológico, A, B ⊂ X . Entonces:

adh ;= ; (4.22)

A ⊂ adh A (4.23)

adh (A ∪B ) = adh A ∪adh B (4.24)

adh (adh A) = adh A (4.25)

int X = X (4.26)

int A ⊂ A (4.27)

int (A ∩B ) = int A ∩ int B (4.28)

int (int A) = int A (4.29)

Demostración. Es suficiente probar las propiedades fundamentales del interior, pues-
to que las propiedades correspondientes de la cerradura se obtienen por 4.3.3.

El corolario 4.3.4 implica inmediatamente las propiedades (4.26), (4.27) y (4.29).
Probemos que int (A ∩B ) = int A ∩ int B . La inclusión ⊂ es evidente. Inversamente,

sea x punto interior de A y de B . Entonces
◦
A∩

◦
B es una vecindad abierta de x contenida

en A ∩B ; luego x ∈ int (A ∩B ).

La monotonía de los operadores int y adh :

A ⊂ B =⇒ int A ⊂ int B (4.30)

A ⊂ B =⇒ adh A ⊂ adh B (4.31)

parece ser también una propiedad fundamental de ellos, pero no es lógicamente
independiente de las propiedades enumeradas en 4.3.10. Por ejemplo, (4.30) se deduce
de (4.28), puesto que:

A ⊂ B =⇒ A ∩B = A =⇒
◦
A∩

◦
B =

◦
A ⊂

◦
B .
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En la nota de 4.3.4 hemos visto que los operadores int y adh pueden definirse di-
rectamente por medio de la colección de los abiertos (resp. de los cerrados). Ahora
vemos que el inverso también se cumple. Si conocemos los operadores topológicos
int y adh sobreP (x ), podemos caracterizar los abiertos de (X ,X ) como los puntos
fijos de la aplicación int (A ∈X ⇐⇒ int A = A) y los cerrados como puntos fijos de la
aplicación adh B ∈CX ⇐⇒ adh (B = B ). Esto nos sugiere un nuevo método de definir
un espacio topológico a partir de los operadores topológicos. Más precisamente, nos
preguntamos, si dado un operador L :P (X )→ P (X ) que cumple las propiedades
(4.22)-(4.25). ¿Existe entonces una topologíaX sobre X tal que L (A) es precisamente
la adherencia de A con respecto aX para todo A ⊂ X ? Fue KURATOWSKI [116] quien
introdujo este método de definir un espacio topológico.

Proposición 4.3.11 (método de Kuratowski). Sea X un conjunto y L :P (X )→P (X )
un operador de Kuratowski, o sea, que cumple que para todos los A, B ∈P (X ) :

i) L (;) = ;.

ii) A ⊂ L (A).

iii) L (A ∪B ) = L (A)∪ L (B ).

iv) L (L (A)) = L (A)

Entonces existe una única topologíaX sobre X tal que L es el operador adherencia en
(X ,X ).

Demostración. La unicidad de la topologíaX es evidente, puesX está determinada
de manera única por la colección de los cerrados CX dada por {C ∈P (X ) | L (C) =C}.

Para probar la existencia deX , definimos

CX := {C ∈P (X ) | L (C) =C} (4.32)

y comprobamos que CX cumple (C1)–(C3).
(C1) ; ∈CX por i) y X ∈CX por ii)
(C2) Si A, B ∈CX , entonces L (A ∪B ) = L (A)∪ L (B ) = A ∪B , entonces A ∪B ∈CX

(C3) Si Aα ∈CX para todo α ∈ I , entonces

L ( ∩
β∈I

Aβ )⊂ L (Aα) = Aα

para todo α ∈ I , por (4.31), entonces:

L ( ∩
β∈I

Aβ )⊂ ∩
α∈I

Aα que por ii) implica
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L ( ∩
β∈I

Aβ ) =∩
α

Aα, o sea, ∩
β

Aβ ∈CX

Todavia falta demostrar que la cerradura B coincide con L (B ) en (X ,X ) para todo
B ⊂ X . Basta para ello probar que L (B ) es el mínimo elemento de CX que contiene a
B . Y esto es inmediato, pues L (B ) ∈CX por iv) y si C ∈CX y B ⊂C , entonces, por iii) y
por (4.31), L (B )⊂ L (C ), con lo cual L (B ) = B .

Ejercicio 4.3.12. Enunciar y demostrar el dual de la proposición anterior para el
operador int.

Ejercicio 4.3.13. Probar las siguientes inclusiones en un espacio topológico cualquie-
ra:

◦
A ⊂

◦
◦
A ⊂

◦
A ⊂ A (4.33)

◦
A ⊂

◦
A ⊂

◦
A ⊂ A (4.34)

Mostrar con contraejemplos que en general no se tiene igualdad entre estos conjuntos.

Ejercicio 4.3.14. Supongamos que (E ,∥ · ∥) es un espacio normado y C ⊂ E convexo
(E1.13). Probar que:

i) La cerradura de C es convexa.

ii) Si x ∈
◦

C y z ∈C , entonces el segmento semiabierto [x , z ) está contenido en
◦

C .

iii)
◦

C es convexo (utilizar (ii))

iv) Si
◦

C ̸= ;, entonces C =
◦

C y
◦

C =
◦

C (utilizar ii).

4.4. Conjuntos densos y espacios separables

Los puntos deQ son densos en la recta real en el sentido intuitivo de que no existe
un segmento (no reducido a un punto) que no contenga a un número racional. Esto
significa topológicamente queQ=R. Los conjuntos con esta propiedad juegan un
papel importante en topología general, así como en análisis funcional.

Definición 4.4.1 (subconjunto denso). Un subconjunto A de un espacio topológico
(X ,X ) se llama denso en X si A = X .
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Es claro que las caracterizaciones generales de la cerradura (§4.1) se aplican aquí.
Por 4.1.2, A ⊂ X es denso en X si y sólo si A∩V ≠ ; para toda vecindad V de cualquier
punto x ∈ X . Más sencillamente:

A es denso en (X ,X )⇐⇒∀U ∈X (U ̸= ;=⇒U ∩A ̸= ;). (4.35)

Si (X ,X ) es un AN 1−espacio, A es denso en X si y sólo si

para todo x ∈ X existe una sucesión (xn ) en A tal que xn −→ x . (4.36)

En un espacio métrico (X , d ) un subconjunto A es denso si y sólo si

x ∈ X =⇒ d (x , A) = 0 (4.37)

Ejemplo 4.4.2. En el espacio topológico (R,XD ) (2.1.9) el conjunto Z es denso.

Ejemplo 4.4.3. El conjuntoQn de los puntos con coordenadas racionales es denso en
Rn con respecto a la topología usual.

Ejemplo 4.4.4. En análisis funcional un conjunto M de vectores en un espacio nor-
mado (E ,∥ · ∥) se llama completo, (o total) si el subespacio lineal generado por M es
denso en (E ,∥ · ∥). Esto significa que cualquier vector x ∈ E puede aproximarse tanto
como se quiera por una combinación lineal de vectores de M , o sea:

∀ x ∈ E ∀ϵ > 0 ∃n ∈N ∃ x1, . . . , xn ∈M ∃α1, . . . ,αn ∈R tal que

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

x −
n
∑

i=1

αi xi

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

< ϵ.

Un teorema de Weierstrass, que probaremos en el capitulo 11, dice que sobre
un intervalo [a , b ] ⊂ R toda función continua es límite uniforme de una sucesión
de polinomios. Todo polinomio es combinación lineal de las funciones potencia
pn : x 7→ x n (n ∈ N). Luego en el espacio normado C([a , b ],R) provisto de la norma
∥ f ∥∞:= sup{| f (x ) | | a ≤ x ≤ b } (1.1.4), el conjunto numerable de las funciones
potenciales pn (n ∈N) es total, o sea, el subespacio lineal formado por los polinomios
sobre [a , b ] es denso en (C([a , b ],R),∥ · ∥∞).

Pregunta. Si A es un subconjunto denso de(X ,X ), entonces ¿es también denso para
toda topología más gruesa queX ? ¿Qué topologías se caracterizan por la propiedad
de que todo subconjunto unitario es denso con respecto a ellas?

Los ejemplos 4.4.2 y 4.4.3 muestran espacios topológicos que contienen subcon-
juntos densos numerables.
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Definición 4.4.5 (separable). Un espacio topológico (X ,X ) se llama separable si existe
un subconjunto denso numerable en X .

Ejemplo 4.4.6. Un espacio topológico discreto (X ,X ) es separable si y sólo si X es
numerable.

Ejemplo 4.4.7. El espacio l 2(N) es separable (1.2.6). Un subconjunto denso nume-
rable de l 2(N) se construye de la manera siguiente. Sea Dn el conjunto de todas las
sucesiones racionales cuyos términos se anulan a partir del índice n :

Dn := {(xk ) ∈ l 2(N) | ∀k ∈N (xk ∈Q)∧k ≥ n =⇒ xk = 0} (4.38)

Dn tiene la misma cardinalidad que Qn , por lo tanto es numerable. Veamos que el

conjunto numerable D :=
∞
∪

n=1
Dn es denso en l 2(N). En efecto, sea z = (zk ) ∈ l 2(N)

arbitrario y sea ϵ > 0 dado. Puesto que
∞
∑

k=1
z 2

k es convergente, existe N ∈ N tal que

∞
∑

k=N+1
z 2

k <
ϵ
2 . Para todo p = 1, . . . , N podemos hallar un número racional rp tal que

| rp − zp |2<
ϵ

2N

Si definimos r := (r1, r2, . . . , rN , 0, 0, . . . ) ∈D entonces

∥ z − r ∥2 ≤
N
∑

k=1

| zk − rk |2 +
∞
∑

k=N+1

z 2
k ≤

N ϵ

2N
+
ϵ

2
=
ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ

Entonces D es denso en l 2(N).

Ejemplo 4.4.8. Consideremos un espacio normado (E ,∥ · ∥) que contenga un conjunto
numerable total de vectores M , por ejemplo (C([a , b ],R),∥ · ∥∞) (4.4.4).

En este caso, es fácil comprobar que el conjunto numerable D de todas las combi-
naciones racionales de vectores de M :

D :=

¨

n
∑

i=1

ri xi | n ∈N, xi ∈M , ri ∈Q para i = 1, . . . , n

«

es denso en E . Sea
n
∑

i=1
αi xi una combinación lineal arbitraria de vectores xi ̸= 0 de M

y sea ϵ > 0 dado. Para i = 1, . . . , n existen números racionales xi tales que | αi − ri |<
ϵ/n ∥ xi ∥.
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Entonces
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

n
∑

i=1

αi xi −
n
∑

i=1

ri xi

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

≤
n
∑

i=1

|αi − ri |∥ xi ∥< ϵ

Por lo tanto la cerradura D contiene al subespacio lineal L (M ) de todas las combina-
ciones lineales de vectores de M . Puesto que este subespacio es denso en E , tenemos

D =D = E .
Si reconsideramos el ejemplo 4.4.8, observamos que esencialmente se probó que

el sistema numerable de los vectores de base:

ei := (δi j ) j∈N = (0, . . . , 0, 1i , 0, 0, . . . ) (4.39)

forma un sistema total de vectores en E = l 2(N).

Ejemplo 4.4.9. Denotaremos por l∞ al espacio vectorial de todas las sucesiones reales
acotadas provisto de la norma

∥ (xn ) ∥∞:= sup{|xn | | n ∈N} (4.40)

Puede probarse que l∞ no es separable.

Todo AN2−espacio (X ,X ) es separable. En efecto, sea B = {Bn | n ∈N} una base
numerable deX . Escogemos de todo Bn ̸= ; un punto arbitrario xn ∈ Bn . El conjunto
D := {xn | n ∈N, Bn ̸= ;} es un conjunto denso numerable en (X ,X ); pues todo abierto
no vacío U ∈X contiene a un Bn ̸= ;; entonces xn ∈U ∩D ≠ ;. Para espacios métricos
se cumple también el inverso.

Proposición 4.4.10. Un espacio (seudo)métrico cumple AN2 si y sólo si es separable.

Demostración. Sólo tenemos que probar que todo espacio métrico separable cumple
AN2. Sea {xn | n ∈N} un subconjunto denso de (X , d ). Probaremos que la colección
numerable de bolas abiertas

β := {B (xn , 1/m ) | n ∈N, m ∈N∗}

forma una base de la topologíaXd . Sea U ∈Xd y x ∈U . Hay que demostrar que existe
un B ∈β tal que x ∈ B ⊂U . Ahora bien, existe m ∈N∗ tal que B (x ,1/m )⊂U y existe
n ∈N tal que xn ∈ B (x , 1/2m ). Concluimos que

x ∈ B (xn , 1/2m )⊂ B (x , 1/m )⊂U .

Pregunta. ¿Existen espacios métricos no separables? La proposición anterior nos
suministra una condición necesaria para la metrizabilidad de un espacio topológico
separable.
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Ejercicio 4.4.11. Proveamos aR de la topología τ de los complementos finitos. Probar
que:

i) Todo subconjunto infinito A ⊂R es denso en (R,τ). En particular (R,τ) es sepa-
rable.

ii) (R,τ) no cumple AN2. (Indicación: Si β es una base de τ, entonces todo abierto
A ∈τ puede representarse como unión de una familia finita de conjuntos de β ;
luego Card β =Card τ).

iii) Deducir de i) y ii) que (R,τ) no es metrizable.

Ejercicio 4.4.12. Un subconjunto S en (X ,X ) se llama denso en ningún lugar si
◦
S = ;.

i) Probar que la frontera de todo abierto A es denso en ningún lugar.

ii) ¿Ocurre lo mismo con los conjuntos cerrados?

iii) Dar un ejemplo donde i) no se cumple para todo subconjunto A ⊂ X .

iv) Probar la siguiente proposición o mostrar con un contraejemplo que no es
correcta: un conjunto S es denso en ningún lugar si y sólo si el complemento de
su adherencia es denso.

Ejercicio 4.4.13. Probar que (C[a .b ],R),∥ · ∥∞) es separable, utilizando una aproxi-
mación de las funciones continuas, por funciones continuas lineales por pedazos con
valores racionales en los puntos vértice xi (fig. 4.5).

a = x0 x1 x2 x3 . . .

Figura 4.5: Aproximación uniforme por funciones lineales a trozos
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4.5. Funciones continuas, abiertas y cerradas

En el 4.3 hemos probado que la topología puede basarse en una axiomatización de
los cerrados o del operador clausura en vez de los abiertos. Para que sea satisfactoria
tal transformación de la base axiomática, debe extenderse también a la definición de
los morfismos. Más correctamente, hay que caracterizar las funciones continuas por
medio de los cerrados, resp. mediante el operador de cerradura.

Teorema 4.5.1 (caracterización de las funciones continuas). Una aplicación f : (X ,X )
→ (Y ,Y ) es continua si y sólo si cumple una de las condiciones equivalentes siguientes:

i) U ∈Y =⇒ f −1[U ] ∈X . (4.41)

ii) C ∈CY =⇒ f −1[C ] ∈CX . (4.42)

iii) f [A]⊂ f [A] para todo A ⊂ X . (4.43)

Demostración. i) es equivalente a la continuidad de f según la definición 2.4.15.
i) =⇒ ii): se tiene por dualidad

C ∈CY =⇒ ∁C ∈Y =⇒ ∁ f −1[C ] = f −1[∁C ] ∈X =⇒ f −1[C ] ∈CX .

ii) =⇒ iii): f −1[ f [A]] es cerrado por ii) y contiene a A, por lo tanto contiene a A.
entonces: f [A]⊂ f [A].

iii) =⇒ i): Sea U ∈Y . Supongamos por reducción al absurdo que A := f −1[U ] /∈X .
Entonces existe a ∈ A que es punto adherente de ∁A, por iii), f (a ) es punto adherente
de f [∁A] = f [∁ f −1[U ]] = f [ f −1[∁U ]]⊂ ∁U . Luego f (a ) sería también punto adherente
de ∁U , en contradicción con que U ∈Y . Entonces f −1[U ] ∈X , si iii) se cumple.

Corolario 4.5.2. Sean f , g aplicaciones continuas de (X ,X ) en (E ,∥ · ∥). Entonces el
conjunto de coincidencia:

{x ∈ X | f (x ) = g (x )}

es cerrado en (X ,X ).

Demostración. Ejercicio.

Corolario 4.5.3 (prolongación de igualdad). Sean f , g aplicaciones continuas de (X ,X )
en (E ,∥ · ∥) y supongamos que A ⊂ X denso en (X ,X ). Si f (x ) = g (x ) para todo x ∈ A,
entonces f = g .

Demostración. Ejercicio.

El Teorema 4.5.1 es uno de los instrumentos más eficientes para comprobar que
un conjunto dado C ⊂ (X ,X ) es cerrado.
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Ejemplo 4.5.4 (semiespacios, hiperplanos). Sea f una forma lineal no nula continua
sobre un espacio normado (E ,∥ · ∥). Los conjuntos de la forma

[ f ≤α] := {x ∈ E | f (x )≤α}= f −1(−∞,α] (α ∈R) (4.44)

se llaman semiespacios cerrados y son efectivamente cerrados como imágenes inversas
de los intervalos cerrados (∞,α]. Los conjuntos de la forma

[ f =α] := {x ∈ E | f (x ) =α}= f −1[{α}] (4.45)

se llaman hiperplanos en E . En virtud de 4.5.1 son también cerrados.

Ejemplo 4.5.5. Sea

p : (x1, . . . , xn ) 7→
n
∑

j1,..., jn=0

c j1,..., jn
x j1 · · · x jn

una función polinomial sobre Rn . El conjunto de los ceros de esta función

{x ∈Rn | p (x1, . . . , xn ) = 0}= p−1[{0}]

es una superficie en Rn que es cerrada, puesto que p : Rn →R es continua; luego la
preimagen del conjunto cerrado {0} ⊂ R es cerrado. Los subconjuntos deRn definidos
de esta manera por polinomios en n variables se llaman variedades algebraicas (resp.
curvas algebraicas si n = 2). Ejemplo: la hipérbola

{(x1, x2) ∈R2 | x1 x2−1= 0} en R2.

Más generalmente, toda variedad continua S enRn , definida como conjunto de
los ceros de una función continua f : Rn →R es cerrada.

Pregunta. Sean f , g funciones reales continuas sobre (X ,X ). ¿Cuáles de los siguientes
conjuntos son cerrados, resp. abiertos?

{x ∈ X | f (x )≤ g (x )}, {x ∈ X | f (x ) ̸= g (x )}, {x ∈ X | f (x )< g (x )}.

Ejercicio 4.5.6. Probar mediante 4.5.1 que toda bola cerrada en un espacio métrico
es un conjunto cerrado.

⇝ La imagen directa de un conjunto abierto bajo una función continua no es necesa-
riamente abierta.

Ejemplo 4.5.7. Consideremos sobreR la topología discretaP (R) y la topología usual
r . Entonces, la aplicación identidad 1N : (R,P (R))→ (R, r ) es continua, pero la imagen
del abierto {0} ∈P (R) no es abierta en (R, r ).
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Definición 4.5.8 (aplicación abierta, cerrada). Sean (X ,X ) y (Y ,Y ) espacios topológi-
cos. Una aplicación f : X → Y se llama abierta (resp. cerrada), si

f [X ]⊂Y (4.46)

resp. f {CX } ⊂CY (4.47)

Es fácil comprobar que los espacios topológicos con las aplicaciones abiertas (resp.
cerradas) como morfismos forman categorías (que son diferentes de la categoría de los
espacios topológicos); pues es evidente que la composición de dos funciones abiertas
(o cerradas) es abierta (o cerradas).

Una función biyectiva f : (X ,X ) → (Y ,Y ) es abierta (resp. cerrada) si y sólo si
su inversa es continua, puesto que las imágenes directas bajo f son preimágenes
bajo f −1

f es abierta ⇐⇒ f −1 es continua ⇐⇒ f es cerrada. (4.48)

Una biyección continua f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es un
homeomorfismo si y sólo si es abierta o cerrada.

(4.49)

Para demostrar que una aplicación dada es abierta no es necesario comprobar que
todo abierto tiene una imagen abierta. Es suficiente comprobarlo para los abiertos de
una base de la topologíaX .

Proposición 4.5.9. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos y sea β una base de la
topologíaX . Entonces una aplicación f : X → Y es abierta si y sólo si cumple:

B ∈β =⇒ f [B ] ∈Y (4.50)

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la fórmula

f [ ∪
α∈I

Aα] = ∪
α∈I

f [Aα].

Puesto que la igualdad correspondiente para intersecciones no es válida, no tene-
mos un criterio análogo para las aplicaciones cerradas.

Otro criterio útil para aplicaciones abiertas es el siguiente criterio local, cuya de-
mostración se deja al lector.

Proposición 4.5.10. Una aplicación f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es abierta si y sólo si aplica
toda vecindad V ∈ V (x ) de cualquier punto x ∈ X en una vecindad f [V ] de f (x ) en
(Y ,Y ).

Demostración. Ejercicio.

Mientras que las propiedades de ser abierta y de ser cerrada son equivalentes para
biyecciones (4.48), esto no se cumple para funciones cualesquiera; pues no tenemos
en general que f [∁A] = ∁ f [A].
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Ejemplo 4.5.11. Denotaremos por π1 a la proyección vertical (x1, x2) 7→ x1 deR2 en
R. Esta aplicación π1 transforma toda vecindad de un punto x en el plano, en una
vecindad de su proyección sobre el eje x . Por lo tanto es abierta. Sin embargo, π1 no
es cerrada.

En efecto, si consideramos la hipérbola H := {(x1, x2) ∈R2 | x1 x2 = 1}, H es cerrado
en R2 (4.5.2), pero π1[H ] =R∗ no es cerrado en R. (fig. 4.6).

Figura 4.6

Inversamente una aplicación cerrada no es necesariamente abierta.

Ejemplo 4.5.12. Consideremos la función continua f : x 7→ sen x de [0, 2π] en R. Del
análisis elemental es conocido que f posee una inversa continua sobre cada uno de
los intervalos [0,π/2], [π/2,3π/2] o [3π/2,2π]. Por lo tanto su restricción a cada uno
de estos intervalos es cerrada. Si C ⊂ [0,2π] es cerrado, entonces sus intersecciones
C1, C2, C3 con cada intervalo, son conjuntos cerrados.

Entonces f [C ] = f [C1]∪ f [C2]∪ f [C3] es cerrado para todo cerrado C ⊂ [0,2π], o
sea, la aplicación f es cerrada. En cambio, f no es abierta. Por ejemplo, A := (0, 2π] es
abierto en [0, 2π], pero f [A] = [−1, 1] no es abierto en R (fig. 4.7).

Ejercicio 4.5.13. Sea f una función abierta de (X ,X ) enR o en un intervalo real de la
forma [α,β ). Probar que f no alcanza el máximo sobre (X ,X ).

Ejercicio 4.5.14. Sea (E ,∥ · ∥) un espacio normado.

i) Probar que la norma ∥ · ∥: x 7→∥ x ∥ es una aplicación abierta de E en R+.

ii) Sea f : (X ,X )→ (E ,∥ · ∥) abierta y A ⊂ X abierto.

Probar que la aplicación x 7→∥ f (x ) ∥ sobre A no alcanza su supremo.
Análogamente, si f es abierta y no se anula, entonces x 7→∥ f (x ) ∥ no alcanza su

ínfimo sobre los abiertos.
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π
2

3π
2

2π

Figura 4.7: Gráfica de la función seno

iii) Deducir de ii) que si f no alcanza su máximo sobre A en un punto a ∈ A, entonces
a ∈ ∂ A.

Nota. Los principos del máximo y del mínimo para las funciones armónicas en el
plano (partes real e imaginaria de funciones diferenciables de variable compleja),
provienen precisamente del hecho de que una función analítica no constante es una
aplicación abierta.

Ejercicio 4.5.15. Probar que una forma lineal f : Rn → R es abierta si no se anula
sobre todo el espacio Rn .

Ejercicio 4.5.16 (caracterización por aperadores). Sea f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una aplica-
ción. Probar que f es abierta si y sólo si para todo A ⊂ X :

f [int A]⊂ int f [A] (4.51)

y f es cerrada si y sólo si para todo A ∈ X :

f [A]⊃ f [A] (4.52)

(Observe el sentido de las inclusiones y compárelas con 4.5.1)

4.6. Gδ, Fσ−conjuntos y conjuntos de Borel

El axioma (A2) garantiza que la intersección de una familia finita de abiertos es abierto.
Aunque existen espacios topológicos en los cuales la intersección de una familia
numerable de abiertos es abierto, esto no se cumple en general. Por ejemplo, en R la
intersección numerable

[a , b ) =
∞
∩

n=1
(a −1/n , b )
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no es abierta. Sin embargo, tales intersecciones (de una familia numerable de abiertos)
constituyen una clase muy importante (p. ej., en teoría de la medida) y, merecen una
distinción de nomenclatura para ellos y sus duales.

Definición 4.6.1 (Gδ y Fσ−conjuntos). Un subconjunto de un subespacio topológi-
co A ⊂ X se llama Gδ−conjunto (resp. Fσ−conjunto) si puede representarse como
intersección (resp. unión) de una familia numerable de abiertos (resp. de cerrados).

Todo abierto en un espacio topológico (X ,X ) es un Gδ y todo cerrado un Fσ−con-
junto. Es interesante que pueden intercambiarse en este enunciado las palabras abierto
y cerrado, si el espacio es metrizable. Por brevedad omitiremos la palabra conjunto de
estas definiciones.

Proposición 4.6.2. En un espacio métrico (X , d ) todo cerrado C es Gδ.

Demostración. Definamos, para todo ρ > 0,

B (C ,ρ) := {x ∈ X | d (x , C )<ρ} (4.53)

Entonces se cumple

C =
∞
∩

n=1
B (C , 1/n ) (4.54)

puesto que

∀ n ∈N∗, x ∈ B (C , 1/n )⇐⇒ d (x , C ) = 0⇐⇒ x ∈C =C .

El enunciado dual de que todo abierto en un espacio métrico es un Fσ−conjunto
resulta inmediatamente de la proposición siguiente que manifiesta la dualidad entre
los conceptos Gδ y Fσ−conjuntos.

Proposición 4.6.3. Sea (X ,X ) un espacio topológico. Entonces:

i) A ⊂ X es un Gδ si y sólo si ∁A es un Fσ.

ii) La colección de los Gδ en (X ,X ) es invariante bajo intersecciones numerables y
uniones finitas.

iii) La colección de los Fσ en (X ,X ) es invariante bajo uniones numerables e inter-
secciones finitas.

Demostración. i) Resulta de la equivalencia siguiente:

A =
∞
∩

n=0
An con An ∈X ⇐⇒ ∁A =

∞
∪

n=0
Bn con

Bn = ∁An ∈CX
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ii) Si Gn =
∞
∩

m=0
Gnm con Gnm ∈X para todo m , n ∈N entonces (por asociatividad)

∞
∩

n=0
Gn =

∞
∩

n=0

∞
∩

m=0
Gnm =

∞
∩

m ,n=0
Gnm

es un Gδ−conjunto. Similarmente si Gk =
∞
∩

m=0
Gk m para k = 1, . . . , n , entonces (por

distributividad)

n
∪

k=1
Gk =

n
∪

k=1

� ∞
∩

m=0
Gk m

�

=
∞
∩

m1,...,mn=0
(G1m1

∪ · · · ∪Gnmn
)

es un Gδ porque Nn =N× · · ·×N es numerable y

G1m1
∪ · · · ∪Gnmn

∈X para todo (m1, . . . , mn ) ∈Nn .

(Nótese que esta última conclusión ya no es válida, para una unión numerable
∞
∪

k=0
Gk ,

puesto que N∞ no es numerable).

iii) es el enunciado dual de ii), por lo tanto resulta de i) y ii); si por ejemplo

F =
∞
∪

k=0
Fk es unión numerable de los Fσ−conjuntos Fk (k ∈N) entonces ∁F =

∞
∩

k=0
∁Fk

es intersección numerable de los Fσ−conjuntos ∁Fk y, por lo tanto, Gδ o sea F es un
Fσ−conjunto i). Similarmente para la intersección finita.

Ejemplo 4.6.4. Consideremos el espacio topológicoR con la topología usual. Entonces
Q ⊂ R es un Fσ−conjunto, porque es numerable y todo conjunto unitario en R es
cerrado.

Luego I = ∁Q : el conjunto de los números irracionales es un Gσ−conjunto.
Puede probarse queQ no es Gδ−conjunto y que I no es un Fσ−conjunto. A veces

es útil tener una representación estandar de los conjuntos Fσ y Gδ. Dejamos al lector
la demostración del siguiente enunciado.

Ejercicio 4.6.5. Sea (X ,X ) un espacio topológico. Probar que:

i) Para todo Gδ−conjunto G existe una sucesión decreciente G1 ⊃ G2 ⊃ · · · de

abiertos tales que
∞
∩

k=0
Gk =G .

ii) Para todo Fσ−conjunto F existe una sucesión creciente F1 ⊂ F2 ⊂ · · · de cerrados

tales que
∞
∪

k=0
Fk = F .

Como indica la proposición 4.6.3 no podemos esperar que la colección de los
Gδ−conjuntos o la colección de los Fδ−conjuntos sean invariantes a la vez bajo uniones
e intersecciones numerables. Para eso se introduce un sistema más amplio de conjuntos.
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Definición 4.6.6 (σ−álgebra de conjuntos). Sea X un conjunto. Una colección no
vacíaA ⊂P (X ) de subconjuntos de X se llamaσ−álgebra, si cumple:

i) A ∈A =⇒ ∁A ∈A .

ii) Ak ∈A para todo k ∈N=⇒
∞
∪

k=0
Ak ∈A .

SiA es unaσ−álgebra, toda intersección numerable de conjuntos deA pertenece
aA , pues el complementario de tal intersección es unión numerable de conjuntos
deA . Además, si A, B ∈ A , entonces A\B = A ∩ ∁B ∈ A , ; = A ∩ ∁A y X = A ∪ ∁A,
pertenecen aA .

Es evidente que el conjunto potenciaP (X ) es unaσ−álgebra. Toda intersección
de una familia deσ−álgebras es unaσ−álgebra. Luego para toda colecciónU ⊂P (X )
existe unaσ−álgebra menor, que contiene aU . Estaσ−álgebra menorA (U ) tal que
A (U )⊃U se dice que es la generada porU .

Definición 4.6.7 (conjuntos de Borel). Los elementos de laσ−álgebra generada por
el conjuntoX de los abiertos de un espacio topológico se llaman conjuntos de Borel,
o también borelianos.

Ejemplo 4.6.8. Consideremos en el espacio Euclidiano (Rn ,τn ) (n ∈N), los intervalos
(cubos) abiertos:

(a , b ) := {x ∈Rn | a < x < b }

por el ejemplo 2.3.12, se demuestra que los cubos abiertos de centro racional y de
radio racional:

K (a ,ρ) = (a1−ρ, a +ρ)× · · ·× (an −ρ, an +ρ) (4.55)

forman una base numerable de la topología τn . Luego todo abierto A ⊂Rn se repre-
senta como unión numerable de cubos abiertos. Puesto que, al inverso, todo intervalo
(a , b ) es abierto, laσ−álgebra B de los conjuntos borelianos en Rn está generada por
los cubos abiertos. Este resultado es fundamental para la construcción de la medida
de Lebesgue sobre el espacio Rn . A todo cubo

C = (a1, b1)× · · ·× (an , bn )

se asocia intuitivamente su volumen µ(C ) =
n
∏

i=1
(bi −ai ).

En teoría de la medida se demuestra que la aplicación C →µ(C )puede prolongarse
a laσ−álgebra B conservando las propiedades fundamentales que se exigen de una
medida del volumen de un conjunto en Rn .
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Todo Gδ y todo Fσ conjunto es boreliano. Por lo tanto puede definirse el volumen
de tales conjuntos. La teoría de Lebesgue muestra que existen en Rn conjuntos no
borelianos, para los cuales no puede definirse el volumen de manera razonable.

Proposición 4.6.9. Sea f una aplicación continua de un espacio topológico (X ,X ) en
un espacio topológico (Y ,Y ). Entonces la imagen inversa de todo conjunto de Borel en
Y es un conjunto de Borel en X .

Demostración. En efecto, seaA la colección de todos los subconjuntos B ⊂ Y tales
que f −1[B ] es de Borel en (X ,X ). Puesto que

B ∈Y =⇒ f −1[B ] ∈X

y

f −1[∁B ] = ∁( f −1[B ]) y
∞
∪

n=0
f −1[Bn ] = f −1[

∞
∪

n=0
Bn ] (4.56)

A es unaσ−álgebra que contiene a los abiertos de (Y ,Y ) por lo tanto todo conjunto
de Borel enY pertenece aA .

⇝ ¡Atención! No se cumple, en general, una proposición análoga para la imagen directa
de un conjunto de Borel: las igualdades (4.56) no son verdaderas para las imágenes
directas. A pesar de todo, para ciertas clases de espacios metrizables (de Souslin) el
análogo es cierto (véase BOURBAKI [29]).



5
Topologías iniciales y finales

Para construir nuevas estructuras a partir de estructuras dadas disponemos de cuatro
métodos canónicos ampliamente utilizados en la teoría de diversas categorías: formar
subestructuras, estructuras producto, estructuras cociente o estructuras suma. Por ejem-
plo, si consideramos la categoría de los conjuntos, podemos formar subconjuntos,
el producto de conjuntos, conjuntos cociente y la suma de conjuntos. Los mismos
métodos se aplican también a la categoría de los espacios topológicos.

En las dos secciones siguientes estudiaremos subespacios y espacios producto
de espacios topológicos. Veremos que en ambos casos se aplica el mismo método
abstracto para construir una topología. Las topologías de los subespacios y de los
espacios producto son topologías iniciales definidas por familias de aplicaciones que
tienen los espacios respectivos como dominios. Analizaremos las topologías iniciales
en abstracto en 5.3 y veremos que los resultados obtenidos en las secciones anteriores
son casos especiales de teoremas más abstractos sobre topologías iniciales en general.

A partir del nivel abstracto de la sección 5.3, parece natural proceder a analizar el
método dual de definir topologías sobre un conjunto X partiendo de una familia de
aplicaciones que tienen a X como codominio, o sea, las llamadas topologías finales. En
las secciones 5.4 y 5.5 aplicaremos este método para definir las topologías canónicas
sobre los cocientes y las sumas de espacios topológicos.

Procederemos en este capítulo según el siguiente esquema: casos concretos (subes-
pacio, espacio producto), abstracción (topología inicial), teoría abstracta (teoría de las
topologías iniciales y finales), concretización (espacios cocientes y espacios suma).

5.1. Subespacios

Sea (X , d ) un espacio métrico y A ⊂ X un subespacio. Mediante d se induce de manera
natural una métrica dA (1.3.1). La topología correspondienteXdA

consiste de todas
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las trazas de los abiertos U ∈Xd sobre A:

XdA
= {U ∩A|U ∈Xd }

Generalizando, se verifica inmediatamente que las trazas de todos los abiertos sobre
un conjunto A en un espacio topológico cualquiera (X ,X ) forman una topología
sobre A.

Definición 5.1.1 (subespacio, topología inducida). Sea (X ,X ) un espacio topológico
y A ⊂ X . Entonces la topología

XA = {U ∩A |U ∈X } (5.1)

se llama topología inducida porX en A. El conjunto A provisto de esta topología se
llama subespacio de (X ,X ).

Notación. (A,XA) o más sencillamente A si no existe confusión.

Nota. Si (A,XA) es un subespacio de (X ,X ) es esencial distinguir, en todos los pro-
blemas que envuelvan elementos o subconjuntos de A, entre sus propiedades como
puntos (resp. como subconjuntos) de X y sus propiedades como puntos (resp. subcon-
juntos) del subespacio A. Haremos esta distinción utilizando las frases en A o relativo
a A o con respecto a A al referirnos a propiedades inherentes a puntos o subconjuntos
de A.

Si B ⊂ A ⊂ X , entonces podemos considerar B como subespacio de (A,XA) o como
subespacio de (X ,X ). Pero esta diferencia no importa, porque ambas topologías
inducidas son iguales:

XB = (XA)B

Esta transitividad de las topologías inducidas resulta de que (U ∩A)∩B =U ∩B para
todo U ∈X .

Como los abiertos en un subespacio A de (X ,X ) son las trazas sobre A de los
abiertos en X , se tiene:

UA ∈XA⇐⇒∃U ∈X tal que U ∩A =UA (5.2)

y, por lo tanto, los cerrados en (A,XA) son precisamente las trazas de los cerrados de
(X ,X ) en A, o sea:

CA ∈CA⇐⇒∃C ∈CX (CA =C ∩A) (fig. 5.1) (5.3)

Ejemplo 5.1.2. Consideremos la topología usual r sobreR y A = (0, 1)⊂R. El conjunto
[1/2,1) es cerrado en el subespacio A; pues, por ejemplo, [1/2,1) = [1/2,2]∩ (0,1) y
[1/2, 2] ∈τr . De la misma forma (0, 1] = [0, 1]∩ (0, 2) es abierto en [0, 1].
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A U

U ∩A

A C

C ∩A

Figura 5.1: a ) Traza de un abierto b ) traza de un cerrado

Ejemplo 5.1.3. Sea A = B (a ,ρ) una bola abierta y C = B ′(b ,ρ) una bola cerrada en
Rn tales que A ∩C ̸= ;. Entonces B = A ∩C es abierto en C y cerrado en A, pero B no
es abierto ni cerrado en Rn .

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el subespacio A = Q+ de R con la topología usual.
B = {x ∈Q+ | 0≤ x 2 < 2} es abierto y cerrado a la vez en A, puesto que

B = A ∩ [−1,
p

2] = A ∩ (−1,
p

2)

Pregunta. ¿Cuál es la topología inducida sobre el subespacio Z de R?

Estos ejemplos ya nos muestran que un subconjunto abierto (resp. cerrado) en un
subespacio no tiene por qué ser abierto (resp. cerrado) en todo el espacio. Lo mismo
ocurre con las vecindades. Si denotamos por VA(a ) al sistema de todas las vecindades
de a ∈ A en el subespacio (A,XA) tenemos:

V ∈V (a )⇒V ∩A ∈VA(a ),

VA ∈BA (a )A

a

Figura 5.2: VA ̸=V (a )
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pero no siempre una vecindad VA ∈VA(a ) es también vecindad de a en (X ,X ) (fig. 5.2).
Sin embargo, se tiene para un subespacio (A,XA) de (X ,X ):

A abierto en X ⇔ todo abierto en A es abierto en X ; (5.4)

A cerrado en X ⇔ todo cerrado en A es cerrado en X ; (5.5)

a ∈
◦
A⇔ toda vecindad de a en A es vecindad de a en X ; (5.6)

(5.4) y (5.5) resultan de (5.2) y (5.3) respectivamente. (5.6) resulta de la equivalen-
cia siguiente que se cumple para todos los subespacios (A,XA) de (X ,X ) y todos los
subconjuntos W ⊂ A:

W ∈VA(a )⇐⇒∃V ∈V (a ) V ∩A =W (5.7)

Los abiertos, los cerrados y las vecindades en A son trazas sobre A de los abiertos,
de los cerrados y de las vecindades en (X ,X ) respectivamente, esto ocurre también
para la cerradura de un subconjunto en A.

Proposición 5.1.5 (adherencia en un subespacio). Sea (X ,X ) un espacio topológico y
B ⊂ A ⊂ X . Entonces la cerradura B A de B en (A,XA) satisface que:

B A = B ∩A (5.8)

Demostración. Puesto que todo cerrado en A es la traza de un cerrado en X , la traza
B ∩A del menor cerrado B en X que contiene B es el menor cerrado en A que contiene
a B .

Corolario 5.1.6. Sea A un subconjunto del espacio topológico (X ,X ). Entonces se
cumple para todo B ⊂ A:

B es denso en (A,XA)⇔ B ⊃ A (5.9)

Ejercicio 5.1.7. Probar que si A ⊂ (X ,X ) es denso y V ∈VA(a ) para a ∈ A, entonces V
es una vecindad de a en (X ,X ).

Decimos que una propiedad topológica es hereditaria (a los subespacios), si en
caso de cumplirse para un espacio topológico se cumple también para cada uno de
sus subespacios. Evidentemente las propiedades AN1, AN2 y la metrizabilidad son
heredadas por los subespacios. Sin embargo, esto no es evidente para la separabilidad.

A veces se identifican las aplicaciones f : X → A de un espacio topológico (X ,X )
en un subespacio (A,Y ) de (Y ,Y ) con las aplicaciones iA ◦ f : x 7→ f (x ) de X en Y ,
porque tienen la misma gráfica y sólo difieren en el codominio. En análisis elemental,
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por ejemplo, es común no hacer distinción entre tales funciones. En topología general
esto parece ser también permisible, puesto que se cumple:

f : x 7→ f (x ) de (X ,X ) en (A,YA) es continua ⇔
iA◦ f : x 7→ f (x ) de (X ,X ) en (Y ,Y ) es continua.

(5.10)

Dejemos al lector comprobar que la topología inducida sobre A ⊂ (Y ,Y ) se carac-
teriza por el enunciado (5.10).

Proposición 5.1.8 (caracterización de la topología inducida). La topología inducida
YA de un subespacio A ⊂ (Y ,Y ) es la topología más gruesa sobre A que hace continua
a la inyección canónica iA : A → (Y ,Y ). Además es la única topología que tiene la
propiedad (5.10) para todos los espacios topológicos (X ,X ) y todas las aplicaciones
f : X → Y con imagen contenida en A.

Así que, la continuidad no depende de la especificación del codominio. Sin embar-
go, no se cumple un enunciado análogo para las funciones abiertas (resp. cerradas).
Contraejemplos triviales son las inyecciones canónicas.

Ejemplo 5.1.9. Sean X = B = [0, 1]; Y =R; y 1: X → B la aplicación identidad. Enton-
ces 1 es abierta, mientras que la inyección canónica iB = iB o 1: x 7→ x de X en R no
es abierta, puesto que B = iB [X ] no es abierto en R. Resulta que debemos precisar
bien el codominio al hablar de aplicaciones abiertas o cerradas.

Definición 5.1.10 (inmersión). Una aplicación f : X 7→ Y de un espacio topológico
en otro se llama inmersión, si la aplicación correspondiente x 7→ f (x ) de X sobre
el subespacio f [X ] de (Y ,Y ) es un homeomorfismo. Al subespacio f [X ] se le llama
entonces inmersión de X en (Y ,Y ) y se dice que X es sumergible en Y .

Una aplicación f : (X ,X ) 7→ (Y ,Y ) es una inmersión, si es inyectiva, continua y
aplica todo abierto U en X sobre un abierto f [U ] en el subespacio f [X ]⊂ (Y ,Y ).

En topología general no necesitamos distinguir entre un espacio y sus inmersiones,
porque tienen las mismas propiedades topológicas.

Una inmersión no es, en general, una aplicación abierta.

Ejemplo 5.1.11. La aplicación (x1, . . . , xn ) 7→ (x1, . . . , xn , 0) es una inmersión de Rn en
Rn+1.

Ejemplo 5.1.12. Sea E n
+ ⊂R

n+1 la semiesfera unitaria positiva:

E n
+ :=
¦

x ∈Rn+1 |
n+1
∑

i=1

x 2
i = 1, xn+1 ≥ 0
©
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y sea π: E n
+ −→R

n la proyección

(x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . , xn )

Es fácil comprobar que π es una inmersión de la semiesfera E n
+ sobre la bola

cerrada n-dimensional B ′n (0, 1) =
¦

x ∈Rn |
n
∑

i=1
x 2

i ≤ 1
©

⊂Rn (fig. 5.3).

Xn+1

X1

X2

x

π(x )

B ′n (0, 1)⊂Rn

E n
+ ⊂R

n+1

Figura 5.3

Analicemos ahora qué pasa si cambiamos el dominio de una función continua en
lugar de cambiar su codominio. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos y f : X 7→ Y
una aplicación. Para todo A ⊂ X , a ∈ A y V ∈V ( f (a )) se cumple:

A ∩ f −1[V ] = ( f |A)−1[V ] (5.11)

( f |A es la restricción de f en A)

Por (5.11):

f es continua en a ∈ A⇒ f |A es continua en a (5.12)

⇝El inverso no se cumple: Una función, cuya restricción a un subespacio A ⊂ (X ,X ) es
continua, no tiene por qué ser continua sobre A. Hay que distinguir entre las funciónes
continuas sobre A (o sea, continuas en todos los puntos de A) y las funciones cuyas
restricciones sobre A son continuas.
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Ejemplo 5.1.13. Sea A =Q⊂R. La función característica χQ : R→R que aplica todos
los números racionales a 1 y todos los números irracionales a 0, es discontinua en
todo punto. Sin embargo, su restricción a Q es constante, luego continua en todo punto
a ∈Q.

Inversamente si A es un subconjunto de (X ,X ), podemos preguntarnos bajo qué
condiciones una aplicación continua g : (A,XA)→ (Y ,Y ) es restricción de una apli-
cación continua de (X ,X ) en (Y ,Y ). Esto es el llamado problema de prolongación
continua de una función.

Definición 5.1.14 (prolongación continua). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos
A ⊂ X y g : A → Y una aplicación (continua). Entonces cada aplicación continua
f : X → Y tal que f |A = g se llama prolongación continua de g a X .

Este problema será tratado en las próximas secciones; por ahora nos contenta-
remos con la solución de un problema vecino, que es el de la construcción de una
aplicación continua sobre X , a partir de una familia ( fα)α∈I de aplicaciones continuas
cada una de ellas definidas sobre un subespacio Aα de X y tal que los (Aα)α∈I forman
un cubrimiento de X .

Consideremos la situación siguiente:
Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos y sea (Aα)α∈I una cubierta de X y sean

fα aplicaciones de Aα en Y (α ∈ I ). Para tener una prolongación común de todas las
fα a X , es evidentemente necesario que coincidan sobre las intersecciones de sus
dominios:

fα|Aα ∩Aβ = fβ |Aα ∩Aβ (5.13)

Si esta condición de compatibilidad se verifica, entonces existe una única apli-
cación f : X → Y tal que f /Aα = fα para todo α ∈ I , a saber la aplicación que asocia
a todo x ∈ X el punto fα(x ) si x ∈ Aα, ¿Cuándo esta función obtenida uniendo las
funciones fα pedazo por pedazo será continua? Para formular criterios suficientes
necesitamos el siguiente concepto:

Definición 5.1.15 (cubierta puntual y localmente finita). Sea (Aα)α∈I una familia de
partes de un espacio topológico (X ,X ). Entonces:

i) (Aα)α∈I se llama puntualmente finita, si para cada x ∈ X el conjunto de índices
Ix := {α ∈ I | x ∈ Aα} es finito.

ii) (Aα)α∈I se llama localmente finita, si para cada x ∈ X existe una vecindad V ∈
V (x ) tal que el conjunto de índices IV := {α ∈ I |V ∩Aα ̸= ;} es finito.

Es evidente que toda familia localmente finita es puntualmente finita, pero el
recíproco no tiene que cumplirse (considérese por ejemplo la cubierta de R formada
por todos sus subconjuntos unitarios).
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Ejemplo 5.1.16. Consideremos la rejilla Zn = {(x1, . . . , xn )|xi ∈ Z} como parte de
Rn . Las bolas abiertas de centro z ∈ Zn y de radio

p
n , (resp. las bolas cerradas de

radio
p

n/2) forman un cubierta abierta (resp. cerrada) de Rn . Ambas son localmente
finitas (fig. 5.4).

x2

(0, 1)

(0, 0) (1, 0)

(1, 2)

x1

Figura 5.4: Cubierta formada con bolas cerradas de Rn

Para analizar la continuidad de una función definida al unir una familia de fun-
ciones pedazo por pedazo, verifiquemos antes que la topología del dominio puede,
bajo ciertas condiciones, reconstruirse a partir de las topologías de los subespacios
correspondientes.

Proposición 5.1.17. Sea (Aα)α∈I una cubierta de un espacio topológico (X ,X ) que
cumpla una de las siguientes condiciones:

a) Los conjuntos (
◦
Aα)α∈I cubren X .

b) (Aα)α∈I es una cubierta cerrada y localmente finita de X .
Entonces, para todo subconjunto B ⊂ X se cumple que:

i) B ∈X ⇔∀α ∈ I , B ∩Aα ∈XAα (5.14)

ii) B ∈CX⇔∀α ∈ I , B ∩Aα ∈CAα (5.15)

Demostración. Dejamos al lector comprobar que (5.14) y (5.15) son equivalentes por
dualidad.
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Demostraremos que a)⇒ i) y que b)⇒ ii).
Supongamos que se cumple a). Si B ∈X es evidente que B ∩Aα ∈XAα para toda

α ∈ I (5.1.1). Inversamente, supongamos que B ∩Aα ∈XAα para todo α ∈ I . Entonces

B ∩
◦

Aα = (B ∩Aα)∩
◦

Aα ∈X ◦
Aα

por (5.1). Puesto que
◦

Aα es abierto, tenemos B ∩
◦

Aα ∈X

por (5.2). De aquí concluimos que B = ∪
α∈I
(B ∩

◦
Aα) ∈X .

Supongamos que se cumple b) queremos probar ii). La implicación =⇒ en ii) es
trivial. Inversamente, supongamos B ∩Aα ∈CAα para todo α ∈ I . Debemos demostrar
que todo punto adherente de B pertenece a B . Sea b ∈ B y W una vecindad de b
en (X ,X ) tal que W ∩ Aα ̸= ; se cumple solamente para α ∈ {α1, . . . ,αm}. Entonces

W ⊂
m
∪

k=1
Aαk

.

El conjunto B ∩
� m
∪

k=1
Aαk

�

=
m
∪

k=1
(B ∩Aαk

) es cerrado por hipótesis. Concluimos que

b ∈ B ∩W ⊆ (B ∩W )⊆ B ∩
� m
∪

k=1
Aαk

�

.

Por lo tanto, b ∈ B .

En particular, la proposición anterior se aplica si (Aα)α∈I es una cubierta abierta o
si es una cubierta cerrada y finita.

Corolario 5.1.18 (combinación de funciones continuas). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios
topológicos y sea (Aα)α∈I una cubierta de (X ,X ) que cumple a) o b) de 5.1.17. Sea ( fα)α∈I

una familia de aplicaciones continuas fα : Aα→ (Y ,Y ) que sea compatible (o sea, que
cumpla que fα|Aα ∩ Aβ = fβ |Aα ∩ Aβ para todos los α,β ∈ I ). Entonces la aplicación
obtenida uniendo las aplicaciones fα(α ∈ I ) pedazo a pedazo es continua.

Demostración. Ejercicio.

Ejemplo 5.1.19. Consideremos la cubierta cerrada finita de R que consiste de tres
intervalos A1 = (−∞, a ], A2 = [a , b ] y A3 = [b ,+∞) (a < b ) y analicemos las tres
funciones h1 : x 7→ 0 sobre A1, h2 : x 7→ (x −a )2(x − b )2 sobre A2 y h3 : x 7→ 0 sobre A3.
Estas funciones son compatibles: h1(a ) = h2(a ) = 0 y h2(b ) = h3(b ) = 0. Por lo tanto la
aplicación obtenida uniendo las tres funciones pedazo por pedazo:

h : x 7→

¨

(x −a )2(x − b 2) si a ≤ x ≤ b

0 si x ≤ a o x ≥ b

es continua sobre R. Puede probarse que h es incluso diferenciable (fig. 5.5).

Pregunta. ¿Se cumple el corolario anterior para cubiertas finitas cualesquiera (Aα)α∈I ?
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R

R

h

a b

Figura 5.5: Gráfica de la función h

5.2. Espacios producto

A continuación utilizaremos algunas propiedades relativas al producto cartesiano de
una familia de conjuntos (remitimos al lector al apéndice).

Por el axioma de elección
∏

α∈I
Eα ̸= ; si Eα ̸= ; para todo α ∈ I . En este caso las

proyecciones πα :
∏

Eα→ Eα son aplicaciones sobreyectivas.
¿Cómo podremos introducir una topología sobre el producto cartesiano de es-

pacios topológicos Eα de manera natural? Consideremos la topología usual sobre el
productoRn =R×· · ·×R y las n proyecciones πi : x 7→ xi deRn sobreR. Sabemos que
el conjuntoH = {π−1

i [U ] |U ⊂R,U abierto, i = 1,2, . . . , n} forma una subbase de la
topología r n (fig. 5.6).

x2

x1

U

π−1
i [U ]

Figura 5.6
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Para generalizar este hecho damos la siguiente definición:

Definición 5.2.1 (espacio producto). Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topoló-
gicos yπα laα-ésima proyección de

∏

α∈I
Xα sobre Xα. Entonces la topologíaX generada

por la familia
H :=
�

π−1
α [U ] |U ∈Xα,α ∈ I

	

= ∪
α∈I
π−1
α {Xα} (5.16)

se llama topología producto (Tychonoff) de las topologías (Xα)α∈I . El espacio topo-
lógico (
∏

α∈I
Xα,X ) se llama espacio producto de la familia ((Xα,Xα))α∈I y se denota

por
∏

α∈I
Xα. Según esta definición, una base de la topología producto está dada por la

colección

β =
¦

π−1
α1
[Uα1
]∩ · · · ∩π−1

αn
[Uαn

] | n ∈N, α j ∈ I , Uα j
∈Xα j

para j = 1, . . . , n
©

(5.17)

Los conjuntos de β no son más que productos
∏

α∈I
Uα donde Uα es abierto en (Xα,Xα)

para todo α ∈ I y Uα = Xα excepto para un número finito de índices α. Estos conjuntos
se llaman conjuntos elementales.

Si para cada α ∈ I , βα es una base de la topologíaXα, es claro que si consideramos
los conjuntos elementales con Uα ∈ βα tendremos una nueva base de la topología
producto. Los conjuntos elementales de este tipo que contienen a un punto dado
x ∈
∏

α∈I
Xα forman un sistema fundamental de vecindades de x en

∏

α∈I
Xα.

Si I = {1, . . . , n} es un conjunto finito, la construcción de una base de la topología
producto es más simple, ya que en ella los conjuntos elementales son del tipo

∏

α∈I
Uα,

donde Uα es cualquier abierto en Xα.

Ejemplo 5.2.2 (producto de espacios métricos). Si (X1, d1), . . . , (Xn , dn ) son espacios
métricos, entonces la topología producto en X := X1 × · · · × Xn es precisamente la
topología asociada a la distancia producto

d (x , y ) = máx
1≤i≤n

di (xi , yi ) (x , y ∈ X ).

Basta notar que para todo x = (x1, . . . , xn ) ∈ X

Bd (x , r ) = Bd1
(x1, r )× · · ·×Bdn

(xn , r ) (5.18)

Ejemplo 5.2.3 (cilindros). Sea (X ,X ) un espacio topológico, I el intervalo [0,1] pro-
visto de la topología inducida por r . Entonces X × I con la topología producto se
llama cilindro de altura 1 sobre la base (X ,X ). Por ejemplo si S 1 es el círculo unitario,
entonces S 1× I es un cilindro (fig. 5.7).
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X × I I

X

Figura 5.7: S ′× I

Si X es una esfera E (a ,ρ) en R2, entonces el producto de X × I es homeomorfo a
todo anillo circular:

�

(x1, x2) ∈R2 | a ≤ x 2
1 + x 2

2 ≤ b
	

con 0< a < b (fig. 5.8)

IX ! I

X

circularAnilloIX !

Figura 5.8: Transformación homeomorfa de un cilindro en un anillo

Ejemplo 5.2.4 (convergencia puntual). Consideremos el espacio RA de todas las
funciones de un conjunto A enR. La topología producto sobreRA se llama topología
de la convergencia puntual sobre RA . En efecto, el lector puede probar fácilmente que
una sucesión ( fn ) enRA converge a f ∈RA si y sólo si ĺım ( fn (a )) = f (a ) para todo a ∈ A.
(Esto será un corolario inmediato del proposición (5.2.6) sobre filtros convergentes en
un espacio producto).

Con esto vemos que la topología general es una teoría que cumple las expectativas
planteadas al final del Capítulo 1. Es suficientemente amplia para incluir la topo-
logía de la convergencia puntual de espacios funcionales. Además, podemos ahora
demostrar rigurosamente que RA no es metrizable si A es infinito y no numerable.

Supongamos por reducción al absurdo que RA sea metrizable aunque A sea no
numerable. Consideremos x = 0 ∈ RA . Entonces x posee un sistema fundamental
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numerable de vecindades (Vn ). Puesto que toda vecindad Vn contiene a un conjunto
elemental, se tiene πa [Vn ] = R para todos los a ∈ A con excepción de un conjunto
finito Fn de puntos de A. La unión de todos estos puntos excepcionales (n ∈ N) es
numerable, entonces existe a ∈ A tal que πa [Vn ] =R para todo n ∈N. Concluimos que
no existe ningún Vn (n ∈N) contenido en la vecindad

V = (−1, 1) × RA−{a } ∈V (0).

Por lo tanto (Vn ) no es un sistema fundamental de vecindades de 0, lo cual es una
contradicción.

Pregunta. Supongamos que tenemos una familia ((Xα,Xα))α∈I de espacios topológicos
discretos, con I infinito. ¿Es el espacio

∏

α∈I
Xα discreto?

Proposición 5.2.5. Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos. Entonces, las
proyecciones πα :

∏

α∈I
Xα→ Xα (α ∈ I ) son sobreyecciones continuas y abiertas. La topo-

logía producto es la topología más gruesa que hace continuas a todas las proyecciones
πα (α ∈ I ).

Demostración. Por la definición 5.2.1, las proyecciones son continuas. Para probar
que son abiertas, es suficiente (por 4.5.9) demostrar que la imagen πα[U ] de todo
conjunto elemental U =

∏

Uα (Uα ∈ Xα y casi todos los Uα = Xα) es abierto. Pero
esto es evidente, puesto que πα[U ] =Uα. SiX es una topología sobre

∏

Xα que hace
continuas a todas las proyeccionesπα, entonces contiene necesariamente a la subbase
H de la topología producto (5.16) y por lo tanto es más fina que ésta.

Nota. En general, las proyecciones no son aplicaciones cerradas (4.5.11).

Después de la proposición 5.2.5 el lector no tendrá dificultades en probar la si-
guiente caracterización de los filtros convergentes en un espacio producto, que será
demostrado en forma más general para topologías iniciales en la próxima sección.

Proposición 5.2.6. Un filtroF sobre un espacio producto
∏

α∈I
Xα converge a x = (xα) ∈

∏

α∈I
Xα si y sólo si todas sus proyecciones πα[F ] convergen a las coordenadas respectivas

xα de x (α ∈ I ).

Demostración. Ejercicio.

No tenemos una visión general de todos los abiertos en
∏

α∈I
Xα. Sin embargo cono-

cemos los abiertos de la forma
∏

Uα. Son precisamennte los conjuntos elementales
con Uα ∈Xα y Uα = Xα para casi todos los índices α ∈ I . Tampoco tenemos una visión
general de todos los cerrados. Pero la proposición que sigue nos permite caracterizar
los cerrados de la forma producto

∏

Cα.
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Proposición 5.2.7. Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos y (Cα)α∈I una
familia de subconjuntos Cα ⊂ Xα. Entonces la cerradura de C =

∏

α∈I
Cα en
∏

α∈I
Xα es
∏

α∈I
C α

y satisface:
∏

α∈I

Cα =
∏

α∈I

Cα (5.19)

Demostración. Sea x ∈
∏

Cα y U = π−1
α1
[Uα1
]∩ · · · ∩π−1

αn
[Uαn
] un conjunto elemental

arbitrario que contiene a x . Entonces los Uαk
son vecindades de xαk

en (Xαk
,Xαk

) y
tienen por lo tanto una intersección no vacía con Cαk

. Sea cαk
∈Cαk

∩Uαk
y escojamos

cα ∈ Cα para α ∈ I \{α1, . . . ,αn}. Entonces c := (cα)α∈I ∈ C ∩U , de donde U ∩C ̸= ;, o

sea, x ∈C . Esto demuestra que
∏

C α ⊂
∏

Cα.
El inverso es evidente, pues, por continuidad de πα:

πα[C ]⊂πα[C ] =Cα para todo α ∈ I .

Corolario 5.2.8. Un conjunto de la forma C =
∏

Cα en un espacio producto
∏

Xα es
cerrado si y sólo si las proyecciones πα[C ] =Cα son cerradas en (Xα,Xα) (α ∈ I ).

Ejemplo 5.2.9. Probar las siguientes caracterizaciones del interior y de la frontera de

conjuntos producto en un producto finito
n
∏

i=1
X i de espacios topológicos:

◦
�

n
∏

i=1

�

Ai =
n
∏

i=1

◦
Ai (5.20)

fr

�

n
∏

i=1

Ai

�

= (fr A1×A2× · · ·×An )∪ (A1× fr A2× · · ·×An )∪ · · · ∪ (A1× · · ·× fr An ) (5.21)

Ilustrar la fórmula (5.21) mediante una gráfica en R2.

Sobre un subconjunto
∏

α∈I
Cα ⊂
∏

α∈I
Xα podemos considerar dos topologías:

La topología inducida por la topología producto sobre
∏

α∈I
Xα y la topología pro-

ducto de las topologías inducidasXCα . Probaremos que ambas son iguales:

Proposición 5.2.10 (transitividad de la topología producto). Sean ((Xα,Xα))α∈I una
familia de espacios topológicos y ((Cα,XCα ))α∈I una familia de subespacios (Cα,XCα )⊂
(Xα,Xα).

Entonces la topología producto de
∏

α∈I
Cα es igual a la topología inducida en C =

∏

α∈I
Cα por la topología producto de

∏

α∈I
Xα.
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Demostración. Una subbase de la topología producto en C está formada por los con-
juntos (πα | C )−1[Uα ∩Cα] (α ∈ I ), donde Uα ∈Xα, o sea, Uα ∩Cα ∈XCα y πα | C es la
restricción de la α-ésima proyección πα :

∏

α∈I
Xα→ Xα a C .

Una subbase de la topología inducida en
∏

Cα por la topología de
∏

α∈I
Xα está

formada por las intersecciones

C ∩π−1
α [Uα] =C ∩π−1

α [Uα ∩Cα] = (πα|C )−1[Uα ∩Cα]

En fin, ambas subbases son iguales.

Para analizar la relación entre ciertas propiedades topológicas de los espacios pro-
ducto
∏

α∈I
Xα y de sus espacios coordenados Xα (α ∈ I ), remarquemos primeramente

que existen inmersiones de Xα en
∏

α∈I
Xα (α ∈ I ). Más precisamente, si a = (aα) ∈

∏

α∈I
Xα

y β ∈ I , llamaremos corte paralelo a Xβ por a en
∏

α∈I
Xα al conjunto.

Ca ,β :=
�

(xβ , (aα)α̸=β ) | xβ ∈ Xβ
	

= Xβ ×
∏

α̸=β
{aα} (fig. 5.9) (5.22)

!
" ji

i
X
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ja
C ,

a
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Figura 5.9: Corte paralelo de X j por a

Evidentemente, la aplicación

xβ 7→ (xβ , (aα)α̸=β )

de Xβ sobre Ca ,β es una biyección continua, cuya función inversa es la restricción de
la proyección πβ a Ca ,β . Por lo tanto:
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Proposición 5.2.11. Sea X =
∏

α∈I
Xα un espacio producto y a ∈ X . Entonces, todo espacio

coordenado Xβ (β ∈ I ) es homeomorfo al corte paralelo de Xβ por a en
∏

α∈I
Xα:

Xβ ∼=Ca ,β = Xβ ×
∏

α̸=β
{aα}

Concluimos que toda propiedad topológica de
∏

α∈I
Xα que se transmite por herencia

a subespacios se verifica también en los espacios coordenados. Por ejemplo, si
∏

α∈I
Xα

es metrizable (o AN1-espacio o AN2-espacio) entonces (Xα,Xα) lo es también.
Estudiaremos más tarde una serie de propiedades que se transmiten por herencia

desde los espacios coordenados a los espacios producto. Las tres propiedades que
acabamos de mencionar se transmiten por herencia solamente a productos numera-
bles, lo cual parece natural por los axiomas de numerabilidad. Siguiendo la idea de la
demostración en el ejemplo 5.2.4, el lector podrá probar los siguientes enunciados:

Ejercicio 5.2.12. Sea X =
∏

Xα un espacio producto no vacío. Probar que X cumple
AN2 (resp. AN1) si y sólo si todos los Xα lo cumplen también, y además todos los Xα
con excepción de una subfamilia numerable tienen la topología indiscreta.

Ejercicio 5.2.13. Sea ((Xα, dα))α∈I una familia infinita, no numerable de espacios
métricos. Probar que el espacio producto

∏

Xα no puede ser metrizable salvo quizás
si todos los (Xα, dα), con excepción de una subfamilia numerable, son triviales (no
contienen más que un punto). En el capítulo 9 demostraremos el inverso de este
enunciado.

Consideremos ahora aplicaciones con valores en espacios producto. El lector ya
estará familiarizado con que una aplicación f : A→Rn se represente por sus funciones
coordenadas ( f1, . . . , fn ), donde fi =πi ◦ f . Por ejemplo, toda aplicación f : A→C∼=R2

se describe completamente por sus coordenadas Re f = π1 ◦ f e Im f = π2 o f . La
definición siguiente generaliza esta noción a espacios producto cualesquiera:

Definición 5.2.14 (función coordenada). Sea f una aplicación de un espacio topoló-
gico (X ,X ) en un espacio producto

∏

α∈I
Yα, y sean πα las proyecciones de

∏

α∈I
Yα sobre

Yα (α ∈ I ). Entonces, la función fα :=πα ◦ f se llama α−ésima aplicación coordenada
de f .

Puesto que toda aplicación f : X →
∏

Yα define de tal manera una única familia
( fα)α∈I , e inversamente a toda familia de aplicaciones fα : X → Yα le corresponde una
única función f : X →

∏

Yα con fα = πα ◦ f , la aplicación f se denota a veces por
( fα)α∈I .
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Teorema 5.2.15. Una aplicación f : (X ,X )→
∏

α∈I
Yα de un espacio topológico (X ,X )

en un espacio producto de una familia ((Yα,Xα))α∈I de espacios topológicos es continua
si y sólo si sus coordenadas fα =πα ◦ f son continuas para toda α ∈ I .

Demostración. Ejercicio.

Este teorema es un caso especial de otro más general sobre topologías iniciales que
demostraremos en la próxima sección. También se pondrá de manifiesto la estrecha
relación que se tiene con la proposición 5.1.17.

Corolario 5.2.16. Sea ( fα)α∈I una familia de aplicaciones fα : (Xα,Xα)→ (Yα,Yα) entre
espacios topológicos. Entonces la aplicación f :

∏

α∈I
fα :
∏

α∈I
Xα→
∏

α∈I
Yα definida por

f : (xα) 7→ ( fα(xα)) (5.23)

es continua si y sólo si todas las fα (α ∈ I ) son continuas.

Demostración. Para cada α ∈ I sea πX
α (resp. πY

α ) la α−ésima proyección de
∏

α∈I
Xα

sobre Xα (resp. de
∏

α∈I
Yα sobre Yα). Remarquemos primeramente que si la composición

fα ◦πX
α es continua, entonces fα es continua; pues πX

α es abierta y sobreyectiva y por
lo tanto para todo U ∈Yα:

πX
α (π

X
α )
−1[ f −1

α [U ]] = f −1
α [U ]

f −1
α [U ] =π

X
α [( f ◦π

X
α )
−1[U ]] ∈Xα (5.24)

Ahora el corolario resulta inmediatamente del teorema anterior según el diagrama
conmutativo (fig. 5.10).

πY
α ◦ f = fα ◦πX

α (5.25)

Nota. Un razonamiento análogo muestra que si las fα son sobreyectivas, f =
∏

α∈I
fα :

∏

α∈I
Xα→
∏

α∈I
Yα es abierta si y sólo si cada fα : Xα→ Yα es abierta.

Como aplicación del teorema 5.2.15 probaremos la siguiente:

Proposición 5.2.17 (álgebra de las funciones continuas). Si (X ,X ) es un espacio topo-
lógico y si C(X ,R) es el conjunto de las funciones reales continuas de X enR, entonces
C(X ,R) es un álgebra real que cumple:

f ∈C(X ,R)⇒ | f | ∈C(X ,R)
f , g ∈C(X ,R)⇒máx( f , g ), mı́n( f , g ) ∈C(X ,R).
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Figura 5.10:

Demostración. Si f y g son funciones continuas de X en R, entonces las funciones
f + g , resp. f · g son continuas; pues son las composiciones de la aplicación continua
5.2.15 ( f , g ): x 7→ ( f (x ), g (x )) de X en R2 y de las funciones continuas (x , y ) 7→ x + y ,
resp. (x , y ) 7→ x y de R2 en R.

Además | f | es continua si f lo es porque la función x 7→ |x | deR enR+ es continua.
De esto deducimos que

máx( f , g ) = 1/2( f + g + | f − g |) y mı́n( f , g ) =
1

2
( f + g − | f − g |)

son continuas si f y g lo son.

Ejercicio 5.2.18. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos. Probar que f : X → Y es
continua si y sólo si la aplicación g : x 7→ (x , f (x )) es un homeomorfismo de X sobre
la gráfica G de f (considerado como un subespacio del espacio producto X ×Y ).

Ejercicio 5.2.19. i) Probar la siguiente asociatividad del espacio producto: Sea
((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos y sea (Jβ )β∈K una partición de
I . Para cada β ∈ K denotamos por X ′β al espacio producto

∏

α∈Jβ

Xα. Entonces la

aplicación canónica del espacio producto
∏

α∈I
Xα sobre
∏

β∈K
X ′β es un homeomor-

fismo.

ii) Deducir de i) la conmutatividad del espacio producto: Seaσ una permutación
del conjunto de índices I . Entonces la aplicación (xα)α∈I 7→ (xσ(α))α∈I es un
homeomorfismo de

∏

α∈I
Xα sobre
∏

α∈I
Xσ(α).

Consideremos ahora brevemente aplicaciones f :
∏

α∈I
Xα→ (Y ,Y ), cuyo dominio

es un espacio producto.
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Sea a = (aα) ∈
∏

α∈I
Xα y β ∈ I . La aplicación fa ,β : Xβ → (Y ,Y ) definida por

fa ,β (xβ ) = f ((xβ , (aα)α̸=β ) (xβ ∈ Xβ ))

se llama β−ésima aplicación parcial definida por f en a . Evidentemente fa ,β = ( f ◦h )
donde h es la inmersión h : xβ 7→ (xβ , (aα)α̸=β ) de Xα en

∏

α∈I
Xα (5.2.11). h [Xβ ] es el corte

paralelo a Xβ por a en
∏

α∈I
Xα. La aplicación parcial fa ,β es continua precisamente si la

restricción de f a este corte es continua (fig. 5.11).

!
" ji

i
X

! #jXhf |

ja
C ,

ja
f ,

Y
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h

jX

Figura 5.11: j−ésima función definida por f en a

Se dice que f es parcialmente continua en a , si todas las aplicaciones parciales
fa ,β (β ∈ I ) son continuas en a . Puesto que la restricción f |h [Xβ ] es continua si f es
continua, resulta que:

Proposición 5.2.20. Una aplicación f de un espacio producto
∏

α∈I
Xα en un espacio

topológico (Y ,Y ) que es continua en a ∈
∏

α∈I
Xα es parcialmente continua en a .

Esta proposición naturalmente no permite inversión. Si
∏

α∈I
Xα→ (Y ,Y ) es con-

tinua sobre todo corte Xβ ×
∏

α̸=β
{aα} (β ∈ I ) por a , no tiene por que ser continua

en a .

Ejemplo 5.2.21. I = {1, 2}, X1 = X2 = Y =R. La función f : R2→R definida por

f (x1, x2) =

¨

0 si (x1, x2) = (0, 0)
2x1 x2

x 2
1+x 2

2
si (x1, x2) ̸= (0, 0)

es parcialmente continua en todo a ∈R2; en particular tenemos fa ,1 = fa ,2 = 0 para
a = (0,0). Sin embargo, f no es continua en (0,0); pues siempre que x1 = x2 se tiene
que f (x1, x2) = 1, luego ĺım

x1→0
f ((x1, x1)) = 1 ̸= f ((0, 0)).
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Esto significa intuitivamente que la restricción de f a cualquier recta vertical u
horizontal en el plano euclidiano es continua, mientras que su restricción a la línea
diagonal por (0, 0) no es continua.

5.3. Topologías iniciales y topologías finales

En las dos secciones anteriores se han expuesto una serie de propiedades análogas de
la topología inducida y de la topología producto.

Si (Y ,Y ) es un espacio topológico A ⊂ Y e iA : A → Y es la inyección canónica,
entonces la topología inducida porY sobre A es la topología más gruesa sobre A con
respecto a la cual iA es continua. Del mismo modo, la topología producto sobre

∏

Yα
es la topología más gruesa con respecto a la cual las proyecciones

πα :
∏

Yα→ (Yα,Yα) son continuas (α ∈ I ).

Además se cumple que: una aplicación f de un espacio topológico (X ,X ) en
(A,XA) (
∏

Yα respectivamente), es continua, si y sólo si las funciones iA o f (resp. πα
o f ) (α ∈ I ) lo son. Esta analogía nos conduce a analizar topologías definidas de tal
manera por aplicaciones sobre un conjunto Y cualquiera:

Problema de la topología inicial

Sea ((Yα,Yα))α∈I una familia de espacios topológicos y sea (gα)α∈I

una familia de aplicaciones de un conjunto Y en (Yα,Yα) (α ∈ I ).
¿Cuál es la topología más gruesa sobre Y con respecto a la cual

todas las aplicaciones gα son continuas?

(5.26)

Para una única aplicación g : Y → (Y ′,Y ′) (I unitario), el problema tiene una
solución muy sencilla: el lector ya tendrá suficiente experiencia en el manejo de la
preimagen de una colección de conjuntos para comprobar que:

g −1{Y ′}= {g −1[U ′] |U ′ ∈Y ′} (5.27)

es una topología sobre Y . Se llama imagen inversa de la topologíaY ′ por g .
Por la definición, g es continua con respecto a esta topología. Inversamente, toda

topología sobre Y con respecto a la cual g es continua contiene a todo g −1[U ′] (U ′ ∈
Y ′), por lo tanto a g −1{Y ′}. Entonces:

g −1{Y ′} es la topología más gruesa sobre Y que hace a g continua (5.28)

Ejemplo 5.3.1. Sea (X ,X ) un espacio topológico y A ⊂ X . Entonces la topología
inducida sobre A por X es la topología inversa de X bajo la inyección canónica
ia : A→ X (5.1.1).
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Para tratar el caso general de toda una familia de aplicaciones sobre Y , recordemos
que el conjunto T (Y ) de todas las topologías sobre un conjunto Y forma una retícula
con respecto a la inclusión (2.2.4). SiT ⊂T (Y ) es una colección no vacía de topologías
sobre Y , entonces ∩T es el ínfimo de T y la topología generada por la subbase ∪T es
el supremo de T en (T (Y ),⊂).

Consideremos una familia de funciones gα : Y → (Yα,Yα) (α ∈ I ). Si todas las gα son
continuas con respecto a una topologíaY ′ sobre Y , entoncesY ′ es más fina que toda
topología inversa g −1

α {Yα}, luego es más fina que el supremo de todas las topologías
g −1
α {Yα} (α ∈ I ). Inversamente siY es este supremo, entonces g −1

α {Yα} ⊂Y para todo
α ∈ I . Por lo tanto, todas las funciones gα (α ∈ I ) son continuas con respecto a Y .
Concluimos queY es la topología más gruesa sobre Y , que hace continuas a todas
las gα. En particular, tal topología existe siempre.

Definición 5.3.2 (topología inicial). Sea Y un conjunto y (gα)α∈I una familia de fun-
ciones gα que aplican Y en los espacios topológicos (Yα,Yα) respectivamente (α ∈ I ).
Entonces la topología más gruesa sobre Y con respecto a la cual toda función gα es
continua se llama topología inicial sobre Y definida por (gα)α∈I y se denota por I ( fα)I .
Por lo expuesto anteriormente I ( fα)I es el supremo de todas la topologías inversas
g −1
α [Yα] o sea:

H = ∪
α∈I

g −1
α {Yα} es una base de la topología inicial definida por (gα) sobre Y .

(5.29)

Ejercicio 5.3.3. Sea Y un conjunto, (gα)α∈I una familia de funciones gα que aplican
Y en los espacios topológicos (Yα,Yα) respectivamente. Supongamos que para todo
α ∈ I ,Hα es una subbase de la topologíaYα sobre Yα. Probar que ∪

α∈I
g −1
α {Hα} es una

subbase de la topología inicial definida por (gα)α∈I .

Analicemos cuándo una aplicación de un espacio topológico (X ,X ) en Y es conti-
nua con respecto a una topología inicial D sobre Y (fig. 5.12).
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(X ,X ) (Y ,Y )

(Y2,Y2)

f

g2◦ f

g2

Figura 5.12

El teorema siguiente generaliza las proposiciones (5.10) y 5.2.15.

Teorema 5.3.4 (propiedad universal de la topología inicial). Sea Y un conjunto, (gα)α∈I

una familia de funciones que aplican Y en los espacios topológicos (Yα,Yα) respecti-
vamente (α ∈ I ) y Y la topología inicial sobre Y definida por (gα)α∈I . Entonces una
aplicación f de un espacio topológico (X ,X ) en (Y ,Y ) es continua si y sólo si todas las
aplicaciones gα ◦ f son continuas (α ∈ I ).

Demostración. Si f es continua, las composiciones gα ◦ f lo son por 2.4.23. Suponga-
mos que todas las funciones gα ◦ f : (X ,X )→ (Yα,Yα) son continuas.H = ∪

α∈I
g −1
α {Yα}

forma una subbase de (Y ,Y ). Luego es suficiente probar que toda preimagen de un
conjunto U ∈H bajo f es abierto en (X ,X ). Sea U = g −1

α [Uα] con Uα ∈ Yα para un
α ∈ I . Puesto que gα ◦ f es continua, tenemos:

f −1[U ] = f −1[g −1
α [Uα]] = (gα ◦ f )−1[Uα] ∈X .

El teorema anterior explica la relación íntima entre las proposiciones 5.1.7 y (5.10),
(resp. entre 5.2.5 y 5.2.15). Puesto que la topología inducida y la topología producto son
topologías iniciales, tienen las propiedades universales (5.10) y 5.2.15 respectivamente.
Inversamente, la propiedad universal es característica para las topologías iniciales.

Corolario 5.3.5 (Caracterización de la topología inicial). Sea Y un conjunto y (gα)α∈I

una familia de funciones gα : Y → (Yα,Yα). Una topología Y sobre Y es igual a la
topología inicial I (gα)I si y sólo si tiene la propiedad universal formulada en 5.3.4.

Demostración. Supongamos queY cumpla la propiedad universal. Tomando como
(X ,X ) el espacio (Y ,Y )mismo y como f la aplicación 1Y : (Y ,Y )→ (Y ,I (gα)I ) vemos
que las funciones gα = gα ◦1Y son continuas. LuegoY es más fina que la topología
inicial I (gα)I .

Para probar el inverso tomamos como (X ,X ) el espacio (Y ,I (gα)I ) y como f la apli-
cación1Y : (Y ,I (gα)I )→ (Y ,Y ). Puesto que las aplicaciones gα = gα◦1Y : (Y ,I (gα)I )→
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(Yα,Yα) son continuas según la definición de la topología inicial (α ∈ I ), f = 1Y debe
ser continua. LuegoY es más gruesa que I (gα)I . Concluimos queY =I (gα)I .

El corolario siguiente generaliza las transitividades de las topologías inducidas y
producto (5.2.10).

Corolario 5.3.6 (transitividad de las topologías iniciales). Sea Y un conjunto, (gα)α∈I

una familia de funciones gα : Y → (Yα,Yα) y seaY la topología inicial sobre Y definida
por (gα)α∈I . Sea f una aplicación de un conjunto X en Y . Entonces la topología inicial
sobre X definida por las funciones gα ◦ f (α ∈ I ) es la imagen inversa de la topologíaY
bajo f :

I ( f ) =I (gα ◦ f )I (5.30)

Demostración. Puesto que f es continua con respecto a una topologíaX sobre X si y
sólo si todas las funciones gα ◦ f lo son, la topología más gruesa que hace continua a
f es igual a la topología más gruesa que hace continuas a todas las gα ◦ f (α ∈ I ).

Estudiaremos ahora unas topologías iniciales que no son topologías inducidas ni
topologías producto.

Ejemplo 5.3.7 (topologías débiles). Sea E un espacio vectorial (real o complejo) y sea F
un conjunto de formas lineales u : E →R (resp. u : E →C) sobre E . La topología inicial
definida por esta colección de funciones sobre E se llama topología débil definida por
el conjunto F de formas lineales. Puesto que esta topología no se cambia, si sustituimos
F por el espacio vectorial L (F )de formas lineales generado por F , en general se supone
que F ya es un espacio vectorial.

Por ejemplo, sea (E ,∥ · ∥) un espacio normado y consideremos el espacio vectorial
F de todas las formas lineales continuas sobre E . Entonces la topología inicial definida
por F se llama topología débil de E (sin precisar la colección de formas lineales). Una
aplicación f de un espacio topológico (X ,X ′) en E provisto de la topología débilX
es continua si y sólo si y ◦ f es continua para toda forma lineal continua y ∈ E ′. Si
tomamos como (X ,X ′) el espacio E provisto de la topologíaX∥·∥ definida por la norma
y como f la aplicación identidad 1E : (E ,X∥·∥)→ (E ,X ), vemos que 1E es continua, o
sea, la topología débil es más gruesa que la topología definida por la norma. Se puede
probar que ambas topologías son iguales si y sólo si E es de dimensión finita.

Pregunta. Proveamos al espacio normado (E ,∥ · ∥) de su topología débilX . ¿Cuál es
el conjunto de todas las formas lineales continuas sobre (E ,X )?

Pregunta. ¿Es posible interpretar la topología producto de RX como topología débil
definida por algún espacio vectorial de formas lineales sobre RX ? En caso afirmativo
diga cuál sería este espacio vectorial.



148 5.3. Topologías iniciales y topologías finales

Ejercicio 5.3.8. SeaX la topología débil de un espacio normado (E ,∥ · ∥). Probar que
X es compatible con la estructura vectorial de E o sea que cumple:

(EV1) La aplicación (x , y ) 7→ x + y de (E ,X )× (E ,X ) en (E ,X ) es continua.

(EV2) La aplicación x 7→λx de (E ,X ) en (E ,X ) es continua para todo escalar λ.

Nota. Los espacios vectoriales provistos de una topología compatible con la estructura
vectorial de E se llaman espacios vectoriales topológicos.

Ejemplo 5.3.9 (espacios enyugados). Sea (X , d ) un espacio seudométrico. Entonces
la topología asociadaXd es la topología inicial definida por las aplicaciones

da : x 7→ d (a , x ) de X en R (a ∈ X )

En efecto, las funciones da son continuas con respecto aXα (1.5.20). Por lo tanto,
Xd es más fina queI (da )X . Inversamente, todas las bolas d −1

a [(−ρ,ρ)] = Bd (a ,ρ) (ρ >
0) pertenecen a I (da )X . Concluimos queXd =I (da )X . Sea ahora, más generalmente,
M una colección arbitraria de seudométricas sobre X . Entonces la topología inicial
definida por las funciones

da : x 7→ d (a , x ) de X en R: (d ∈M , a ∈ X )

tiene como subbase la colección de bolas

B (M ) = {Bd (a ,ρ) |d ∈M , a ∈ X ,ρ > 0} (5.31)

Se dice queXM es la topología definida por la colecciónMde seudométricas so-
bre X .

Un subconjunto V ⊂ X es vecindad de a en (X ,XM ) si y sólo si existen d1, . . . , dr

∈M y ρ > 0 tales que

Bd1
(a ,ρ)∩ · · · ∩Bdr

(a ,ρ) = {x ∈ X | sup(d1(x , a ), . . . , dr (x , a ))<ρ} ⊂V .

Es evidente que la topologíaXM no cambia si adjuntamos aM los supremos sup
(d1, . . . , dr ) de seudométricas di ∈M (i = 1, . . . , r ). Puede suponerse sin pérdida de
generalidad queM contiene, con toda familia finita (d1, . . . , dr ), su supremo. Tales
colecciones de seudométricas se llaman saturadas. SiM es una colección saturada
de seudométricas, entonces V ⊂ X es vecindad de a ∈ X si y sólo si existe una bola
Bd (a ,ρ) (ρ > 0, d ∈M ) contenida en V .

Un espacio topológico (X ,X ) se llama enyugado, si existe una colección de seu-
dométricasM sobre X tal queX =XM . La clase de los espacios enyugados es más
amplia que la clase de los espacios metrizables. Por ejemplo, todo espacio producto
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RX (X ̸= ; un conjunto cualquiera) es enyugado (mientras que es metrizable sólo para
conjuntos numerables X , según veremos en el capítulo 10). Para verlo basta considerar
el conjuntoM de todas las seudométricas

( f , g ) 7→ | f (x )− g (x ) | sobre RX (x ∈ X )

Ejercicio 5.3.10 (espacios localmente convexos). Sea E un espacio vectorial real y sea
B una colección de seminormas sobre E .

i) Dar una definición de la topologíaXB definida sobre E análoga a la de la topo-
logíaXM .

ii) Determinar una subbase de la topologíaXB .

iii) Probar queXB es compatible con la estructura vectorial de E , o sea, que (E ,XB )
es un espacio vectorial topológico.

iv) B se llama saturado si contiene junto con seminormas cualesquiera p1, . . . , pr

también a las seminormas

sup(p1, . . . , pr ) y
r
∑

i=1

λi pi (λi ≥ 0).

Probar queB puede sustituirse por una colección saturada de seminormas sin
modificar aXB .

v) Probar que todo punto a ∈ E posee un sistema fundamental de vecindades
formado por conjuntos convexos en (E ,XB ).

Nota. Un espacio vectorial topológico (E ,X ) se llama localmente convexo si todo
punto a ∈ E posee un sistema fundamental de vecindades formado por conjuntos
convexos. La topología de tal espacio siempre puede definirse por una colección de
seminormas mediante la forma dada en el ejercicio 5.3.10.

Trataremos ahora las topologías finales rápidamente, puesto que los conceptos y
resultados serán muy similares a los ya estudiados para topologías iniciales.

Sabemos que una aplicación continua f : (X ,X )→ (Y ,Y ) sigue siendo continua
si sustituimosX por una topología más fina y Y por una topología más gruesa. El
problema dual al problema de la topología inicial es el siguiente:

Problema de la topología final

Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos y ( fα)α∈I una
familia de aplicaciones de Xα en un conjunto X (α ∈ I ) ¿Cuál es la
topología más fina sobre X con respecto a la cual las aplicaciones fα
son todas continuas?

(5.32)
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Evidentemente, una topologíaX sobre X hace continuas a todas las funciones fα
si y sólo si las preimágenes de cada U ∈X bajo fα son abiertas en (Xα,Xα) (α ∈ I ), o
sea, si y sólo si

X ⊂ {U ∈ B (X ) |∀α ∈ I : f −1
α [U ] ∈Xα}

Pero el conjunto del lado derecho es una topología. Con esto ya hemos hallado la
respuesta a la pregunta anterior.

Definición 5.3.11 (topología final). Sea X un conjunto y fα : (Xα,Xα)→ X aplicaciones
de espacios topológicos (Xα,Xα) en X . La topología más fina sobre X con respecto a
la cual todas las funciones fα son continuas se llama topología final definida por la
familia ( fα)α∈I y se denota por ℑ( fα)I .

Por el razonamiento anterior tenemos la siguiente equivalencia:

U es abierto en (X ,ℑ( fα)I )⇐⇒∀α ∈ I f −1
α [U ] ∈Xα (5.33)

Por dualidad se obtiene:

C es cerrado en (X ,ℑ( fα)I )⇐⇒∀α ∈ I f −1
α [C ] ∈Cα (5.34)

El teorema siguiente y sus corolarios son duales de los resultados 5.3.4, 5.3.5 y 5.3.6.

Teorema 5.3.12 (propiedad universal de la topología final). SeaX una topología final
sobre X definida por una famila de aplicaciones fα : (Xα,Xα)→ X (α ∈ I ). Entonces
(X ,X ) tiene la siguiente propiedad universal:

Una aplicación g de (X ,X ) en un espacio topológico
cualquiera (Y ,Y ) es continua si y sólo si toda aplicación
g ◦ fα : (Xα,Xα)→ (Y ,Y ) es continua (α ∈ I ).

(5.35)

Demostración. Ejercicio.

Corolario 5.3.13 (caracterización de la topología final). Si un espacio topológico
(X ,X ) verifica la propiedad universal (5.35) con respecto a una familia de aplicaciones
fα : (Xα,Xα)→ X , entoncesX = ℑ( fα)I .

Demostración. Ejercicio.

Corolario 5.3.14 (transitividad de la topología final). SeaX la topología final sobre
un conjunto X definida por una familia de aplicaciones fα : (Xα,Xα)→ X (α ∈ I ). Sea
g una aplicación de X en un conjunto Y . Entonces, la topología final sobre Y definida
por (g ◦ fα)α∈I es igual a la topología final sobre Y definida por la familia unitaria (g ):

ℑ(g ◦ fα)I = ℑ(g ) (5.36)
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Demostración. Ejercicio.

Pregunta. Sea (Xα)α∈I una familia de topologías sobre un conjunto X . Sea 1α la aplica-
ción identidad x 7→ x de (X ,Xα) sobre X . ¿Cuál es la topología final sobre X definida
por (1α)α∈I ? ¿Cuál es la topología inicial sobre X definida por (1−1

α )α∈I ?

Para concretar el concepto de topología final estudiaremos ahora brevemente el
caso de una sola función f que aplica un espacio topológico (X ,X ) en un conjunto Y .
Entonces la topología final sobre Y definida por la función f :

Y = {U ∈P (Y ) | f −1[U ] ∈X } (5.37)

se llama imagen directa de la topologíaX por f o topología de identificación (definida
por f : (X ,X )→ Y ). Pero

⇝¡Atención!Y no consiste sencillamente de todas la imágenes directas f [U ] de abier-
tos U ∈X . f : (X ,X )→ (Y ,Y ) no es necesariamente una función abierta, pues es bien
posible que U ∈X mientras que f −1[ f [U ]] /∈X . Sin embargo, si f es inyectiva, enton-
ces f −1[ f [U ]] =U para todo U ⊂ X y, por tanto, se cumple que U ∈X =⇒ f [U ] ∈Y .
Pero este caso no es muy interesante, porque f es entonces una inmersión de X en
Y . El problema interesante es analizar qué pasa con la topología Y si f identifica
diferentes puntos de X aplicándolos a un mismo punto de Y .

Si x ∈ Y \ f [X ], entonces f −1[{x }] = ;, luego {x } ∈Y . La topología final induce la
topología discreta sobre Y \ f [X ]. Por eso se presupone en general que f es sobreyectiva
si se considera la topología de identificación definida por f .

Definición 5.3.15 (identificación). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos. Una
aplicación f : (X ,X )→ (Y ,Y ) se llama identificación si es sobreyectiva, y si Y es la
topología final con respecto a f .

Si f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es una identificación, entonces una aplicación g de (Y ,Y )
en otro espacio topológico es continua si y sólo si g ◦ f es continua (5.3.12).

Del mismo modo es fácil caracterizar los abiertos y los cerrados de (Y ,Y ). Llama-
remos f -saturado a todo subconjunto A ⊂ X tal que f −1[ f [A]] = A. Un subconjunto
A ⊂ X es precisamente f −saturado si existe B ⊂ Y tal que A = f −1[B ]. De aquí con-
cluimos que:

Los abiertos de (Y ,Y ) son precisamente las imágenes de los subconjuntos abiertos
f −saturados de (X ,X ) por f (análogamente para los cerrados).

Nos preguntamos: ¿Cuándo una aplicación sobreyectiva f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es una
identificación? Necesariamente debe aplicar todo subconjunto abierto f −saturado de
(X ,X ) sobre un abierto de (Y ,Y ); pues, si A = f −1[B ] ∈X , entonces f [A] = B ∈ ℑ( f )
por (5.37). Aplicaciones con esta propiedad las llamaremos casi abiertas. Análogamen-
te llamaremos casi cerradas a todas las aplicaciones sobreyectivas f : (X ,X )→ (Y ,Y )
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que aplican todo subconjunto cerrado f −saturado de (X ,X ) sobre un cerrado de
(Y ,Y ).

Proposición 5.3.16 (caracterización de las identificaciones). Una aplicación sobreyec-
tiva f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es una identificación si y sólo si es continua y casi abierta (resp.
casi cerrada).

Demostración. Ejercicio.

Corolario 5.3.17. Sea f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una aplicación continua y sobreyectiva. Si f
es abierta o cerrada, entonces es una identificación.

Ejemplo 5.3.18. Sea X un subconjunto cerrado y acotado deR, provisto de la topología
inducida y sea f : X → (Y ,Y ) una aplicación continua y sobreyectiva, donde (Y ,Y )
es un AN1 espacio. Veremos que f es una aplicación cerrada. En efecto, si C ⊂ X es
cerrado en X , entonces es cerrado y acotado en R. Por ser (Y ,Y ) AN1, en este espacio
se puede caracterizar la cerradura mediante sucesiones. Si ( f (xn )) es una sucesión en
f [C ] que converge a un punto frontera y ∈ Y , entonces existe una subsucesión (xφ(n ))
de (xn ) que converge a un punto x ∈C . De aquí que

y = ĺım( f (xn )) = ĺım( f (xφ(n ))) = f (ĺım(xφ(n ))) = f (x ) ∈ f [C ],

o sea, f [C ] es cerrado. Concluimos que f es cerrada y, por 5.3.17, y es una identifica-
ción.

La terminología introducida (identificación, topología de identificación) y la utili-
dad de los nuevos conceptos se verá en la próxima sección.

Ejercicio 5.3.19. Probar que la composición de dos identificaciones es una identifica-
ción.

Ejercicio 5.3.20. Probar que la aplicación f : x 7→ x/ ∥ x ∥ del espacio (R∗)n+1, sobre
la esfera unitaria n−dimensional E n ⊂Rn+1 es una identificación.

Ejercicio 5.3.21. Sea (A,XA) un subespacio de un espacio topológico (X ,X ). Una
aplicación continua f : X → A se llama una retracción de X sobre A, si la restricción f |A
es la aplicación identidad sobre A. Probar que toda retracción es una identificación.

Ejercicio 5.3.22. Sea f : R→ [−1, 1] la función

x 7→

¨

sen 1/x si x ̸= 0

0 si x = 0

y seaX la topología de identificación definida por f sobre [−1, 1]. Probar que la única
vecindad de 0 ∈ [−1, 1] con respecto aX es todo [-1, 1].
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Ejercicio 5.3.23. Sea f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una identificación y A ⊂ X . Hallar condicio-
nes con las cuales la restricción g = f |A : x 7→ f (x ) de A sobre f [A] sea una identifica-
ción.

5.4. Espacios cociente

En la sección anterior hemos estudiado las topologías de identificación en abstracto
como caso particular de una topología final. Ahora analizaremos su sentido intuiti-
vo. Partiendo de un espacio topológico dado, podemos construir nuevos espacios
identificando ciertos de sus puntos.

Ejemplo 5.4.1. El círculo E 1 se obtiene partiendo del intervalo [0, 1] por identificación
de los puntos 0 y 1 (fig. 5.13).

Figura 5.13

Ejemplo 5.4.2. Si identificamos todos los puntos de la tapa de un cilindro obtenemos
un cono (fig. 5.14).

Figura 5.14
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Ejemplo 5.4.3. Partiendo del cuadrado I 2 = [0,1]× [0,1], obtenemos dos espacios
diferentes por identificación de los puntos de dos lados opuestos (fig. 5.15): Las flechas
indican cuándo identificamos los lados en igual sentido o en sentido opuesto.

Cilindro Banda de Möbius

Figura 5.15

En el primer caso obtenemos la superficie lateral de un cilindro. En el segundo
caso obtenemos la famosa banda de Möbius que tiene un único borde.

Ejemplo 5.4.4. Por identificación sucesiva de dos pares de lados opuestos de I 2 (en el
mismo sentido), obtenemos un anillo de dimensión 2 (fig. 5.16).

Figura 5.16

Ejemplo 5.4.5. Trataremos ahora de identificar los lados de I 2 mediante el esquema
siguiente (fig. 5.17).

El resultado (la llamada botella de Klein) ya no puede representarse de manera
adecuada enR3. Pero existe un modelo tridimensional que nos sirve para formarnos
una idea, aunque tenga autointersecciones que la botella de Klein no tiene (fig. 5.18).

Una identificación muy sencilla de puntos como en el ejemplo anterior ya transfor-
ma una superficie elemental en un espacio relativamente complejo, tal que nuestros
conceptos intuitivos se confunden. Esto nos muestra la necesidad de precisar formal-
mente la noción de un espacio obtenido por identificación de ciertos puntos de un
espacio topológico.
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Figura 5.17

Figura 5.18: Botella de Klein

Si identificamos puntos de un espacio X , consideremos a su vez el espacio de las
clases de equivalencia definidas por la relación

x R y ⇐⇒ x se identifica con y

Inversamente podemos interpretar todo conjunto cociente X /R como conjunto ob-
tenido por identificación de los puntos de X , que pertenecen a la misma clase de
equivalencia. Luego, nuestro problema consiste en definir una topología sobre X /R
partiendo de una topologíaX sobre X .

Parece natural llamar abierto a un conjunto U ⊂ X /R si y sólo si la unión de clases
en U es abierta en (X ,X ). Esto significa que U ⊂ X /R es abierto si y sólo si su imagen
inversa por la aplicación canónica ϕ : X → X /R es abierta.

Definición 5.4.6 (topología cociente, espacio cociente). Sea (X ,X ) un espacio topoló-
gico y R una relación de equivalencia sobre X . La topología de identificación definida
por la aplicación canónicaϕ : x 7→ [x ] de (X ,X ) sobre X /R se llama topología cociente
deX por R y se denota porX /R . Al espacio topológico (X /R ,X /R ) se le llama espacio
cociente de (X ,X ) bajo R (notación X /R cuando no existan dudas).

De la sección anterior tenemos las caracterizaciones siguientes:

A abierto en X /R ⇔ϕ−1[A] ∈X ⇔ ∪
[x ]∈A
[x ] abierto en (X ,X ) (5.38)

C cerrado en X /R ⇔ϕ−1[C ] ∈Cχ⇔∪[x ] cerrado en (X ,X ) (5.39)

g : X /R → (Y ,Y ) continua ⇔ g ◦ϕ : (X ,X )→ (Y ,Y ) continua (5.40)
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Consideremos ahora una aplicación f : (X ,X )→ (Y ,Y ) que sea compatible con la
relación R; o sea:

x R y =⇒ f (x ) = f (y ) para todos los x , y ∈ X (5.41)

La teoría de conjuntos nos muestra (ver apéndice) que en este caso existe una única
descomposición canónica de f :

f = f ◦ϕ (5.42)

donde f : X /R → Y asocia a toda clase [x ] el valor f (x ) (x ∈ [x ]).
La topología cocienteX /R está caracterizada por la propiedad universal de per-

mitir una descomposición continua de toda aplicación continua y R -compatible
f : (X ,X )→ (Y ,Y ) (fig. 5.19).

X ,X
ϕ //

f

""

X /R

f

��
(Y ,Y )

Figura 5.19.

f continua ⇐⇒ f continua

La aplicación f 7→ f establece una correspondencia biunívoca entre las aplica-
ciones continuas y R−compatibles f : (X ,X )→ (Y ,Y ), y las aplicaciones continuas
g : X /R → (Y ,Y ).
Nota (problema del levantamiento). Mucho más difícil que la descomposición canó-
nica de una función f con respecto a una relación sobre el espacio de partida es el
problema dual siguiente: sean (X ,X ) y (Y ,Y ) espacios topológicos y R una relación
de equivalencia sobre Y . Entonces, dada una aplicación continua g : X → Y /R , se
busca una aplicación continua g : X → Y tal que ϕ ◦ g = g (fig. 5.20).

X ,X
g //

g

""

(Y ,Y )

ϕ

��
X /R

Figura 5.20.
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Este problema de hallar un levantamiento continuo de g se puede también ca-
racterizar de la manera siguiente: determinar en cada clase de equivalencia g (x ) un
elemento g (x ) tal que la aplicación g : X → Y así definida sea continua. No trataremos
el problema de levantamiento en este libro.

Ejercicio 5.4.7. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos, R y Q relaciones de equiva-
lencia sobre X y Y resp. Supongamos que f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es continua y compatible
con estas relaciones, o sea:

x R y =⇒ f (x )Q f (y ) (5.43)

i) Probar que f : X /R → Y /Q definida por descomposición canónica de f a partir
del esquema (fig. 5.21), es continua.

X
f //

ϕ

��

Y

ψ

��
X /R

f

// Y /Q

Figura 5.21.

ii) Probar que, si ϕ yψ son abiertas, entonces se tiene el homeomorfismo.

(X ×Y )/(R ×Q )∼= X /R ×Y /Q (5.44)

donde:
((x , y ), (x ′, y ′)) ∈R ×Q ⇐⇒ (x , x ′) ∈R ∧ (y , y ′) ∈Q .

Consideremos ahora la descomposición canónica de una aplicación continua.
A toda aplicación f : (X ,X )→ (Y ,Y ) le asociamos la relación de equivalencia R f

sobre X , definida por
x R f y ⇐⇒ f (x ) = f (y ) (5.45)

Está claro que f es compatible con esta relación de equivalencia. La descompo-
sición correspondiente de f se llama descomposición canónica de f . Sabemos que
(véase apéndice) si f = f o ϕ es la descomposición canónica de f :

f es inyectiva (5.46)

f es biyectiva⇐⇒ f es sobreyectiva (5.47)
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⇝ Imaginémonos por un momento que f sea un morfismo de una categoría alge-
braica, por ejemplo, un homomorfismo sobreyectivo entre dos grupos G y H . En este
caso sabemos que f obtenida por descomposición canónica de f es un isomorfismo
de grupos (entre G /R f y H ). Podríamos esperar un resultado análogo para las apli-
caciones continuas como morfismos de la categoría de los espacios topológicos. Sin
embargo, esto no es cierto.

Ejemplo 5.4.8. Sea X =R con la topología discreta, Y =R provisto de la topología
usual y 1: X → Y la identidad. Entonces la relación de equivalencia asociada es la
relación identidad:

x R x ′⇐⇒ x = x ′

ϕ : X → X /R es un homeomorfismo pero f no puede serlo, ya que f no lo es. Conclui-
mos que f es una biyección continua pero no abierta, ni cerrada.

Nos preguntamos cuándo f es un homeomorfismo, o sea, un isomorfismo de la
categoría de los espacios topológicos.

Proposición 5.4.9. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos, f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una
aplicación sobreyectiva. Entonces la función f obtenida por descomposición de f es
un homeomorfismo de X /R f sobre (Y ,Y ) si y sólo si f es continua y casi abierta (o casi
cerrada). (Es decir, si y sólo si f es una identificación).

Demostración. f continua y casi abierta⇐⇒Y = ℑ( f )⇐⇒Y = ℑ( f )⇐⇒ f : X /R f →
(Y ,Y ) es un homeomorfismo; la primera equivalencia esta dada por la caracterización
5.3.16 de las topologías de identificación; la segunda por la transitividad de la topología
final (5.3.14).

En particular, si f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es sobreyectiva, continua y abierta (o cerrada),
entonces la función f obtenida por descomposición canónica de f es un homeomor-
fismo de X /R f sobre (Y ,Y ).

Para terminar esta sección consideraremos ahora una serie de ejemplos importan-
tes de espacios cociente.

Ejemplo 5.4.10 (toro). Sea X =R provisto de la topología usual y sea R la relación de
equivalencia siguiente sobre R:

x R y ⇐⇒ x = y (mód Z)⇐⇒ y − x ∈Z.

El espacio cociente T =R/Z :=R/R se llama toro unidimensional. Es homeomorfo
al círculo unitario E 1 = {x ∈C | |x |= 1}. En efecto, f : t → e 2πit es una aplicación con-
tinua, sobreyectiva y casi cerrada deR sobre E 1, entonces, define un homeomorfismo
f deR/R f =R/Z sobre E 1 (5.4.9). Por (5.4.7), las funciones continuas sobre T pueden
identificarse con las funciones continuas de período uno sobre R.
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Consideremos ahora análogamente sobre X =Rn la relación de equivalencia

x R y ⇐⇒ y − x ∈Zn

El espacio cociente Rn/Zn :Rn/R se llama toro n−dimensional y se denota por T n .
Esta notación no debe causar confusión, puesto que el toro n−dimensional es homeo-
morfo al producto T × · · ·×T (n veces).

En efecto, por el diagrama (fig. 5.22), (donde ϕ es la relación de equivalencia que
define T yϕ la que defineR/Zn ) se desprende que f es un homeomorfismo por ser f
casi cerrada.

Pregunta. ¿Por qué la aplicación t 7→ e 2πit de R sobre E 1 es casi cerrada? (Indicación:
Utilizar 5.3.8). ¿Es también cerrada?

R n
ϕ //

f =(ϕ,ϕ, . . . ,ϕ)
︸ ︷︷ ︸

n veces !!

R n/Z n

f

��
(R/Z )n

Figura 5.22.

Ejemplo 5.4.11 (espacios encogidos). Sea (X ,X ) un espacio topológico, A ⊂ X un
subespacio. A partir de A se define una relación de equivalencia RA que identifica los
puntos de A:

x RA y ⇐⇒ (x , y ∈ A)∨ (x = y )

El espacio cociente X /A := X /RA se llama espacio obtenido por identificación de los
puntos de A. Con esta noción hemos generalizado el procedimiento de los ejemplos
5.4.1 y 5.4.2.

En efecto E 1 se obtiene por identificación de los puntos de A = {0, 1} en el intervalo
I = [0, 1]:

[0, 1]/{0, 1} ∼= E 1 ∼= T 1.

De la misma forma, si (X ,X ) es un espacio topológico, X × I el cilindro de base X y
de altitud 1, entonces el cono correspondiente C (X ) se obtiene por identificación de
todos los puntos de

A = X ×{1} en X × I : C (X ) := X × I /X ×{1}
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Nota. Eventualmente el cono C (X ) puede tener más abiertos que su representación
geométrica. Consideremos por ejemplo el cilindro y el cono de altitud 1 sobre el
intervalo X = [0, 1). Sus representaciones geométricas son (fig. 5.23): El área sombreada
del cono es una vecindad del vertice v en C (X ),

! )(XC

Y

11

1

00

Figura 5.23:

puesto que su preimagen bajoϕ es una vecindad abierta saturada de X ×{1}=ϕ−1[{v }]
en X × I . Sin embargo, no es una vecindad de (0,1) en la representación geométrica
de C (X ).

Ejemplo 5.4.12 (espacios proyectivos). A todo espacio vectorial E se le puede asociar
un espacio proyectivo P (E ) definido como el conjunto de todas sus rectas a través
de 0. Más precisamente P (E ) es el conjunto cociente E∗ = E \{0} con la relación de
equivalencia∆ definida de la siguiente manera:

x∆y ⇐⇒∃ t ∈R∗, y = t x

Supongamos ahora que (E ,X ) sea un espacio vectorial topológico. Entonces se
provee canónicamente al espacio P (E ) = E ∗/∆ de la topología cociente asociada. La
aplicación canónica p : x 7→ [x ] de E ∗ sobre P (E ) se llama aplicación fundamental, es
continua y abierta. En efecto, si A ⊂ E ∗ es abierto, entonces

p−1[p [A]] = ∪
t ∈R∗

t A es abierto, por lo tanto p [A] ∈X /∆

En particular si E =Rn+1, entonces el espacio Pn (R) := (R∗)n+1/∆ se llama espacio
proyectivo de dimensión n (sobre R). Si

[x ] = {(t x0, . . . , t xn ) | t ∈R∗} ∈ Pn (R),

entonces los xi ∈R (i = 0, . . . , n ) se llaman coordenadas homogéneas del punto [x ].
Veremos ahora que Pn (R) es homeomorfo a espacios cocientes de la esfera unitaria
n−dimensional E n y de la bola unitaria cerrada B n .

Proveamos a la esfera n−dimensional E n = {x ∈ Rn+1 | ∥ x ∥= 1} ⊂ Rn+1 de la
topología inducida por la topología de Rn+1. Sea pE la restricción de la aplicación
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canónica de (R∗)n+1 sobre Pn (R) a E n . Esta aplicación pE : E n → Pn (R) es continua y
sobreyectiva. Además, por ser E n acotado y cerrado enRn+1 se tiene que pE es cerrada
(5.3.18). Resulta de 5.4.9 que pE es un homeomorfismo de E n/∆E sobre Pn (R), donde
∆E :=RP E es la relación de equivalencia inducida por∆ en E n . Hemos demostrado
que:

Pn (R) es homeomorfo al espacio E n/∆E , que se obtiene de la esfera E n

por identificación de puntos opuestos
(5.48)

Sea z = (1,0,0, . . . ,0) el Polo Norte de E n e identifiquemos Rn con el hiperplano
H = {x ∈ Rn+1|x0 = −1}. Entonces, la proyección estereográfica s de E n\{z } sobre
Rn se define de la manera siguiente: s (x ) es el único punto de H ∼=Rn tal que s (x ), x
y z son colineales (fig. 5.24). La gráfica muestra que s (x ) = (q (x ) · 2)/(1− 〈x , z 〉) =
2q (x )/(1− cosθ ), donde q es la proyección canónica de Rn+1

n
R

0x

)(5 x H

x

z

)(xq

!
"# zx,

I

Figura 5.24:

sobre Rn y θ es el ángulo entre los vectores x y z . Es fácil comprobar que s es un
homeomorfismo de E n\{z } sobreRn . La restricción de s a la esfera meridional E =
{x ∈ E n |x0 ≤ 0} es un homeomorfismo de E sobre la bola cerrada B ′(0, 2) de centro 0 y
de radio 2 en Rn . Los únicos puntos opuestos de E están situados sobre el ecuador y
son aplicados por s sobre puntos opuestos de la esfera E (0, 2)⊂Rn .

Utilizando ahora el resultado anterior obtenemos la siguiente proposición cuya
demostración detallada dejamos al lector:

Pn (R) es homeomorfo a toda bola cerrada Bn (0,ρ) en Rn , si se
identifican los puntos opuestos de la esfera correspondiente:
Pn (R)∼= B ′n (0,ρ)/∆B con x∆B y ⇐⇒ x = y ∨ x =−y ∈ E (0,ρ).

(5.49)
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Ejercicio 5.4.13. Sea f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una identificación y A ⊂ X . Probar que las
condiciones siguientes son equivalentes:

i) g : x 7→ f (x ) de A sobre f [A] es una identificación.

ii) Todo conjunto abierto g -saturado de A es la traza de un abierto f −saturado de
X sobre A.

iii) Todo conjunto cerrado g -saturado de A es la traza de un cerrado f −saturado
de X sobre A.

Probar que las condiciones siguientes son suficientes para que g sea una identifi-
cación:

iv) Para todo U ⊂ A, si U es g−saturado y abierto (resp. cerrado) en A, entonces
f −1[ f [U ]] es abierto (resp. cerrado) en X ;

v) A es abierto (resp. cerrado) y f −saturado en X ;

vi) Existe una aplicación u : X → A tal que f ◦u (x ) = f (x ) para todo x ∈ X .

Ejercicio 5.4.14 (espacio de suspensión). Si (X ,X ) es un espacio topológico, entonces
el espacio cociente (X × [−1, 1])/R , donde R = {X ×{1}, X ×{−1}}, se llama espacio de
suspensión de X y se denota por S (X ). Probar que:

i) S (X ) =C (X )/X (¿Por qué X puede considerarse como subespacio de C (X )?).

ii) C (X ) es homeomorfo al subespacio.

S+(X ) := {[(x , t )] ∈ S (X )|t ≥ 0} de S (X );

iii) Toda aplicación continua f : (X ,X )→ (Y ,Y ) induce aplicaciones continuas

C f : C (X )→C (Y ) y S f : S (X )→ S (Y )

Nota. En este caso (X × [−1,1])/R denota el espacio cociente cuyas únicas clases de
equivalencia no unitarias son X ×{1} y X ×{−1} (fig. 5.25).

Ejercicio 5.4.15. Probar los siguientes enunciados:

i) Existe un homeomorfismo de C (E n−1) sobre la bola unitaria cerrada B ′n ⊂R
n

(utilizar el ejemplo 5.3.18).

ii) Existe un homeomorfismo de E n sobre S (E n−1) y de B ′n/E n−1 sobre E n .
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)(XS

Figura 5.25:

5.5. Espacios Suma

A continuación utilizaremos algunas propiedades relativas a la suma de una familia
de conjuntos (remitimos al lector al apéndice).

Supongamos que tenemos una familia de espacios topológicos ((Xα,Xα))α∈I . En-
tonces parece natural definir sobre la suma X =∪Xα una topologíaX mediante una
sencilla adición de las topologíasX ′α imágenes de lasXα por las inyecciones canónicas
jα. Llamaremos abierto a todo subconjunto U ⊂ X si puede representarse como unión
∪
α∈I

U ′
α de abiertos U ′

α ∈X
′
α. Esto significa que U ∈X si y sólo si j−1

α [U ] ∈Xα para todo

α ∈ I .

Definición 5.5.1 (espacio suma). Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos.
Entonces el espacio topológico (X ,X ) se llama espacio suma de la familia ((Xα,Xα))α∈I

si X es el conjunto suma de la familia (Xα)α∈I y siX es la topología final definida por
la familia de las inyecciones canónicas asociadas jα : Xα→ X (α ∈ I ).

Notación.
(X ,X ) :=
∑

α∈I

(Xα,Xα); X =
∑

α∈I

Xα

Sea (X ,X ) =
∑

α∈I
(Xα,Xα) y sean jα : Xα→ X ′α ⊂ X las inyecciones canónicas. Enton-

ces, por (5.32), se cumple para todo subconjunto U ⊂ X :

U ∈X ⇐⇒∀α ∈ I j−1
α [U ] = j−1

α [U ∩X ′α] ∈Xα (5.50)

Si U ⊂ X ′α, entonces j−1
β [U ] = ; ∈Xβ para todo β ∈ I \{α}, por lo tanto:

U ∈X ⇐⇒ j−1
α [U ] ∈Xα para todo U ⊂ X ′α (5.51)
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Esto implica que las inyecciones jα : Xα → X son de hecho inmersiones de los
espacios Xα en el espacio suma X . De aquí deducimos las siguientes caracterizaciones
de los abiertos y los cerrados en (X ,X ):

U ⊂ X es abierto en (X ,X )⇐⇒U ∩X ′α
es abierto en (X ,X ) para todo α ∈ I .

(5.52)

C ⊂ X es cerrado en (X ,X )⇐⇒C ∩X ′α
es cerrado en (X ,X ) para todo α ∈ I .

(5.53)

La propiedad universal de las topologías finales nos permite caracterizar las apli-
caciones continuas sobre un espacio suma.

Proposición 5.5.2. Una aplicación g de un espacio suma
∑

α∈I
Xα en un espacio topoló-

gico (Y ,Y ) es continua si y sólo si todas las aplicaciones g ◦ jα : (Xα,Xα)→ (Y ,Y ) (resp.
las restricciones gα : g |X ′α de g a X ′α) son continuas.

Sabemos que, en general, para una partición cualquiera de un espacio topológico
(X ,X ), esta caracterización de las funciones continuas es falsa. Se cumple precisa-
mente para las particiones cuya suma topológica es todo el espacio. ¿Cómo pueden
reconocerse tales particiones?

Proposición 5.5.3. Sea (X ,X ) un espacio topológico y sea (Xα)α∈I una partición de X .
Entonces (X ,X ) es la suma topológica de los subespacios (Xα,XX α) si y sólo si todos los
Xα son abiertos en (X ,X ).

Demostración. La condición es necesaria por (5.52), tomando U = Xα (α ∈ I ). Inver-
samente supongamos que todos los Xα son abiertos. Sea jα la inyección canónica de
Xα en X . U ⊂ X es abierto en (X ,X ) si y sólo si j−1

α [U ] =U ∩Xα ∈XX α (puesto que
U = ∪

α∈I
U (U ∩XαyXX α ⊂X )). EntoncesX es la topología final definida por la familia

de inyecciones ( jα)α∈I .

Pregunta. ¿Podemos sustituir abierto por cerrado en la proposición anterior?

Ejemplo 5.5.4. Cada espacio discreto es homeomorfo a la suma de sus puntos.

Ejemplo 5.5.5. R\Z provisto por la topología inducida de la recta real es la suma de
los espacios abiertos (n , n +1) (n ∈Z). Veremos en el próximo capítulo que no existe
una representación de R\Z como suma de espacios más pequeños.

Ejemplo 5.5.6. Si α ∈ R es un número irracional. Entonces Q es suma de los dos
intervalos abiertos {x ∈Q | x <α} y {x ∈Q | x >α}.
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Figura 5.26:

La proposición anterior nos muestra que la adición de espacios topológicos con-
siste simplemente en poner un espacio al lado de otro. El espacio suma no forma
un todo sino se descompone en sus espacios sumandos. En cambio, una bola no es
simplemente una suma de dos semibolas (fig. 5.26).

Similarmente el intervalo [−1, 1] no es la suma del intervalo [−1, 0] y del intervalo
(0, 1] (fig. 5.27).
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Figura 5.27:

Esto significa: la topología de estos espacios (bola, intervalo) no puede reconstruir-
se sin más información de las topologías de los subespacios. Para obtener un ‘todo’, a
partir de los subespacios de una partición hay que pegar un subespacio al otro (y para
saber cuáles puntos hay que pegar se necesita más información).

La operación de pegar un espacio al otro se compone de dos operaciones elementa-
les: adición de dos espacios e identificación de ciertos puntos de la suma. Por ejemplo,
[−1, 1] se obtiene formando la suma topológica de [−1, 0] y de [0, 1] e identificando el 0
del primer intervalo con el del segundo.

Para definir cuáles puntos del primer espacio en una suma de dos espacios deben
identificarse con cuáles puntos del segundo se necesita una aplicación. Por ejemplo,
identificar en la suma de [0,1] y [2,3] los puntos 0 y 2, 1 y 3 para formar un círcu-
lo (fig. 5.28), la aplicación f de {0, 1} en {2, 3} está definida por f (0) = 2 y f (1) = 3. Si
queremos identificar diferentes puntos x , x ′ de X .
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Figura 5.28:

con el mismo punto de Y , entonces hay que identificar también los puntos x y x ′ en
el primer espacio. La relación de identificación

x R ∗y ⇐⇒ y = f (x )

no es una relación de equivalencia sobre X +Y . Para formar el espacio cociente hay
que considerar la relación de equivalencia generada por R∗:

z R z ′⇐⇒ z ′ = f (z )∨ z = f (z ′)∨ f (z ) = f (z ′)

Definición 5.5.7 (espacios de adjunción). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos,
A ⊂ X un subespacio cerrado y f : A→ Y una aplicación. Entonces el espacio cociente
de la suma topológica X +Y con la relación de equivalencia

z R z ′⇐⇒



















z ′ = f (z ) para z ∈ A, z ′ ∈ Y

z = f (z ′) para z ′ ∈ A, z ∈ Y

f (z ) = f (z ′) para z , z ′ ∈ A

z = z
′

para z ∈ (X \A)∪ (Y \ f (A))

se llama espacio obtenido pegando el espacio (Y ,Y ) al espacio (X ,X ) según la aplica-
ción f , y se denota por Y ⊔ f X .

No vamos a estudiar la teoría de los espacios de adjunción, sino solamente consi-
derar algunos ejemplos que muestran la gran variedad de espacios que se obtienen
pegando espacios relativamente elementales.

Ejemplo 5.5.8. Si A ⊂ (X ,X ) es vacío, entonces Y ⊔ f X = Y +X .
Si A = X , entonces Y ⊔ f X = Y .
Si Y = X , entonces Y ⊔1X

X = X .
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Ejemplo 5.5.9. Sean Y y B subconjuntos cerrados de (X ,X ) tales que X = Y ∪B y
A = Y ∩ B . Entonces X = Y ⊔ j B si j : A→ Y es la inyección canónica. En efecto, la
sobreyección canónica f : Y + B → X es continua y cerrada, por lo tanto es una
identificación. Resulta que (X ,X ) es homeomorfo a (Y + B )/R f = Y ⊔ j B . Casos
particulares:

i) Si X = bola cerrada en R, Y y B con dos semibolas cerradas opuestas de X , la
fórmula X = Y ⊔ j B significa que la bola X se obtiene por adjunción de B a Y ,
pegando las caras de las dos semibolas Y y B .

ii) El espacio topológico formado por la cifra 8, se obtiene pegando en un punto
los dos círculos que contiene.

Ejemplo 5.5.10. Sea B ′n la bola unitaria cerrada enR, E n−1 la esfera correspondiente y
f una aplicación de E n−1 en un espacio topológico (Y ,Y ). Entonces el espacio Y ⊔ f B ′n
se llama espacio obtenido por adjunción de una n−célula al espacio (Y ,Y ). El caso
n = 1 tiene una interpretación geométrica; puesto que B ′1 = [−1,1] y E 0 = {−1,1}, el
espacio Y ⊔ f B ′1 tiene una de las siguientes formas (fig. 5.29): Para n > 1, incluso para
n = 2, en general, no es posible

YY

Figura 5.29:

representar estos espacios de adjunción geométricamente. Por ejemplo, la aplicación
f 7→ z 2 de E 1 ⊂C en E 1, identifica los puntos ±z de E 1. El espacio E 1⊔ f B ′2 es homeo-
morfo a la esfera E 2 identificando los puntos opuestos de E 2. Concluimos, por 5.4.12,
que

E 1 ⊔ f B ′2
∼= P2(R)

Ejercicio 5.5.11. Sea 1: E 1 → E 1 la aplicación idéntidad. Probar que B ′2 ⊔ f B ′2 es
homeomorfo a E 2.

Ejercicio 5.5.12. Sea Y = [−1,1] y sea π: E 1→ Y la proyección (x1, x2) 7→ x1. Probar
que Y ⊔π B ′2 es homeomorfo a E 2 (fig. 5.30).
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Figura 5.30:



6
Conexidad y homotopía

Un espacio suma (X ,X ) =
∑

(Xα,Xα) consiste de componentes topológicamente
separadas. Un análisis de su estructura topológica se reduce de manera trivial al
análisis topológico de los espacios componentes (Xα,Xα).

Es natural preguntar cuándo un espacio topológico es coherente en el sentido de
que no permite tal reducción. Tales espacios llamados conexos serán estudiados en la
primera sección 6.1. Analizaremos en esta sección en particular el fundamento topoló-
gico del conocido Teorema del Valor Intermedio, y estudiaremos algunas aplicaciones
de su generalización a espacios conexos cualesquiera.

De manera natural se plantea el problema de si un espacio no conexo permite
siempre una descomposición en partes conexas. Este problema será tratado en la
sección 6.2. Además se describen en esta sección algunas técnicas sencillas para
distinguir espacios topológicos diferentes, o sea decidir si son homeomorfos o no.

El concepto ‘conexo’ es la noción más débil para analizar la coherencia de un
espacio topológico. Para muchos problemas del análisis se necesita una propiedad
más fuerte: la de ser conexo por caminos. Esta noción, que será estudiada en la sección
6.3, es importante también porque es el punto de partida para la teoría de homotopía.

Esta teoría estudia invariantes más sutiles de los espacios topológicos, asociándoles
los llamados grupos de homotopía. Dedicaremos las dos últimas secciones de este
capítulo a dicha teoría, por un doble motivo: 1◦. introducir al lector en una disciplina
de la topología algebraica, que se relaciona estrechamente con problemas geométricos
intuitivos, sin exigir el desarrolllo de un complejo aparato técnico como la teoría de
homología; 2◦. tratar sistemáticamente algunas nociones que son básicas en toda la
topología y que se aplican también en otras ramas de la matemática, por ejemplo, en
análisis complejo.

En la cuarta sección estudiaremos la relación de homotopía entre aplicaciones
continuas y espacios topológicos sin entrar en la teoría de los retractos, retractos
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de deformación, de nudos, etc. La relación de homotopía entre espacios juega un
papel importante en la topología, porque la mayoría de los invariantes topológicos
conocidos especialmente en topología algebraica, son invariantes con respecto a esta
relación de equivalencia.

En la sección 6.5 se construyen los grupos de homotopía de primera dimensión,
los llamados grupos fundamentales. Veremos que estos grupos son invariantes de las
clases de espacios homotópicos.

6.1. Espacios conexos

Decimos que un espacio topológico es conexo si no puede representarse como suma
de dos o más espacios topológicos no vacíos. Equivalentemente por 5.5.3:

Definición 6.1.1 (espacio, conjunto conexo). Un espacio topológico se llama conexo
si no existe una partición de X formada por dos abiertos no vacíos. A ⊂ (X ,X ) se dice
conexo si el subespacio (A,XA) es conexo.

Ejemplo 6.1.2. Todo espacio indiscreto es conexo. Ningún espacio discreto de más
de un punto es conexo. Si (X ,X ) es conexo, entonces es conexo para toda topología
más gruesa queX .

Ejemplo 6.1.3. Consideremos las cuatro distintas topologías sobre un espacio X de
dos puntos. La única topología que no lo hace conexo es la discreta. En particular el
espacio de Sierpinski (2.1.2) es conexo.

Ejemplo 6.1.4. Proveamos al conjunto N de la topología τ de los complementos
finitos. El lector verificará fácilmente que (N,τ) es conexo.

Un cuarto ejemplo, muy importante, se da en la siguiente caracterización de los
subconjuntos conexos de la recta real.

Teorema 6.1.5. Un subconjunto C de R es conexo si y sólo si es un intervalo.

Demostración. Recordemos que C ⊂R es un intervalo si y sólo si cumple para todo
x ∈R:

x , y ∈C , x < z < y ⇒ z ∈C (6.1)

Supongamos que C no es un intervalo. Entonces existen x , y ∈C y z ∈R \C tales que
x < z < y . Los subconjuntos abiertos no vacíos A = {c ∈C | c < z }, B = {c ∈C | c > z }
de C forman una partición de C : C no es conexo.

Inversamente supongamos que C es un intervalo. Veamos que es conexo. Supon-
gamos, por reducción al absurdo, que existen dos subconjuntos abiertos no vacíos A y
B del espacio C tales que A ∪B =C y A ∩B = ;. Intercambiando A y B si es necesario,
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existen a ∈ A, b ∈ B tales que a < b . Sea z = sup(A ∩ [a , b ]). z ∈ [a , b ] ⊂ C es punto
adherente de A en C . Puesto que A es cerrado en C (como complemento del abierto
B ) tenemos que z ∈ A y por lo tanto z < b . Por otra parte A es también abierto en
C . Por lo tanto, existe ϵ > 0 tal que [z , z + ϵ]⊂ A y z + ϵ < b . Pero esto contradice a la
definición z = sup(A ∩ [a , b ]). Concluimos que C es conexo.

En la práctica es conveniente tener algunas caracterizaciones equivalentes de los
espacios y subconjuntos conexos. Para esto precisemos primeramente el concepto
intuitivo de separación (fig. 6.1).

)(b)(a

Figura 6.1: (a) Conjuntos separados, (b) no separados

Definición 6.1.6 (conjuntos separados, separación). Sea (X ,X ) un espacio topológico
y C ⊂ X . Se dice que dos subconjuntos A, B ⊂ X estan separados en (X ,X ) si

A ∩B = ;= A ∩B

Se dice que A y B se tocan si no están separados.
Un par de subconjuntos separados (A, B ) se llama separación de C en X , si C ⊂

A ∪B , C ∩A ̸= ; y C ∩B ̸= ;.
Si (X ,X ) tiene una partición (A, B ) de abiertos no vacíos, el par (A, B ) es una sepa-

ración de X e inversamente.

Proposición 6.1.7 (caracterizaciones de espacios conexos). Un espacio topológico
(X ,X ) es conexo si y sólo si cumple una de las condiciones equivalentes siguientes:

i) No existe una separación de X en (X ,X );

ii) No existe una partición (Xα)α∈I formada por más de un abierto no vacío;

iii) (X ,X ) =
∑

α∈I
(Xα,Xα)⇒∃α ∈ I , tal que (X ,X ) = (Xα,Xα)

iv) No existe una partición de (X ,X ) formada por un número finito ≥ 2 de cerrados
no vacíos;

v) Los únicos subconjutos que son a la vez abiertos y cerrados son X y ;;



172 6.1. Espacios conexos

vi) No existe una sobreyección continua de (X ,X ) sobre el espacio discreto {1, 2};

vii) Toda aplicación continua de (X ,X ) en un espacio discreto es constante.

Demostración. Ejercicio.

Los últimos dos criterios probablemente son los más útiles. Permiten hacer más
económicas las demostraciones de diversas proposiciones sobre espacios conexos,
como se verá más adelante.

Ejemplo 6.1.8. Consideremos el espacio vectorial Mn (R) de todas las matrices reales
de tamaño n×n como el espacio euclidianoRn 2

, Mn (R) es conexo, pero el subconjunto
On (R) de todas las matrices ortogonales no es conexo, ya que la aplicación continua

det: Mn (R)→R

que asocia a cada matriz su determinante, aplica On (R) sobre el espacio discreto {−1, 1}.

Ejercicio 6.1.9. Probar el enunciado siguiente: Si C ⊂ (X ,X ) es conexo y si C contie-
ne puntos interiores y puntos exteriores de un conjunto A ⊂ X , entonces contiene
también puntos de la frontera de A.

Ejercicio 6.1.10. Pruebe que en un espacio topológico conexo (X ,X ) cada subconjun-
to propio no vacío tiene frontera no vacía. ¿Por qué en un espacio métrico no acotado
conexo ninguna esfera es vacía?

Caractericemos ahora los subconjuntos conexos de un espacio (X ,X ) por propie-
dades relativas a todo el espacio. Por la definición 6.1.1, un subconjunto C ⊂ X es
conexo si y sólo si no existen dos abiertos (resp. cerrados) A, B ⊂ X tales que

A ∩C ̸= ;, B ∩C ̸= ;, C ⊂ A ∪B y A ∩B ∩C = ; (6.2)

Proposición 6.1.11. Un subconjunto C de (X ,X ) es conexo si y sólo si no existe una
separación de C en (X ,X ).

Demostración. Si (A, B ) es una separación de C en (X ,X ), entonces (A ∩C , B ∩C )
forma una separación de C en (C ,XC ). Luego, por 6.1.7 i), C no puede ser conexo si
posee una separación en (X ,X ).

Inversamente supongamos que C no es conexo. Entonces existe una separación
(A, B ) de C en (C ,XC ). Puesto que A y B son cerrados relativos en C , se tiene que
A∩B = A∩ (C ∩B ) = AC ∩B = A∩B = ; y similarmente B ∩A = ;; por lo tanto (A, B ) es
una separación de C en (X ,X ).

Corolario 6.1.12. Sea (X ,X ) un espacio topológico, C ⊂ X y (A, B ) una separación de
un superconjunto D ⊃C en (X ,X ). Si C es conexo, entonces C ⊂ A o C ⊂ B .
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Demostración. Si C ∩ A ̸= ; y C ∩ B ̸= ;, entonces (A, B ) formaría una separación
de C .

Después de estas caracterizaciones de los espacios y subespacios conexos proba-
remos una serie de teoremas por medio del criterio vi) en 6.1.7.

Proposición 6.1.13. Sea A un subconjunto conexo de un espacio topológico (X ,X ).
Entonces todo subconjunto B ⊂ X , tal que A ⊂ B ⊂ A, es conexo. En particular, la
cerradura A es conexa.

Demostración. Sea f una aplicación continua de B en el espacio discreto {1, 2}. Sabe-
mos que f [A] es unitario, luego f [B ]⊂ f [A]⊂ f [A] es unitario. Concluimos que f no
es sobreyectiva.

Pregunta. ¿Si C ⊂ (X ,X ) es conexo, entonces
◦

C es necesariamente conexo?

Proposición 6.1.14. Sea (Cα)α∈I una familia de subconjuntos conexos de (X ,X ) que
tocan todos al conjunto Cβ (β ∈ I ). Entonces C = ∪

α∈I
Cα es conexo.

Demostración. Sea (A, B ) una separación de C . Por el corolario 6.1.12 tenemos Cα ⊂ A
o Cα ⊂ B para todo α ∈ I . Supongamos, en particular, que el conjunto Cβ que toca
a todos los demás conjuntos Cα (α ∈ I ) está incluido en A. Puesto que B ∩C ̸= ;,
existe γ ∈ I tal que Cγ ⊂ B . Pero A y B no se tocan, luego Cβ y Cγ no pueden tocarse.
¡Contradicción! Por lo tanto, no existe una separación de C .

Figura 6.2:

Corolario 6.1.15. Sea (Cα)α∈I una familia de subconjuntos conexos de (X ,X ) tal que
∩
α∈I

Cα ̸= ;. Entonces ∪
α∈I

Cα es conexo.

Corolario 6.1.16. Sea (Cn ) una sucesión de conjuntos conexos en (X ,X ) tales que Cn

toca a Cn+1 para todo n ∈N. Entonces ∪
n

Cn es conexo.
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Demostración. Por inducción se demuestra que los conjuntos C ′n = ∪i≤n
Cn son conexos.

Ahora sólo hay que aplicar la proposición anterior a la familia (C ′n ) que tiene la misma
unión de los (Cn ).

Pregunta. ¿Cómo puede generalizarse el enunciado anterior para una familia cual-
quiera de conexos (Cα)α∈I ?

⇝Nota. La intersección de dos conjuntos conexos no es, en general, conexa (fig. 6.2).
Incluso, la intersección de una sucesión decreciente de conjuntos conexos no es nece-
sariamente conexo: Un contraejemplo está dado por el espacio X = [−1, 1]2 \ {(0, 0)} y
los subconjuntos conexos

An = {(x , y ) ∈ X | |y | ≤ 1/n} (n ∈N∗)

cuya intersección es el segmento {(x , 0) |0< |x | ≤ 1} (fig. 6.3).

Figura 6.3:

La propiedad de ser conexo se mantiene bajo aplicaciones continuas.

Teorema 6.1.17. Sea f una aplicación continua de (X ,X ) en (Y ,D). Si (X ,X ) es conexo,
entonces f [X ] es conexo en (Y ,D).

Demostración. Sea g una aplicación continua del subespacio f [X ] en el espacio dis-
creto {1, 2}. Entonces g ◦ f es una aplicación continua de X en {1, 2}, luego g no puede
ser sobreyectiva.

A pesar de su sencillez, el teorema anterior tiene una importancia fundamental
como muestra la siguiente serie de corolarios.

Corolario 6.1.18. La conexión es una propiedad topológica.
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Corolario 6.1.19. Sea (X ,X ) un espacio conexo y R una relación de equivalencia
sobre X . Entonces el espacio cociente X /R es conexo.

Del análisis matemático se conoce la importancia del teorema del valor intermedio.
El teorema anterior permite una generalización de este teorema.

Corolario 6.1.20 (teorema del valor intermedio generalizado). Sea (X ,X ) un espacio
topológico conexo y f una función real continua sobre (X ,X ). Si x , y ∈ X y α ∈R son
tales que f (x )≤α≤ f (y ), entonces existe z ∈ X con f (z ) =α.

Demostración. Por 6.1.17 y 6.1.5 f [X ] es un intervalo en R.

Ejemplo 6.1.21. Sean (X ,X ), (Y ,D) espacios topológicos y sea f una aplicación con-
tinua de un subconjunto conexo A de (X ,X ) en (Y ,D). entonces la gráfica:

G f = {(x , f (x )) | x ∈ A}

es conexa en X × Y ; pues la aplicación F : x 7→ (x , f (x )) de A sobre G f ⊂ X × Y es
continua. Aplicamos entonces 6.1.17.

Ejemplo 6.1.22. La gráfica G ⊂ R2 de la función x 7→ sen 1
x sobre (0,∞) es conexa

(ejemplo anterior). Es fácil comprobar que G = G ∪ {(0, y ) ∈ R2 | − 1 ≤ y ≤ 1} en R2.
Concluimos que si G ⊂ S ⊂ {0}× [−1, 1]∪G , entonces S es conexo (fig. 6.4). La gráfica
G de x 7→ sen 1

x sobre R∗ = R\{0} no es conexa, pues H+ := {(x , y ) ∈ R2 | x > 0} y
H− = {(x , y ) ∈R2 | x < 0} forman una separación de G en R2. Sin embargo, si se añade
un solo punto de {0}× [−1, 1] a G , obtenemos un subconjunto conexo por 6.1.14.

1

1

1!

y

x

Figura 6.4: Gráfica de sen 1
x
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Daremos ahora tres ejemplos de las múltiples aplicaciones que encuentra el teore-
ma generalizado del valor intermedio.

Ejemplo 6.1.23 (existencia de soluciones). Supongamos que buscamos soluciones de
una ecuación

f (x ) =α (x ∈ X ) (6.3)

donde f es una aplicación real continua sobre un espacio conexo (X ,X ). Para probar
que existe una solución es suficiente, por el corolario anterior, hallar dos puntos
x1, x2 ∈ X tales que f (x1)≤ α≤ f (x2). Incluso, en este caso puede decirse más: todo
subconjunto conexo A de (X ,X ) que contiene a x1 y a x2 debe contener una solución
de (6.3). Por ejemplo, si (X ,X ) es un espacio vectorial topológico, entonces se halla
una solución de (6.3) sobre el segmento [x1, x2] que conecta x1, x2.

Ejemplo 6.1.24 (distinción entre espacios topológicos). Una técnica usual para exa-
minar una homeomorfia entre dos espacios topológicos (X ,X ), (Y ,D) se basa sobre
la observación siguiente: Si h : X → Y es un homeomorfismo, entonces para un sub-
conjunto cualquiera A de X los subespacios X \A y Y \h [A] deben ser homeomorfos,
luego deben tener los mismos invariantes topológicos. En lo que sigue daremos dos
aplicaciones sencillas de esta técnica:

i) EnR ninguno de los tres intervalos [0, 1], [0, 1), (0, 1) es homeomorfo al otro; pues
del primero podemos quitar a lo más dos puntos (0 y 1), del segundo uno (0) y
del tercero ningún punto sin violar la conexión de estos subespacios.

ii) La recta real no es homeomorfa a ningúnRn tal que n > 1; puesRn (n ≥ 2) sigue
siendo conexo si le quitamos un punto, lo cual no ocurre para R.

El teorema general donde se demuestra que Rn �Rm para m ≠ n es mucho más
profundo. Para su demostración se utilizan invariantes topológicos más sofisticados
relacionados con las técnicas de la teoría de homología.

Ejemplo 6.1.25 (aplicación a un problema geométrico). Probaremos que sobre cada
curva cerrada y rectificable enR3 existen cuatro puntos que están en un mismo plano y
que la dividen en partes de igual longitud. Sea x : s 7→ x (s ) una representación paramé-
trica de la curva que toma la longitud de la curva como parámetro: 0≤ s ≤ 1 (donde 1 es
la longitud total de la curva) y x (0) = x (1). Para s ∈ [0, 1/4] sea V (s ) el volumen orienta-
do del tetraedro con los vértices en x (s ), x (s+1/4), x (s+1/2), x (s+3/4). V : [0, 1/4]→R
es continua. El volumen orientado del tetraedro [x (0), x (1/4), x (1/2), x (3/4)] es el ne-
gativo del volumen del tetraedro [x (1/4), x (1/2), x (3/4), x (1)] puesto que x (1) = x (0).
Concluimos que −V (0) =V (1/4); por lo tanto existe s0 ∈ [0, 1/4] tal que V (s0) = 0. Los
puntos x (s0), x (s0+1/4), x (s0+1/2), x (s0+3/4) están entonces en el mismo plano.
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Está claro que la propiedad de ser conexo no se hereda a los subespacios ni a
los espacios suma. Sin embargo, hemos visto que se hereda a los espacios cocientes.
Queda por aclarar qué pasa con los espacios producto.

Proposición 6.1.26. Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos no vacíos.
Entonces:
∏

α∈I
Xα es conexo⇐⇒ (Xα,Xα) es conexo para todo α ∈ I .

Demostración. La implicación⇒ resulta del teorema 6.1.17, puesto que los Xα son las
imágenes continuas de

∏

α∈I
Xα bajo las proyecciones πα (α ∈ I ).

⇐: Supongamos que todos los Xα (α ∈ I ) son espacios conexos. Demostraremos
primero que si el número de espacios es finito su producto es conexo. Para ello sólo
tenemos que probar que si (X ,X ), (Y ,D) son conexos, X × Y es conexo. Pero esto
es evidente (6.1.14), puesto que X × Y = ∪

x∈X
{x } × Y ∪ X × {y0} para un elemento

cualquiera y0 ∈ Y ; {x } × Y ∼= Y (x ∈ X ) y X × {y0} ∼= X son conexos por hipótesis y
tienen todos una intersección no vacía con X ×{y0}.

Consideremos ahora el caso general. Sea c = (cα) ∈
∏

α∈I
Xα un elemento fijo y C la

unión de todos los subconjuntos conexos en
∏

α∈I
Xα que contiene a c . El conjunto C es

conexo por 6.1.15 y C contiene a todos los subconjuntos (conexos) de la forma

r
∏

j=1

Xα j
×
∏

β∈I \{α1,...,αr }
{cβ } ∼=

r
∏

j=1

Xα j
,

por lo tanto es denso en
∏

α∈I
Xα. Concluimos, por 6.1.13 que

∏

α∈I
Xα =C es conexo.

Por medio de los teoremas probados es fácil verificar que los siguientes espacios
son conexos:

– el espacio euclidiano Rn , por 6.1.5 y 6.1.26.

– el espacio RX de todas las funciones reales sobre un conjunto X ≠ ; provisto de
la topología de la convergencia puntual, por 6.1.5 y 6.1.26.

– el toro n−dimensional T n , por 6.1.9 y 6.1.26.

– el espacio proyectivo n−dimensional P n (R), por 6.1.9.

– todo cilindro, todo cono y todo espacio de suspensión sobre una base conexa,
por 6.1.9 y 6.1.26.

Ejercicio 6.1.27. Probar que si (X ,X ) y (Y ,Y ) son espacios conexos, A ⊂ X es un
cerrado no vacío y f : A→ Y es una aplicación, entonces Y ⊔ f X es conexo.
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Ejercicio 6.1.28. Sea x : t 7→ x (t ) (0 ≤ t ≤ 1) una curva cerrada. Entonces existe
un cuadrado circunscribiendo la curva x . (Indicación: considerar a (ϕ)− b (ϕ) en la
fig. 6.5).

)(!a

!

)(!b

Figura 6.5: Curva inscrita en un rectángulo

Ejercicio 6.1.29. Sea A un subespacio conexo en un espacio conexo (X ,X ). Sea B
abierto y cerrado en X \A. Probar que A ∪B es conexo.

Ejercicio 6.1.30. Sea C un subconjunto de un espacio métrico (X , d ). Probar que C
no es conexo si y sólo si existen conjuntos abiertos A, B ⊂ X tales que

i) A ∩B = ;,

ii) C ⊂ A ∪B ,

iii) A ∩C ̸= ; y B ∩C ̸= ;.

Probar que esto no se cumple en un espacio topológico cualquiera. (Indicación:
considérese el espacio X = {0, 1, 2} con la topologíaX = {;, X ,{0},{0, 1},{0, 2}}. En un
espacio topológico cualquiera hay que sustituir i) por i′): A ∩B ∩C = ;).

Ejercicio 6.1.31. Sea (X ,≤)un conjunto ordenado. ¿Cuándo X , provisto de la topología
de orden, es conexo?

Ejercicio 6.1.32. Sea A ⊂Rn numerable. Probar que Rn \A es conexo si n ≥ 2.

6.2. Componentes conexas

Si un espacio topológico no es conexo, se plantea el problema de si puede descompo-
nerse en sus partes conexas tal que sea homeomorfo a la suma de estos subespacios.
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Para investigar esta cuestión parece natural considerar los subespacios conexos maxi-
males de (X ,X ). Si C , D ⊂ X son conexos maximales en (X ,X ) y C ∩D ≠ ;, entonces
C =D porque C ∪D es conexo. Esto muestra que diferentes conexos maximales en X
son disjuntos. Nos preguntamos si existen tales subespacios conexos maximales. Por
6.1.15, para todo x ∈ X , la unión Cx de todos los subconjuntos conexos C ⊂ X que
contienen a x es conexa, por lo tanto es el mayor conexo que contiene a x . Concluimos
que para todo x ∈ X existe un subespacio conexo maximal que le contiene. Los conexos
maximales en (X ,X ) forman una partición de X .

Definición 6.2.1 (componente conexa). Sea (X ,X ) un espacio topológico. El mayor
subconjunto conexo en (X ,X ) que contiene a x se llama componente conexa de x en
(X ,X ) y se denota por Cx .

Puesto que las componentes conexas forman una partición de X , pueden inter-
pretarse como clases de una relación de equivalencia, a saber:

x R y ⇔ existe un subconjunto conexo C ⊂ (X ,X ) que conecta

(o sea, contiene ) a x y y

Evidentemente se tiene:

x R y ⇐⇒Cx =Cy ⇐⇒ y ∈Cx ⇐⇒ x ∈Cy (6.5)

Tenemos ahora dos nuevos criterios sencillo de conexión:

(X ,X ) es conexo⇐⇒ (X ,X ) tiene una única componente conexa
⇐⇒ para todos los puntos x , y ∈ X existe un conexo C ⊂ X que

conecta x y y .
(6.6)

Proposición 6.2.2. Sea (X ,X ) un espacio topológico. Entonces:

i) Toda componente conexa en (X ,X ) es cerrada.

ii) Dos componentes conexas distintas están separadas.

iii) Si U ⊂ X es abierto y cerrado y contiene a x , entonces Cx ⊂U .

Demostración. i) Si Cx es un conexo maximal, entonces C x es conexo y contiene a
Cx , luego C x =Cx .

ii) Dos cerrados disjuntos están siempre separados.
iii) U ∩Cx ̸= ; es abierto y cerrado en Cx , entonces es igual a Cx por 6.1.7 (v).

Ejemplo 6.2.3. En R \Z provisto de la topogía inducida por la topología usual de R,
las componentes conexas son los intervalos (n , n +1) con n ∈Z. (Estos intervalos son
cerrados en R \Z).
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Ejercicio 6.2.4. Probar que la componente conexa de un punto x = (xα) en un espacio
producto
∏

α∈I
Xα es el producto de las componentes conexas de xα en los espacios

coordenados (Xα,Xα):
Cx =
∏

α∈I

Cxα (6.7)

Si f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es una aplicación continua, entonces aplica toda compo-
nente conexa C de (X ,X ) en un conjunto conexo de (Y ,Y ) porque f [C ] es conexo.
En particular, todo homeomorfismo h : (X ,X )→ (Y ,Y ) induce una biyección entre las
componentes conexas de (X ,X ) y de (Y ,Y ). Por lo tanto el cardinal de las componentes
conexas de (X ,X ) es un invariante topológico de (X ,X ). Si aplicamos esta observación
a ciertos subespacios X \A de (X ,X ) usando el método explicado en el ejemplo 6.1.24,
obtenemos criterios eficientes para distinguir diferentes espacios topológicos. En el
caso más sencillo se considera el complemento de un conjunto unitario en (X ,X ).

Definición 6.2.5 (punto de intersección). Sea (X ,X ) un espacio conexo. Entonces
x ∈ X se llama punto de intersección de orden k ∈N si X \ {x } tiene k componentes
conexas.

Puesto que todo homeomorfismo h : (X ,X )→ (Y ,Y ) aplica un punto de intersec-
ción de orden k en (X ,X ) a un punto de intersección de orden k en (Y ,Y ), el cardinal
de los puntos de intersección de orden k (k ∈N) es un invariante topológico de (X ,X ).
Pregunta. ¿Cómo puede reformularse el razonamiento del ejemplo 6.1.24 ii), mediante
el nuevo concepto?

Ejemplo 6.2.6. Los espacios uno-dimensionales de la figura tienen puntos de inter-
sección de diferentes ordenes, 1, 2 y 3 (fig. 6.6).

Figura 6.6:

Por lo tanto no son homeomorfos. Este método de distinguir entre distintos espa-
cios topológicos ya lo hemos utilizado intuitivamente en el capítulo 2.

Ejemplo 6.2.7. El método de considerar el número de las componentes conexas de
X \A para conjuntos unitarios A = {x } no permite distinguir entre los espacios de la
(fig. 6.7)
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Figura 6.7:

En este ejemplo es suficiente considerar subconjuntos A de dos puntos. Quitan-
do dos puntos del primer espacio obtenemos siempre dos componentes conexas,
mientras no ocurre lo mismo para el segundo.

Otro método es de limitar el análisis a vecindades pequeñas de ciertos puntos. Un
punto x ∈ (X ,X ) se llama punto de intersección local de orden k , si existe una vecindad
conexa V de x en (X ,X ) tal que V \ {x } tiene k componentes conexas. Si (X ,X ) y
(Y ,Y ) son homeomorfos, deben tener el mismo cardinal de puntos de intersección
local de orden k .

Puesto que el segundo espacio posee, a diferencia del primero, un punto de in-
tersección local de orden 3, no son homeomorfos. La teoría de homología permite
generalizar esta técnica a espacios de dimensión superior.

Ejemplo 6.2.8. Ya para variedades de dimensión 2 el problema de distinción topo-
lógica es mucho más difícil, aunque se utiliza la misma técnica. Por ejemplo, para
distinguir entre la esfera 2−dimensional y el toro 2−dimensional (fig. 6.8) es natural
quitar un subespacio ‘de dimensión 1’. Tomando para A el círculo delineado en T 2

A

A

Figura 6.8: Esfera E 2 Toro T 2

vemos que T 2 \ A es conexo, mientras que parece evidente que todo círculo sobre
la esfera E 2 la divida en dos componentes conexas. En efecto, esto se cumple; pero
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la demostración es difícil. Equivale a probar el Teorema de Jordan que dice: Toda
curva cerrada y simple Γ enR2 divideR2 en dos componentes conexas y es su frontera
común.

Todavía no hemos resuelto nuestro problema inicial. Hemos obtenido una parti-
ción de todo espacio topológico (X ,X ) formado por cerrados conexos y mutuamente
separados. Sin embargo, esto no permite en general reconstruir la topología de (X ,X )
por las topologías de sus componentes conexas, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.2.9. Consideremos X =Q provisto de la topología usual. Si A ⊂ X tiene
al menos dos puntos r, s (r < s ), entonces A no es conexo; pues existe un número
irracional z tal que r < z < s y luego los dos conjuntos {x ∈Q | x < z } y {y ∈Q | y > z }
forman una separación de A. Concluimos que las componentes conexas son los puntos
unitarios. Por supuesto, la topología usual deQ no puede reconstruirse partiendo de
las topologías de sus subconjuntos unitarios. La topología suma de las componentes
conexas deQ es la topología discreta.

Definición 6.2.10 (totalmente disconexo). Un espacio topológico (X ,X ) se llama
totalmente disconexo, si para cada x ∈ X las componentes conexas Cx se reducen
a {x }.

Evidentemente todo espacio discreto es totalmente disconexo. En lo siguiente
daremos otro ejemplo de un espacio totalmente disconexo no discreto que ha jugado
un papel importante en la historia de la topología.

Ejemplo 6.2.11 (Conjunto de Cantor). Sea An = {0,2} para cada n ∈ N. Entonces
∏

n∈N
An = {0, 2}N es el conjunto de todas las sucesiones (xn ), tales que xn ∈ {0, 2}. Se ve

fácilmente que la aplicación g :
∏

n∈N
An → [0, 1] definida por g ((xn )) =

∞
∑

n=1

xn
3n es inyectiva.

La imagen de g en [0, 1] se llama el conjunto de Cantor, el cual geométricamente puede
ser descrito como sigue: Dividamos [0, 1] en tres partes iguales y retiremos el intervalo
intermedio (1/3,2/3); esto elimina todos los números reales en [0,1], que requieren
x1 = 1 en su desarrollo triádico (esto es, xi es 0, 1 o 2). Como segundo paso retiremos
los intervalos intermedios de cada uno de los intervalos restantes [0,1/3], [2/3,1],
eliminando así todos los números reales en [0, 1] que requieren x2 = 1 en su desarrollo
triádico. Procediendo análogamente, retiramos, en el n−ésimo paso, la unión Mn de
los intervalos intermedios de los 2n−1 intervalos presentes. Entonces C = [0, 1]\ ∪

n∈N
Mn

es el llamado conjunto de Cantor y consiste de todos los números reales en [0, 1], que
no requiren el uso de 1 en su desarrollo triádico.

Como el desarrollo (no utilizando 1) de cada elemento de [0, 1] es único, g es una
biyección de
∏

n∈N
An en C . Más precisamente, poniendo sobre An = {0, 2} la topología



6. Conexidad y homotopía 183

discreta y considerando el espacio producto
∏

n∈N
An y C con la topología usual de R

tenemos que g es un homeomorfismo de
∏

n∈N
An sobre C .

Demostración. Ejercicio.

Puesto que, por el ejercicio 6.2.4, todo producto de espacios totalmente disconexos
es totalmente disconexo, el conjunto de Cantor también lo es.

La importancia histórica del conjunto de Cantor resulta del hecho de que ha
permitido probar la existencia de las curvas de Peano. Ya al inicio de la teoría de
conjuntos se supo que existen aplicaciones del intervalo I = [0,1] sobre el cuadrado
I 2 (Cantor a Dedekind, 1877: Lo veo pero no puedo creerlo). Se planteó entonces el
problema topológico de si es posible hallar una sobreyección continua de I sobre
I k (k ≥ 2). Tales sobreyecciones se llaman curvas de Peano (curvas que llenan todo el
espacio).

Teorema 6.2.12 (existencia de las curvas de Peano). Para todo cardinal k existe una
sobreyección continua de I sobre I k (I∞ := I N es el llamado cubo de Hilbert).

Demostración. 1. Utilizando la notación del ejemplo anterior, probaremos primero
que la aplicación f :

∏

n∈N
An → I , definida por

f : (xN) 7→
∞
∑

n=1

xn

2n+1

es una sobreyección continua.

Todo x ∈ [0,1] puede escribirse en la forma
∞
∏

n=1

xn
2n+1 (representación diádica), por

lo tanto f es sobreyectiva. Dado un ϵ > 0, escogemos un k ∈N tal que
∞
∑

n=k+1

2
2n+1 < ϵ.

Entonces se cumple para la vecindad U = {x1}× · · · × {xk }×
∞
∏

n=k+1
An de (xn ) en

∞
∏

n=1
An

que:

(yn ) ∈U ⇒ | f ((yn ))− f ((xn ))|=

�

�

�

�

�

∞
∑

n=1

(yn − xn )
2n+1

�

�

�

�

�

≤

�

�

�

�

�

∞
∑

n=k+1

2

2n+1

�

�

�

�

�

< ϵ

Esto demuestra la continuidad de f .
2. Dado k ≤∞, tomamos una partición de N : {I j }1≤ j≤k tal que Card I j =Card N

para j = 1, . . . , k . Por la ley de asociatividad para los espacios producto (5.2.19) sabemos
que

�

∏

n∈N
An

�k

∼=
∏

n∈I

An ×
∏

n∈I2

An ×
∏

n∈I3

An × · · · ∼=
∏

n∈N
An (6.8)
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Sea ahora g −1 el homeomorfismo del conjunto de Cantor C sobre
∏

n∈N
An y h el

homeomorfismo de
∏

n∈N
An sobre (
∏

n∈I
An )k (por (6.8)). Entonces la aplicación:

F :=

�

k
∏

1

f

�

◦h ◦ g −1 :C → I k

es una sobreyección continua. Sean πi ◦ F :C → I (i = 1, . . . , k ) las funciones coorde-
nadas de F .

Recalcamos queC ⊂ I se obtiene quitando sucesivamente intervalos intermedios.
Extendamos cada πi ◦ F :C → I a una función continua Fi : I → I definiendo Fi afín-
lineal sobre cada intervalo omitido. Entonces, por la teorema 5.2.15, eF := (Fi )1≤i≤k : I →
I k es una aplicación continua y como F̃ |C = F , F̃ también es sobreyectiva.

Después de esta disgresión volvamos a analizar nuestro problema inicial.
Los espacios totalmente disconexos no discretos nos sirven como ejemplos extre-

mos de espacios cuya topología no puede reconstruirse a partir de la topología de sus
componentes conexas.

Un espacio topológico es la suma topológica de sus componentes conexas, si y
sólo si éstas son todas abiertas. Introduciremos ahora una condición suficiente para
que ello suceda.

Definición 6.2.13 (espacios localmente conexos). Un espacio topológico (X ,X ) se lla-
ma localmente conexo si para cada x ∈ X existe un sistema fundamental de vecindades
conexas.

Proposición 6.2.14. En un espacio localmente conexo toda componente conexa es
abierta.

Demostración. Sea C una componente conexa. Para todo y ∈C existe una vecindad
conexa V . Concluimos que V ⊂ C , o sea, que C es vecindad de cada uno de sus
puntos.

Corolario 6.2.15. Todo espacio localmente conexo es la suma de sus componentes
conexas.

Si (X ,X ) es localmente conexo, evidentemente todo subconjunto abierto U ⊂ X
forma un subespacio localmente conexo. De aquí se concluye la siguiente ampliación
de la proposición anterior.

Corolario 6.2.16. Para un espacio topológico (X ,X ) las condiciones siguientes son
equivalentes:
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(LC 1) (X ,X ) es localmente conexo.

(LC 2) Las componentes conexas de todo subespacio abierto (A,XA) son abiertas.

(LC 3) Los subconjuntos abiertos conexos de (X ,X ) forman una base deX .

Demostración. (LC 1)⇒ (LC 2) por el razonamiento anterior. (LC 2)⇒ (LC 3). Todo
abierto A ⊂X es la unión de sus componentes conexas. (LC 3)⇒ (LC 1); inmediato
de 2.3.8.

Ejemplo 6.2.17. Los espacios euclidianos Rn (n ≥ 1) son localmente conexos, puesto
que las bolas B (x ,ρ)⊂Rn son conexas. Como veremos en la sección siguiente niQ ni
I=R \Q son localmente conexos.

Ejemplo 6.2.18. Todos los espacios discretos y todos los espacios indiscretos son
localmente conexos. Todo espacio discreto con más de un punto da un ejemplo para
un espacio que es localmente conexo pero no conexo. El inverso es también posible
como mostrarán los ejemplos siguientes.

Ejemplo 6.2.19. Sea X ⊂R2 la gráfica de la función

g : x 7→

¨

sen 1/x si x ̸= 0

0 si x = 0

X es conexo (6.1.22). Sin embargo, no es localmente conexo: (0,0) ∈ X no posee un
sistema fundamental de vecindades conexas (fig 6.9).

)0,0(

Figura 6.9: Conjunto no localmente conexo
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La imagen de un espacio localmente conexo por una aplicación continua no es
localmente conexa en general. Si esto fuese cierto, todo espacio topológico (X ,X )
sería localmente conexo, pues es imagen continua del espacio discreto (luego local-
mente conexo) (X ,P (X )). Veremos en la siguiente proposición que las identificaciones
mantienen la conexión local.

Proposición 6.2.20. Cada espacio cociente X /R de un espacio localmente conexo
(X ,X ) es localmente conexo.

Demostración. Verificaremos que X /R satisface al criterio (LC 2). Sea ϕ la aplicación
canónica de X en X /R y sea A ⊂ X /R un abierto. Debemos probar que toda compo-
nente conexa C ⊂ A es abierta. Comoϕ es identificación, bastará probar queϕ−1[C ] es
abierto. Si Cx es la componente conexa (abierta) de x ∈ϕ−1[C ] en ϕ−1[A] ∈X , enton-
ces ϕ[Cx ]⊂ A es conexo y contiene a ϕ(x ) ∈C . Puesto que C es el mayor conexo en A
que contiene a ϕ(x ), tenemos ϕ(x ) ∈ϕ[Cx ]⊂C y por lo tanto ϕ−1[C ] = ∪

ϕ(x )∈C
Cx ∈X .

Concluimos que C es abierto en X /R .

Ejemplo 6.2.21. El toro n−dimensional T n y el espacio proyectivo n−dimensional
P n (R) son localmente conexos.

Un espacio producto de una familia infinita de espacios localmente conexos no
es necesariamente localmente conexo. Considérese, por ejemplo, el discontinuo de
Cantor.

Proposición 6.2.22.
∏

α∈I
Xα es localmente conexo si todo espacio (Xα,Xα) es localmente

conexo y si además casi todos los espacios (Xα,Xα) son conexos (α ∈ I ).

Demostración. Ejercicio.

Para analizar la conexión local de espacios métricos introduciremos la noción
siguiente.

Definición 6.2.23. Sea (X , d ) un espacio seudométrico. Decimos que una sucesión
finita (A0, . . . , Ak ) de subconjuntos Ai ⊂ X es una ϵ−cadena de longitud k (ϵ > 0, k ∈N)
si A j ∩ A j−1 ̸= ; para j = 1, . . . , k y si δ(A j ) < ϵ para todo j = 0, . . . , k : Se dice que tal
cadena conecta dos puntos x y y de X , si x ∈ A0 y y ∈ Ak (fig. 6.10).

Proposición 6.2.24. Un espacio seudométrico localmente conexo (X , d ) es conexo si
y sólo si dos puntos cualesquiera x , y ∈ X pueden conectarse por una ϵ−cadena de
conexos (resp. de bolas, si las bolas en (X , d ) son conexas).

Demostración. Si (A0, . . . , Ak ) es una ϵ−cadena de conexos, entonces
k
∪

j=0
A j es conexo

por 6.1.16. Entonces la condición es suficiente (6.6).
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A0

x 0

A1

A2

A3

A4

y 0

Figura 6.10: ϵ-cadena conectando x con y

Inversamente supongamos que (X , d ) conexo. Consideremos la relación de equi-
valencia sobre X : x R y ⇔ x y y pueden conectarse por una ϵ−cadena de conexos
(resp. de bolas).

Las clases de equivalencias correspondientes son abiertas, puesto que para todo
x ∈ X existe una vecindad conexa V (resp. una bola de centro x ) que tiene un diámetro
menor que ϵ. Todos los puntos de V pueden conectarse con x por una ϵ−cadena de
conexos (resp. de bolas) de longitud 1. Por lo tanto, sólo puede existir una única clase
de equivalencia.

Ejercicio 6.2.25. Sea A ⊂ (X ,X ) un subconjunto conexo que es a la vez abierto y
cerrado. Probar que A es una componente conexa.

Ejercicio 6.2.26. Probar que si un espacio topológico tiene sólo un número finito de
componentes conexas, entonces es la suma topológica de estas componentes.

Ejercicio 6.2.27. Determinar cuáles de los espacios siguientes son homeomorfos (fig.
6.11).

Figura 6.11
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Ejercicio 6.2.28. Sea (X ,X ) localmente conexo, A ⊂ X y sea C una componente
conexa de A. Probar:

i)
◦

C =C ∩
◦
A

ii) fr C ⊂ fr A

iii) A = A⇒ fr C =C ∩ fr A

Ejercicio 6.2.29. El conjunto de Cantor es cerrado en [0,1], no numerable y tiene
medida cero.

6.3. Espacios conexos por caminos

Tratemos, por un momento, de definir intuitivamente lo que es un conjunto conexo
C ⊂R2 sin utilizar conceptos de la topología general. Parece natural decir que C es
conexo si dos puntos cualesquiera pueden conectarse por una curva que no sale del
conjunto. En efecto, esta fue la primera definición precisa de un conjunto conexo (C.
Weierstrass) (fig. 6.12).

)(b)(a

)0(!f

)1(!f

)1(f

)0(f

Figura 6.12: (a) Conjunto no conexo y (b) conexo según Weierstrass

De hecho, este concepto de conexión es más fuerte que el concepto introducido
en las secciones anteriores. En efecto, exige que dos puntos cualesquiera del espacio
puedan conectarse por un conjunto conexo especial, a saber una curva (véase (6.6)).
Para precisar el nuevo concepto empezaremos por distinguir entre unas nociones
cercanas.

Definición 6.3.1 (camino, curva). Sea (X ,X ) un espacio topológico. Entonces una
aplicación continua f del intervalo [0,1] en X se llama camino en (X ,X ); f (0) es el
origen del camino f y f (1) su extremo. Se dice que tal aplicación f conecta los puntos
f (0) y f (1) en (X ,X ). C = f [[0, 1]]⊂ X se llama curva determinada por f ; se dice que
f es una representación paramétrica de esta curva.
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Para una curva C existen diferentes representaciones paramétricas (caminos), por
ejemplo, los dos caminos distintos t 7→ t y t 7→ t 2 (0≤ t ≤ 1) determinan la misma
curva en R.

Introduciremos dos operaciones para caminos. Si f : [0, 1]→ (X ,X ) es un camino,
el camino inverso, denotado por f −, se define por

f − : t 7→ f (1− t )

f − tiene la misma curva que f , pero f (1) es su origen y f (0) su extremo (fig. 6.13).

)(b)(a

)0(!f

)1(!f

)1(f

)0(f

Figura 6.13: Camino inverso

Si f : t 7→ a ∈ X es un camino constante, entonces f − = f . Tales caminos se llaman
0−arcos. La curva de un 0−arco se reduce a un punto en X (notación para 0−arcos:
〈a 〉).

Si f , g son dos arcos en (X ,X ) tales que f (1) = g (0), entonces se define la compo-
sición f Tg por:

f Tg : t 7→

¨

f (2t ) si 0≤ t ≤ 1/2

g (2t −1) si 1/2≤ t ≤ 1

)0()1( gf ! gf

)1)(( gfT

)0)(( gfT

Figura 6.14: Composición de arcos

La operación T no es conmutativa: en general, si el camino g T f está definido, f Tg
puede no estar definido.
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Por medio de las operaciones introducidas es fácil comprobar que la relación
sobre X :

a ∼ b ⇔ a puede conectarse con b por un camino en (X ,X ) (6.9)

es una relación de equivalencia.
En efecto: a ∈ X se conecta consigo mismo por un 0−arco (reflexividad), si a se

conecta con b por el arco f , entonces el arco f − conecta b con a (simetría); si f
conecta a con b ∈ X y si g conecta b con c en (X ,X ), entonces f Tg conecta a con c
(transitividad).

Definición 6.3.2 (componentes conexas por arcos, conexo por arcos). Las clases de
equivalencia de un espacio topológico (X ,X ) con respecto a la relación de equivalencia
(6.9) descomponen a X en subconjuntos disjuntos llamados componentes por caminos
de (X ,X ).
(X ,X ) es conectable por caminos si y sólo si X tiene una sola componente por

caminos, o sea si todo x ∈ X puede conectarse con todo y ∈ X por un camino.
Un subconjunto C ⊂ X se dice conexo por arcos, si lo es el subespacio (C ,XC ).
(X ,X ) se llama localmente conectable por caminos si todo punto x ∈ X posee un

sistema fundamental de vecindades, formado por conjuntos conectable por caminos.

Puesto que toda curva es un subconjunto conexo (6.1.17), toda componente por
caminos de (X ,X ) está incluida en una componente conexa de (X ,X ). En particular.

Proposición 6.3.3. Todo espacio conectable por caminos es conexo.

Los ejemplos siguientes muestran que la conexión de muchos espacios topológicos
se demuestra fácilmente probando que dos puntos cualesquiera pueden conectarse
por un arco. Antes recordaremos la versión lineal de dos conceptos, curva y convexo,
para espacios vectoriales topológicos.

Definición 6.3.4 (segmento, convexo). Sea E un espacio vectorial real o complejo y
sean x , y ∈ E . El conjunto

[x , y ] := {t x + (1− t )y | 0≤ t ≤ 1} (6.10)

se llama segmento (cerrado) entre x y y .
Un subconjunto C ⊂ E se llama convexo si cumple

x , y ∈C ⇒ [x , y ]⊂C (6.11)

Ejemplo 6.3.5. Sea (X ,X )un espacio vectorial topológico (p. ej., un espacio normado).
Entonces para todo par de puntos x , y ∈ E la aplicación t 7→ t x + (1− t )y de [0, 1] en
(E ,X ), es continua y se llama arco lineal conectando x con y .
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Resulta que todo espacio vectorial topológico (E ,X ), en particular los espacios
Rn , los espacios de Hilbert y los espacios normados, son conectables por caminos.
Más precisamente, concluimos que todo subconjunto convexo de un espacio vectorial
topológico es conexo por arcos. Por ejemplo, toda bola B (a ,ρ) en un espacio normado
(E ,∥ · ∥) es conectable por caminos. De aquí que todo espacio normado y más gene-
ralmente, todo espacio localmente convexo (5.3.10) es localmente conectable por
caminos.

Si en un espacio topológico (X ,X ) todo punto x puede conectarse por un arco
con un punto fijo x0, (X ,X ) es conectable por caminos (tiene una única componente
conectable por caminos).

Ejemplo 6.3.6. Un subconjunto S de un espacio vectorial real o complejo se llama
estrellado, si tiene la propiedad siguiente: Existe un punto x0 ∈ S tal que

x ∈ S ⇒ [x0, x ]⊂ S (fig. 6.15) (6.12)

El razonamiento anterior muestra que todo subconjunto estrellado en un espacio
vectorial topológico es conectable por caminos.

Zn

Figura 6.15: Conjunto estrellado

Si bien un espacio conectable por caminos es conexo (6.3.3), los espacios conexos
no son necesariamente conectable por caminos como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3.7. Sea J := {0}× [−1, 1]⊂R2 y X la cerradura G =G ∪ J de la gráfica G de
la función x 7→ sen 1/x sobre R∗. Por el ejemplo 6.1.22 sabemos que G es conexo. Sin
embargo, G no es conectable por caminos. Supongamos por reducción al absurdo
que f = ( f1, f2) : I = [0, 1]→G ⊂R2 sea un camino, que conecta (0,0) con (1/π, 0). Sea
I0 = {t ∈ I | f1[[t , 1]]⊂ (0, 1/π]} y t0 := ı́nf I0. I0 es un intervalo abierto en I de la forma
(t0,1]. Necesariamente f1(t0) = 0, entonces f1[(t0,1]] = (0,1/π]. Sea (tn ) una sucesión
en (t0,1] tal que tn −→ t0 y f1(tn ) = 2/nπ (tal sucesión existe por el teorema del valor
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intermedio). Entonces se tiene que f2(t0) = ĺım(sen 1/ f1(tn )); pero la sucesión oscila
entre los valores +1,−1, luego no tiene límite. ¡Contradicción!

Ahora el lector probará facilmente que X =G tiene exactamente tres componentes
conexas por arcos, a saber

G+ :=
§�

x , sen
1

x

�

| x > 0
ª

, J y

G− :=
§�

x , sen
1

x

�

| x < 0
ª

,

Una serie de propiedades de los espacios conectables por caminos se deducen de
manera análoga a las de los espacios conexos.

Si f es un camino que conecta los puntos x , y en (X ,X ) y si ϕ : (X ,X )→ (Y ,Y ) es
una aplicación continua, entonces el camino ϕ ◦ f conecta los puntos ϕ(x ),ϕ(y ) en
ϕ[X ]. Concluimos.

Proposición 6.3.8. La imagen continua de un espacio conectable por caminos es co-
nectable por caminos.

En particular, ser conectable por caminos es una propiedad topológica.
La proposición siguiente es trivial.

Proposición 6.3.9. Sea (Cα)α∈I una familia de subespacios conectables por caminos
de (X ,X ) tal que existe un Cβ (β ∈ I ) que tiene una intersección no vacía con todos los
Cα (α ∈ I ).

Entonces ∪
α∈I

Cα es conectable por caminos.

Proposición 6.3.10. Todo producto de espacios conectable por caminos es conectable
por caminos.

Demostración. Ejercicio.

La proposición análoga a la 6.1.13 no se cumple pues como muestra el ejemplo
anterior existen subconjuntos conectables por caminos (G+ ⊂ R2) cuya cerradura
(G + =G+ ∪ J ) no es conectable por caminos. El mismo ejemplo muestra también que
las componentes conectables por caminos no son necesariamente cerradas: G+ no es
cerrada en G+ ∪ J .

Proposición 6.3.11. Para un espacio topológico (X ,X ) es equivalente:

i) Todas las componentes conectables por caminos en (X ,X ) son abiertas.

ii) Todo punto x ∈ X posee una vecindad conectable por caminos en (X ,X ).
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Demostración. Ejercicio.

Proposición 6.3.12. (X ,X ) es conectable por caminos si y sólo si es conexo y todo punto
x ∈ X posee una vecindad conectable por caminos.

Demostración. Ejercicio.

Sabemos que los espacios normados (E ,∥ · ∥), y por lo tanto también sus sub-
conjuntos abiertos, son localmente conectables por caminos. De aquí concluimos el
resultado siguiente que es muy importante, por ejemplo, en la teoría de funciones.

Corolario 6.3.13. Un abierto U en un espacio normado (E ,∥ · ∥) (en particular en
Rn ,Cn ) es conexo si y sólo si es conectable por caminos.

Los abiertos conexos en un espacio normado pueden caracterizarse de manera
más precisa.

Definición 6.3.14 (polígono). Sea E un espacio vectorial real o complejo y sean

x0, . . . , xk ∈ E . La unión de segmentos
k
∪

i=1
[xi−1, xi ] se llama polígono que conecta x0 y

xk y se denota por (x0, . . . , xk ).

Es claro que todo polígono en un espacio vectorial topológico es una curva. Le
corresponde canónicamente el camino f1 T f2 T, . . . , fk T donde las funciones fi : I →
[xi−1, xi ]; 1≤ i ≤ k son los caminos t 7→ t xi−1+ (1− t )xi .

Teorema 6.3.15. Sea A un abierto conexo en un espacio normado (E ,∥ · ∥). Entonces
dos puntos cualesquiera x , y en A pueden conectarse por un polígono situado en A.

Demostración. A es un espacio métrico conexo y localmente conexo. Entonces existe
una ϵ−cadena de bolas (B (x0,ρ0), B (x1,ρ1), . . . , B (xk ,ρk )), contenidas en A, que conec-
ta x y y (6.2.24). Para todo i = 1, . . . , k existe yi ∈ B (xi−1,ρi−1)∩B (xi ,ρi ). El polígono

(x , x0, y1, x1, . . . , yk , xk , y ) conecta x y y y está situado en
k
∪

j=0
B (x j ,ρ j )⊂ A.

Aplicando el mismo método de demostración a las bolas (cubos) de la norma
uniforme sobre Rn se obtiene:

Proposición 6.3.16. Sea A un abierto conexo en Rn . Entonces cada par de puntos
x , y ∈ A pueden conectarse por un polígono formado por segmentos paralelos a los ejes
coordenados.

Demostración. Ejercicio.
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6.4. La relación de homotopía

Consideremos una familia (ht )t ∈T de aplicaciones ht : (X ,X ) → (Y ,Y ) que tienen
todas el mismo dominio y el mismo codominio. La definición de tal familia es equi-
valente a definir una función h : (x , t ) 7→ h (x , t ) = ht (x ) de X ×T en Y . Hasta ahora
siempre hemos considerado familias (ht )t ∈T con un conjunto de índices de T sin
topología. Si (T ,T ) es un espacio topológico y si h : X ×T → Y es continua, entonces
se dice que (ht )t ∈T es una familia parametrizada de aplicaciones continuas. En este
caso, las aplicaciones parciales

ht : x 7→ ht (x ) := h (x , t ) de X en Y (t ∈ T )

hx : t 7→ hx (t ) := h (x , t ) de T en Y (t ∈ X )

son todas continuas. Tales familias parametrizadas de aplicaciones continuas se estu-
dian, por ejemplo, en la teoría de los espacios fibrados.

Nosotros vamos a tratar ahora familias con una parametrización especial. Se dice

que h : X × T 7→ Y es una familia de n parámetros si T =
n
∏

i=1
[ai , bi ] es un intervalo

n−dimensional en Rn . Nos interesan especialmente las familias de un parámetro
con T = [0,1] = I . Estas familias h tienen una interpretación intuitiva: h define una
deformación continua de f := h0 : x 7→ h (x , 0) en g := h1 : x 7→ h (x , 1). Si interpretamos
t (0≤ t ≤ 1) como parámetro de tiempo, podemos decir: f = h0 puede deformarse
continuamente en g = h1 dentro de una unidad de tiempo. Las aplicacones ht : x 7→
h (x , t ) definen el estado de esta deformación continua al tiempo t (fig. 6.16).

! " ! "}0{#$ XhXf

! "}{ 0tXh #

! " ! "}1{#$ Xhxg

)0,(xh

),( 0txh

)1,(xh

}0{| %#Xh

f

g

X

}0{%#X

IX #
I

Figura 6.16: Deformación continua

Para todo x ∈ X , la aplicación parcial hx : t 7→ h (x , t ) de I en Y es un camino que
conecta f (x ) con g (x ) en Y , hx se llama camino de deformación (x ∈ X ). Luego la
familia parametrizada h : X ×I → Y asocia a cada x ∈ X un camino de deformación en
Y . Resulta en particular que para todo x ∈ X , f (x )permanece, durante la deformación,
en la misma componente conexa por caminos.
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Definición 6.4.1 (homotopía entre aplicaciones, aplicaciones inesenciales). Sean
(X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos e I = [0,1]. Entonces dos aplicaciones continuas
f , g de (X ,X ) en (Y ,Y ) se llaman homotópicas (en símbolos f ≃ g ), si existe una
aplicación continua h : X × I → Y tal que

h (x , 0) = f (x ) y h (x , 1) = g (x ), para todo x ∈ X (6.13)

En este caso h se llama una homotopía entre f y g (en símbolos h : f ≃ g ).
Una aplicación f : (X ,X )→ (Y ,Y ) se llama inesencial (en símbolos f ≃ 0), si es

homotópica a una función constante g : x 7→ y0 de X en Y .

Nota 6.4.2. El problema de ver si existe una homotopía entre dos aplicaciones dadas
f , g : (X ,X )→ (Y ,Y ) puede ser muy difícil. Su solución depende de ambas funciones
f , g así como de los dos espacios (X ,X ) y (Y ,Y ). Notemos que puede presentarse
como caso especial de un problema de prolongación continua. En efecto, si denotamos
porC al subespacio cerrado X ×{0}∪X ×{1} en X × I , entonces equivale al problema
de prolongar la función h :C → Y definida por (6.13) a todo el espacio X × I . Esto
nos hace ver también que se debe especificar bien el espacio (Y ,Y ). El problema de
homotopía siempre tiene solución si se extiende el codominio convenientemente.
Basta tomar el espacio de adjunción Ỹ = Y ⊔h (X × I ). Entonces la restricción de la
aplicación canónica ϕ : (X × I ) + Y → Ỹ a X × I es una homotopía entre f y g en Ỹ
(fig. 6.17).
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Figura 6.17:

La relación ≃ está definida sobre el espacio C(X , Y ) de las aplicaciones continuas
de (X ,X ) en (Y ,Y ). Más precisamente.

Proposición 6.4.3. La homotopía define una relación de equivalencia sobre el espacio
C(X , Y ).
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Demostración. Sean e , f , g aplicaciones continuas de (X ,X ) en (Y ,Y ). La relación es
reflexiva: la homotopía h : (x , t ) 7→ e (x ) (x ∈ X , t ∈ I )muestra que e ≃ e . Es simétrica:
si h : e ≃ f , entonces la homotopía

(x , t ) 7→ h (x , 1− t ) (x ∈ X , t ∈ I ) muestra que f ≃ e .

Finalmente es también transitiva: si h : e ≃ f y h̃ : f ≃ g , entonces obtenemos una
homotopía k : e ≃ g efectuando las deformaciones h y h̃ una después de la otra con
velocidad doble, o sea, definiendo (fig. 6.18)

k (x , t ) =

¨

h (x , 2t ) si 0≤ t ≤ 1/2

h (x , 2t −1) si 1/2≤ t ≤ 1.
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Figura 6.18:

Veamos ahora que la homotopía es compatible con la composición de aplicaciones.

Proposición 6.4.4. Sean f0, f1 aplicaciones homotópicas de (X ,X ) en (Y ,Y ) y sean
g0, g1 aplicaciones homotópicas de (Y ,Y ) en (Z ,Z ). Entonces g0 ◦ f0, g1 ◦ f1, son aplica-
ciones homotópicas de (X ,X ) en (Z ,Z ).

Demostración. Sea h : f0 ≃ f1 y k : g0 ≃ g1. Entonces la aplicación g0 ◦h : X × I → Z es
una homotopía entre g0◦ f0 y g0◦ f1. La aplicación F : (x , t ) 7→ ( f1(x ), t ) de X ×I en Y ×I
es continua. Luego k ◦ F es una homotopía entre (k ◦ F )0 = g0 ◦ f1 y (k ◦ F )1 = g1 ◦ f1.
Por la transitividad de la relación ≃ concluimos que g0 ◦ f0 ≃ g1 ◦ f1.

Antes de introducir la noción de homotopía entre espacios, consideremos algunos
ejemplos de aplicaciones homotópicas.

Ejemplo 6.4.5. Dos aplicaciones constantes f , g : (X ,X )→ (Y ,Y ) son homotópicas
si y sólo si sus puntos imágenes pertenecen a la misma componente por caminos
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en (Y ,Y ). En efecto, si f [X ] = {y0}, g [X ] = {y1} y h : f ≃ g entonces, para todo x ∈ X ,
hx : t 7→ h (x , t ) es un camino que conecta f (x ) = y0 y g (x ) = y1, Inversamente, si
t 7→ y (t ) es un camino que conecta y0 y y1 entonces h : (x , t ) 7→ y (t ) es una homotopía
entre f y g .

Ejemplo 6.4.6. Sea (X ,X ) un espacio topológico y (Y ,Y ) un subespacio estrellado en
un espacio vectorial topológico (E,X ′). Entonces toda aplicación continua f : X → Y
es inesencial. En efecto si c ∈ Y es un punto central de Y , entonces la aplicación
continua

h : (x , t ) 7→ t c + (1− t ) f (x ) de X × I en Y

es una homotopía entre f y la función constante g : x 7→ c . Hablando intuitivamente,
h contrae f (x ) al centro c (fig. 6.19).

c

Figura 6.19

En particular, toda aplicación continua de (X ,X ) en un subespacio convexo de
(E,X ′) es inesencial.

Ejemplo 6.4.7. Del ejemplo anterior se concluye que toda aplicación continua de un
espacio topológico en el cubo I n = [0, 1]n o en una bola B ′(0,ρ)⊂Rn es inesencial. En
cambio, esto no se cumple para aplicaciones en las esferas En = {x ∈Rn+1 | ∥ x ∥= 1}.
Esto es evidente para n = 0, pero difícil de probar para n > 0 (teorema de Brouwer). Sin
embargo, tenemos el resultado positivo siguiente: sean f , g dos aplicaciones continuas
de un espacio (X ,X ) en En tal que para ningún punto x ∈ X , f (x ) sea antipolo de g (x ).
Entonces f y g son homotópicas. En efecto, la aplicación h : X × I →En definida por

h (x , t ) =
t g (x ) + (1− t ) f (x )
∥ t g (x ) + (1− t ) f (x ) ∥
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es una homotopía entre f y g (el denominador es siempre distinto de cero por hi-
pótesis). Los arcos de deformación de esta homotopía son precisamente las líneas
geodésicas entre f (x ) y g (x ) (fig. 6.20).
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Figura 6.20: Aplicaciones homotópicas sobre una esfera

En particular, toda aplicación continua no sobreyectiva de (X ,X ) en En es inesen-
cial (basta tomar g (x ) = y0 con −y0 ∈En \ f [X ]).

Ejercicio 6.4.8. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos y C (X ) el cono de base (X ,X ).
Entonces una aplicación continua f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es inesencial si y sólo si tiene
una prolongación continua F : C (X )→ Y (fig. 6.21).
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Figura 6.21:

Ejercicio 6.4.9. Sea (Y ,Y ) un espacio topológico y f : En → (Y ,Y ) una aplicación
continua. Entonces f ≃ 0 si y sólo si f tiene una prolongación continua F a B n+1 =
{x ∈Rn+1 | ∥ x ∥≤ 1}.
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Definición 6.4.10 (espacios homotópicos). Dos espacios (X ,X ), (Y ,Y ) se llaman
homotópicos o del mismo tipo de homotopía si existe un par de aplicaciones f : X → Y
y g : Y → X tales que g ◦ f ≃ 1X y f ◦ g ≃ 1Y (en símbolos: f , g : X ≃ Y ).

Para ver que la homotopía constituye una relación de equivalencia entre los espa-
cios topológicos sólo es necesario comprobar la transitividad, que es una consecuencia
inmediata de la proposición 6.4.4. Si f1, g1 : X ≃ Y y f2, g2 : Y ≃ Z entonces (g1 ◦ g2) o
( f2 ◦ f1) = g1 ◦ (g2 ◦ f2) o f1 ≃ g1 o 1Y ◦ f1 = g1 o f1 ≃ 1X , y de manera análoga ( f2 ◦ f1) o
(g1 ◦ g2)≃ 1Z , luego f2 ◦ f1, g1 ◦ g2 : X ≃ Z .

Muchas propiedades topológicas, particularmente las estudiadas en Topología
Algebraica, son invariantes del tipo de homotopía. Daremos aquí un primer ejemplo.

Ejemplo 6.4.11. Para todo espacio topológico (X ,X ) sea π0(X ) el conjunto de las
componentes por caminos de (X ,X ). Veamos que la cardinalidad de π0(X ) es un
invariante del tipo de homotopía. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) dos espacios topológicos y f , g ∼=
X ∼= Y . Sabemos que f y g aplican toda componente por caminos de X (resp. Y ) en una
componente por caminos de Y (resp. X ). Si g ◦ f : X → X se deforma continuamente
en 1X , entonces como 1X (x ) = x , g ◦ f (x ) permanece en la misma componente por
caminos. Esto significa que g ◦ f aplica toda componente por caminos de (X ,X ) en sí
misma.

Concluimos que f aplica diferentes componentes de (X ,X ) en diferentes compo-
nentes de (Y ,Y ). Luego Card (π0(Y ))≥Card (π0(X )). Aplicando el mismo razonamien-
to a f ◦ g ≃ 1Y se obtiene la desigualdad inversa.

Por la definición, dos espacios homeomorfos son trivialmente homotópicos. Por
lo tanto el tipo de homotopía es una propiedad topológica.
⇝ Veremos en los ejemplos siguientes que el inverso no se cumple: en general dos

espacios homotópicos no son homeomorfos.

Ejemplo 6.4.12. Todo conjunto estrellado C (en particular todo convexo) en un espa-
cio vectorial topológico es homotópico a un espacio topológico que tiene un único
punto. En efecto, sea c un punto central de C y sea g : C →{c } la función constante
g [C ] = {c }. Entonces el ejemplo 6.4.6 muestra que la función identidad f := 1C : C →C
es homotópica a g . Si denotamos por i la inyección canónica del subespacio unitario
{c } en C entonces i ◦ g = g ≃ 1c y g ◦ i = 1{C }, luego i , g : {c } ≃C .

Un espacio topológico (X ,X ) se llama contraíble a un punto c ∈ X , si la aplicación
identidad 1X es homotópica a la aplicación constante g : X → {c }. Hemos compro-
bado que todo subespacio estrellado de un espacio vectorial topológico es contraible
a cada uno de sus puntos centrales. En particular, en Rn , toda bola y todo cubo son
espacios contraibles. Mencionemos, sin demostración, que las esferas En ⊂Rn+1 no
son contraibles. Este es precisamente el enunciado del teorema de Brouwer (veáse
DUGUNDJI [60]).
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Ejemplo 6.4.13. Sea (X ,X ) un espacio topológico, C⊂X cerrado, i : C → X la inyec-
ción canónica. Una aplicación continua r : X →C tal que r |C = 1C se llama retracción.
C ⊂ X se llama retracto de (X ,X ) si existe una retracción de X sobre C . C se llama
retracto de deformación de (X ,X ) si existe una retracción r : X →C y una homotopía
h : X × I → X entre i ◦ r y 1X que deja los puntos de C fijos. Esto significa que:

h (x , 0) = x para todo x ∈ X
h (x , 1) = r (x ) para todo x ∈ X
h (x , t ) = x para todo x ∈C y todo t ∈ [0, 1]
En este caso h : i ◦r ≃ 1X y r ◦i = 1C ; luego i , r : C ≃ X : cada retracto de deformación

de un espacio (X ,X ) es homotópico a (X ,X ).
Para concretar este resultado consideremos dos retractos de deformación en Rn .

a) La bola unitaria cerrada B n enRn es un retracto de deformación del espacioRn .
En efecto, la aplicación continua r : Rn → B n , definida por

r (x ) =

(

x si ∥ x ∥≤ 1
x

∥ x ∥
si ∥ x ∥> 1

que deja correr los puntos fuera de B n radialmente a la esfera E n−1, es evidente-
mente una retracción. La homotopía: h (x , t ) = x/máx{1, t ∥ x ∥} (x ∈Rn , t ∈ I )
es una homotopía entre i ◦ r y 1R que deja los puntos de B n fijos (fig. 6.22).

)()1,( xrxh !

),( txh
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R

Figura 6.22: Gráficas de las funciones 1R, r y h (·, t )

b) De manera análoga se demuestra que E n−1 es un retracto de deformación de
Rn \ {0}. Concluimos que B n y Rn (resp. E n−1 y Rn \ {0}) tienen el mismo tipo
de homotopía (fig. 6.23).
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Figura 6.23:

Ejercicio 6.4.14. Sea C un subespacio cerrado de un espacio topológico (X ,X ). Probar
que C es un retracto de (X ,X ) si y sólo si, para todo espacio (Y ,Y ), toda aplicación
continua f : C → Y tiene una prolongación continua a X .

Ejercicio 6.4.15. Sea (Y ,Y ) un espacio contraible. Probar que toda aplicación conti-
nua que tiene (Y ,Y ) como codominio o como dominio es inesencial. Dos aplicaciones
cualesquiera de un espacio (X ,X ) en el espacio contraible (Y ,Y ) son homotópicas.

El ejercicio siguiente da un método general para generar espacios homotópicos.

Ejercicio 6.4.16. Sea f : (X ,X ) → (Y ,Y ) continua y F : X × {1} → Y la aplicación
continua definida por F (x , 1) = f (x ). Probar que el llamado cilindro de la aplicación f

Z f := Y ⊔F (X × I )

es homotópico a (Y ,Y ). Más precisamente Y es un retracto de deformación de Z f (Y
identificado con su inmersión canónica en Z f ). Indicación: considerar la restricción
r : Z f → Y definida por r (x , t ) = f (x ) para (x , t ) ∈ X × I y r (y ) = y para y ∈ Y .

6.5. Grupos fundamentales

Los invariantes topológicos considerados en las secciones 6.1-6.3 no son instrumentos
muy finos de caracterización topológica: el número de componentes por caminos,
los órdenes de los eventuales puntos de intersección, etc., estas características son
simples números que no pueden reflejar sutilmente la compleja estructura de un
espacio. En esta sección veremos brevemente cómo pueden utilizarse grupos como
instrumentos más finos de caracterización topológica. Se llaman grupos de homotopía
de primera dimensión o grupos fundamentales.
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Si recordamos que dos caminos u , v en (X ,X ) con u (1) = v (0)pueden componerse,
parece natural intentar construir grupos a partir de los caminos y su composición.
Sin embargo, la composición T no es asociativa. Debemos introducir una relación
de equivalencia entre los caminos que permita identificar los caminos (uTv )Tw y
uT(v Tw ). La primera idea fue la de identificar dos caminos u : I → X y v : I → X
si son homotópicos (como aplicaciones). Pero I es contraíble y por tanto (6.4.15)
dos caminos cualesquiera en (X ,X ) son homotópicos (como aplicaciones). Por eso
introduciremos un concepto de homotopía más estricto para los caminos.

Definición 6.5.1 (arcos homotópicos). Dos caminos u , v en un espacio topológico
(X ,X ) que tienen el mismo origen u (0) = v (0) y el mismo extremo v (1) = u (1) se
llaman homotópicos si existe una homotopía h entre u y v que deja fijo el punto
origen u (0) = v (0) y el punto extremo u (1) = v (1) (en símbolos h : u≃̇v ).

De la definición se sigue que, dos caminos u : I → X , v : I → X con u (0) = v (0) y
u (1) = v (1), son homotópicos si existe una aplicación continua h : I × I → X tal que

h (x , 0) = u (x ) para todo x ∈ I
h (x , 1) = v (x ) para todo x ∈ I
h (0, t ) = u (0) = v (0) y h (1, t ) = u (1) = v (1) para todo t ∈ [0, 1].

Nota. La última condición que expresa que h es constante sobre {0}× I y {1}× I es
esencial para el concepto de homotopía entre caminos y lo distingue del concepto de
homotopía entre aplicaciones (fig. 6.24).
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Figura 6.24: Homotopía entre caminos

Para captar mejor el sentido intuitivo de la homotopía entre dos caminos daremos
algunos ejemplos gráficos.

Ejemplo 6.5.2. Sobre una esfera y también en el plano todo par de caminos u , v que
tienen el mismo origen y el mismo extremo son homotópicos (fig. 6.25).
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Figura 6.25:

Ejemplo 6.5.3. En una esfera de un asa, dos caminos u , v que tienen el mismo origen
y el mismo extremo, de los cuales uno (v ) pasa por el asa y el otro (u ) no, no son ho-
motópicos (aunque sean homotópicos como aplicaciones). Fijando origen y extremo
del caminos no es posible ‘sacarlo’ del asa sin romperlo (fig. 6.26).
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Figura 6.26:

Ejemplo 6.5.4. En el plano con dos huecos, los 5 caminos cerrados u , v, v , w , w ,
dibujados en la figura siguiente, no son homotópicos entre sí (fig. 6.27).

Una homotopía entre ellos debe dejar fijo el punto x0, pero entonces no podría
contraer, por ejemplo el camino w al camino constante 〈x0〉 sin romperlo.

De la misma forma que para la relación de homotopía entre aplicaciones, se de-
muestra que la homotopía entre caminos es una relación de equivalencia.

Proposición 6.5.5. Sea (X ,X ) un espacio topológico. Entonces la relación ≃̇ es de
equivalencia sobre el conjunto C(I , X ) de los caminos en (X ,X ).
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Figura 6.27:

Nota 6.5.6. La clase de equivalencia de un camino u : I → X se denota por [u ] y se
llama también clase de homotopía del camino u .

Veamos primeramente que toda u−parametrización de un camino u : I ×X que
conserva origen y extremo, define la misma clase de homotopía. Más precisamente:

Proposición 6.5.7. Sea u : I → X un camino en un espacio topológico (X ,X ) y sea
ϕ : I → I continua tal que ϕ(0) = 0 y ϕ(1) = 1. Entonces el camino u ◦ϕ : I → X es
homotópico al camino u.

Demostración. La aplicación continua h : I 2→ (X ,X ) definida por

h (s , t ) = u (s (1− t )+ tϕ(s )) (s , t ∈ I )

es una homotopía entre los caminos u y u ◦ϕ : h (s ,0) = u (s ) y h (s ,1) = u ◦ϕ(s ) para
todo s ∈ I , h (0, t ) = u (0) y h (1, t ) = u (1) para todo t ∈ I .

Si queremos introducir una composición entre las clases de homotopía por medio
de la composición T entre los caminos, es necesario que ésta sea compatible con la
relación de homotopía. En efecto tenemos:

Proposición 6.5.8. Sean u1, v1, u2, v2 : I → X arcos en un espacio topológico (X ,X )
tales que u1(1) = u2(0) y v1(1) = v2(0). Entonces u1

∼̇=v1 y u2
∼̇=v2 implican que

u−1 ≃̇v−1 (6.14)

u1Tu2≃̇v1Tv2 (6.15)

Demostración. Sea h1(s , t ) (resp. h2(s , t )) una homotopía entre los caminos u1 y v1

(resp. u2 y v2). Entonces:

h−1 (s , t ) := h1(1− s , t )
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es una homotopía entre los caminos inversos u−1 y v−1 lo que demuestra (6.14). La
aplicación continua h3 : I 2→ X definida por

h3(s , t ) =

¨

h1(2s , t ) si 0≤ s ≤ 1/2

h2(2s −1, t ) si 1/2≤ s ≤ 1

es una homotopía entre los caminos u1Tu2 y v1Tv2 lo que demuestra (6.15) (fig. 6.28).

2u
1u

2v
1v

Figura 6.28: Homotopía entre u1Tu2 y v1Tv2

Si u , v son dos caminos componibles en (X ,X ), entonces puede definirse un
producto de las dos clases de homotopía [u ] y [v ] por

[u ][v ] = [uTv ] (6.16)

puesto que, por la proposición anterior, esta definición no depende de los dos repre-
sentantes escogidos u ∈ [u ] y v ∈ [v ]. La proposición siguiente reune las propiedades
elementales de esta ley de composición.

Proposición 6.5.9. Sean u , v, w en este orden, caminos componibles en (X ,X ). Enton-
ces se cumple

[u ]([v ][w ]) = ([u ][v ])[w ] (6.17)

[〈u (0)〉][u ] = [u ] = [u ][〈u (1)〉] (6.18)

[u ][u−] = [〈u (0)〉] y [u−][u ] = [〈u (1)〉] (6.19)

Demostración. Los dos caminos obtenidos por composición de u , v, w :

[(uTv )Tw ](s ) =











u (4s ) si 0≤ s ≤ 1/4

v (4s −1) si 1/4≤ s ≤ 1/2

w (2s −1) si 1/2≤ s ≤ 1
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[uT(v Tw )](s ) =











u (2s ) si 0≤ s ≤ 1/2

v (4s −2) si 1/2≤ s ≤ 3/4

w (4s −3) si 3/4≤ s ≤ 1

en general son desiguales, pero son homotópicos porque se obtienen uno a partir del
otro por reparametrización. Esto muestra (6.17). La demostración de (6.18) se deja al
lector. Para probar (6.19), es suficiente probar que, para todo camino u , se tiene que
uTu−≃̇〈u (0)〉.

Una homotopía entre los caminos uTu− y < u (0)> está dada, por ejemplo, por la
aplicación continua (fig. 6.29).

h (s , t ) =

¨

u [2s (1− t )] si 0≤ s ≤ 1/2

u [2(1− s )(1− t )] si 1/2≤ s ≤ 1
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Figura 6.29:

Las propiedades (6.17), (6.18), (6.19) de la composición de clases de homotopía
nos recuerdan las condiciones satisfechas por la ley de composición en un grupo
(asociatividad, existencia de elemento neutro, existencia de elemento inverso). Sin
embargo, las clases de homotopía en su totalidad no forman un grupo porque no
siempre son componibles. Para obtener un grupo de clases de homotopía, es en
particular necesario que las clases escogidas puedan componerse consigo mismas.
Esto presupone que los caminos respectivos tengan el mismo punto como origen y
extremo.

Definición 6.5.10 (camino cerrado, 0−homotópico). Un camino u : I → X en un
espacio topológico (X ,X ) se llama cerrado si u (0) = u (1). El conjunto de los caminos
cerrados de origen x0 ∈ X se denota por A(X , x0). Un camino cerrado u se llama
0−homotópico si es homotópico al camino constante 〈u (0)〉= 〈u (1)〉.

Veremos en seguida, como corolario de la proposición anterior, que se pueden
reconstruir todas las clases de homotopía a partir de las clases de homotopía asocia-
das a los caminos cerrados. Más precisamente, sean x0, x1 dos puntos en un espacio
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topológico (X ,X ); si denotamos por π1(X ; x0, x1) al conjunto de las clases de homo-
topía cuyos caminos representantes tienen x0 como origen y x1 como extremo y por
π1(X , x0) el conjunto de las clases de homotopía [u ] cuyos caminos representantes u
son cerrados tales que u (0) = u (1) = x0, entonces se tiene:

Corolario 6.5.11. Sea u un camino en (X ,X ) de origen x0 y de extremo x1. Entonces la
aplicación ∪− : [v ] 7→ [v ][u−] de π1(X ; x0, x1) en π1(X , x0) es una biyección.

Demostración. La aplicación∪: [w ] 7→ [w ][u ] deπ1(X , x0) enπ1(X ; x0, x1) es la inversa
de ∪−, por (6.17), (6.18) y (6.19).

Además la homotopía entre caminos puede reducirse a la 0−homotopía de caminos
cerrados:

Corolario 6.5.12. Dos caminos u , v del mismo origen y del mismo extremo en un
espacio (X ,X ) son homotópicos si y sólo si el camino uTv− es 0−homotópico (fig. 6.30).
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Figura 6.30:

Demostración. u≃̇v ⇐⇒ [u ] = [v ]⇐⇒

[u ][v−] = [〈u (0)〉]⇐⇒ uTv−≃̇〈u (0)〉.

Los dos corolarios anteriores muestran que para estudiar las clases de homotopía
en un espacio, es suficiente analizar los conjuntos π1(X , x0) de clases de homotopía
correspondientes a caminos cerrados u : I → X con u (0) = x0(x0 ∈ X ). Como tercer co-
rolario de la proposición podemos constar que π1(X , x0) tiene la estructura algebraica
de un grupo.

Corolario 6.5.13. Con respecto al producto de clases de homotopía, definida en (6.16),
los conjuntos π1(X , x0) forman un grupo con elemento neutro 〈x0〉.

Demostración. Dos clases de homotopía cualesquiera en π1(X , x0) se pueden compo-
ner. Por tanto el corolario resulta inmediatamente de (6.17), (6.18) y (6.19).
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Definición 6.5.14 (grupo fundamental). Sea (X ,X ) un espacio topológico y x0 ∈ X .
Entonces el conjuntoπ1(X , x0) provisto de la multiplicación definida en (6.16) se llama
grupo fundamental o grupo de homotopía de primera dimensión de (X ,X ) asociado
al punto de base x0.

Nos preguntamos qué relaciones existen entre los grupos fundamentales de un
mismo espacio. La proposición siguiente nos da una respuesta satisfactoria.

Proposición 6.5.15. Sea (X ,X ) un espacio topológico y sea u : I → X un camino con
u (0) = x0, u (1) = x1. Entonces la aplicación

λu : [v ] 7→ [u ][v ][u−] de π1(X , x1) en π1(X , x0)

es un isomorfismo de grupos.

Demostración. λu es un homomorfismo, puesto que

λu ([v1])λu ([v2]) = [u ][v1][u
−][u ][v2][u

−] = [u ][v1][v2][u
−]

para todos los [v1], [v2] ∈π1(X , x1), por (6.17), (6.18) y (6.19). La aplicación

λu− : [w ] 7→ [u−][w −][u ] de π1(X , x0) en π1(X , x1)

es el homomorfismo inverso deλu ; entoncesλu es un isomorfismo de grupos (fig. 6.31).

Por la proposición anterior, los grupos fundamentalesπ1(X , x0) asociados a puntos
de base de una componente por caminos son todos isomorfos, por lo tanto se puede
hablar de los grupos fundamentales de estas componentes. En particular:
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Figura 6.31:

Corolario 6.5.16. Si (X ,X ) es conectable por caminos, entonces todos los grupos fun-
damentales de (X ,X ) son isomorfos.
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Nota. Cuando no dé lugar a confusión, identificaremos los grupos isomorfos de
homotopía de un espacio conectable por caminos y los denotaremos por π1(X ).

En el estudio de los grupos fundamentales en general se presupone que el espacio
(X ,X ) es conectable por caminos. Esto puede hacerse porque si un punto x0 ∈ X
pertenece a una componente conexa X ′ en (X ,X ) entonces π1(X , x0) = π1(X ′, x0);
luego el grupo fundamental puede considerarse en el subespacio conectable por
caminos X ′. Los grupos fundamentales de diferentes componentes conectables por
caminos en (X ,X ) no tienen relación alguna entre sí.

Definición 6.5.17 (Simplemente conexo). Un espacio conectable por caminos (X ,X )
se llama simplemente conexo si su grupo fundamental es trivial, es decir, si contiene
sólo al elemento neutro.

Por 6.5.12, (X ,X ) es simplemente conexo si y sólo si dos caminos cualesquiera en
(X ,X ), que tienen el mismo origen y el mismo extremo son homotópicos.

Los dominios simplemente conexos considerados en Análisis Complejo están
caracterizados por tener un grupo fundamental trivial. Tales dominios no pueden tener
huecos. Más generalmente, el grupo fundamental de un espacio refleja su estructura
de conexidad. Ilustremos esto con unos ejemplos sin dar demostraciones (que serían
difíciles en algunos casos).

Ejemplo 6.5.18. Son simplemente conexos, o sea tienen un grupo fundamental trivial
los espacios siguientes:

i) Todo espacio contráctil.

ii) Los espacios punteados Rn \ {0} siN ≥ 3.

iii) Las esferas En para n ≥ 2 (6.4.13 (b)).

iv) Toda esfera punteada En \ {P } (¿por qué?).

Ejemplo 6.5.19. Tienen un grupo fundamental infinito cíclico (isomorfo a Z) los
siguientes espacios:

i) El círculo E1.

ii) El plano punteado R2 \ {P }.

iii) Toda región anular {x ∈R2 |α≤∥ x ∥≤β} (0<α<β ) en el plano.

iv) Todo complemento de una recta en R3.

Ejemplo 6.5.20. Los grupos fundamentales con dos generadores pueden tener dos
estructuras muy diferentes.
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a) El toro T 2 tiene un grupo fundamental abeliano que es la suma directa de dos
grupos infinitos cíclicos; entonces π1(T 2)∼= Z ⊕Z . Dos caminos generadores de
π1(T 2, x0) (x0 ∈ T 2) se presentan en la figura siguiente (fig. 6.32).
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Figura 6.32:

b) El plano dos veces punteado X =R2 \ {x1, x2 (x1 ̸= x2)} tiene como grupo funda-
mental al grupo libre de dos generadores que consiste de todas las ‘palabras’

[u ]m1 [v ]n1 [u ]m2 [v ]n2 . . . [u ]mk [v ]nk (mi , ni ∈Z, k ∈N)

donde [u ] y [v ] son las clases de homotopía de dos caminos cerrados u y v que
circunscriben x1 y x2, respectivamente, una sola vez (fig. 6.33).
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Figura 6.33:

La composición definida sobre este grupo es sencillamente la yuxtaposición de
palabras. Es un grupo no abeliano.

Introduciremos ahora un método que es constitutivo para la Topología Algebraica.
Esta teoría no sólo asocia ciertas estructuras algebraicas a los espacios topológicos,
sino también morfismos de estas estructuras a los morfismos de la categoría de los
espacios topológicos. Procederemos ahora a definir para cada aplicación continua
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f : (X ,X )→ (Y ,Y ) un homomorfismo de los grupos fundamentales respectivos. Más
precisamente, sea x0 (resp. y0) un punto de (X ,X ), (resp. (Y ,Y )); decimos que f
es una aplicación del par (X , x0) en el par (Y , y0), (en símbolos f : (X , x0) → (Y , y0),
si f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es continua y aplica x0 sobre y0). Denotamos al conjunto de
todas estas aplicaciones por C((X , x0), (Y , y0)). A todo f ∈C((X , x0), (Y , y0)) se asocia un
homomorfismo de π1(X , x0) en π1(Y , y0) de la manera siguiente: la aplicación

u 7→ f ◦u

asocia a todo camino u ∈ A(X , x0) un camino f ◦ u ∈ A(Y , y0). Si u ′ es un camino
homotópico a u entonces f ◦ u ′ es un camino homotópico a f ◦ u . Por lo tanto, f
induce una aplicación f∗ : π1(X , x0)→π1(Y , y0) de las clases de homotopía, definida
por

f∗([u ]) = [ f ◦u ] ([u ] ∈π1(X , x0)) (6.20)

Más precisamente:

Teorema 6.5.21. i) Toda aplicación f : (X , x0)→ (Y , y0) induce (por (6.20)) un ho-
momorfismo f∗ del grupo π1(X , x0) en el grupo π1(Y , y0).

ii) (1X )∗ =1π1
(X , x0) (para todo x0 ∈ X ). (6.21)

iii) Si f : (X , x0)→ (Y , y0) y g : (Y , y0)→ (Z , z0), entonces (g ◦ f )∗ = g∗ ◦ f∗.

Demostración. i) se concluye inmediatamente de la igualdad

f ◦ (uTv ) = ( f ◦u )T( f ◦ v ) (u , v ∈ A(X , x0))

que se deriva de la definición de T.

ii) es evidente por (6.20).

iii) se cumple, porque para todo arco u ∈ A(X , x0) se tiene que

(g ◦ f )∗(u ) = (g ◦ f ) ◦u = g ◦ ( f ◦u ) = g∗( f∗(u )).

Para resaltar la importancia metodológica de las correspondencias establecidas
entre espacios topológicos y grupos de homotopía, resp. entre aplicaciones continuas
y homomorfismos de grupos, las analizaremos ahora en el lenguaje de la Teoría de
Categorías. Estamos trabajando con la categoría en ℑP de los espacios topológicos con
punto fijo que tiene como objetos los pares (X , x ), donde X es un espacio topológico
y x es un punto cualquiera fijo de X , y que tiene por morfismos f ∈ C(X , x ), (Y , y )):
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las aplicaciones continuas f de X en Y tales que f (x ) = y . Si denotamos por G la
categoría de los grupos, entonces hemos construido dos funciones

π1 : Ob (ℑP )→Ob (G )
(X , x ) 7→π1(X , x )

∗ :C ((X , x ), (Y , y ))→Hom (π1(X , x ),π1(Y , y ))

f 7→ f∗

que constituyen lo que se llama un funtor:

Definición 6.5.22 (funtor). Sean (℘1,℘2)dos categorías. Se llama un funtor (covariante)
de ℘1 en ℘2 y se denota por (F1, F2) :℘1→℘2 a todo par de funciones

F1 : Ob (℘1) → Ob (℘2)
F2 : M (A, B ) → M (F1(A), F1(B ))

(para todo par A, B ∈Ob (℘1)) tales que

(F1) Para todo A ∈Ob (℘1) se tiene F2(1A) = 1F1(A)

(F2) Para todos los f ∈M (A, B ), g ∈M (B , C ), se tiene F2(g ◦ f ) = F2(g ) ◦ F2( f ).

Un funtor viene a constituir una especie de homomorfismo entre categorías. La
propiedad (F1) significa que F2 preserva las identidades, (F2) significa que F2 preserva
la composición de los morfismos. Los enunciados ii) y iii) del teorema anterior (6.5.21)
corresponden precisamente a (F1) y (F2). Por lo tanto, pueden formularse también de
la manera siguiente.

Corolario 6.5.23. El par (π1,∗): ℑP →G es un funtor.

La teoría de homotopía es la teoría del funtor (π1,∗). De manera más general
podemos definir la topología algebraica como teoría de los funtores de la categoría
de los espacios topológicos en las diversas categorías algebraicas (grupos, grupoides,
anillos, etc.)

Concluimos esta sección deduciendo el resultado importante siguiente: Los grupos
fundamentales son invariantes homotópicos.

Lema 6.5.24. Sean f , g : (X ,X )→ (Y ,Y ) aplicaciones homotópicas y x0 ∈ X . Entonces
existe un isomorfismo

λw : π1(Y , g (x0))→π1(Y , f (x0))

tal que f∗ =λwℑg∗.
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Demostración. Sea h : f ≃ g . El camino de deformación

w : t 7→ h (x0, t ) en (Y ,Y )

conecta el punto h (x0,0) = f (x0) con h (x0,1) = g (x0). Para todo camino cerrado u ∈
A(X , x0) la aplicación h (u (s ), t ))muestra la homotopía de aplicaciones f ◦u ≃ g ◦u ,
pero no la homotopía de caminos f ◦u≃̇q ◦u (lo que implicaría f∗ = g∗), porque no
deja fijo el punto f (u (0)). Modificaremos h para obtener una homotopía de caminos.
Sea u ∈ A(X , x0) y

h̃ (s , t ) =











h (x0, 4s t ) si 0≤ s ≤ 1/4

h [u (4s −1), t )] si 1/4≤ s ≤ 1/2

h [x0, t (2−2s )] si 1/2≤ s ≤ 1
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Figura 6.34:

Esta homotopía representada en la figura 6.34 muestra que

f ◦u≃̇(w T(g ◦u ))Tw −

En efecto, h̃ | I ×{0} es sencillamente otra parametrización de f ◦u , h̃ | I ×{1} es
precisamente el camino (w T(g ◦u ))Tw − y h̃ (0, t ) = h̃ (1, t ) = h (x0, 0) = f (x0) para todo
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t ∈ I . Concluimos que

[ f ◦u ] = [w ][g ◦u ][w −] para todo u ∈ A(x , x0) (6.22)

Si denotamos por λw la aplicación [v ] 7→ [w ][v ][w −], que es un isomorfismo del
grupo π1(Y , g (x0)) sobre π1(Y , f (x0)) por 6.4.15, entonces (6.22) se escribe también

f∗ =λw ◦ g∗

Teorema 6.5.25. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) dos espacios conectables por caminos. Si ambos
son homotópicos, entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

Demostración. Supongamos que f , g : X ≃ Y . Concluimos que g ◦ f : X → X es ho-
motópica a 1X . Por el lema anterior existe un isomorfismo λw : π1(X )→π1(X ) tal que
g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f )∗ =λw ◦ (1X )∗ =λw ◦1π1

(x ) =λw . De la misma manera se demuestra que
( f ◦g )∗ = f∗ ◦g∗ es un isomorfismo. Concluimos que g∗ y f∗ deben ambas ser inyectivas
y sobreyectivas, por lo tanto son isomorfismos (6.5.21).

Como simple consecuencia de este teorema obtenemos ahora una confirmación
del ejemplo 6.5.18 i): todo espacio contráctil es simplemente conexo.

Dejamos al lector la demostración del siguiente resultado importante, para la
obtención de grupos fundamentales concretos:

Ejercicio 6.5.26. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos, x0 ∈ X y y0 ∈ Y . Probar: El
grupo fundamental π1(X ×Y , (x0, y0)) es isomorfo al producto directo de los grupos
fundamentales π1(X , x0) y π1(Y , y0).
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Axiomas de separación

7.1. Introducción a los axiomas de separación

Para describir la separación mediante vecindades en un espacio topológico (X ,X ) se
introducen los axiomas siguientes:

Figura 7.1:

(T0). Dados dos puntos diferentes x , y ∈ X , x ̸= y , al menos uno
ellos posee una vecindad que no incluye al otro.

(T1). Dados x , y ∈ X , x ̸= y , cada uno posee una vecindad que no
incluye al otro. (Notar que las vecindades no tienen que
ser disjuntas.)

(T2) (Espacio de Hausdorff). Para dos puntos diferentes x , y ∈ X
siempre existen vecindades Vx ∈X (x ) y Vy ∈X (y ) que son disjun-
tas.

(T3). Para cada subconjunto cerrado A ⊂ X y cada x /∈ A existe
una vecindad UA ∈X (A) y una vecindad Vx ∈X (x ) que cumplen:
UA ∩Vx = ;.

(T4). Para dos subconjuntos cerrados disjuntos A y B existen siem-
pre vecindades UA ∈X (A) y UB ∈X (B ) que son disjuntas.

Puede parecer que estos axiomas constituyen una jerarquía de condiciones ca-
da vez más fuertes. Sin embargo, esto no es verdad como veremos a continuación.
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Dejamos al lector la comprobación de las siguientes implicaciones:

(T4)∧ (T1)⇒ (T3)∧ (T1)⇒ (T2)⇒ (T1)⇒ (T0) (7.1)

El axioma (T1) significa precisamente que todo subconjunto unitario del espacio es
cerrado. Por eso las combinaciones (T4)∧(T1) (resp. (T3∧(T1)) implican inmediatamente
el axioma (T2). En cambio, existen espacios topológicos que cumplen (T3) o (T4) y sin
embargo contienen subconjuntos unitarios no cerrados. Por ejemplo, todo espacio
indiscreto verifica trivialmente (T3) y (T4); pero no verifica (T1), ni siquiera (T0) si tiene
más de un punto.

Los ejemplos y ejercicios siguientes están destinados a demostrar que las implica-
ciones (7.1) no pueden invertirse.

Ejemplo 7.1.1 (T0⇏T1). El espacio (R,XI ) definido en el capítulo 2, (2.1.9), cumple
(T0) pero no (T1).

Ejemplo 7.1.2 (T1⇏T2). El espacio R provisto de la topología de los complementos
finitos (o numerables) cumple T1 pero no T2.

Ejemplo 7.1.3 (T2⇏T3). Sea r la topología usual sobre R yX la topología generada
por la subbase r ∪ {Q}. X cumple (T2) porque es más fina que r . Sin embargo, no
cumple (T3): El conjunto de los números irracionales I = R \Q es cerrado en (R,X )
pero no puede separarse del punto x = 0, puesto que los abiertos deX son uniones
de abiertos de r con ciertos subconjuntos deQ (2.3.2) y cada unión que contenga a I,
es igual a todo el espacio R.

Ejercicio 7.1.4. Probar que todo T1−espacio finito es discreto. En particular, para un
espacio finito el axioma (T1) implica (T3) y (T4).

Ejercicio 7.1.5. Definir distintas topologías sobre X = {1, 2, 3} que muestren que:

I) (T3)⇏(T2)

II) (T4)⇏(T3)

Los axiomas (T0) y (T1) son demasiado débiles para servirnos en el desarrollo ul-
terior de la teoría. En las secciones siguientes de este capítulo trataremos sólo las
implicaciones de los axiomas (Tk ) (k ≥ 2). Más precisamente estudiaremos las siguien-
tes clases de espacios topológicos:

Definición 7.1.6 (espacio de Hausdorff, espacio regular, espacio normal). Un espacio
topológico (X ,X ) se llama:

I) de Hausdorff, si cumple (T2)
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II) regular, si cumple (T2) y (T3)
III) normal, si cumple (T2) y (T4)

Por las implicaciones (7.1) tenemos:
(X ,X ) normal⇒ (X ,X ) regular⇒ (X ,X ) Hausdorff. Empezaremos por la más

amplia de estas tres clases.

7.2. Espacios de Hausdorff

Una teoría de convergencia capaz de satisfacernos puede desarrollarse sólo para los
espacios de Hausdorff. La razón se indica en el teorema siguiente:

Teorema 7.2.1 (caracterizaciones de un espacio de Hausdorff). Un espacio topológico
(X ,X ) es de Hausdorff si y sólo si verifica algunos de los criterios equivalentes siguientes:

(T ′2 ) Ningún filtro sobre (X ,X ) converge a dos puntos diferentes.

(T ′′2 ) Cada x ∈ X es la intersección de sus vecindades cerradas.

(T ′′′2 ) La diagonal∆= {(x , x ) | x ∈ X } es cerrada en el espacio producto X ×X .

Demostración. (T2)⇒ (T ′2 ): la unicidad del límite en un espacio de Hausdorff, se de-
muestra por el método conocido del análisis. SeaF un filtro sobre X y x , y ∈ X dos
puntos diferentes. Por (T2) existen dos vecindades disjuntas Vx ∈X (x ) y Vy ∈X (y ). Si
F converge a x , entonces existe F ∈F tal que F ⊂ Vx . Por lo tanto no puede existir
F ′ ∈F incluido en Vy (por (F1) y (F3)).

(T ′2 )⇒ (T
′′

2 ): Sean x ∈ X y y ∈ ∩
�

V : V ∈X (x )
	

. Entonces V ∩W ̸= ; para todo
V ∈X (x ) y toda W ∈X (y ); por lo tantoF = {V ∩W | V ∈X (x )∧W ∈X (y )} es un
filtro que converge a x y y . Concluimos que x es el único punto en ∩

�

V : V ∈X (x )
	

si se cumple (T ′2 ).
(T ′′2 )⇒ (T

′′′
2 ): Consideremos un par (x , y ) /∈∆. Por (T ′′2 ) existe una vecindad cerrada

V ∈X (x ) tal que y /∈V . Entonces, V × ∁V es una vecindad de (x , y ) que es disjunta a
∆. Concluimos que ∁∆ es abierto en X ×X .
(T ′′′2 )⇒ (T2) Sean x , y ∈ X dos puntos diferentes. Por (T ′′′2 ) existe una vecindad Vx ∈

X (x ) y una vecindad Vy ∈X (y ) tales que (Vx ×Vy )∩∆= ;; entonces Vx ∩Vy = ;.

Ejemplo 7.2.2. Todo espacio métrico (X , d ) es de Hausdorff, puesto que todo punto
x ∈ X es la intersección de todas las bolas cerradas de centro x .

Reencontramos aquí un resultado que se demostró en el ejercicio (1.5.3): El límite
de una sucesión convergente en un espacio métrico es único.

Pregunta. ¿Cuándo un espacio seudométrico (X , d ) es un espacio de Hausdorff?
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La propiedad (T 2) es fundamentalmente para la ‘unicidad del límite’, por el teorema
anterior.

Los corolarios siguientes son herramienta básica para otros resultados conocidos
del análisis.

Corolario 7.2.3. Sea (X ,X ) es un espacio topológico cualquiera, (Y ,Y ) un T2−espacio
y f una aplicación continua de (X ,X ) en (Y ,Y ).

Entonces la gráfica de f :

G f = {(x , f (x )) | x ∈ X }

es cerrada en el espacio producto X ×Y .

Demostración. La aplicación q : (x , y ) 7→ ( f (x ), y ) de X ×Y en Y ×Y es continua, ya
que es el producto de las aplicaciones continuas f y 1Y (5.2.18). Entonces G f = {(x , y ) |
x ∈ X , y = f (x )}= q−1[∆] es cerrada en X ×Y por (T ′′′2 ).

Corolario 7.2.4. Sea (X ,X ) un espacio topológico cualquiera, (Y ,Y ) un espacio de
Hausdorff y f , g dos aplicaciones continuas de (X ,X ) en (Y ,Y ) . Entonces el conjunto
{x ∈ X | f (x ) = g (x )} es cerrado.

Demostración. La aplicación q : x 7→ ( f (x ), g (x )) de X en Y ×Y es continua por 5.2.18.
Por lo tanto {x | f (x ) = g (x )}= q−1[∆] es cerrado en (X ,X ) por (T ′′′2 ).

El resultado anterior se establece en análisis para funciones reales, utilizando para
la demostración la función h = g − f de manera que {x | f (x ) = g (x )} = h−1[{0}].
Aquí tal operación no tiene sentido ya que sobre Y no está definida una estructura
aditiva. (Compárese también con la solución del ejercicio 4.2.5). Como consecuencia
inmediata del corolario anterior se obtiene además:

Corolario 7.2.5. Sea (X ,X ) un espacio topológico cualquiera, (Y ,Y ) un espacio de
Hausdorff y f , g dos aplicaciones continuas de (X ,X ) en (Y ,Y ) que coinciden sobre
un subconjunto denso A en (X ,X ). Entonces f = g .

Si una aplicación continua sobre un subespacio denso A de (X ,X ) puede prolon-
garse continuamente a todo el espacio, entonces su prolongación está determinada
de manera única por el corolario anterior, siempre que el espacio imagen sea de Haus-
dorff. Veremos en la siguiente sección, bajo qué condiciones puede demostrarse la
existencia de tal prolongación continua.

Ejemplo 7.2.6. Sea (E ,∥ · ∥E ) un espacio normado y E un sistema total de vectores
en E (4.4.4). Entonces una aplicación lineal continua L de E en un espacio normado
(F,∥ · ∥F ) está determinada de manera única por sus valores en E . En efecto, F es un es-
pacio de Hausdorff. Por linealidad se determinan los valores de L sobre el subespacio
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lineal [E ] generado por E y este subespacio es denso en E por suposición. Tome-
mos, por ejemplo, el espacio normado E =C([a , b ],R) provisto de la norma uniforme
∥ f ∥∞= sup{| f (x )| | a ≤ x ≤ b }. Toda forma lineal continua µ: E → R se llama una

medida de Radón sobre [a , b ] y sus valores µ( f ) se denotan por
∫ b

a
f (t )dµ(t ) (BOUR-

BAKI) [31], cap. III, §1). Sabemos que las funciones polinomiales Pn : t 7→ t n (n ∈N)
forman un sistema total de vectores en C([a , b ],R). Entonces toda medida de Radon

está determinada de manera única por los valores
∫ b

a
t n dµ(t ) (n ∈N)

Si µ cumple
∫ b

a

t n dµ(t ) =
1

n +1
(b n+1−a n+1)

para todo n ∈N, entoncesµ es necesariamente la medida de Lebesgue (para funciones
continuas).

Ejercicio 7.2.7. Consideremos sobre el espacio vectorial E =C(R,R) la seminorma

PS ( f ) = sup{| f (t )| : t ∈ S}

de la convergencia uniforme sobre un subconjunto S ⊂R (1.4.6). Probar que (E , Ps ) es
de Hausdorff (o sea, Ps es una norma) si y sólo si S es denso en R.

Por la importancia de la propiedad (T2) nos interesa saber si es heredada o no por
los subespacios, espacios productos, etc. La respuesta es parcialmente afirmativa.

Proposición 7.2.8 (hereditabilidad de (T2)). i) Todo subespacio de un espacio de
Hausdorff es de Hausdorff

ii) Todo producto de espacios de Hausdorff es de Hausdorff

iii) Toda suma de espacios de Hausdorff es Hausdorff

Demostración. La demostración de los enunciados i) y iii) se deja al lector como
ejercicio.

ii) Sea X =
∏

i∈I
X i un producto de T2−espacios (X i ,Xi ) y sean x = (xi ), y y = (yi )

dos puntos diferentes en X . Entonces se tiene que xi ≠ yi para algún i ∈ I . Puesto
que (X i ,Xi ) es un espacio de Hausdorff, existen dos vecindades disjuntas Vi ∈X (xi ) y
Wi ∈X (yi ). Si πi : X → X i es la i−ésima proyección del producto sobre X i , entonces
π−1

i [Vi ] y π−1
i [Wi ] son vecindades disjuntas de x y y en X respectivamente.

Nota. El inverso de ii) y de iii) es una consecuencia inmediata de i): Si
∏

i∈I
X i (respec-

tivamente
∑

i∈I
X i ) son espacios de Hausdorff, todo espacio (X i ,Xi ) debe ser espacio

de Hausdorff porque es homeomorfo a un subespacio de
∏

i∈I
X i (5.2.11) (resp.

∑

i∈I
X i )

((5.51) Capítulo 5).
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⇝No vamos a esperar que la propiedad (T2) se conserve cuando se pasa al cocien-
te, pues (T2) expresa la separación de puntos mientras que la formación del espacio
cociente significa lo contrario: la identificación de puntos.

Más precisamente, si (X ,X ) es un espacio topológico, R es una relación de equiva-
lencia sobre X y ϕ : X → X /R es la aplicación canónica. Entonces toda separación de
puntos en X /R significa la separación de clases de equivalencia en (X ,X ).

Por ejemplo, X /R es un T1−espacio (puntualmente cerrado) si y sólo si las clases
de equivalencia en (X ,X ) son cerradas. Dos puntos x , y ∈ X /R pueden separarse por
dos vecindades disjuntas Vx ∈X (x ) y Vy ∈X (y ) si y sólo si las clases de equivalencia
ϕ−1(x ) y ϕ−1(y ) pueden separase por dos vecindades disjuntas saturadas (fig. 7.2).

[ Y ]!
-1-

| x |
! ([ x ])

-1-

! ([ y ])
-1-

[ Y ]!
-1-

| y |

{
!

[ x ]

[ y ]{

{
{

V | y |

V | x |

Figura 7.2: Espacio cociente de Hausdorff

El ejercicio siguiente precisa una condición necesaria para que X /R sea de Haus-
dorff.

Ejercicio 7.2.9. Probar que:

i) La diagonal ∆/R de X /R × X /R es la imagen directa de R ⊂ X × X bajo la
aplicación (ϕ,ϕ), e inversamente R es la preimagen de∆/R .

ii) Si X /R es Hausdorff, R es cerrado en X ×X .

Añadiendo una condición suplementaria a ii) obtenemos una condición suficiente.

Proposición 7.2.10. Sea (X ,X ) un espacio topológico y R una relación de equivalencia
sobre X . Si R ⊂ X ×X es cerrado yϕ : X → X /R es abierta, entonces X /R es de Hausdorff.

Demostración. La aplicación q = (ϕ,ϕ): (x , y ) 7→ (ϕ(x ),ϕ(y )) es continua y abierta,
por (5.2.16) y la nota del mismo. Por lo tanto q (∁R ) = ∁(∆/R ) es abierto, entonces la
diagonal∆/R en X /R ×X /R es cerrada.

Otro criterio suficiente está contenido en el siguiente:
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Ejercicio 7.2.11. Probar que si f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es una inyección continua y (Y ,Y )
es de Hausdorff, entonces (X ,X ) es tambien de Hausdorff. Más generalmente, si
f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es continua y (Y ,Y ) de Hausdorff, entonces el espacio cociente
X /R f es de Hausdorff.

Terminamos la sección con un ejercicio que nos servirá más adelante (7.4) como
contraejemplo. Este ejercicio nos muestra un espacio de Hausdorff sobre el cual las
únicas funciones continuas son las constantes.

Ejercicio 7.2.12 (ejemplo de un espacio de Hausdorff numerable y conexo). Para
cada par de números x , y ∈N∗ tales que x y y no tienen un divisor común diferente
de 1 en símbolos: (x , y ) = 1), sea

U (x , y ) = {x +n y | n ∈Z}∩N∗ = {z ∈N∗ | x ≡ z mod y }

Probar:

i) La colección {U (x , y )|x , y ∈N∗, (x , y ) = 1} es base de una topologíaX sobreN∗.

ii) (N∗,X ) es un espacio de Hausdorff.

iii) (N∗,X ) es conexo ( Indicación : W ∈X ∧W ∩U (x , y ) = ;⇒ n y /∈W para todo
n ∈N por el teorema del máximo común divisor).

iv) Las únicas funciones reales continuas sobre (N∗,X ) son las constantes.

7.3. Espacios regulares y espacios normales

Empecemos por una caracterización de los T3−espacios.

Proposición 7.3.1 (caracterización de los T3−espacios). Un espacio topológico (X ,X )
verifica (T3) si y sólo si cumple (T ′3 ): Para todo x ∈ X las vecindades cerradas de x forman
un sistema fundamental de vecindades de x .

Demostración. (T3)⇒ (T ′3 ): Es suficiente probar que toda vecindad abierta V de x ∈ X ,
contiene una vecindad cerrada. Por T3 el cerrado ∁V puede separarse de x mediante

dos vecindads disjuntas W ∈ X (∁V ) y U ∈ X (x ). Pero esto implica que U ⊂ ∁
◦

W ⊂
∁(∁V ) =V .
(T

′

3 )⇒ (T3): si C ⊂ X es cerrado y x /∈ C entonces ∁C ∈ X (x ). Por (T ′3 ) existe una
vecindad cerrada V ∈X (x ) tal que V ⊂ ∁C , por lo tanto W = ∁V es abierta y contiene
a C , entonces W ∈X (C ) y V ∩W = ;.
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Ejemplo 7.3.2. Todo espacio seudométrico cumple (T3) puesto que, para todo x ∈ X ,
las bolas cerradas B ′(x ,ρ) (ρ > 0) forman un sistema fundamental de vecindades
cerradas de x en (X ,Xd ).

En particular todo espacio métrico es regular.
Esta caracterización de los T3−espacios implica un criterio local de regularidad

que es muy útil en la práctica.

Corolario 7.3.3 (caracterización local de los espacios regulares). Un espacio topológico
(X ,X ) es regular si y sólo si todo punto x ∈ X posee una vecindad cerrada que es regular
(como subespacio de (X ,X )).

Demostración. La necesidad de la condición es evidente. Supongamos inversamente
que (X ,X ) cumple esta condición. Dejemos al lector verificar (T1). Para probar (T ′3 ),
sea x ∈ X y sea V una vecindad cerrada regular de x . Por hipótesis existe un sistema
fundamentalF (x ) de vecindades cerradas de x en (V ,XV ). Por ser V una vecindad
cerrada de x ,F (x ) es también un sistema fundamental de vecindades cerradas de x
en (X ,X ) (3.1.10).

Ejemplo 7.3.4. Todo espacio discreto es regular.

Podría pensarse que la propiedad (T3) se conserva, análogamente como las pro-
piedades (T0), (T1) y (T2), si se sustituye una topología (regular) por otra más fina. Sin
embargo, sabemos que la topología indiscreta verifica (T3), lo cual implicaría que cada
topología tendría esta propiedad.

El ejemplo 7.1.3 muestra que sobreR exise una topología más fina que la topología
usual que no es regular. Este fenómeno se explica observando que una topología más
fina, a la vez que aumenta el número de conjuntos abiertos, aumenta también el
número de conjuntos que deben separarse de los puntos por (T3).

Estudiaremos a continuación la hereditabilidad del axioma (T3).

Proposición 7.3.5. i) Todo subespacio de un espacio regular es regular.

ii) Todo espacio producto de espacios regulares es regular.

iii) Toda suma de espacios regulares es regular.

Demostración. i) Sea A ⊂ (X ,X ) y x ∈ A. SiF (x ) es un sistema fundamental de vecin-
dades cerradas de x en (X ,X ), entoncesFA(x ) = {V ∩ A | V ∈ F (x )} es un sistema
fundamental de vecindades cerradas de x en (A,XA).

ii) Sea X =
∏

i∈I
(X i ,Xi ) un producto de espacios regulares. Por 7.2.8, X es de Haus-

dorff. Además, para todo x = (xi ) ∈ X , los conjuntos

π−1
i1
[Xi1
]∩ · · · ∩π−1

in
[Xin
] ∈B (x )
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donde las Vik
∈B (Xik

), (k = 1, . . . , n ; n ∈N) recorren todas las vecindades cerradas
de xik

en (X ik
,Xik

), forman un sistema fundamental de vecindades cerradas de x en
(X ,X ).

iii) Es trivial.

Nota. Los enunciados i) e ii) se generalizan fácilmente para topologías iniciales cua-
lesquiera.

Además se deduce de i) que los enunciados ii) y iii) pueden invertirse: si
∏

i∈I
(X i ,Xi )

(resp.
∑

i∈I
(X i ,Xi ) son espacios regulares, entonces todos los espacios (X i ,Xi ) deben

ser regulares por ser homeomorfos a subespacios de
∏

i∈I
(X i ,Xi ) y
∑

i∈I
(X i ,Xi ) respecti-

vamente.
Como los demás axiomas de separación, (T3) no es heredado por los espacios

cocientes.
La proposición siguiente enuncia una relación interesante entre las propiedades

(T2) y (T3).

Proposición 7.3.6. Un espacio topológico (X ,X ) es regular si y sólo si para todo sub-
conjunto cerrado C ⊂ X , el espacio cociente X /C es de Hausdorff.

Demostración. Ejercicio.

Volveremos ahora al problema (discutido en la sección anterior) de prolongar una
función continua f , definida sobre un subespacio denso A de (X ,X ), a todo el espacio.
Sabemos que existe a lo sumo una prolongación continua f , si el codominio (Y ,Y )
es de Hausdorff. Consideremos el valor de f en un punto arbitrario z ∈ X . Puesto
que A es denso en (X ,X ), la traza B := {V ∩A | V ∈X (z )} es una base de filtro en X
que converge a z . Si existe una prolongación continua f : (X ,X )→ (Y ,Y ), entonces
tenemos necesariamente:

f (z ) = ĺımβ f (x ) := ĺım
x→z
z∈A

f (x ) (7.2)

Luego el valor de la prolongación f en z ∈ X puede calcularse por medio de los
valores de f en los puntos de A que son cercanos a z . Veremos ahora que, inversamente,
mediante la igualdad anterior (7.2), se define una prolongación continua de f si (Y ,Y )
es regular.

Teorema 7.3.7. Sea A un subconjunto denso de un espacio topológico (X ,X ) y f una
aplicación continua de (A,XA) en un espacio regular (Y ,Y ). Entonces existe una única
prolongación continua f̄ de f a (X ,X ) si y sólo si para todo z ∈ X existe ĺım

x→z
z∈A

f (x ) en

(Y ,Y ).
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Demostración. El razonamiento anterior muestra que la condición es necesaria. Su-
pongamos ahora que ĺım

x→z
z∈A

f (x ) existe para todo z ∈ X . Tomemos f (z ) = ĺım
x→z
z∈A

f (x ) y

probemos que f es continua.
Sea W una vecindad de f (z ) en (Y ,Y ). Como (Y ,Y ) es regular, existe una vecindad

cerrada V de f (z ) tal que V ⊂W . Por suposición, existe una vecindad U ∈
◦
X (z ) tal que

f [U ∩A]⊂V . Es fácil ver que U ∩A =U (E. 4.3); entonces f [U ]⊂ f
�

U
�

⊂ f
�

U ∩A
�

⊂
V . Esto muestra la continuidad de f en X .

Como aplicación de este teorema continuaremos estudiando el problema de la
prolongación continua de una forma lineal definida sobre un subespacio lineal den-
so de un espacio normado, tratado ya en el ejemplo 7.2.6. Después de la unicidad,
demostraremos ahora la existencia de tal prolongación.

Ejemplo 7.3.8 (Prolongación de una forma lineal). Sea E un subespacio lineal denso
de un espacio normado real (F,∥·∥).

Sabemos que una forma lineal f : E→R es continua si y sólo si es acotada, o sea, si
existe M > 0 tal que

�

� f (x )
�

�≤M ∥x∥ para todo x ∈ E . Veremos que f posee una (única)
prolongación continua a F que es lineal.

En efecto,R es regular. Para probar que el ĺım
x→z
z∈F

f (x ) existe para todo z ∈ F , es sufi-

ciente demostrar la existencia del ĺım
x→∞

f (xn ) para toda sucesión (xn ) de puntos en E

que converge a z en (F,∥·∥) (1.6.7). Pero ( f (xm )) es una sucesión de Cauchy enR pues-
to que
�

� f (xn )− f (xm )
�

�=
�

� f (xn − xm )
�

�≤M ∥ xn − xm ∥. Por lo tanto existe ĺım
n→∞

( f (xn )).

Concluimos que f posee una prolongación continua f a F . Para comprobar que f̄
es lineal tomamos dos vectores cualesquiera x , y ∈ F y dos sucesiones (xn ), (yn ) de
elementos de E que converjan a x y y respectivamente. Entonces

f (x + y ) = ĺım
n→∞

f ((xn ) + (yn )) = ĺım
n→∞

( f (xn ) + f (yn ))

= ĺım
n→∞

f (xn ) + ĺım
n→∞

f (yn ) = f (x )+ f (y )

Similarmente se demuestra que f (λx ) =λ f (x ) para todo x ∈ F y todo λ ∈R.

Como en el ejemplo 7.2.6 aplicaremos ahora el resultado general del ejemplo
anterior a la teoría de integración.

Ejemplo 7.3.9 (construcción de la integral de Cauchy). Consideremos sobre un inter-
valo [a , b ]⊂R el espacio vectorial real de todas las funciones escalonadas

h : [a , b ]→R, h [[a , b ]] finito (fig. 7.3).
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. . . . .
Xn = bX0

. . . . .

= 0
X 1 X 2

X 3 X4
Xn-3 Xn-2 Xn-1

Figura 7.3: Función escalonada

A estas funciones se les asigna de manera natural una integral

∫ b

a

h (x )d x =
n
∑

i=1

hi (xi − xi−1) con {hi }= h [(xi−1, xi ]]

El problema de la construcción de las integrales de Riemann, de Cauchy o de Lebes-
gue, consiste en generalizar esta integral natural a una clase más amplia de funciones.
Consideremos aquí sólo la integral de Cauchy, cuya construcción es elemental. Sea F
el espacio vectorial de todas las funciones regladas sobre [a , b ], o sea, el espacio de
todas las funciones que pueden aproximarse uniformente sobre [a , b ] por funciones
escalonadas. F , provisto de la norma uniforme, es un espacio normado que contiene
a E como subespacio lineal denso.

La aplicación I : h 7→ I (h ) =
b
∫

a
h (x )d x es una forma lineal sobre E y cumple

|I (h )| ≤ (b −a )∥h∥∞ para todo h ∈ E .

Por lo tanto existe una prolongación lineal continua I de I a F , por el ejemplo 7.3.8,

cuyos valores denotaremos también por
∫ b

a
f (x )d x ( f ∈ F ). I ( f ) se llama integral (de

Cauchy) de la función reglada f : [a , b ]→R.
Es fácil probar que las funciones continuas f : [a , b ]→R pertenecen a F y que la

integral de Cauchy y la integral de Riemann (definida mediante las sumas superiores
y sumas inferiores) coinciden sobre C([a , b ],R).

Para terminar la sección presentaremos ahora algunos resultados elementales
sobre la propiedad (T4) y los espacios normales cuyas demostraciones en su mayor
parte pueden dejarse al lector que ya se ha acostumbrado a este tipo de razonamiento.
Veremos que, en algunos aspectos, los T4−espacios se comportan muy diferente a los
T3−espacios.
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Empezaremos por una reformulación equivalente del axioma (T4) que será funda-
mental en la próxima sección; (T ′4 ): Si C es un cerrado en (X ,X ) y U es una vecindad
(abierta) de C , entonces existe una vecindad V de C tal que

C ⊂V ⊂V ⊂U (7.4)

Proposición 7.3.10. Los axiomas (T4) y (T ′4 ) son equivalentes.

Demostración. (T4)⇒ (T
′

4 ): Si C es un cerrado y U es un abierto en (X ,X ) tales que
C ⊂U , entonces C y ∁U son cerrados disjuntos. Por (T4) existen vecindades disjuntas
V ∈V (C ) y W ∈V (∁U ) que podemos suponer abiertas. Resulta que C ⊂V y V ⊂ ∁W ,
entonces V ⊂ ∁W ⊂U , puesto que ∁W es cerrado.
(T

′

4 )⇒ (T4). Si C y C ′ son dos cerrados disjuntos en (X ,X ), entonces tenemos para
U := ∁C ′ que C ⊂U ∈X . Por (T ′4 ) existe una vecindad V de C tal que C ⊂V ⊂V ⊂U .
Concluimos que V y ∁V̄ ⊃C ′ son vecindades disjuntas de C y C ′ respectivamente.

⇝ Al inicio del capítulo vimos que cada espacio normal es regular y de Hausdorff. A
diferencia con estos espacios, la propiedad característica de los espacios normales
(T4) no es heredada por los subespacios ni por los espacios producto.

El lector interesado hallará contraejemplos en KELLEY [110] cap. IV problemas F y
G y en el ejemplo 10.1.13.

Dejamos como ejercicio las demostraciones de las siguientes proposiciones que
enuncian la hereditabilidad de (T4) para ciertos subespacios, imágenes continuas y
espacios cocientes.

Proposición 7.3.11. Cada subespacio cerrado de un espacio normal es normal.

Demostración. Ejercicio.

Proposición 7.3.12. Sea (X ,X ) normal y f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una sobreyección conti-
nua y cerrada. Entonces (Y ,Y ) es normal.

Demostración. Ejercicio. (Indicación: Utilizar la caracterización 3 de las aplicaciones
cerradas).

Corolario 7.3.13. Sea (X ,X ) normal y C ⊂ X cerrado. Entonces X /C es normal.

Demostración. Ejercicio.

Ejercicio 7.3.14. Sean (X ,X ), (Y ,Y ), espacios normales, sea C ⊂ X cerrado y f : C →
Y continua. Probar que el espacio de adjunción X ⊔ f Y es normal.
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7.4. Separación de conjuntos por funciones

Del ejercicio 7.2.11 se desprende que todo espacio sobre el cual existe una función
real continua inyectiva es necesariamente de Hausdorff. Más generalmente si para
dos puntos distintos cualesquiera x , y de un espacio (X ,X ) existe una función real
continua f con f (x ) ̸= f (y ), entonces (X ,X ) cumple evidentemente (T2). En este caso
se dice que las funciones (reales) continuas sobre (X ,X ) separan los puntos de (X ,X ).
Introduzcamos esta definición para subconjuntos cualesquiera de X .

Definición 7.4.1 (función separante). Sea f una función real sobre un conjunto X . Se
dice que f separa dos subconjuntos A y B de X , si

sup f [A]< ı́nf f [B ] o sup f [B ]< ı́nf f [A] (7.5)

Intercambiando eventualmente A y B , una aplicación f : X →R separa dos subcon-
juntos A, B de X si y sólo si existen números reales α, β tales que se cumple:

x ∈ A ∧ y ∈ B ⇒ f (x )≤α<β ≤ f (y ) (7.6)

Esto significa intuitivamente que A y B estan separados por dos curvas (resp.
superficies) de nivel de f (fig. 7.4)

[ ]f > !

[ ]f = ´ <" "

[ ]f = "

[ ]f < "

[ ]f = !

[ ]f = ´ >! !

Figura 7.4: Conjuntos separados por la función f

Nos interesaremos especialmente por la pregunta, ¿cuándo dos conjuntos cerrados
disjuntos de un espacio topológico pueden separarse por una función continua? Para
analizar esta cuestión, será útil considerar un tipo particular de funciones:

Definición 7.4.2 (función de Urysohn). Sean A y B dos subconjuntos disjuntos de un
espacio topológico (X ,X ). Una función real continua f sobre (X ,X ) se llama función
de Urysohn para los conjuntos A y B , si cumple:

f [A] = {0}∧ f [B ] = {1}∧ f [X ]⊂ [0, 1] (7.7)
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Está claro que toda función de Urysohn para A, B separa estos dos subconjuntos
de (X ,X ). Pero se cumple también el inverso: toda función continua que separa A
y B puede transformarse en una función de Urysohn para A, B . En efecto, si una
función continua f : (X ,X )→R cumple (7.5), entonces la función continua (5.2.19)
f̃ = máx(α, mı́n(β , f )): x 7→ máx(α, mı́n(β , f (x )) toma el valor α sobre A y el valor

constante β sobre B . Luego la función
≈
f = ( f̃ −α)/(β −α) es una función de Urysohn

para A y B en (X ,X ).
Por lo tanto, si dos conjuntos A, B en un espacio topológico pueden separarse

por una función continua, entonces pueden también separarse por una función de
Urysohn para A, B .

La gráfica anterior ya nos indica que dos conjuntos A, B en (X ,X ), que pueden
separase por una función continua, también pueden separarse mediante vecindades.

Proposición 7.4.3. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topológico (X ,X ). Si
existe una función real continua sobre (X ,X ) que separa A y B , entonces existen dos
vecindades UA ∈X (A) y UB ∈X (B ) que son disjuntas.

Demostración. Supongamos que una función continua f : (X ,X )→R cumple (7.5). Si
γ := 1

2 (α+β ), entonces UA := f −1[(−∞,γ)] y UB := f −1[(γ,∞)] son vecindades abiertas
disjuntas de A y B respectivamente.

Por esta proposición, un espacio (X ,X ) es normal, si para dos cerrados disjuntos
cualesquiera A y B en (X ,X ) existe siempre una función de Urysohn.

Este criterio suficiente es a veces útil para demostrar la normalidad de un espacio.
Como ejemplo, probaremos por este método que cada espacio métrico es normal.

Ejemplo 7.4.4. Sea (X , d ) un espacio métrico. Si A y B son dos cerrados disjuntos en
(X , d ) que están separados por una distancia estrictamente positiva ϵ = d (A, B )> 0,
entonces es inmediato cómo pueden separarse mediante vecindades: V (A,ϵ/2) = {x ∈
X | d (x , A) < ϵ/2} y V (B ,ϵ/2) = {x ∈ X | d (x , B ) < ϵ/2} las cuales forman dos vecin-
dades disjuntas de A y B respectivamente. Sin embargo, sabemos que dos cerrados
disjuntos en un espacio métrico no tienen necesariamente una distancia estricta-
mente positiva: basta considerar A = {(x ,0) | x ∈ R} y B = {(x ,1/x ) | x > 0} en R2

(fig. 7.5).
En este caso parece natural separar los cerrados A y B por una función conti-

nua sobreR2, que tenga una curva de nivel que se quede estrictamente por encima
de A y por debajo de B . Es fácil comprobar que, para dos cerrados disjuntos A y B
cualesquiera en (X , d ), la función continua (1.5.20):

f : x 7→
d (x , A)

d (x , A) +d (x , B )
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B

A

Figura 7.5: Cerrados disjuntos con distancia cero

es una función de Urysohn para A, B . Luego (X , d ) es normal. Concluimos que los
espacios métricos forman una subclase de los espacios normales. Ellos tienen la
propiedad especial de que todos sus subespacios también son normales (por ser
metrizables).

Por la proposición anterior, la separación por funciones es más fuerte que la separa-
ción por vecindades. Se plantea el problema de si son equivalentes. Más precisamente,
¿podemos sustituir en los axiomas (T2), (T3), (T4) la separación por vecindades por
la separación por funciones continuas? Este problema tiene gran importancia, por-
que relaciona los axiomas de separación con la existencia de ciertas funciones reales
continuas sobre el espacio de base.

Para los axiomas (T2) y (T3) la pregunta tiene una respuesta negativa. Dos puntos
distintos en un espacio de Hausdorff no siempre pueden separarse por una función
real continua.

Por ejemplo en el ejercicio 7.2.12 hemos construido un espacio de Hausdorff
conexo numerable. Puesto que toda imagen continua de tal espacio enR es conexo y
numerable, es necesariamente unitaria, o sea toda función real continua sobre este
espacio de Hausdorff es constante (i.e. C(X ,R)≃R).

En este caso las funciones reales continuas no separan ningún par de puntos del
espacio. Lo mismo ocurre con ciertos espacios regulares.

Definición 7.4.5 (espacio completamente regular). Un espacio topológico (X ,X ) se
llama completamente regular si para todo cerrado C ⊂ (X ,X ) y todo punto x /∈ C ,
existe una función continua f : (X ,X )→ [0, 1] tal que f (x ) = 0 y f [C ] = {1} (fig. 7.6).

Los T1−espacios completamente regulares se llaman de Tikhonof o Tychonov, y
juegan un papel fundamental en la teoría de los espacios uniformes, porque se tiene
el resultado fundamental siguiente, el cual demostraremos en el capítulo 11 (véase
nota de 11.1.28).



230 7.4. Separación de conjuntos por funciones

x0

1

[[
C

Figura 7.6:

Teorema 7.4.6. Un espacio topológico (X ,X ) es completamente regular si y sólo si
su topología viene definida por una familia de seudométricas (o sea, si es enyugado
(5.3.9)).

El teorema 7.4.6 nos brinda inmediatamente una gran variedad de ejemplos de
espacios completamente regulares. Veremos más adelante que, en particular, todos los
subespacios de espacios normales son completamente regulares. Como preparación
probaremos dos propiedades importantes de hereditabilidad que nos muestran que
la clase de los espacios completamente regulares, no puede coincidir con la clase de
los espacios normales (véase sección 7.3).

Proposición 7.4.7. i) Todo subespacio de un espacio completamente regular es
completamente regular.

ii) Todo producto de espacios completamente regulares es completamente regular.

iii) Toda suma de espacios completamente regulares es completamente regular.

Demostración. i) Sopongamos que (X ,X ) es completamente regular y sea A ⊂ X . Si
CA es cerrado en A, entonces existe un cerrado C en (X ,X ) tal que CA =C ∩A.

Sea x ∈ A tal que x /∈ CA . Por lo tanto existe una función real continua f sobre
(X ,X ) tal que f (x ) = 0 y f [C ] = {1}. La restricción de f a A es una función de Urysohn
para {x } y C en (A,XA).

ii) Sea x = (xi ) /∈C y C cerrado enΠX i . Existe un abierto elemental Ui j
:=π−1

i1
[U1]∩

· · · ∩π−1
in
[Un ] tal que x ∈U ⊂ ∁C . Por hipótesis existen además funciones continuas

f j : (X i j
,Xi j

)→ [0, 1] tales que f j (xi j
) = 0 y f j [∁Uj ] = {1}para j = 1, . . . , n . Basta entonces

definir:
f : y 7→máx{ f j ◦πi j (y ) | j = 1, . . . , n} (y ∈ΠX i )

para obtener una función de Urysohn para {x } y ∁U ⊃C .
iii) La demostración se deja al lector.
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El significado particular de los espacios normales resulta del hecho de que el
axioma (T4) es el único de los axiomas de separación, para el cual la separación por
vecindades y la separación por funciones continuas son equivalentes. Más precisa-
mente:

Lema 7.4.8 (de Urysohn). Un espacio topológico (X ,X ) cumple (T4) si y sólo si para todo
par de subconjuntos cerrados disjuntos A, B de (X ,X ) existe una función de Urysohn.

Demostración. Después de la proposición 7.4.3 solamente queda por probar la nece-
sidad.

Sean A, B dos subconjuntos cerrados disjuntos de (X ,X ). Para construir una
función de Urysohn asociada f seguimos la idea intuitiva siguiente: intercalamos
entre A y ∁B una colección de abiertos U (r ) (r ∈∆⊂ [0, 1]) y definimos f : X →R por:

f (x ) := ı́nf{r | x ∈U (r )} para x ∈ X (7.9)

A
B

U=
U(0

)

U(
1 )

U( r )

U( r´)

Figura 7.7:

Para precisar esta idea de construcción tomamos como∆ el conjunto de todos los
racionales de la forma k/2n (n ∈N, k = 0, . . . , 2n ). Por inducción demostraremos que
para todo r ∈∆ puede asociarse un abierto U (r ) tal que

i) A ⊂U (r )⊂ ∁B para r ∈∆, r < 1

ii) r < r ′⇒U (r )⊂U (r ′) para r, r ′ ∈∆
Si n = 0, existe, por (T ′4 ) un abierto U tal que A ⊂U ⊂U ⊂ ∁B . Entonces basta

poner U (0/2o ) =U (0) =U y U (1o/2o ) =U (1) = X .
Supongamos valido para n , es decir, supongamos que para i ≤ n y k = 0, . . . , 2i ya

han sido construidos abiertos U (k/2i ) que cumplen i) y ii). Resta probar para n +1.
Queda por definir sólo los abiertos U (k/2n+1) para los k = 2i +1 impares. Para cada
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k = 2i +1 existe por (T ′4 ) un abierto U que cumple.

U
�

2i

2n+1

�

⊂U ⊂ Ū ⊂U
�

2(i +1)
2n+1

�

⊂ ∁B

Poniendo U
�

2i

2n+1

�

=U , los abiertos U (k/2n+1)(k = 0, . . . , 2n+1) satisfacen eviden-

temente a i) y ii).
Ahora definamos la función f : X →R por (7.9). Entonces f cumple las siguientes

propiedades:

0≤ f (x )≤ 1 porque A ⊂ [0.1] y U (1) = X

f [A] = {0} porque∆⊂U (0)

f [B ] = {1} porque U (r )⊂ ∁B para todo r < 1.
Mostraremos que f es continua. Sea x0 ∈ X y ϵ > 0. Si f (x0) es diferente de 0 y 1,

entonces existen r1, r2 ∈∆ tales que f (x0)− ϵ < r1 < f (x0)< r2 < f (x0) + ϵ. Entonces el
abierto V =U (r2) \U (r1) es una vecindad de x0 y f [V ]⊂ [r1, r2]⊂ ( f (x0)− ϵ, f (x0) + ϵ).
Si f (x0) = 0 o f (x0) = 1, se consideran vecindades unilaterales de f (x0) ∈ r y se toman
como V , U (r2) o ∁(U (R1)) respectivamente. Concluimos que f es una función de
Urysohn para A, B .

En un espacio normal todo conjunto unitario es cerrado. Aplicando el teorema an-
terior a A = {x } vemos que todo espacio normal es completamente regular. Mediante
la proposición 7.4.7 (i) obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.4.9. Todo subespacio de un espacio normal es completamente regular.

Una función de Urysohn para A, B cumple A ⊂ f −1[{0}], pero no necesariamente
A = f −1[{0}]. Analizaremos cuándo existe una función de Urysohn con esta propiedad
más fuerte.

Corolario 7.4.10. Sea (X ,X ) un T4−espacio y sean A, B subconjuntos cerrados de
(X ,X ). Existe una función de Urysohn para A, B tal que A = f −1[{0}] si y sólo si A es un
Gδ−conjunto.

Demostración. Si A = f −1[{0}], entonces A = ∩
n∈N∗

f −1
��

−∞, 1
n

��

es un Gδ−conjunto.

Inversamente, sea A = ∩
n∈N∗

Un un Gδ−conjunto (Un ∈X ). Sustituyendo eventualmente

Un por Un ∩ ∁B podemos suponer Un ⊂ ∁B (n ∈N).
Para cada n ∈N∗, sea fn una función de Urysohn para A y Bn = ∁Un . Entonces la

función f =
∑

n∈N∗

�

1
2

�n
fn es continua como límite de una serie uniformemente conver-

gente de funciones continuas. Si x ∈ A, entonces f (x ) =
∑

n∈N∗

�

1
2

�n
fn (x ) = 0. Si x ∈ B ,
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entonces f (x ) =
∑

n∈N∗

�

1
2

�n
= 1. Si x /∈ A, entonces existe n ∈N∗ tal que x ∈ Bn = ∁Un , por

lo tanto f (x )≥
�

1
2

�n
fn (x )> 0.

Ejercicio 7.4.11. Si A y B son Gδ−conjuntos en un espacio normal (X ,X ), entonces
existe una función de Urysohn f para A, B tal que A = f −1(0) y B = f −1(1).

Para terminar esta sección proponemos al lector el siguiente ejercicio, que vuelve
a tratar el problema central de construir una función real continua por medio de una
familia de subconjuntos sobre el espacio (X ,X ). Este ejercicio generaliza el método
que hemos empleado en la demostración del teorema de Urysohn.

Ejercicio 7.4.12. Sea X un conjunto, ∆ ⊂ R un conjunto denso en R y (Aα)α∈∆ una
familia de subconjuntos de X tal que:

i) Aα = ; y ∪
α∈∆

Aα = X

ii) α<β ⇒ Aα ⊂ Aβ para α, β ∈∆.

Probar:

1. Mediante f (x ) := ı́nf{α ∈∆ | x ∈ Aα}(x ∈ X ) se define una función real sobre X .

2. f (x )< r ⇐⇒ x ∈ ∪
α<r

Aα para r ∈R, f (x )≤ r ⇐⇒ x ∈ ∩
α>r

Aα para r ∈R.

3. Si (X ,X ) es un espacio topológico tal que para todo α ∈ ∆, Aα es abierto y si
en lugar de ii) se cumple: ii′): α < β ⇒ Aα ⊂ Aβ para α, β ∈ ∆, entonces f es
continua.

7.5. Prolongación de funciones reales continuas

Las proposiciónes anteriores sobre la separación de cerrados por funciones continuas
implican la existencia de funciones reales continuas con ciertas propiedades. Por lo
tanto, es de suponer que sobre un espacio normal podremos obtener algunos nuevos
resultados referentes al prolongamiento continuo de funciones reales.

Veremos primeramente que el teorema de Urysohn puede interpretarse como
un teorema de prolongación. Sean A y B dos subconjuntos cerrados disjuntos de
un espacio topológico (X ,X ). Definamos una función f : A ∪ B → [0,1] poniendo
f (x ) = 0 si x ∈ A y f (x ) = 1 si x ∈ B . Esta función definida sobre el subespacio A∪B es
continua, puesto que A y B son a la vez abiertos y cerrados en A ∪B . Las funciones de
Urysohn para A, B son precisamente las prolongaciones continuas. f : X → [0, 1] de f .
El teorema de Urysohn nos asegura que existen tales prolongaciones continuas.
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Notemos que A∪B es cerrado en (X ,X ) y que f es una función muy especial sobre
el cerrado A ∪B . Luego el teorema de Urysohn es un teorema de prolongación para
una clase muy especial de funciones definidas sobre un cerrado en un espacio normal.
Pero veremos que este resultado puede generalizarse a la clase de todas las funciones
reales continuas definidas sobre un cerrado en un espacio normal.

Teorema 7.5.1 (Tietze). Un espacio topológico (X ,X ) es un T4−espacio si y sólo si
cumple: (T ′′4 ) Si C ⊂ X es cerrado, entonces, para cada aplicación continua f de C en

un intervalo [a , b ] de R, existe una prolongación continua f : X → [a , b ] de f a X .

Demostración. Ya vimos que (T ′4 )⇒ (T4). Para probar la implicación inversa podemos
suponer sin restricción de la generalidad, que [a , b ] = [−1, 1].

Construiremos la prolongación continua de f : C → [−1, 1] por aproximación suce-
siva de f sobre C por restricciones de funciones continuas gn : X → [−1, 1], basándo-
nos en el siguiente:

Lema 7.5.2. Sea (X ,X ) un T4−espacio, C ⊂ X cerrado y f : C → [−1,1] una función
continua. Entonces existe una función continua g : X →R tal que:

i) −1/3≤ g (x )≤ 1/3 para x ∈ X

ii) | f (x )− g (x )| ≤ 2/3 para x ∈C .

Demostración. A = f −1[[1/3, 1]] y B = f −1[[−1,−1/3]] son dos cerrados disjuntos en C ,
por lo tanto son cerrados en (X ;X ) ya que C es cerrado. Por el teorema de Urysohn
existe una función g : X →R tal que g [A] = {1/3}, g [B ] = {−1/3} y −1/3≤ g (x )≤ 1/3
para x ∈ X , lo cual prueba i). Como−1≤ f (x )≤ 1 para x ∈C se obtiene sucesivamente,
considerando los tres casos posibles x ∈ A, x ∈ B , x /∈ A ∪B , que | f (x )− g (x )| ≤ 2/3, o
sea ii).

Construiremos por inducción, funciones continuas gn : (X ,X )→R tales que:

a) −1+ (2/3)n ≤ gn (x )≤ 1− (2/3)n para x ∈ X .

b) | f (x )− gn (x )| ≤ (2/3)n para x ∈C .

c) gn+1(x )− gn (x )≤ 1/3 (2/3)n para x ∈ X .

Para n = 0 definamos g0(x )≡ 0 sobre X . Supongamos que ya definimos las funcio-
nes g0, . . . , gn que cumplen las condiciones a), b) y c). Sea

fn (x ) = (3/2)
n ( f (x )− gn (x )) (x ∈C )

La función fn : C → [−1,1] es continua. Por el lema anterior, existe una función
continua g : X →R tal que −1/3≤ g (x )≤ 1/3 sobre X y | fn (x )− g (x )| ≤ 2/3 sobre C .
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Para la función continua gn+1 : X →R definida por:

gn+1(x ) = gn (x )+ (2/3)
n g (x )

se cumplen las tres propiedades a), b), c):

a) porque |gn+1(x )| ≤ 1− (2/3)n +
�

2
3

�n 1
3 = 1−
�

2
3

�n+1
para x ∈ X

b) porque | f (x )− gn+1(x )|= | f (x )− gn (x )−
�

2
3

�n
g (x )|=
�

2
3

�n | fn (x )− g (x )| ≤
�

2
3

�n+1

para x ∈C

c) porque |gn+1(x )− gn (x )|=
�

2
3

�n |g (x )| ≤ 1
3

�

2
3

�n
para x ∈ X .

La sucesión de funciones (gn ) así definida es uniformemente convergente sobre
X , porque

|gn (x )− gm (x )| ≤ |gm+1(x )− gm (x )|+ |gm+2(x )− gm+1(x )|+ · · ·+ |gn (x )− gn−1(x )|

≤ 1/3(2/3)m
n−m−1
∑

i=0

(2/3)i ≤ (2/3)m para n >m .

Por lo tanto f : x 7→ ĺım
n→∞

gn (x ), como límite uniforme de (gn ), es continua sobre

(X ,X ) (esto se demuestra por el mismo razonamiento, que para el caso clásico X =R).
Por a) y b) f coincide con f sobre C y aplica X en [−1, 1].

Si f es una función real continua definida sobre un cerrado C de un espacio normal
(X ,X ) tal que

| f (x )| ≤α para todo x ∈C , o sea, ∥ f ∥∞ ≤α para un α> 0 (7.10)

entonces existe, según el teorema anterior, una prolongación continua f de f a (X ,X )
tal que

| f (x )| ≤α para todo x ∈ X , o sea, ∥ f ∥∞ ≤α (7.10′)

Veremos ahora que un resultado análogo a (7.10′) puede deducirse para la des-
igualdad estricta.

Corolario 7.5.3. Sea (X ,X ) un T4−espacio y C ⊂ X cerrado. Si f : C →R es continua
tal que | f (x )|<α para todo x ∈C , entonces existe una prolongación continua

f : X →R de f tal que | f (x )|<α para todo x ∈ X .
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Demostración. Existe una prolongación continua g de f a X tal que ∥g ∥∞ ≤ α. El
conjunto B = {x ∈ X |

�

�g (x )
�

� = α} es cerrado en (X ,X ) y disjunto de C . Sea h una

función de Urysohn para B , C : h [B ] = {0} y h [C ] = {1}. Tomando f = h ◦ g se tiene la
prolongación pedida, ya que f (x ) = g (x ) = f (x ) sobre C y

| f (x )|=

¨

0 si x ∈ B

|h (x )g (x )| ≤ |g (x )|<α si x /∈ B .

Ejercicio 7.5.4. Sea (X ,X ) un T4−espacio y C ⊂ X un Gδ−conjunto. Probar que si
f : C → [a , b ] es una aplicación continua entonces existe una prolongación continua
f de f a X tal que f (x ) ∈ (a , b ) para todo x /∈C .

Hasta ahora hemos considerado solamente la prolongación de funciones continuas
acotadas. Pero es fácil ver que los resultados obtenidos se aplican también a funciones
no acotadas.

Sea h el homeomorfismo x 7→

¨

x
(1+|x |) si x ∈R
±1 si x =±∞

deR sobre [−1, 1]. Si f : C →R es una función continua, entonces h ◦ f : C → [−1, 1] es
una función continua y acotada. Si g es una prolongación continua de h ◦ f , entonces
f = h−1 ◦ g es evidentemente una prolongación continua de h−1 ◦h ◦ f = f . Además,
si f es real, o sea si (h ◦ f )[C ]⊂ (−1,1), entonces existe una prolongación g de h ◦ f
tal que g [C ] ⊂]− 1,1[ o sea f [X ] ⊂ R. De tal manera, los resultados 7.5.1, 7.5.3 y el
ejercicio 7.5.4 implican el siguiente:

Corolario 7.5.5. Sea (X ,X ) un T4−espacio y C ⊂ X cerrado. Entonces

i) Cada función numérica continua f : C 7→R tiene una prolongación numérica
continua f de X en R.

ii) Cada función real continua f : C →R tiene una prolongación real continua f de
X en R tal que ∥ f ∥∞ = ∥ f ∥∞.

iii) Si C es un Gδ−conjunto entonces cada función continua f : C → R tiene una
prolongación f de X en R que es real sobre C .

¿Cuándo una aplicación continua sobre un subespacio de un espacio topológico
puede prolongarse continuamente a todo el espacio, manteniendo el mismo codomi-
nio?, este es uno de los problemas fundamentales de la topología.

El corolario anterior nos da una respuesta satisfactoria para las funciones reales
sobre un subconjunto cerrado en un T4−espacio.

⇝ Hay que resaltar que para codominios diferentes de R, R o de intervalos reales
[a , b ], el problema puede complicarse mucho más.
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Ejemplo 7.5.6. Sea X el disco unitario B 2 ⊂ R 2, C ⊂ X el círculo unitario E 1 y Y el
mismo círculo E 1. Entonces puede probarse que la aplicación identidad de E 1 sobre
E 1 no puede extenderse continuamente a todo el disco B 2 manteniendo E 1 como
codominio. Este resultado no es fácil de obtener. Es equivalente al teorema del punto
fijo de Brouwer para dimensión 2. La razón intuitiva es que toda aplicación del disco
en su frontera que sea la identidad en su frontera rompe necesariamente el disco,
luego no es continua. Para una demostración rigurosa necesitaríamos las técnicas de
la topología algebraica (veáse I. M. SINGER [170], p. 96).

El ejemplo anterior plantea el siguiente problema: para qué codominios en vez de
[a , b ] se cumple el enunciado del lema de Tietze.

Dejamos al lector probar que en este lema el codominio [a , b ] puede sustituirse
por cualquier potencia de R o de I = [0, 1].

Ejercicio 7.5.7. Sea C un cerrado en un T4−espacio (X ,X ) y f una aplicación continua
de C en (Y ,Y ). Entonces existe una prolongación continua f : (X ,X )→ (Y ,Y ) de f ,
si (Y ,Y ) es de la forma RZ o I Z (Z conjunto).

Para las esferas E n como espacios de llegada existe al menos una prolongación
parcial.

Ejercicio 7.5.8. Sea (X ,X ) un T4−espacio, C ⊂ X cerrado y f : C → E n continua.
Probar que existe una vecindad U de C en (X ,X ) y una prolongación continua f : U →
E n de f .

(Indicación: Considerar U = {x ∈ X | f (x ) ̸= 0}).

Al problema de separar dos subconjuntos cerrados disjuntos en un espacio topoló-
gico, por una función real continua le corresponde, en un espacio vectorial topológico
el siguiente problema lineal: separar dos conjuntos cerrados conexos disjuntos por una
función lineal continua (fig. 7.8).

Este problema juega un papel fundamental en diversas teorías de optimización y
en análisis funcional en general. Lo trataremos aquí aunque intervengan estructuras
algebráicas, porque los teoremas se establecen, principalmente, por razonamientos
topológicos.

Para la separación de conjuntos convexos por funciones lineales se utilizan métodos
completamente diferentes del método que se emplea para la construcción de las
funciones de Urysohn. Es interesante, pero no nos sorprende, que en la demostración
del teorema central (de Hahn Banach) intervengan argumentos de conexión.

Antes de empezar la exposición de los teoremas enumeraremos algunas defini-
ciones y unas propiedades sencillas de los conjuntos convexos que son puramente
algebraicas y fáciles de comprobar.

Sea E un espacio vectorial real.
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[ ]f > x[ ]f < x

[ ]f = x

Figura 7.8:

1. C ⊂ E es convexo si y sólo si cumple:

x1, . . . , xn ∈C ∧λ1, . . . ,λn ≧ 0∧
n
∑

i=1

λi = 1⇒
n
∑

i=1

λi xi ∈C (7.11)

x1 x2

x3

C(A)

Figura 7.9:

2. Si (Cα)α∈I es una familia de convexos en E , entonces ∩
α∈I

Cα es convexo.

3. La unión de convexos en general no es convexa (fig. 7.9).

4. Para todo conjunto A ⊂ E , la intersección de todos los convexos C que lo con-
tienen se llama envoltura convexa de A y se denota por c (A). c (A) es el convexo
más pequeño que contiene a A (fig. 7.10).

5. Si f : E → F es una aplicación lineal de E en un espacio vectorial F y si C ⊂ E
es convexo, entonces f [C ] es convexo.
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x1 x2

x3

C(A)

Figura 7.10: Envoltura convexa de A = {x1, x2, x3}

6. Si A, B ⊂ E son convexos y α, β ∈R, entonces

αA+βB = {αx +β y | x ∈ A ∧ y ∈ B }

es convexo. En particular A+B y αA son convexos.

7. C ⊂ E se llama cono si cumple

λ> 0⇒λC ⊂C

Un cono C ⊂ E es convexo si y sólo si cumple C +C ⊂C (fig. 7.11).

(a) (b)

Figura 7.11: (a) Cono (b) Cono convexo

8. Un subespacio afín H ⊂ E (H ̸= E ) se llama hiperplano si es maximal, es decir,
si para todo subespacio afín L que contiene H se cumple L =H o L = E .

Para todo hiperplano H ⊂ E existe una forma lineal f : E → R y un número
α ∈R tal que H = {x ∈ E | f (x ) =α}.
(Si (E ,X ) es un espacio vectorial topológico, entonces el hiperplano H = [ f =
α] = {x ∈ E | f (x ) =α} es cerrado si y sólo si f es continua).

9. Si f : E →R es una forma lineal diferente de 0 y α ∈R, entonces

[ f =α] = {x ∈ E | f (x ) =α}

es un hiperplano.
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Los conjuntos convexos

[ f ≧α] := {x ∈ E | f (x )≧α}
[ f ≦α] := {x ∈ E | f (x )≦α}

se llaman semiespacio positivo (resp. negativo) determinado por H = [ f = α]. Si un
conjunto está incluido en [ f ≦α] o [ f ≧α], entonces se dice que está a un lado de H .
Es inmediato que un convexo C que no corta a H debe estar a un lado de H .

En las secciones anteriores vimos que el problema de separación por funciones está
muy relacionado con el problema de prolongación de funciones. Lo mismo se cumple
aquí. El teorema fundamental siguiente no es otro que un teorema de prolongación
lineal continua en forma geométrica.

Teorema de Mazur 7.5.9 (teorema de Hahn-Banach en forma geométrica). Sea A un
subconjunto abierto convexo no vacío de un espacio vectorial topológico (E ,X ) y sea
M un subespacio afín en E tal que A ∩M = ;. Entonces existe un hiperplano cerrado H
en E tal que M ⊂H y A ∩H = ;.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 ∈M , o sea, que
M es un subespacio lineal. SeaM el conjunto de todos los subespacios lineales M ′ de
E tal que M ⊂M ′ y M ′ ∩A = ;.M está inductivamente ordenado por la inclusión ⊂:
SiU es una colección totalmente ordenada de subespacios lineales de E , entonces
evidentemente M0 : ∪U ∈M . Por el lema de Zorn, existe un subespacio maximal H
enM . Puesto que

M ′ ∈M ⇒M
′ ∈M

H es cerrado. Falta probar que H es un hiperplano. Supongamos por reducción al
absurdo que H no es un hiperplano. Entonces el espacio vectorial cociente F := E /H
tiene dimensión ≧ 2. Provisto de la topología cociente, F es un espacio vectorial
topológico. Sea ϕ : E → F la aplicación canónica y B :=ϕ[A]. B es un abierto en F y
0 /∈ B .

{0} es el único subespacio lineal L de F tal que L ∩B = ;. (7.12)

C = ∪
λ>0
λB es un cono convexo abierto que no contiene 0. {0} es cerrado en F , porque

ϕ−1(0) =H ⊂ E es cerrado; por lo tanto G := F \ {0} es abierto. G es conectable por
caminos por ser dim F ≧ 2. Pero G no es convexo y, por lo tanto, G es diferente
de C . Por el ejercicio 6.1.9 existe un punto frontera x ∈ (C \ C ) ∩G de C en G . Si

−x ∈
◦

C = C , entonces 0 ∈ (−x , x ) ⊂
◦

C (¿Por qué?). Entonces x ,−x /∈ C . Concluimos
que el subespacio unidimensional generado por x no corta B , lo que contradice (7.12).
Por tanto, dim F = 1, H es hiperplano.
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Definición 7.5.10 (hiperplano de apoyo). Sea C un subconjunto convexo en un espa-
cio vectorial topológico (E ,X ). Un hiperplano cerrado H en E se llama hiperplano de
apoyo de C si C ∩H ̸= ; y si C está de un lado de H (fig. 7.12).

H

C

H

A

B

Figura 7.12: Hiperplano de apoyo

Corolario 7.5.11 (teorema del hiperplano de apoyo). Sea C ⊂ (E ,X ) un convexo que
contiene puntos interiores. Entonces todo punto frontera x ∈ fr C está contenido en un
hiperplano de apoyo de C .

Demostración. Probaremos más generalmente que todo x /∈
◦

C está contenido en un
hiperplano cerrado H tal que C está situado a un lado de H . Para eso basta aplicar el

teorema anterior a A =
◦

C y M = [x ] teniendo en cuenta que si
◦

C ⊂ [ f ≦ α] entonces

C ⊂ [ f ≦α] por ser C =
◦

C .

Corolario 7.5.12 (teorema de separación). Sean A, B conjuntos convexos en E tales

que
◦
A ≠ ; y

◦
A∩B = ;. Entonces existe un hiperplano cerrado H = [ f =α] que separa A y

B ; i.e. A y B están situados en diferentes semiespacios definidos por H :

sup{ f (x ) | x ∈ A}≦α≦ ı́nf{ f (x ) | x ∈ B } (fig. 7.13) (7.13)

Demostración. Pongamos C = A − B . Entonces C contiene un punto interior, pero

0 /∈
◦

C . Por la demostración anterior, existe un hiperplano cerrado H tal que 0 ∈H y
C está situado en el semiespacio negativo de H . En otras palabras, existe una forma
lineal continua f sobre E tal que f (x )≦ 0 para todos los x ∈C . Esto implica:

x ∈ A ∧ y ∈ B ⇒ f (x )≦ f (y )

Tomando α= sup{ f (x ) | x ∈ A} resulta (7.13).
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H

C

H

A

B

Figura 7.13:

Si (E ,X ) es un espacio localmente convexo (p. ej., normado), entonces puede
enunciarse un segundo teorema de separación.

Corolario 7.5.13 (teorema de separación estricta). Si B es un convexo cerrado en un
espacio localmente convexo (E ,X ) y x /∈ B , entonces existe un semiespacio cerrado que
contiene a B pero no a x .

Demostración. Sea A una vecindad abierta convexa de x tal que A ∩ B = ;. Por el
corolario anterior existe una forma lineal continua f sobre E y α ∈R tales que A ⊂
[ f ≦α] y B ⊂ [ f ≧α]. Porque A es abierto, tenemos A ⊂ [ f <α]. Luego x ∈ [ f <α].

El corolario anterior podemos también formularlo de la manera siguiente:

Corolario 7.5.14 (caracterización de los cerrados convexos). Todo subconjunto conve-
xo cerrado en un espacio localmente convexo es la intersección de todos los semiespacios
cerrados que lo contienen.

Ejercicio 7.5.15 (teorema de Hahn-Banach en forma analítica). 1) Sea E un espa-
cio vectorial sobre R. Supongamos que p una aplicación de E en R tal que,

p (x + y )≦ p (x )+p (y ) para todo x , y ∈ E y

p (λx ) =λp (x ) para todo x ∈ E y λ> 0

si f es una forma lineal definida en un subespacio F de E tal que

f (x )≤ p (x ) para todo x ∈ F,

entonces f se puede prolongar a una forma lineal g en E tal que

g (x )≤ p (x ) para todo x ∈ E .
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Indicación: i) Si f es una forma lineal en E tal que f (x )≦ p (x ) para todo x ∈ F ;
probar que para todo a ∈ E y todos los u , v ∈ F se tiene

f (u )−p (u −a )≦ f (a )≦ p (v +a )− f (v )

ii) Más generalmente, si f es una forma lineal definida únicamente en F y tal
que f (x )≦ p (x ), para todo x ∈ F . Para todo a ∈ E , se define

Na = sup
u∈F
( f (u )−p (u −a )) ; Ma = ı́nf

v∈F
(p (v +a )− f (v ))

Probar que Na y Ma son finitos y que Na ≦Ma

iii) Conservando las mismas hipótesis que en ii), supongamos que a /∈ F, y sea
k ∈ [Na , Ma ] arbitrario. Para todo x ∈ F y todo λ ∈R, sea

g (x +λa ) = f (x ) +λk

Probar que g es una forma lineal en el subespacio vectorial Fa = F +Ra de E
generado por F y a , que g es idéntica a f en F y que g (y ) ≦ p (y ) para todo
y ∈ Fa .

2) Sean F el conjunto de los pares (F, f ), donde F es un subespacio vectorial de E
y f una forma lineal en F , tal que f ≦ p en F . Diremos que:

(F1, , f1)≦ (F2, , f2)

o que (F2, , f2) es una prolongación de (F1, , f1) si F1 ⊂ F2, si f1 es la restricción de
f2 a F1.

i) Probar que esta relación es un orden inductivo sobre F

ii) Deducir de i) que todo elemento maximal de F es de la forma (E , f ).

iii) Probar que todo (E , f ) ∈Fposee una prolongación (E , g ). Probar en particular
que existe siempre una forma lineal f en E tal que f ≦ p en E .

iv) Probar que la condición necesaria y suficiente para que la prolongación (E , g )
de (E , f ) sea única es que, para todo a ∈ E , se tenga que Na =Ma .

Ejercicio 7.5.16 (aplicación del teorema de Hahn-Banach en forma analítica).

i) Sea E un espacio vectorial sobre R, con una topología XB definida por una
familia de seminormas B (5.3.10). Probar que para todo x ̸= 0 en E , existe una
forma lineal f continua en E tal que f (x ) ̸= 0.

ii) Sea B la bola unitaria cerrada de un espacio normado E sobre R. Probar que
para todo x ∈ E tal que ∥x∥= 1, existe una forma lineal f en E tal que





 f




= 1 y
f (x ) = 1.
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7.6. Cubiertas y particiones de la unidad sobre un espa-
cio

Existe una clase muy importante de espacios topológicos que tienen localmente la
estructura de un espacio euclideano Rn , o sea, en dichos espacios, cada punto tiene
una vecindad que es homeomorfa a Rn (las llamadas variedades topológicas). Sobre
tales espacios no es difícil definir lo que son funciones diferenciables, puesto que la
diferenciabilidad es, como la continuidad, una noción local. En cambio, la integral
de una función depende del comportamiento de la función sobre todo el espacio,
la integral es una noción global. Para introducir conceptos globales sobre espacios
localmente euclideanos se necesitan técnicas que vinculen las nociones y propiedades
globales con las nociones y propiedades locales.

Estudiaremos en esta sección uno de estos métodos estrechamente ligado al axio-
ma (T4): la partición de unidad.

Empecemos por analizar las cubiertas abiertas de un espacio normal. La propiedad
(T4) puede interpretarse como un axioma que asegura que para toda cubierta (U1,U2)
de X uno de sus elementos, por ejemplo U1, puede sustituirse por un abierto más
pequeño W1 tal que

W1 ⊂U1 (7.14)

En efecto, si U1 ∪U2 = X y U1,U2 ∈ X , entonces C = ∁U2 ⊂U1 es cerrado. Por lo
tanto existe, por (T ′4 ), un abierto V tal que C ⊂V ⊂V ⊂U1. Basta tomar W1 =V , para
obtener una cubierta abierta (W1,U2) de (X ,X ) tal que W1 ⊂U1.

Aplicando este método sucesivamente a todos los abiertos de una cubierta abierta
finita (U1, . . . ,Un ) se obtiene una cubierta abierta ‘más fina’ (W1, . . . , Wn ) tal que Wi ⊂
Ui (i = 1, . . . , n ).

Definición 7.6.1 (refinamiento, encogimiento). Sea (Uα)α∈I una cubierta de un espacio
topológico (X ,X ).

Una cubierta (Wβ )β∈J de X se dice que es más fina o que es un refinamiento de
(Uα)α∈I si

∀β ∈ J ∃α ∈ I tal que Wβ ⊂Uα (7.15)

(Wα)α∈I se llama encogimiento de (Uα)α∈I si

W α ⊂Uα para todo α ∈ I . (7.13′)

Nos interesa saber qué cubiertas abiertas poseen un encogimiento. El método de
encogimiento sucesivo explicado anteriormente se generaliza a todos las cubiertas
abiertas puntualmente finitas en un T4−espacio:

Teorema 7.6.2. Toda cubierta abierta puntualmente finita de un T4−espacio posee un
encogimiento.
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Demostración. Sea (Uα)α∈I una cubierta abierta puntualmente finita del T4−espacio
(X ,X ).

Sobre el conjunto C de todas las cubiertas abiertas de (X ,X ) de la forma

BJ = (Wβ )β∈J ∪ (Uα)α∈I \J (W β ⊂Uβ para β ∈ J ⊂ I ) (7.16)

introducimos una relación de orden ≺ por:

BJ ≺B′J ⇐⇒ J ⊂ J ′ ∧Wβ =W ′
β para β ∈ J (7.17)

Probemos que (C,≺) es un conjunto inductivamente ordenado. Sea (Bs
Js
)s∈S una

familia totalmente ordenada de cubrimientos en C. Debemos hallar una cota superior
de esta familia. Sea J = ∪

s∈S
Js y

BJ = (Wβ )β∈J ∪ (Uα)α∈I \J con Wβ =W s
βs

para β ∈ Js

Esta colección de abiertos está bien definida, puesto que W s
βs
=W s ′

β s ′· siβ ∈ Js , yβ ∈ Js ′ ·.
Evidentemente, si logramos demostrar que BJ es una cubierta de X entonces BJ será
una cota superior de (Bs

Js
)s∈S en (C,≺).

Sea x ∈ X , por hipótesis tenemos x ∈Uα sólo para un número finito de índices
α ∈ {α1, . . . ,αn}. Si uno de estos subíndices αi pertenece a I \ J , entonces se cumple
x ∈Uαi

⊂∪BJ . En cambio, si αi ∈ J para i = 1, . . . , n , entonces existe Js0
(s0 ∈ S ) tal que

αi ∈ Js0
para i = 1, . . . , n por ser (Js )s∈S totalmente ordenado. Pero BJs0

es una cubierta
de X , entonces existe β ∈ Js0

con x ∈Wβ . Por definición, Js0
⊂ J y x ∈Wβ ⊂∪BJ . Por

lo tanto BJ recubre X .
Por el lema de Zorn existe un recubrimiento maximal BJ0

en (C,≺). Supongamos
por deducción al absurdo que J0 ≠ I . Tomamos α ∈ I \ J0. Por el razonamiento anterior,
el abierto Uα en BJ0

puede sustituirse por un abierto Wα tal que W α ⊂Uα.
El recubrimiento BJ0

∪Wα así definido es posterior a BJ0
en (C,≺) lo cual implica

una contradicción. Concluimos que toda cubierta maximal en (C,≺) es un encogi-
miento de (Uα)α∈I .

Por lo expuesto anteriormente, está claro que el teorema 7.6.2 formula una propie-
dad característica de los espacios T4.

Ejercicio 7.6.3. Probar que si en un espacio topológico (X ,X ) toda cubierta abierta
(puntualmente) finita posee un encogimiento, entonces (X ,X ) cumple (T4).

No es difícil deducir una caracterización análoga de los espacios T3. Para eso se
introduce el concepto de casi-encogimiento, que es más débil que encogimiento y
más fuerte que refinamiento.
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Ejercicio 7.6.4. Probar que un T1−espacio (X ,X ) es regular si y sólo si toda cubierta
abierta (Uα)α∈I de (X ,X ) posee un casi-encogimiento (Wβ )β∈J , o sea, un refinamiento
(Wβ )β∈J tal que para todo β ∈ J existe un α ∈ I que cumple

W β ⊂Uα (7.14a)

Combinemos ahora los resultados de la sección anterior con el enunciado del
teorema 7.6.2.

Sea (Uα)α∈I una cubierta abierta localmente finita de un T4−espacio (X ,X ) y sea
(Wα)α∈I un encogimiento de dicho cubierta. Por el teorema de Urysohn existe para
todo α ∈ I una función continua fα : X → [0,1] que es igual a 1 sobre W α y que se
anula fuera de Uα. Estas funciones nos servirán para descomponer toda función real
continua sobre X en una familia de funciones que sólo localmente son diferentes
de 0.

Definición 7.6.5 (soporte de una función). Sea (X ,X ) un espacio topológico y f : X →
R una aplicación. Entonces el conjunto cerrado

sop ( f ) := {x ∈ X | f (x ) ̸= 0} (7.15a)

se llama soporte de f .

Sop ( f ) es el cerrado más pequeño fuera del cual f se anula.
Los soportes de las funciones de Urysohn fα construidas anteriormente no están

necesariamente contenidos en Uα. Pero sí existen funciones de Urysohn para W α,∁Uα
con esta propiedad:

Lema 7.6.6. Sea (X ,X ) un T4−espacio, C ⊂ X cerrado y A ∈X (C ). Entonces existe una
función continua f : X → [0, 1] tal que f [C ] = {1} y sop f ⊂ A.

Demostración. Ejercicio (indicación: utilizar (T ′4 )).

Si ( fα)α∈I es una familia de funciones reales continuas sobre (X ,X ) tal que la familia
de sus soportes (sop fα)α∈I es puntualmente finita, entonces la función suma

f =
∑

α∈I

fα : x 7→
∑

α∈I

fα(x ) (x ∈ X ) (7.16a)

está bien definida, puesto que para todo x ∈ X sólo un número finito de valores
fα(x ) (α ∈ I ) es diferente de 0. Queremos saber bajo qué condiciones f será continua.

Lema 7.6.7. Si ( fα)α∈I es una familia de funciones reales continuas sobre (X ,X ) tal que
la familia de sus soportes (sop fα)α∈I es localmente finita, entonces la función suma
f =
∑

α∈I
fα : X →R es continua.
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Demostración. Para todo x ∈ X existe una vecindad abierta Ux de x tal que Ux ∩
sop fα ≠ ; sólo para un número finito de índices α ∈ I . Pero f |Ux es suma finita
de funciones continuas, por lo tanto es continua. Por 5.1.17, concluimos que f es
continua.

Definición 7.6.8 (partición de la unidad). Sea (X ,X ) un espacio topológico. Una
familia (ϕα)α∈I de funciones continuas ϕα : X → [0, 1] se llama partición de la unidad
sobre (X ,X ) si cumple:

i) La familia (sop ϕα)α∈I es localmente finita

ii)
∑

α∈I
ϕα(x ) = 1 para todo x ∈ X

Definición 7.6.9 (partición de la unidad subordinada a una cubierta). Sea (Uα)α∈I una
cubierta de (X ,X ). Entonces una partición de la unidad (ϕα)α∈I se llama subordinada
a la cubierta (Uα)α∈I si para todo α ∈ I se tiene sop ϕα ⊂Uα.

La importancia del teorema 7.6.2 consiste principalmente en el corolario siguiente.

Corolario 7.6.10. En un T4−espacio (X ,X ), toda cubierta abierta, localmente finita,
posee una partición de la unidad subordinada.

Demostración. Sea (Uα)α∈I una cubierta abierta localmente finita de (X ,X ). Existe
un encogimiento (Wα)α∈I de (Uα)α∈I . Sabemos además por el lema 7.6.6 que existen
funciones continuas fα : X → [0, 1] tales que fα[W α] = {1} y sop fα ⊂Uα. Como (Uα)α∈I

es localmente finita, también lo es (sop fα)α∈I y por esta razón la función suma f =
∑

α∈I
fα : X →R es continua (7.6.7). Para x ∈ X se tiene que f (x )≥ 1 ya que x tiene que

estar en algún W α.
Definamos ahoraϕα = fα/ f .ϕα : X → [0, 1] es continua y cumple sop ϕα = sop fα ⊂

Uα(α ∈ I ). Por definición, tenemos
∑

α∈I
ϕα(x ) = (1/ f (x ))

∑

α∈I
fα(x ) = 1 para todo x ∈ X .

Por lo tanto (ϕα)α∈I es una partición de unidad subordinada a (Uα)α∈I .

Ejemplo 7.6.11. Sea (X ,X ) un espacio topológico y sean A, B dos cerrados disjuntos
de (X ,X ). Entonces (∁A,∁B ) es una cubierta abierta localmente finita de (X ,X ). Su-
pongamos que (ϕ1,ϕ2) es una partición de la unidad subordinada a la cubierta (∁A,∁B ).
Entonces sop ϕ1 ⊂ ∁A y sop ϕ2 ⊂ ∁B , o sea ϕ1[A] =ϕ2[B ] = 0. Como ϕ1(x )+ϕ2(x ) = 1
para todo x ∈ X , concluimos que ϕ2[A] = ϕ1[B ] = 1. Vemos que ϕ1 es una función
de Urysohn para el par (A, B ) y ϕ2 una función de Urysohn para el par (B , A). Esto
nos muestra que si un espacio topológico (X ,X ) cumple el enunciado del corolario
anterior (para toda cubierta de dos abiertos (U1,U2)), entonces es necesariamente un
T4−espacio. Por lo tanto, el corolario 7.6.10 formula una propiedad característica de
los T4−espacios.
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En el capítulo siguiente consideraremos una clase de espacios topológicos en
los cuales toda cubierta abierta posee un refinamiento abierto localmente finito (los
llamados espacios paracompactos). En tales espacios, todos los cubrimientos (no sólo
los localmente finitos) poseen una partición de la unidad subordinada.

Ejercicio 7.6.12. Sea (Wβ )β∈J un refinamiento abierto localmente finito de una cu-
bierta abierta (Uα)α∈I de un espacio topológico (X ,X ). Probar que si (Wβ )β∈J posee
una partición de unidad subordinada, entonces (Uα)α∈I también la posee.

Como ya mencionamos al comienzo de esta sección, sobre ciertos espacios topo-
lógicos está definida una estructura diferenciable (véase el anexo siguiente). Sobre
tales espacios se necesitan particiones de la unidad (ϕα)α∈I cuyas funciones no sean
solamente continuas sino diferenciables.

El ejercicio siguiente indica cómo construir tales particiones de la unidad diferen-
ciables sobre Rn .

Ejercicio 7.6.13. Probar que:

i) La función

g : x →

¨

exp(−x−2) = e −1/x 2
si x > 0

0 si x ≤ 0

es infinitamente diferenciable sobre R (fig. 7.14).

g

Figura 7.14:

ii) La función infinitamente diferenciable h : R→ [0, 1] definida por

h (x ) = g (1+ x )g (1− x ) (x ∈R)

es estrictamente positiva sobre (−1, 1) y se anula fuera de (−1, 1).

iii) Sea C = {x ∈ R | |xi − ai | < ϵi } para i = 1, . . . , n un cubo abierto de centro
a = (a1, . . . , an ) (a ∈ Rn ,ϵi > 0). Entonces existe una función infinitamente
diferenciable f : Rn → [0,1] que es estrictamente positiva sobre C y se anula
fuera de C .



7. Axiomas de separación 249

iv) Sean B y C dos cerrados en R tales que d∞(B , C ) > 0. Entonces existe una
función de Urysohn infinitamente diferenciable para el par (B , C ). (Indicación:
considerar la cubierta abierta localmente finita de Rn formada por los cubos

K (εa ,ε) := {x ∈Rn | máx
i=1,...,n

|xi −εai |<ε}

con ϵ = 1/3 d (B , C ), a ∈Zn y aplicar iii).

v) Sea (Uα)α∈I una cubierta localmente finita deRn formada por abiertos acotados
Uα ⊂Rn .

Entonces existe una partición de la unidad subordinada (ϕα)α∈I formada por
funciones infinitamente diferenciables ϕα. (Indicación: utilizar el resultado
conocido de que d (B , C ) > 0 si B y C son dos cerrados disjuntos no vacíos
en Rn de los cuales uno es acotado.)

7.7. Anexo: utilización de las particiones de la unidad en
topología diferencial

Mostraremos ahora mediante un ejemplo cómo las particiones de la unidad pue-
den aplicarse para obtener soluciones globales partiendo de soluciones locales. Tales
problemas de sintetización se plantean particularmente en la teoría de las llamadas va-
riedades diferenciables y variedades de Riemann que forman el objeto de la topología
diferencial (resp. geometría diferencial). Estas variedades forman probablemente, des-
pués de los espacios funcionales, la segunda clase de espacios topológicos concretos
de mayor importancia tanto en la teoría como en la práctica.

Vamos a introducir aquí algunas nociones básicas de la topología diferencial para
que el lector obtenga una primera impresión de esta teoría que podrá profundizar en
la literatura (véase M. SPIVAK [178], S. LANG [120]). Lo haremos de manera condensada
porque no queremos entrar en los detalles técnicos de la topología diferencial.

Consideremos el toro T 2 que se presenta como la superficie de un anillo en el
espacio euclideanoR3. Intuitivamente diremos que T 2 posee dimensión 2; pero no
existe un sistema global de dos coordenadas para T 2: T 2 no es homeomorfo a un
subespacio de R2. En cambio, todo punto a ∈ T 2 posee una vecindad abierta U que
es homeomorfa a un abierto de R2 (fig. 7.15).

Si ϕ : x 7→ (ϕ1(x ),ϕ2(x )) es un homeomorfismo de U ⊂ T 2 en R2, entonces las
coordenadas ϕ1(x ) y ϕ2(x ) de ϕ(x ) en R2 pueden interpretarse como coordenadas
locales de los puntos vecinos x de a . Estas coordenadas permiten considerar toda
función f : T 2→R localmente como función de dos variables identificando f |U con
f ◦ϕ−1 : ϕ[U ]→R. Con respecto a estas coordenadas
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Figura 7.15:

tiene sentido decir que f es diferenciable en a ∈ T 2. De tal manera las coordenadas
locales introducen una estructura diferencial sobre el espacio topológico T 2.

Sin embargo, persiste una dificultad: un punto a ∈ T 2 pertenece en general a
dominios de diferentes sistemas de coordenadas locales φ : Uφ →R2 yψ: Uψ→R2.
Para que el concepto de diferenciabilidad no dependa de las coordenadas locales
particulares debemos exigir que ψ ◦φ−1 y φ ◦ψ−1 sean biyecciones diferenciables
sobre sus dominiosφ[Uφ ∩Uψ] yψ[Uφ ∩Uψ] respectivamente. En este caso f ◦ψ−1 es
diferenciable enφ(a ) ∈φ[Uφ ∩Uφ] si y sólo si f ◦φ−1 lo es enψ(a ) (fig. 7.16).
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Figura 7.16:

Generalizaremos ahora estas ideas para conjuntos cualesquiera. Para abreviar,
diremos que una función es de clase C k (k = 0,1, . . . ,∞) si f es continua (k = 0),
resp. k veces continuamente diferenciable (k ∈N), resp. infinitamente diferenciable
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(k =∞). Si f es biyectiva y si f , f −1 son de clase C k , entonces se dice que f es un
difeomorfismo de clase C k .

Definición 7.7.1 (carta, cartas compatibles). Sea X un conjunto. Toda biyección
ϕ de un subconjunto no vacío U ⊂ X sobre un abierto en Rn se llama una carta
n−dimensional de X .

Dos cartas n−dimensionalesφ : Uφ→Rn yψ: Uψ→Rn se llaman C k−compatibles
(k = 0,1,2, . . . ,∞) si las aplicaciones mutuamente inversas ψ ◦φ−1 : φ[Uφ ∩Uψ]→
ψ[Uφ ∩Uψ] yφ ◦ψ−1 :ψ[Uφ ∩Uψ]→φ[Uφ ∩Uψ] son de clase C k .

Ejemplo 7.7.2. Sea X =Rn . Todo homeomorfismo de Rn sobre un abierto en Rn es
una carta de Rn que tiene todo el espacio como dominio. Dos homeomorfismos cua-
lesquiera ϕ : U →Rn yψ: W →Rn (U , W ⊂Rn abiertos) son cartas n−dimensionales
C 0−compatibles sobre X =Rn . Si ϕ,ψ son además difeomorfismos de clase C k , en-
tonces son cartas C k−compatibles.

Ejemplo 7.7.3. Sea X = E n la esfera n−dimensional y z ∈ E n . Entonces la proye-
cción estereográficaφz de E n \{z } sobreRn es una carta n−dimensional de E n con el
dominio Uφz

= E n \ {z }. No es difícil comprobar que dos proyecciones estereográficas
cualesquiera son cartas C∞−compatibles (fig. 7.17).

2
R

)(x
z

!

z
E

Figura 7.17: Proyección estereográfica

Definición 7.7.4 (atlas, atlas compatibles). Sea X un conjunto. Una colección Φ de
cartas n−dimensionales C k−compatiblesφ : Uφ→Rn de X se llama C k−atlas sobre
X , si los dominios Uφ(φ ∈Φ) recubren X . Dos C k−atlas Φ y Ψ se llaman compatibles
(como C k−atlas) si Φ∪Ψ es un C k−atlas sobre X .

Dejamos al lector como ejercicio probar que sobre X existe una única topologíaX
tal que todos los Uφ (φ ∈Φ) son abiertos y toda cartaφ ∈Φ es un homeomorfismo de
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Uφ sobreφ[Uφ]⊂Rn . Dos C k−atlas compatibles (k ≥ 0) definen la misma topología
sobre X .

Ejemplo 7.7.5. Sea X = E n . La colección Φ de todas las cartas estereográficas ϕz (z ∈
E n ) es un C∞−atlas sobre E n .

Pregunta. ¿Cómo puede definirse un C∞-atlas sobre el espacio proyectivo P n (R) =
E n/∆E (5.4.12) partiendo de las cartas estereográficas sobre E n ?

Es inmediato que la compatibilidad es una relación de equivalencia entre los
C k−atlas sobre X . Toda clase de equivalencia [Φ] de C k−atlas sobre X se llama una
estructura diferenciable de clase C k sobre X .

Uno de los problemas fundamentales de la topología diferencial es saber sobre
qué espacios topológicos X pueden introducir estructuras diferenciables de clase
C k (k ≥ 0) que sean compatibles con la topología dada. Puesto que de todas formas
hay que presuponer que (X ,X ) es localmente euclidiano, este problema de existencia
se enuncia más específicamente de la manera siguiente: ¿Cuándo, una estructura
diferencial de clase C 0 sobre X , contiene un C k−atlas (k ≥ 1)?

Otra pregunta fundamental es el problema de unicidad. Más precisamente ¿cuándo
existen sobre (X ,X ) dos estructuras diferenciables de clase C k : [Φ] y [Ψ] (k ≥ 1)
compatibles con la topología dada, tales que no existe ningún difeomorfismo de
clase C k de (X , [Φ]) sobre (X , [Ψ]). En otras palabras: ¿Existen diferentes estructuras
diferenciables sobre X que definan la misma topologíaX ?

Definición 7.7.6 (variedad diferenciable de clase C k ). Todo par (X , [Φ]), formado por
un conjunto X y una clase de equivalencia de C k -atlas sobre X , tal que la topolo-
gía definida por [Φ] es de Hausdorff, se llama variedad diferenciable de clase C k , o
sencillamente, C k−variedad.

Nota. A toda clase [Φ] de C k -atlas equivalentes sobre X se asocia de manera única
el mayor atlas Φ̃ en [Φ] que es la unión de todos los C k−atlas compatibles con Φ. Φ̃
contiene a toda carta n−dimensional ϕ sobre X que sea C k−compatible con todas
las cartas de Φ. Algunos autores llaman variedad diferenciable de clase C k al par (X , Φ̃)
en lugar de al par (X , [Φ]). Las cartas ϕ que pertenecen a (X , Φ̃) se llaman cartas de
(X , [Φ]).

Ya conocemos, al menos intuitivamente, algunos ejemplos concretos de variedades
diferenciables: los espacios euclideanos Rn , las esferas E n , los toros T n y los espacios
proyectivos P n (R). Consideremos ahora algunos métodos elementales para construir
nuevas variedades a partir de variedades dadas.

Ejemplo 7.7.7 (estructura diferenciable inducida). Sea (X , [Φ]) una C k−variedad y
U un subconjunto abierto de X . Entonces es fácil introducir sobre U una estructura
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diferenciable de clase C k tomando como C k−atlas

ΦU = {φ | (Uφ ∩U ) |φ ∈Φ} (7.18)

ΦU se llama estructura diferenciable inducida por [Φ] sobre U . La variedad (U , [ΦU ])
tiene la misma dimensión que (X , [Φ]).

Ejemplo 7.7.8. Sea (X ,X ) un espacio topológico y (Uα)α∈I una cubierta abierta de
X . Supongamos dada, sobre todo Uα, una estructura diferenciable n−dimensional
[Φα] de clase C k tal que [Φα] y [Φβ ] introducen la misma estructura diferenciable sobre
Uα ∩Uβ , siempre que Uα ∩Uβ ≠ ;. Entonces la unión de todos los atlas (Uα, [Φα])(α ∈ I )
define una estructura diferenciable n−dimensional [Φ] de clase C k sobre X , que es
compatible con la topología dadaX . Se dice que la variedad (X , [Φ]) se obtiene pegando
las variedades (Uα, [Φα]).

Ejemplo 7.7.9 (producto de variedades). Sean (X , [Φ]) y (Y , [Ψ]) dos C k−variedades
de dimensiones n y m respectivamente. Entonces las cartas (n +m )−dimensionales

φ×ψ: Uφ ×Vψ→Rn ×Rm (φ ∈Φ,ψ ∈Ψ)

forman evidentemente un C k−atlas (φ×ψ) sobre (X ,X ). Siφ′ yψ′ son dos C k−atlas
compatibles con Φ y Ψ respectivamente, entonces Φ×Ψ es C k−compatible con Φ′

y Ψ ′. Resulta que los atlas producto Φ×Ψ definen una estructura diferenciable (n +
m )−dimensional de clase C k sobre X ×Y .

Sean (X , [Φ]) y (Y , [Ψ]) dos variedades diferenciables de clase C k . Una aplicación
f : F → Y se llama C k−diferenciable o un C k−morfismo si para toda cartaψ de (Y , [Ψ])
existe una carta φ de (X , [Φ]) tal que φ[Uφ] ⊂Uψ y ψ ◦ f ◦π−1 es una aplicación de
clase C k deφ[Uφ] enψ[Uψ].

Evidentemente la composición de dos aplicaciones C k−diferenciables es C k−di-
ferenciable. Por lo tanto, las variedades diferenciables de clase C k , junto con las
aplicaciones C k−diferenciables como morfismos forman una categoría (k ≥ 0).

La noción de isomorfía correspondiente nos permite precisar qué es la topología
diferencial. Es la investigación de las propiedades de las variedades C k−diferenciables
que se mantienen invariantes con respecto a C k−isomorfismos.

Las particiones de la unidad constituyen un instrumento particularmente apro-
piado para analizar las variedades diferenciables.

Veremos ahora cómo se utilizan para definir medidas globales sobre una varie-
dad diferenciable a partir de medidas locales. Antes hay que precisar brevemente el
concepto de medida.

Para una función continua f : Rn → R, la integral
∫

f (x )d x , en general no está
definida. Pero sí está definida si f además tiene un soporte acotado K ⊂Rn .
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K es cerrado y acotado; por lo tanto cumple el teorema de Heine-Borel: Para toda
cubierta abierta de K existe un número finito de abiertos que cubren K . En el próximo
capítulo estudiaremos la clase de espacios topológicos, compactos, que cumplen
esta misma propiedad. Aquí solamente utilizaremos su propiedad característica. Si
denotamos por Ck (Rn ,R) el espacio vectorial de todas las funciones reales continuas
con soporte compacto sobre Rn , entonces la aplicación

λ: f 7→
∫

f (x )d x ( f ∈Ck (Rn ,R))

es una funcional lineal sobre Ck (r n , r ). Además λ es positivo en el sentido de que
∫

f dλ=λ( f ) =
∫

f (x )d x ≥ 0 para toda función positiva f ∈Ck (r n , r ).
Sea ahora (X , [Φ]) una variedad diferenciable de clase C k . No existe una integral

natural sobre X como la integral de Riemann o de Lebesgue sobre Rn , que se derivan
de un concepto natural de volumen de cubos [a , b ] ⊂Rn . Por eso se introduce una
noción más general de integración, definida por una medida positiva. Se llama medida
positiva a toda forma lineal positiva sobre el espacio vectorial Ck (X ) :=Ck (X ,R).

Una idea (demasiado) sencilla para construir medidas sobre X sería la siguien-
te: hallar una partición de X en subconjuntos Uα que puedan describirse por cartas
particulares ϕα, integrar las restricciones f |Uα ( f ∈Ck (X )) por medio de los sistemas
de coordenadas locales y sumar estas integrales. Sin embargo, en general es muy difícil
construir una partición de este tipo para X . Por lo tanto, se parte de una cubierta
abierta cualquiera de X y se trata de sintetizar medidas locales sobre los Uα, mediante
una partición de unidad subordinada a (Uα). Más precisamente.

Teorema 7.7.10 (de localización). Sea (Uα)α∈I una cubierta de (X , [Φ]) y sea (µα)α∈I una
familia de medidas positivas µα sobre Uα tales que µα y µβ coinciden sobre Ck (Uα ∩
Uβ ) (α,β ∈ I ). Entonces existe una única medida positiva µ sobre X que coincide, para
todo α ∈ I , con µα sobre Ck (Uα).

Demostración. Sea f ∈Ck (X ) y sea K el soporte de f . Por definición de Ck (X ), existe
una cubierta finita (Ui )i∈J de K . Veremos en el próximo capítulo que K , provisto
de la topología inducida, es normal. Por lo tanto existe una partición de la unidad
subordinada (ϕi )i∈J de (Ui )i∈J sobre K :
∑

i∈J

φi (x ) = 1 para todo x ∈ K (φi : X → [0, 1] continua).

El soporte de fφi
está contenido en Ui y es compacto (como subconjunto cerrado

de K ). Entonces fφi
∈Ck (Ui ). Definamos:

µ( f ) :=
∑

i∈J

µi ( fφi
) (7.19)
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Si podemos demostrar que esta definición es independiente de la cubierta finita
(Ui )i∈J y de la partición de unidad subordinada, entonces es claro que la función así
definida (7.19) es lineal y positiva sobre Ck (X ) y coincide sobre Ck (Ui ) con µi .

Sea (Ui )i∈J ′ otra cubierta finita de K y (ψi )i∈J ′ una partición subordinada de la
unidad sobre K . Entonces

fφi =
∑

i∈J ′

( fφi ,ψ j
)

luego
∑

i∈J

µi ( fφi
) =
∑

i∈J

∑

j∈J ′

µi ( fφi ,ψ j
). (7.20)

Similarmente
∑

j∈J ′

µ j ( fψ j
) =
∑

j∈J ′

∑

i∈J

µ j ( fφi ,ψ j
). (7.21)

Puesto que µi ( fφi ,ψ j
) =µ j ( fφi ,ψ j

) por hipótesis, resulta

∑

i∈J

µi ( fφi ) =
∑

j∈J ′

µ j ( fψ j )

Si (X , [Φ]) es una variedad diferenciable de clase C k que permite C k−particiones
de la unidad (k ≥ 1) (vease el ejercicio 7.6.12), entonces la familia de medidas locales
(µi ) se contruyen por medio de densidades de la manera siguiente:

Se considera la cubierta (Uφ)φ∈Φ de X . Una densidad sobre (X , [Φ]) es una familia
(gφ)φ∈Φ de funciones integrables gφ :φ[Uφ]→R+ tal que

gφ = gφ(φ ◦ψ−1) | det (φ,ψ−1) | sobre ψ[Uφ ⊂Uψ] (7.22)

paraφ,ψ ∈Φ. A esta densidad se asocia canónicamente la familia (µφ)φ∈Φ de medidas
locales µφ sobre Uφ definidas por

µφ(h ) =

∫

φ[∪φ ]
hoφ−1(x )gφ(x )d x , h ∈Ck (U ) (7.23)

La fórmula para el cambio de variable de integración es:
∫

g (x )d x =

∫

g ◦ f det f ′(x )d x

muestra entonces que µφ y µψ así definidas sobre Ck (Uφ ∩Uψ) cumplen (7.22). Con-
cluimos del el teorema anterior, que toda densidad (gφ)φ∈Φ determina de manera
única una medida sobre (X , [Φ]).





8
Compacidad

Los subconjuntos acotados y cerrados C de Rn tienen dos propiedades principales,
sobre las cuales se basan algunos de los teoremas más importantes del análisis:

Propiedad I: Toda cubierta abierta (Uα)α∈I de C contiene una subcubierta finita
(Uα1

, . . .Uαr
) de C .

Propiedad II: Toda sucesión (xn ) de puntos de C tiene un punto adherente
en C .

Los pioneros del análisis funcional como ASCOLI [11] y VOLTERRA [196] reconocie-
ron la importancia fundamental que tienen estas dos propiedades para la investigación
de conjuntos de funciones. En efecto, el descubrimiento de que toda una serie de teore-
mas clásicos sobre subconjuntos deRn puedan trasladarse a conjuntos de funciones
que verifican estas dos propiedades, fue uno de los motivos centrales para el desarrollo
del Análisis Funcional.

Teniendo en cuenta la gran utilidad de las propiedades I y II en Análisis y en Análisis
Funcional, es natural que los topólogos hayan tenido un interés vivo en estudiar la
clase de los espacios topológicos que verifican estas propiedades. Estos espacios se
llaman compactos.

En las primeras tres secciones se expone la teoría de los espacios compactos. La
sección 8.1 presenta las propiedades básicas de esta clase de espacios. La sección 8.2
analiza las funciones continuas sobre espacios compactos y generaliza toda una serie
de teoremas conocidos del Análisis. En la sección 8.3 se demuestra el célebre teorema
de Tikhonov y se discuten sus consecuencias. Este teorema es fundamental para las
aplicaciones en Análisis Funcional.

Históricamente, el desarrollo de la noción ‘compacto’ se complicó por la equivalen-
cia de criterios en los espacios Rn , que no son equivalentes en un espacio topológico
cualquiera. La sección 8.4 trata las variaciones correspondientes del concepto de
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compacidad: la compacidad numerable y la sucesional, dejando al lector casi todas
las demostraciones. Aparte del estudio de los nuevos conceptos, esta sección tiene la
función didáctica de consolidar y precisar los conocimientos y habilidades adquiridas
hasta entonces en el manejo de la compacidad.

Los espacios clásicos Rn y Cn no son compactos, pero cada uno de sus puntos
posee un sistema fundamental de vecindades compactas. La sección 8.5 se dedica al
estudio de los espacios, llamados localmente compactos.

La sección 8.6 muestra cómo amplias clases de espacios topológicos pueden exten-
derse por diversos métodos a espacios compactos y ofrece una exposición sistemática
de tales ‘compactificaciones’, especialmente para los espacios localmente compactos.

Concluimos el capítulo con una sección de aplicaciones (sección 8.7) que ilustran la
importancia de la teoría desarrollada en las secciones anteriores, con la deducción de
una serie de teoremas clásicos de diversas áreas mediante argumentos de compacidad.

8.1. Espacios y subconjuntos compactos

Para espacios topológicos en general las dos propiedades I y II, mencionadas en la in-
troducción, son equivalentes si en II se sustituye sucesión por filtro. Más detalladamente
podemos demostrar:

Teorema 8.1.1 (criterios de compacidad). En todo espacio topológico (X ,X ) las si-
guientes propiedades son equivalentes:

(C 1) Toda cubierta abierta de X contiene una subcubierta finita.

(C 2) Toda familia de cerrados de X de intersección vacía contiene una subfamilia
finita, también con intersección vacía.

(C 3) Toda familia de cerrados de X en la que cualquier subfamilia finita es de inter-
sección no vacía, es a su vez de intersección no vacía.

(C 4) Todo filtro sobre X posee un punto adherente.

(C 5) Para todo filtro sobre X hay uno más fino convergente.

(C 6) Todo ultrafiltro es convergente.

Para entender mejor el teorema en su conjunto notemos que los tres primeros
enunciados que hablan de familias de subconjuntos, forman un grupo de propiedades
correspondientes a (I). De manera análoga los tres últimos enunciados que hablan de
filtros, forman un grupo de propiedades correspondientes a (II).
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Demostración. (C 1)⇐⇒ (C 2) : (C 1) y (C 2) son enunciados duales y por lo tanto equi-
valentes. Si (Uα)α∈I es una cubierta abierta de X , entonces (∁Uα)α∈I es una familia
de cerrados de intersección vacía e inversamente: si (Cα)α∈I es una familia de cerra-
dos en (X ,X ) de intersección vacía, entonces (∁Cα)α∈I es una familia de abiertos que
recubre X .
(C 2)⇐⇒ (C 3) : (C 3) es simplemente la versión negativa de (C 2).
(C 4)⇐⇒ (C 5) se concluye inmediatamente de la proposición 3.6.8.
(C 5)⇐⇒ (C 6) es una conclusión inmediata de 3.5.18 y 3.6.9.
Queda por probar la equivalencia entre los dos grupos de propiedades

(C 1), (C 2), (C 3) y (C 4), (C 5), (C 6).

(C 3) =⇒ (C 4). Debemos probar que todo filtroF tiene puntos adherentes, o sea,
que

∩{F | F ∈F} ̸= ; (8.1)

Pero esto es la intersección de una familia de cerrados. De acuerdo con la axiomá-
tica de filtro, toda subfamilia finita deF tiene intersección no vacía, en particular, se
cumple para la familia de los cerrados F ⊃ F ∈F . Así, aplicando (C 3) se tiene (8.1).
(C 4) =⇒ (C 3). Sea (Cα)α∈I una familia de cerrados tal que toda subfamilia finita

sea de intersección no vacía. U = {Cα | α ∈ I } es, entonces, una subbase de filtro.
Sea £(U ) su filtro asociado. £(U ) tiene, por hipótesis, un punto adherente, entonces
∩
α∈I

Cα ⊃∩{F | F ∈ F } ̸= ;, pues trivialmente todo Cα =C α ∈ £(U ).

Nota. Es usual decir que una familia posee la propiedad de intersección finita, para
expresar que toda subfamilia finita tiene intersección no vacía. Con tal convenio,
(C 3) se escribe: toda familia de cerrados con la propiedad de intersección finita tiene
intersección no vacía.

Definición 8.1.2 (espacio compacto, subconjunto compacto). Un espacio topológico
(X ,X ) se lama compacto cuando cumple las propiedades equivalentes (C 1)− (C 6).
Decimos que un subconjunto C de (X ,X ) es compacto si lo es como subespacio de
(X ,X ).

Con toda seguridad el lector acaba de leer una de las definiciones más importantes
de toda la topología general.

Nota. Al referirnos a un Ti−espacio compacto, diremos un Ti−compacto (i = 1, 2, 3, 4).

BOURBAKI [30] y otros emplean la palabra casi compacto en lugar de compacto
para designar este concepto, y reservan compacto para los espacios que según nuestro
vocabulario son compactos de Hausdorff o sea T2−compactos, por ser éstos los más
frecuentes en las aplicaciones. Cuando el lector consulte la literatura topológica debe
cerciorarse en cada caso de la nomenclatura empleada por el autor.
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Es conveniente tener presente las caracterizaciones (C 1)− (C 6) de los compactos y
usar la más conveniente. Por la misma razón es conveniente reescribir la definición de
subconjunto compacto. De acuerdo con el concepto de subespacio topológico, C en
(X ,X ) es compacto si y sólo si para toda familia de abiertos (Aα)α∈I de (X ,X ) tal que

C ⊂ ∪
α∈I

Aα (⇐⇒C = ∪
α∈I
(C ∩Aα))

existe una subfamilia finita (Aαk
)1≤k≤n para la cual también

C ⊂
n
∪

k=1
Aαk

(⇐⇒C =
n
∪

k=1
(C ∩Aαk

))

Esta forma es más manejable y por lo tanto más usada.

Pregunta. ¿De qué manera se reescriben (C 2)− (C 4)?

Obsérvese que la definición de subconjunto compacto se establece de tal modo
que resulta invariante para subespacios, es decir, si (X ,X ) es un subespacio topológico
de (Y ,Y ), se tiene que C es un subconjunto compacto de (X ,X ) si y sólo si C ⊂ X es
un subconjunto compacto de (Y ,Y ), lo que es claro pues (C ,YC ) = (C ,XC ) (5.1.1).

Ejemplo 8.1.3. Todo espacio indiscreto es compacto. Más generalmente, todo espacio
que tiene sólo un número finito de abiertos es compacto. En particular, todo espacio
finito es compacto.

Ejemplo 8.1.4. Un espacio discreto es compacto si y sólo si es finito.

Ejemplo 8.1.5. Sea (X ,X ) un espacio topológico y sea (xn ) una sucesión en (X ,X )
que converge a un punto x ∈ X . Entonces el subconjunto C = {xn | n ∈ N} ∪ {x } es
compacto en (X ,X ); pues, si (Uα) es una cubierta abierta de C y si x ∈Uβ para un
cierto β ∈ I , entonces casi todos los xn están contenidos en Uβ y los puntos xn que se
quedan fuera pueden cubrirse por un número finito de Uα.

Ejemplo 8.1.6. La recta real R no es compacta, pues la cubierta abierta {(−n , n ) | n ∈
N∗} no contiene una subcubierta finita de R. Sin embargo, como ya sabemos, todo
intervalo cerrado y acotado [a , b ] es compacto. Indicaremos brevemente la demos-
tración utilizando el criterio (C 1): Sea (Uα)α∈I una cubierta abierta de [a , b ] en R y
sea s el supremo de todos los números r ∈ [a , b ] tales que los subintervalos [a , r ]
pueden cubrirse por un número finito de los Uα (α ∈ I ). Obviamente s está contenido
en algún Uα (α ∈ I ) y s > a . Puesto que Uα es abierto en R, existe ϵ > 0, ϵ < s −a tal
que [s − ϵ, s + ϵ] ⊂Uα. El subintervalo [a , s − ϵ] puede cubrirse por una subfamilia
(Uα1

, . . . ,Uαn
) de abiertos. Por lo tanto la subfamilia (Uα1

, . . . ,Uαn
,Uα) de (Uα)α∈I recubre

[a , s + ϵ]. Esto significa una contradicción si s < b . Concluimos que s = b y que [a , b ]
puede cubrirse por un número finito de Uα(α ∈ I ).
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Pregunta. ¿Si proveemos aR de la topologíaXI = {(−∞, r ) | r ∈R} de la continuidad
superior, ¿cuáles son los subconjuntos compactos de (R,XI )?

Ejemplo 8.1.7. Sea (X , d ) un espacio seudométrico compacto. Para todo real ϵ > 0, las
bolas abiertas de radio ϵ recubren X . Por lo tanto, existe un número finito de centros
xi ∈ X (i = 1, . . . , n ) tales que

X ⊂
n
∪

i=1
B (xi ,ϵ) (8.2)

Esto significa que todo punto x ∈ X tiene una distancia menor que ϵ a al menos uno
de los puntos xi :

d (x ,{x1, . . . , xn})< ϵ (∀ x ∈ X ) (8.3)

De manera intuitiva podemos decir: el compacto X puede aproximarse tanto como
se quiera por un subconjunto finito. Un subconjunto finito F de un espacio seudomé-
trico X se llama una ϵ−red si d (x , F )< ϵ para todo x ∈ X (ϵ > 0) (fig. 8.1).

!

XF

Figura 8.1: ϵ-red sobre X

Luego hemos comprobado que un espacio seudométrico compacto posee una
ϵ−red para todo ϵ > 0. (fig. 8.1)

Como consecuencia de la inclusión (8.2) notamos además que todo espacio seu-
dométrico compacto (resp. todo subconjunto compacto de un espacio seudométrico)
necesariamente es acotado.

Si queremos verificar el criterio (C 1) podemos limitarnos a cubiertas formadas
por los abiertos de una subbase. Esto facilita en muchos casos la verificación de la
compacidad. Indicaremos brevemente la demostración de los detalles al lector.
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Teorema 8.1.8 (de Alexander). Sea ♭ una subbase del espacio topológico (X ,X ). Enton-
ces (X ,X ) es compacto si toda cubierta de X por elementos de ♭ contiene una subcubierta
finita.

Demostración. Supongamos por reducción al absurdo que (X ,X ) no es compacto.
Entonces existe un ultrafiltro U sobre X que no es convergente. Para todo x ∈ X existe
un abierto Ux ∈ V (x ) tal que Ux /∈U . Un número finito de estos abiertos recubren

X . Pero esto nos lleva a una contradicción: U necesariamente contiene a X =
n
∪

i=1
Uxi

como elemento mientras que no contiene ninguno de los Uxi
(i = 1, . . . , n ).

Se deja al lector como ejercicio la elaboración detallada de la demostración.
En lo siguiente estudiaremos algunas propiedades elementales de los subconjuntos

compactos.

Ejemplo 8.1.9. Si se saca del compacto [0, 1] el punto 1 se obtiene un subespacio que
no es compacto; la sucesión (1−1/n ) no tiene un punto de adherencia en [0, 1).

Este ejemplo ya nos muestra que la compacidad no se hereda a subespacios cua-
lesquiera. Sin embargo, tenemos:

Proposición 8.1.10. En un espacio compacto todo cerrado es compacto.

Demostración. Sea C un subconjunto cerrado de un espacio compacto (X ,X ). Uti-
lizaremos el criterio (C 4). SeaF un filtro en C . Por ser (X ,X ) compactoF tiene un
punto adherente x en X . Como en particular C ∈ F , por ser C cerrado, el punto x
pertenece a C . Por lo tanto C cumple el criterio (C 4).

Ejemplo 8.1.11. Todo subconjunto acotado y cerrado C enR es compacto, puesto
que es un subconjunto cerrado del intervalo compacto [́ınf C , sup C ]. En particular, el
conjunto de Cantor (6.2.11) es compacto.

⇝ Sin hipótesis adicional la proposición 8.1.10 no puede invertirse. Como ya se ve para
el caso de un subconjunto propio de un espacio indiscreto, en un espacio topológico
cualquiera un subconjunto compacto no es necesariamente cerrado. Incluso existen
espacios topológicos que no contienen ningún subconjunto no vacío que sea a la vez
compacto y cerrado.

Ejemplo 8.1.12. Proveamos a R de la topología de la continuidad superior XI =
{(−∞, r ) | r ∈R}que hemos considerado en una pregunta anterior de esta sección. Los
únicos cerrados no vacíos en (R,XI ) son los intervalos del tipo [r,∞]. Pero ninguno
de ellos es compacto. La cubierta abierta ((−∞, n ))n∈N de [r,∞) no contiene una
subcubierta finita.

A pesar de eso sabemos que (R,XI ) tiene subconjuntos compactos no vacíos (por
ejemplo los finitos), que no son cerrados.
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Reexaminaremos la argumentación del ejemplo 8.1.9 para ver qué hipótesis adi-
cionales necesitamos para invertir la proposición 8.1.10. Cuando decíamos que la
sucesión (1−1/n ) no tiene punto de adherencia en [0, 1) hemos utilizado el resultado
de que en un espacio de Hausdorff siempre el límite de un filtro es su único punto de
adherencia. Si queremos generalizar esta argumentación debemos suponer que el
espacio de base es de Hausdorff. En efecto, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 8.1.13. Sea (X ,X )un T2−espacio compacto y C ⊂ X . Entonces C es compacto
si y sólo si C es cerrado.

Demostración. Ejercicio.

Ejemplo 8.1.14. Por medio de los resultados obtenidos ahora ya podemos caracterizar
los compactos enR y reestablecer un teorema conocido del análisis. Por el ejemplo
8.1.11, todo subconjunto acotado y cerrado de R es compacto. Inversamente, todo
subconjunto compacto de R tiene que ser acotado, por la argumentación del ejemplo
8.1.7, y cerrado por la proposición 8.1.10. Concluimos que para los subespacios C ⊂R
se cumple

C compacto ⇐⇒C cerrado y acotado (8.4)

De 8.1.10 y 8.1.13 se deduce que en un T2−espacio la intersección de una familia
cualquiera de compactos es compacta. Aquí se ve una analogía formal con la propiedad
básica (C3) de los cerrados. El análogo de la propiedad (C2) se cumple también para
los compactos (en cualquier espacio topológico).

Proposición 8.1.15. En todo espacio topológico la unión finita de subconjuntos com-
pactos es compacta.

Demostración. Ejercicio.

En resumen, en todo T2−espacio, la colección de los subconjuntos compactos es
estable para la intersección (finita o infinita) y la unión finita.

Consideremos ahora una propiedad de las familias de compactos que no se cumple
para familias de cerrados en general.

Proposición 8.1.16. Sea (X ,X ) un espacio de Hausdorff y sea (Cα)α∈I una familia
de subconjuntos compactos no vacíos que es filtrante con respecto a la inclusión ⊃.
Entonces se cumple para la intersección C = ∩

α∈I
Cα que:

i) C es un compacto no vacío.

ii) Si U es una vecindad de C entonces existe α ∈ I tal que

Cα ⊂U
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Demostración. i) Tomemos un conjunto cualquiera Cα0
de la familia y consideremos

las trazas de los Cα sobre Cα0
. Toda subfamilia finita (Cα1

∩Cα0
, . . . , Cαn

∩Cα0
) tiene una

intersección no vacía porque
n
∩

k=0
Cαk

contiene a cierto Cα no vacío por hipótesis. Por

(C 3) tenemos que C = ∩
α∈I
(Cα ∩Cα0

) ̸= ;.
ii) De ∩

α∈I
Cα ⊂U deducimos que los abiertos ∁Cα (α ∈ I ) recubren ∁U , por lo tanto

también al compacto Cα0
\U ⊂ ∁U . Por (C 1) existe una subfamilia finita (∁Cα1

, . . . ,∁Cαs
)

que recubre Cα0
\U . Esto significa que:

s
∩

k=0
Cαk
⊂U

Puesto que (Cα) es filtrante con respecto a ⊃, existe α ∈ I tal que Cα ⊂
s
∩

k=0
Cαk
⊂

U .

Para destacar que estas dos propiedades están íntimamente relacionadas con la
compacidad, mostraremos con un contraejemplo que no se cumplen para cerrados
en general.

Ejemplo 8.1.17. i) Consideremos en R los intervalos cerrados [n ,∞) (n ∈N). Es-
tos intervalos forman una familia monótona, por lo tanto filtrante, con respecto
a la inclusión ⊃. Pero estos conjuntos no compactos ‘escapan al infinito’, su
intersección es vacía.

ii) Consideremos en R2 los conos cerrados (fig. 8.2).

Cn = {(x1, x2) ∈R2 | |x2| ≤ (1/n )|x1|}, (n ∈N∗)

Figura 8.2:
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Estos conos forman una familia monótona, por lo tanto filtrante con respecto a ⊃.
Su intersección es la recta real C = {(x1,0) | x1 ∈R}. Sin embargo, ninguna vecindad
de C del tipo R× (−ρ,ρ) (ρ > 0) contiene algún Cn (n ∈N).

Analicemos ahora la relación entre compacidad y los axiomas de separación. Con
respecto a la separación, los subconjuntos compactos se ‘comportan como los puntos’.
Más precisamente:

Proposición 8.1.18. Sean B y C dos subconjuntos compactos disjuntos en un espacio de
Hausdorff (X ,X ). Entonces existen dos vecindades disjuntas de B y C respectivamente.

Demostración. Primero probaremos que B puede separarse de todo punto y /∈ B por
dos vecindades disjuntas. En efecto, para todo x ∈ B , existen dos vecindades abiertas
disjuntas Ux y Vx de x y de y respectivamente. Tenemos que B ⊂∪x∈BUx . Entonces
existe una subfamilia finita (Uxi

) tal que

B ⊂
n
∪

i=1
Uxi

Si ponemos Uy =
n
∪

i=1
Uxi

y Vy =
n
∩

i=1
Vxi

entonces obtenemos dos vecindades abiertas

disjuntas Uy ∈ B (B ) y Vy ∈ B (y ). En el segundo paso volvemos a aplicar el mismo
razonamiento, pero esta vez al compacto C . Por el primer paso, para todo y ∈ C
existen dos vecindades abiertas disjuntas Uy ∈V (B ) y Vy ∈V (y ). Por la compacidad
de C un número finito de las vecindades Vy recubren C :

C ⊂
r
∪

i=1
Vyi

Definiendo U =
r
∩

i=1
Uyi

y V =
r
∪

i=1
Vyi

, obtenemos dos vecindades abiertas disjuntas

de B y de C respactivamente.

Corolario 8.1.19. Todo T2−espacio compacto (X ,X ) es normal.

Demostración. Por 8.1.13, todo subconjunto cerrado de (X ,X ) es compacto.

La proposición 8.1.10 y corolario 8.1.19 manifiestan que en cierta forma se com-
plementan la compacidad y el axioma de Hausdorff . En cierto sentido, la compacidad
es la contrapartida del axioma (T2). En un T2−espacio, si un filtro converge, tiene un
único punto de adherencia. Por otro lado:

Proposición 8.1.20. En un espacio compacto todo filtro que tiene un único punto de
adherencia converge a este punto.

Demostración. Ejercicio.
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Para terminar esta sección sólo nos queda introducir una noción técnica que no
presenta ninguna dificultad conceptual: los subconjuntos relativamente compactos.

EnR la cerradura de un acotado es compacto. Toda sucesión acotada en R tiene un
punto de adherencia enR. Esta propiedad de los acotados enR puede generalizarse a
espacios topológicos cualesquiera.

Definición 8.1.21 (subconjunto relativamente compacto). Un subconjunto C en un
espacio topológico (X ,X ) se llama relativamente compacto si su cerradura en (X ,X )
es compacta.

Nota. Esta noción depende esencialmente de la topología del subespacio, no sólo de
la topología inducida: (0, 1) es relativamente compacto en [0, 1] pero no en [0, 1). Por lo
tanto es necesario expresar siempre claramente cuál es el espacio respecto al cual se
toma la cerradura.

En un espacio compacto todo subconjunto es relativamente compacto (8.1.8).
⇝En un espacio de Hausdorff, todo compacto es cerrado y por lo tanto es relativamente
compacto. Sin embargo, en un espacio que no es de Hausdorff, un compacto no es
necesariamente relativamente compacto. Por ejemplo, enR provisto de la topología de
la continuidad superior, todo subconjunto {x } es compacto, mientras que su cerradura
{x }= [x ,∞) no es compacta.

La analogía formal entre los subconjutos acotados de un espacio métrico y los
subconjuntos relativamente compactos en un espacio topológico general, puede
expresarse diciendo que ambos forman una bornología. Este concepto ha sido in-
troducido para tratar axiomáticamente los acotados prescindiendo de una métrica.
Nosotros no vamos a estudiarlo, sólo vamos a dar su definición.

Definición 8.1.22 (bornología). Sea X un conjunto, B ⊂P (X ). Decimos que B es una
bornología sobre X cuando cumple:
(B 1) La unión finita de elementos de B está en B .
(B 2) Todo subconjunto de un elemento de B está en B .
(B 3) Para todo x ∈ X , el conjunto {x } está en B .
Llamamos espacio bornológico al par (X , B ).
Llamamos acotados de (X , B ) a los elementos de B .

Evidentemente los subconjuntos acotados de un espacio métrico forman una
bornología. Lo mismo ocurre con los subconjuntos relativamente compactos, en un
T1−espacio.

Proposición 8.1.23. Sea (X ,X ) un T1−espacio. Entonces los subconjuntos relativa-
mente compactos de (X ,X ) forman una bornología.

Demostración. (B 1) y (B 2) son conclusiones directas de las proposiciones 8.1.10 y
8.1.15. El axioma (T1) implica (B 3).
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Finalmente generalizaremos el teorema clásico que dice que toda sucesión acotada
en R tiene un punto de adherencia.

Proposición 8.1.24. Sea (X ,X ) un espacio topológico y F un filtro sobre X . Si F
contiene un conjunto relativamente compacto C (como elemento) entoncesF posee un
punto de adherencia en (X ,X ).

Demostración. La traza FC = {C ∩ F | F ∈ F} es una base de filtro sobre C , por lo
tanto tiene un punto de adherencia x0 en C ⊂ X . x0 es también punto adherente del
filtro F .

8.2. Compactos y aplicaciones continuas

Es inmediato, del criterio (C 1), que la compacidad es una propiedad topológica, o sea,
es una propiedad invariante mediante homeomorfismos. Es más: la compacidad es
invariante bajo aplicaciones continuas.

Teorema 8.2.1. Toda imagen continua de un espacio compacto es compacto.

Demostración. Supongamos que (X ,X ) es un espacio compacto y que f una aplica-
ción continua de (X ,X ) en un espacio topológico (Y ,Y ). Verificaremos que f [X ]⊂ Y
cumple el criterio (C 1). Sea (Uα)α∈I una cubierta de f [X ]en (Y ,Y ). Entonces ( f −1[Uα]α∈I )
es una cubierta abierta del compacto X . Por (C 1) existe una subcubierta finita

X ⊂
r
∪

k=1
f −1[Uαk

] = f −1[
r
∪

k=1
Uαk
],

de lo que podemos concluir

f [X ]⊂
r
∪

k=1
Uαk

.

Por lo tanto f [X ] cumple el criterio (C 1).

⇝Nota. ¡Atención! La preimagen de un compacto por una aplicación continua en
general no es compacta, como muestra aplicación constante definida sobre un espacio
no compacto.

Ejemplo 8.2.2. La recta real ampliada R=R∪{±∞} es compacta porque es homeo-
morfa al intervalo compacto [−1, 1].

Ejemplo 8.2.3. El toro T =R/Z es compacto puesto que es la imagen continua del
compacto [0, 1] bajo la sobreyección canónica ϕ : R→R/Z.

Además de ser un medio frecuentemente utilizado para probar la compacidad de
un espacio dado, el teorema anterior es fundamental por los numerosos corolarios de
gran importancia que tiene, tanto en la teoría como en las aplicaciones.
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Corolario 8.2.4. Sea (X ,X ) un espacio topológico y R una relación de equivalencia
sobre X . Si X es compacto, entonces X /R lo es también.

Corolario 8.2.5. Sea (X ,X ) compacto, (Y ,Y )un T2−espacio y f : X → Y una aplicación
continua. Entonces:

i) f es una aplicación cerrada.

ii) Si f es sobreyectiva, entoncesY es la topología de identificación definida por f
sobre Y .

iii) Si f es inyectiva, entonces f es una inmersión: f [X ] es homeomorfo a X .

Demostración. i) Sea C cerrado en (X ,X ). Por 8.1.8, C es compacto. Por tanto f [C ]
también lo es. Como (Y ,Y ) es de Hausdorff, f [C ] es cerrado.

ii) se deduce de i) por 5.3.16.
iii) si consideramos f como aplicación de X sobre f [X ], entonces es una biyección

continua y cerrada, por lo tanto es un homeomorfismo.

Veremos a continuación con un contraejemplo que el inciso iii) no se generaliza a
aplicaciones continuas sobre espacios topológicos cualesquiera.

Ejemplo 8.2.6. La función f : t 7→ f (t ) = e i 2πt del intervalo [0, 1) enC es una biyección
continua de [0,1) sobre el círculo unitario T en C (el toro). Pero f no es un homeo-
morfismo: T no puede ser homeomorfo a [0, 1) pues es compacto mientras que [0, 1)
no lo es.

Daremos ahora dos ejemplos que muestran aplicaciones del corolario anterior en
el análisis.

Ejemplo 8.2.7. Sea I ⊂Run intervalo compacto. Del análisis sabemos que una función
continua f : I → R es inyectiva si y sólo si es estrictamente monótona (creciente o
decreciente). I ′ := f [I ] ⊂ R es conexo 6.1.17 y compacto 8.2.1, por lo tanto es un
intervalo cerrado y acotado (8.1.14). Aplicando el corolario anterior, obtenemos el
resultado siguiente: Si f : I → E es una función continua estrictamente monótona sobre
un intervalo acotado y cerrado, entonces su imágen I ′ = f [I ] es un intervalo acotado y
cerrado y la función inversa f −1 : I ′→ I es también continua. Este resultado se utiliza
en el análisis por ejemplo para demostrar (por pedazos) la continuidad de la función
arcsen a partir de la continuidad de la función sen.

Ejemplo 8.2.8. La existencia de las curvas de Peano muestra que el intervalo [0,1]
puede aplicarse continuamente sobre el rectángulo [0, 1]2. ¿Es posible hacer eso me-
diante una aplicación inyectiva? Un subconjunto C ⊂R2 se llama curva de Jordan si
es imagen de [0, 1] bajo una inyección continua f : [0, 1]→R2. Por el corolario anterior,
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la inyección f es un homeomorfismo de [0,1] sobre la curva de Jordan. Concluimos
que no existe una curva de Jordan que llene todo el rectángulo [0, 1]2 puesto que éste
no es homeomorfo a [0, 1] (compárese con 5.1.16). Si aplicamos el corolario anterior a
la biyección identidad sobre un espacio provisto de varias topologías, obtenemos el
siguiente:

Corolario 8.2.9. Sea (X ,X ) un T2−espacio compacto. Entonces se tiene que:

i) X es minimal en el conjunto parcialmente ordenado de las T2−topologías sobre
X o sea: siX ′ es una topología de Hausdorff más gruesa queX entoncesX =X ′.

ii) X es maximal en el conjunto parcialmente ordenado de las topologías compactas
sobre X , o sea: siX ′ es una topología compacta más fina queX entoncesX =X ′.

Demostración. i) Si (X ,X ) es de Hausdorff yX ′ ⊂X entonces 1X : (X ,X )→ (X ,X ′)
es continua sobre el compacto (X ,X ), por lo tanto es un homeomorfismo.

ii) Se demuestra de manera análoga.

Esto es un resultado realmente inesperado y muy importante en las aplicaciones
para probar la identidad entre dos topologías.

Consideremos ahora especialmente funciones continuas con valores reales sobre
un compacto. Obtenemos el resultado fundamental siguiente que es el prototipo de
los numerosos teoremas de existencia, que se prueban utilizando un ‘argumento de
compacidad’ .

Corolario 8.2.10 (teorema del máximo y del mínimo). Una aplicación real continua
sobre un compacto alcanza su mínimo y su máximo.

Demostración. La imagen de una aplicación es compacta enR, por lo tanto es cerrada
y acotada; por lo que contiene sus extremos.

En la práctica a veces es importante tener un teorema similar para funciones reales
semicontinuas.

Teorema 8.2.11. Sea (X ,X ) un espacio compacto. Entonces toda función numérica
f : X →R semicontinua superiormente (resp. inferiormente) alcanza su máximo (resp.
mínimo) sobre X .

Demostración. Sea f semicontinua superiormente y sea s = sup f [X ] ∈R. Definamos
Sn := [s − 1/n ,∞) (n ∈ N∗). Para todo n ∈ N∗, f −1[Sn ] es cerrado en (X ,X ) por ser
f semicontinua superiormente. Entonces ( f −1[Sn ]) es una sucesión decreciente de
compactos no vacíos en (X ,X ). Por 8.1.16, la intersección C := ∩

n∈N
f −1[Sn ] no es vacía.

Todo x ∈C es un punto máximo de f sobre X . La demostración para las funciones
semicontinuas inferiormente es análoga.
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Como aplicación del corolario anterior analizaremos la separación de subconjuntos
compactos en un espacio métrico.

Ejemplo 8.2.12. i) Sea (X , d ) un espacio métrico. Recordamos que la distancia de
un punto x ∈ X a un subconjunto C está definida por

d (x , C ) := ı́nf{d (x , z ) | z ∈C }

Veremos ahora que si C es un compacto existe un punto y en C ‘más cerca’ de
x o sea tal que (fig. 8.3)

d (x , y ) = d (x , C ) = d

compactaBola

'C

C

C
y

y

x x

)b)a

Figura 8.3: a )Distancia de un punto a un compacto y b ) a un cerrado

En efecto, la función real z 7→ d (x , z ) es continua sobre C (1.6.2), entonces
alcanza su mínimo d en un punto y ∈C . El mismo razonamiento puede apli-
carse a cerrados cualesquiera C en (X , d ) si todas las bolas cerradas de (X , d ) son
compactas (como sabemos, y probaremos en la sección siguiente, esto ocurre
por ejemplo en los espacios euclideanos de dimensión finita). Sea x un punto,
C un cerrado en tal espacio y d = d (x , C ). C ′ := C ∩ B ′(x , d + 1) es compacto
según hipótesis, luego existe un y ∈ C ′ tal que d (x , y ) = d (x , C ′). El punto y
es también un punto más cerca de x en todo C ; pues para todo z ∈ C \C ′ se
cumple d (x , z )≥ d +1> d (x , y ).

ii) Sabemos que existen cerrados disjuntos K y C enR2 tales que d (K , C ) = 0. Esto
implica que en K ×C no existe un par de puntos de distancia minimal tales que
d (x , y ) = d (K , C ).

Probaremos ahora que dos compactos disjuntos cualesquiera K y C en (X , d )
siempre tienen una distancia estrictamente positiva, y contienen un par de
puntos de distancia minimal.
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La función real x 7→ d (x , C ) es continua sobre el compacto K , luego alcanza su
mínimo d =mı́n{d (x , C )|x ∈ K }= d (K , C ) en un punto x0. Puesto que x0 /∈C y
C es cerrado tenemos que d = d (x0, C )> 0. Por i), existe y0 ∈ C tal que

d (x0, y0) = d (K , C )> 0 (8.5)

Si todas las bolas cerradas de (X , d ) son compactas, el mismo resultado puede
probarse para el caso más general en que K es compacto y C cerrado. Esta
situación ocurre en las aplicaciones, a veces en la forma siguiente: K ⊂ X es
un compacto y U es una vecindad abierta de K . Entonces necesariamente
d = d (K ,∁U )> 0 (siempre que las bolas cerradas de (X , d ) sean compactas) (fig.
8.4).

UC d

K

U

Figura 8.4:

Concluimos esta sección con un ejercicio cuyo enunciado principal ya hemos
citado, sin demostración, en el capítulo 1: Todas las normas posibles sobre un espacio
vectorial de dimensión finita E son equivalentes; en particular, todas definen la misma
topología sobre E .

Ejercicio 8.2.13. Sea f : Rn → E una biyección lineal deRn sobre un espacio vectorial
real normado E . Probar que:

i) La función g : x 7→ ∥ f (x )∥ de la esfera E n−1 ⊂Rn en E es continua.

ii) Existe un número real δ > 0 tal que g (x )≥δ para todo x ∈ E n−1. Para todo y ∈ E
se cumple ∥ f −1(y )∥ ≤δ−1∥y ∥. Por lo tanto f es un homeomorfismo.
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iii) Todas las normas sobre un espacio vectorial de dimensión finita son equivalen-
tes.

iv) Todo subespacio vectorial E de dimensión finita en un espacio normado (F,∥ ·∥)
es cerrado.

8.3. Producto de compactos

En 1935 Tikhonov publicó el célebre teorema de que la compacidad es invariante para
productos. Su demostración era muy ingeniosa, pero un tanto complicada. Daremos
aquí una demostración alternativa de gran sencillez, obtenida posteriormente con el
empleo de los ultrafiltros. En su tiempo, éste fue un hecho que contribuyó fuertemente
a la aceptación general de los filtros, pues evidencía de modo elocuente su utilidad
como instrumento de investigación.

Teorema 8.3.1 (Tikhonov). Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos no
vacíos. Entonces

∏

α∈I
Xα es compacto si y sólo si lo es cada espacio (Xα,Xα) (α ∈ I ).

Demostración. ⇒: por el axioma de elección X =
∏

Xα ≠ ;. Como las proyecciones
πα : X → Xα son sobreyectivas y continuas, la compacidad de

∏

Xα implica la de cada
espacio (Xα,Xα) (α ∈ I )⇐: SeaU un ultrafiltro sobre

∏

Xα. Para todo α ∈ I , πα{U }
es un ultrafiltro sobre Xα. Por el criterio (C 6) cada ultrafiltro πα{U } es convergente.
Concluimos, según 5.2.6, queU a su vez es convergente.

Nota. Utilizando la misma idea de demostración, el teorema de Tikhonov puede
probarse para todas las topologías iniciales que son definidas por sobreyecciones. Más
precisamente, si (Xα,Xα)α∈I es una familia de espacios topológicos, X un conjunto y
( fα)α∈I familia de sobreyecciones fα : X → Xα, entonces X provisto de la topología inicial
definida por ( fα)α∈I es compacto si y sólo si todos los espacios (Xα,Xα) son compactos
(α ∈ I ).

Demostración. Ejercicio.

El teorema de Tikhonov es uno de los medios más poderosos para verificar la
compacidad de ciertos espacios (especialmente espacios funcionales). Para ilustrar
esto daremos unos ejemplos.

Ejemplo 8.3.2 (caracterización de los compactos enRn ). Por 8.1.13 y por el ejemplo
8.1.7, todo subconjunto compacto en un espacio métrico es necesariamente cerrado
y acotado. Veremos ahora que en el espacio métricoRn se cumple también el inverso.

Sea C ⊂ Rn acotado y cerrado. Entonces C está contenido en un producto de
intervalos cerrados y acotados I1× · · ·× In (fig. 8.5).
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C
2I

1I
1x

2x

Figura 8.5:

Por el teorema de Tikhonov, el producto I1×· · ·× In ⊂Rn es compacto. Concluimos
por 8.1.10 que el subconjunto cerrado C también lo es. Con eso hemos vuelto a
demostrar un teorema fundamental del análisis. Un subconjunto C ⊂Rn es compacto
si y sólo si es acotado y cerrado.

Ejemplo 8.3.3. Todo cubo I T (potencia finita o infinita del intervalo compacto I =
[0, 1]) es compacto.

El cubo de Hilbert I :=
∏

n∈N∗
[−1/n , 1/n ]∼= I N

∗
es compacto.

Ejemplo 8.3.4. Sea T un conjunto no vacío cualquiera y consideremos el espacio X =
RT de todas las funciones reales sobre T , provisto de la topología de la convergencia
puntual (topología producto). Un subconjunto C ⊂RT se llama débilmente acotado si
para todo t ∈ T la proyección

πt [C ] = {x (t ) | x ∈C } ⊂R

es acotada (en R). Por tanto, si C es débilmente acotado existen intervalos compactos
It = [at , bt ]⊂R (t ∈ T ) tales que

C ⊂
∏

t ∈T

[at , bt ]

En este caso C es subespacio del subconjunto compacto
∏

t ∈T
It ⊂RT . Concluimos

que todo subconjunto cerrado débilmente acotado en RT es compacto.
El inverso se cumple trivialmente. Todo subconjunto compacto de RT es cerrado,

por ser RT de Hausdorff, y es débilmente acotado puesto que las proyecciones son
continuas. Vemos que la caracterización de los compactos expuesta en el ejemplo 8.3.2
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se generaliza a espacios potenciasRT de dimensión infinita si se sustituye ‘acotado’
por ‘débilmente acotado’.

No obstante hay que destacar una diferencia esencial entre los espaciosRn yRT

(T infinito): En Rn toda bola abierta es un ejemplo de un abierto acotado no vacío,
mientras que en RT no existe un abierto no vacío que sea débilmente acotado (por la
definición de la topología producto); por tanto
⇝ todos los compactos en RT tienen interior vacío.

Por el ejemplo 8.3.2 todo subconjunto acotado deRn es relativamente compacto.
⇝ Pero ¡atención! Esto no se cumple en espacios métricos cualesquiera. Incluso proba-
remos en la última sección de este capítulo, que un espacio normado que contiene una
bola relativamente compacta es de dimensión finita. Aquí sólo daremos un ejemplo
de un espacio normado cuya bola unitaria (cerrada) no es compacta.

Ejemplo 8.3.5. Consideremos el espacio normado X =C([0, 1]) de las funciones reales
continuas sobre [0, 1] provisto de la norma uniforme

∥x∥∞ = sup{|x (t )| | 0≤ t ≤ 1} (x ∈ X )

1!

2

1

11

x

11)(2 !!" exf

2

2

1

1

A

A

Figura 8.6:

El funcional lineal f : X →R definido por

f (x ) =

∫ 1/2

0

x (t )d t −
∫ x

1/2

x (t )d t

es continuo (por el criterio (1.53), cap. 1) puesto que | f (x )| ≤ ∥x∥∞ para todo x ∈ X . Se
verifica fácilmente que el supremo de f sobre la bola unitaria C = {x ∈ X | ∥x∥∞ ≤ 1}
es 1. Sencillamente hay que aproximar la función constante por pedazos

t 7→ sig (1/2− t ) (0≤ t ≤ 1)
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sucesivamente por funciones continuas x de norma ∥x∥∞ ≤ 1 (fig. 8.6).
Sin embargo, evidentemente para toda función x ∈C se tiene que | f (x )|< 1. Por

lo tanto f no alcanza su supremo en C . La bola unitaria de C([0, 1]) no es compacta.
Restrinjamos ahora f al subespacio lineal Pn de todas las funciones polinomiales

x (t ) = a0+a1t + · · ·+an t n de grado ≤ n sobre [0, 1]. Entonces la bola unitaria {x ∈ Pn |
∥x∥∞ ≤ 1}=C ∩Pn es compacta por ser Pn homeomorfo a Rn+1 (8.2.13). Concluimos
que f alcanza su máximo sobre C ∩Pn .

Para terminar esta sección analizaremos las vecindades de un producto compacto
contenido en un espacio producto con un número finito de espacios coordenados.
Volveremos a ver que aquí también que los compactos se comportan como puntos.

En un espacio producto
n
∏

i=1
X i todo punto x = (xi ) tiene como sistema fundamental

de vecindades la familia
¨

n
∏

i=1

Vi |Vi ∈V (xi )i = 1, . . . , n

«

Sin embargo, en general, no es cierto que la familia

¨

n
∏

i=1

Vi |Vi ∈V (πi [A]) i = 1, . . . , n

«

⇝ sea una base de vecindades de A ⊂
n
∏

i=1
X i (ver ejemplo. fig. 8.7), ni siquiera cuando

A es un cubo (fig. 8.8).

1!

2

1

11

x

11)(2 !!" exf

2

2

1

1

A

A

1!

2

1

11

x

11)(2 !!" exf

2

2

1

1

A

A

Figura 8.7: Figura 8.8:

Esto es un error de cuidado. Sin embargo, tenemos para los cubos compactos el teo-
rema de Wallace, cuya demostración en forma de ejercicio orientado recomendamos
al lector, para tener práctica en el manejo de la noción de compacidad en espacios
producto.
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Teorema 8.3.6 (de Wallace). Sea ((Xα,Xα))i=1,...n una familia finita de espacios topoló-
gicos. Si para todo i = 1, . . . n, Ci es un subconjunto compacto de X i , entonces

¨

n
∏

i=1

Vi |Vi ∈ B (Ci ) i = 1, . . . , n

«

forman una base de vecindades del cubo
n
∏

i=1
Ci .

Demostración. Ejercicio, indicaciones:
La demostración se hace por inducción. Supongamos que n = 2. Sea W una

vecindad de C1×C2. Para todo (x , y ) ∈C1×C2 existen vecindades Rx ,y ∈ B (x ),Sx ,y ∈
B (y ) tales que Rx ,y ×Sx ,y ⊂W . El proceso de la demostración se indica a continuación:

Primer paso: Probar que existe una familia finita de puntos yi ∈C2 tal que:

C2 ⊂
nx
∪

i=1
Sx ,yi

= Px

Qx =
nx
∩

i=1
Rx ,y

i
∈ B (x )

Qx ×Px ⊂W

(ver fig. 8.9 y 8.10).

!

Figura 8.9: Figura 8.10:

Segundo paso: Probar que existe una familia finita de puntos xi ∈C1 tal que

C1 ⊂
n
∪

i=1
Qxi
=Q ∈ B (C1)

P =
n
∩

i=1
Px i ∈ B (C2)

P ×Q ⊂W

(ver fig. 8.11). Supongamos que el teorema es válido para n . Resta probar que es válido
para n +1.
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Pregunta. ¿Cómo puede derivarse la proposición 8.1.18 del teorema de Wallace?

!

Figura 8.11:

8.4. Compacidad y numerabilidad

En análisis se utilizan diferentes versiones de la propiedad II (que citamos en la sección
8.1) como propiedad característica de los compactos X ⊂R, a saber:

(II) Toda sucesión en X posee un punto de adherencia.

(II′) Todo subconjunto infinito de X posee un punto de acumulación en X .

(II′′) Toda sucesión en X contiene una subsucesión convergente en X .

⇝ En general, ninguna de estas propiedades es equivalente a la compacidad e incluso
no son equivalentes entre sí. Vamos a estudiar sus características y sus interrelaciones
de manera condensada sin entrar en los detalles; pues estos conceptos sólo se utilizan
en situaciones especiales, no tienen la importancia básica de la noción de compacidad.
Dejaremos casi todas las demostraciones al lector, para que tenga oportunidad de
desarrollar su capacidad productiva de analizar y resolver problemas de compacidad,
de recubrimiento y de convergencia.

Definición 8.4.1. Se dice que un espacio topológico (X ,X ) es

i) numerablemente compacto o N−compacto si cumple (II);

ii) débilmente N−compacto o B −W −compacto si cumple (II′);

iii) sucesionalmente compacto si cumple (II′′).
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Nota. Históricamente, el término compacto fue primeramente utilizado para deno-
tar los sucesionalmente compactos, mientras que los compactos fueron llamados
bicompactos.

Dejamos al lector como ejercicio probar las implicaciones, compacto o sucesional-
mente compacto⇒ numerablemente compacto⇒ débilmente N−compacto. (8.6)

Daremos ahora dos ejemplos que muestran que estas implicaciones no pueden
invertirse.

Ejemplo 8.4.2 (un espacio N− compacto y compacto, pero no sucesionalmente com-
pacto). Consideremos el espacio I I de todas las funciones x : [0, 1]→ [0, 1] provisto de
la topología de la convergencia puntual. Por el ejemplo 8.3.3, I I es compacto, por lo
tanto también esN−compacto. Pero I I no es sucesionalmente compacto. En efecto,
la sucesión de funciones xn : t 7→ xn (t ) (n ∈N) definida por xn (t ) := n−ésimo término
en el desarrollo binario de t ∈ [0,1], no contiene una subsucesión convergente. Su-
pongamos, por reducción al absurdo que (xnk

) es una subsucesión que converge a
x ∈ I I . Entonces, para todo t ∈ I , (xnk

(t )) converge a x (t ). Consideremos un número
t0 ∈ I tal que el nk−ésimo término de su desarrollo binario es 0 si k es par y 1 si k es
impar. Entonces la sucesión (xnk

) (t0)) se escribe también 1,0,1,0,1,0, . . . , entonces
no puede ser convergente. Concluimos que en un espacio compacto no es necesario
que toda sucesión contenga una subsucesión convergente.

Pregunta. La propiedad (II) es sencillamente la propiedad (C 4) de los compactos, limi-
tada a los filtros de Fréchet. Por lo tanto, todo espacio compacto es numerablemente
compacto. ¿Por qué una conclusión análoga no puede establecerse para los espacios
sucesionalmente compactos? ¿Por qué la propiedad (II′) no es una particularización
del criterio (C 5)?

Para analizar bajo qué condiciones adicionales, ciertas de las implicaciones (8.6)
pueden invertirse, necesitamos algunas caracterizaciones de los espacios numerable-
mente compactos.

Proposición 8.4.3 (caracterización de los espacios numerablemente compactos). Para
todo espacio topológico (X ,X ) son equivalentes las siguientes proposiciones:

(NC 1) Toda cubierta abierta numerable de X contiene una subcubierta finita.

(NC 2) Toda familia numerable de cerrados en X que tiene la propiedad de intersección
finita es a su vez de intersección no vacía.

(NC 3) Toda sucesión decreciente de cerrados no vacíos en X tiene intersección no vacía.

(NC 4) Toda sucesión tiene un punto de adherencia.
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(NC 5) Todo subconjunto infinito A de X tiene un punto de densidad (i.e. un punto en
X cuyas vecindades contienen un número infinito de puntos de A).

Demostración. Ejercicio.

Una comparación entre (II′) y (NC5) muestra que la diferencia entre los espacios
numerablemente compactos y los espacios débilmente N−compactos se refleja en la
diferencia entre ‘punto de densidad’ y ‘punto de acumulación’. Todo punto de densidad
es un punto de ‘acumulación’ pero en general el inverso no se cumple. De todos modos,
en un T1−espacio ambas nociones coinciden como se demuestra fácilmente.

Lema 8.4.4. Sea (X ,X )un T1−espacio y A ⊂ X . Entonces x ∈ X es un punto de densidad
de A si y sólo si es un punto de acumulación de A.

Demostración. Ejercicio.

Con la ayuda de este lema, se concluye inmediatamente de la proposición anterior
una primera equivalencia.

Corolario 8.4.5. Un T1−espacio es N−compacto si y sólo si es débilmente N−compacto.

Como es de esperar, obtenemos otras equivalencias si suponemos adicionalmen-
te uno u otro de los axiomas de numerabilidad. Probaremos primero la siguiente
caracterización de los puntos adherentes de una sucesión en un (AN1)−espacio.

Lema 8.4.6. Sea (X ,X ) un (AN1)−espacio. Si una sucesión (xn ) en (X ,X ) tiene un
punto adherente x ∈ X , entonces contiene una subsucesión que converge a x .

Demostración. Ejercicio. (se generaliza la demostración clásica del análisis)

Proposición 8.4.7. i) Bajo (AN1) la compacidad secuencial y la numerable son
equivalentes.

ii) Bajo (AN2) dichas nociones y la propia compacidad son equivalentes.

Demostración. Ejercicio. i) es una consecuencia inmediata del lema precedente; ii) es
un corolario del teorema de Alexander.

Ejemplo 8.4.8. Sabemos que Rn es un (AN2)−espacio de Hausdorff; por lo tanto
las nociones de ‘compacidad’, ‘compacidad secuencial’, ‘compacidad numerable’ y
‘compacidad numerable débil’ son equivalentes en Rn . Veremos ahora que lo mismo
se tiene en todos los espacios métricos. Más precisamente:

Teorema 8.4.9 (caracterización de los espacios métricos compactos). Sea (X , d ) un
espacio métrico numerablemente compacto. Entonces se cumple:



280 8.4. Compacidad y numerabilidad

i) Para todo recubrimiento abiertoU de X existe un número real δ > 0 (número
de Lebesgue) tal que la cubierta {B (x ,δ) | x ∈ X } formado por todas las bolas de
radio δ, es más fina queU .

ii) Para todo ϵ > 0 existe una ϵ−red R de (X ,Xd ).

iii) (X ,Xd ) es compacto.

iv) (X ,Xd ) es secuencialmente compacto.

Demostración. i) Supongamos por reducción al absurdo que i) es falso, o sea que
existe una cubierta abiertaU de X para la cual no existe un número de Lebesgue. Esto
significa que para todo n ∈ N∗ existe un punto xn ∈ X tal que la bola B (xn ,2−n ) no
está contenida en ningún U ∈U . Por hipótesis (xn ) tiene un punto de adherencia x .
Sea x ∈U ∈U . Existe k ∈N∗ tal que B (x ,2−k )⊂U . Entonces, por la desigualdad del
triángulo, se cumple para todo y ∈ B (x , 2−k−1)

B (y , 2−k−1)⊂ B (x , 2−k )⊂U

Esto implica que B (y ,2−n ) ⊂U para todo n ≥ k + 1. Entonces, por la definición de
(xn ), ninguno de los puntos xn (n ≥ k +1) puede pertenecer a B (x ,2−n−1). Pero esto
contradice a la suposición de que x es un punto adherente de (xn ).

ii) Supongamos por reducción al absurdo que ii) es falso. Entonces existe ϵ > 0 tal
que X no puede cubrirse por un número finito de bolas de radio ϵ. Por inducción puede

seleccionarse una sucesión de puntos xn ∈ X tal que xn+1 ∈ X \
n
∪

i=1
B (xi ,ϵ) (n ∈ N).

Esto implica que d (xn , xm )≥ ϵ para m , n ∈N , m ̸= n . Concluimos que para todo x ∈ X
la vecindad B (x ,ϵ/2) contiene a lo sumo un punto de la sucesión (xn ). Por lo tanto
(xn ) no tiene un punto de adherencia en X . Contradicción.

iii) SeaU un recubrimiento abierto de X . Por i) existe un número de Lebesgue

δ para U . Por ii) existe una sucesión finita x1, . . . , xr tal que X =
k
∪

i=1
B (xk ,δ). Para

k = 1, . . . , r existe Uik
∈U que contienen las bolas respectivas B (xk ,δ). Concluimos

que (Ui1
, . . . ,Uir

) es una cubierta finita deU .
iv) Se deduce de iii) por 8.4.7 i).

Nota. La demostración muestra que en un espacio métrico se tienen las siguientes
equivalencias:
i) ∧ ii)⇐⇒ compacto⇐⇒ secuencialmente compacto⇐⇒N−compacto.

Veremos ahora algunas propiedades de los espacios numerablemente compactos
y secuencialmente compactos.

Proposición 8.4.10. i) La compacidad numerable y la compacidad sucesional se
heredan a los subespacios cerrados y a las imágenes continuas.
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ii) Toda función real continua definida sobre un espacio secuencialmente o numera-
blemente compacto (X ,X ) alcanza sus extremos en X .

Demostración. Ejercicio.

Introduzcamos un último concepto en este contexto que no es otra versión de
la compacidad sino un nuevo concepto de propia importancia. Lindelöf demostró
a finales del siglo XIX que toda cubierta abierta de R contiene una subcubierta nu-
merable. Este resultado sorprendente en su tiempo, ha promovido la introducción
de una noción topológica relacionada a la vez a la compacidad y a los axiomas de
numerabilidad.

Definición 8.4.11 (espacio de Lindelöf). Un espacio topológico (X ,X ) se dice que
cumple el axioma (L ) o que es un espacio de Lindelöf si toda cubierta abierta de X
contiene una subcubierta numerable.

Esta propiedad viene a ser la complementaria de numerablemente compacto res-
pecto a la noción de compacidad, esto es,

Proposición 8.4.12. Para todo espacio topológico (X ,X ) son equivalentes las siguientes
proposiciones:

i) (X ,X ) es compacto.

ii) (X ,X ) es de Lindelöf y numerablemente compacto.

Demostración. Sólo hay que probar que ii) implica i). SeaU una cubierta abierta de
X . Por Lindelöf existe una subcubierta numerableU ′. Por compacidad numerable
existe una subcubierta finitaU ′′ deU ′.

Si queremos verificar la propiedad de Lindelöf basta considerar sólo las cubierta
abiertas formadas por subcolecciones de una base cualquiera. Esto es lo que nos dice
el criterio siguiente, que es una especie de ‘teorema de Alexander’ débil, para espacios
de Lindelöf.

Proposición 8.4.13. Sea (X ,X ) un espacio topológico y B una base deX . (X ,X ) es de
Lindelöf si y sólo si toda cubierta de X por elementos de B contiene una subcubierta
numerable.

Demostración. Sólo hay que probar ‘⇒’. Sea B una base deX tal que toda cubierta
de X por elementos de B contiene una subcubierta numerable, y seaU otra cubierta
abierta cualquiera de X . Para todo x ∈ X existe un abierto Ux ∈ U y un elemento
de la base Bx ∈ B tal que x ∈ Bx ⊂Ux . Puesto que los Bx (x ∈ X ) cubren X , existe
una familia numerable (xn ) tal que X = ∪

n∈N
Bxn

. Entonces (Uxn
) es una subcubierta

de X .
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El corolario siguiente expone la propiedad principal de los (AN2)−espacios.

Corolario 8.4.14 (primer teorema de Lindelöf). Todo AN2−espacio es de Lindelöf.

En los espacios métricos esta propiedad caracteriza a los AN2−espacios.

Teorema 8.4.15. Todo espacio métrico de Lindelöf es AN2−espacio.

Demostración. Para el espacio métrico de Lindelöf (X , d ) consideremos las cubierta
abiertas {B (x , 1/k ) | x ∈ X }. Para cada k ∈N∗ existe una subcubierta finita {B (x (k )n , 1/k ) |
n ∈ Ak }, Ak ⊆ N finito. Veamos que la familia numerable {B (x (k )n ,1/k ) | k ∈ N∗, n ∈
∪

k∈N
Ak } es una base para Xd . Sea U ∈ Xd y x ∈U . Existe ϵ > 0 tal que B (x ,ϵ) ⊂U .

Escojamos k ∈N tal que k > 2/ϵ. Como {B (x (k )n ,1/k ) | n ∈ Ak } es una cubierta de X ,
existe n ∈ Ak , tal que x ∈ B (x (k )n , 1/k ). Por otra parte, si y ∈ B (x (k )n , 1/k ) entonces

d (x , y )≤ d (x , x (k )n ) +d (x (k )n , y )< 2/k < ϵ.

Entonces
x ∈ B (x (k )n , 1/k )⊂ B (x ,ϵ)⊂U .

Ejemplo 8.4.16. R y, más generalmente, todos los espaciosRn (n ∈N) son AN2−espacios,
por lo tanto son espacios de Lindelöf. Recuperamos aquí el teorema clásico de Lindelöf:
Toda cubierta abierta de R contiene una subcubierta numerable.

Por aplicación del corolario anterior se obtiene un segundo teorema de Lindelöf.

Corolario 8.4.17 (segundo teorema de Lindelöf). En un AN2−espacio (X ,X ) toda base
deX contiene una base numerable deX .

Demostración. Sea β = {Bn | n ∈ N} una base numerable de (X ,X ) y β ′ otra base
cualquiera. Todo Bn (n ∈ N) es cubierto por los abiertos U ∈ β ′ tales que U ⊂ Bn .
Bn , como subespacio, cumple (AN2), por lo tanto es de Lindelöf. Entonces existe una
subcubierta numerable β ′n ⊂β

′ de Bn . Concluimos que ∪
n∈N
β ′n es una base numerable

deX contenida en β ′.

El ejemplo siguiente muestra que no todo espacio de Lindelöf cumple (AN2).

Ejemplo 8.4.18. Consideremos sobre R la topologíaXS generada por los intervalos
semiabiertos (a , b ] (a , b ∈ R). XS es más fina que la topología usual pues (r, s ) =
∪

n∈N∗
(r, s−1/n ] para todos r, s ∈R. Puede demostrarse que (R,XS ) es de Lindelöf (véase

DUGUNDJI [60]; pág. 164, ej. 6). Sin embargo, (R,XS ) no cumple (AN2). Supongamos
por reducción al absurdo que β = {Un | n ∈N} es una base numerable deXS ). Por el
corolario 8.4.17 podemos suponer adicionalmente que todo Un ∈ β tiene la forma
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(an , bn ]. Seleccionamos b ∈R \ {bn | n ∈N} y un real a < b . Entonces es evidente que
el abierto (a , b ] no puede representarse como unión de una subfamilia de los (an , bn ].
Esta contradicción muestra que (R,XS ) no es un AN2−espacio. Puesto que es fácil
comprobar que (R,XS ) es un AN1−espacio separable, tenemos aquí un ejemplo, muy
interesante por la rara combinación de propiedades, de un T3−espacio separable, AN1
y de Lindelöf que no cumple AN2.

! " ! "dcba ,, #
d

c

ba

Figura 8.12:

Mencionamos a continuación dos propiedades de herencia de los espacios de
Lindelöf:

Proposición 8.4.19. i) Todo subespacio cerrado de un espacio de Lindelöf es de
Lindelöf. Un subespacio cualquiera de un AN2-espacio es de Lindelöf.

ii) Toda imagen continua de un espacio de Lindelöf es de Lindelöf.

iii) Todo espacio T3 y de Lindelöff es T4. Por lo tanto, (R,XS ) es normal.

Demostración. Ejercicio.

No se cumple un teorema de Tykhonov para los espacios de Lindelöf. En efecto,
concluimos esta sección con un ejemplo en forma de ejercicio que muestra que:

1. el producto de dos espacios de Lindelöf no es necesariamente de Lindelöf.

2. la separabilidad en general no se hereda a los subespacios.
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Ejercicio 8.4.20. SeaR2 provisto de la topología productoX 2
S =XS×XS (véase el ejem-

plo anterior) que tiene como base los rectángulos semiabiertos (a , b ]×(c , d ] (a , b , c , d ∈
R) (fig. 8.12). Probar (sin utilizar los resultados del ejemplo 8.4.18) que:

i) X 2
S induce en la recta R = {(x , y ) | x − y = 0} la topología discreta.

ii) (R2,X 2
S ) no es normal y, por lo tanto, no es de Lindelöf (8.4.19 iii)).

iii) (R2,X 2
S ) es un AN1−espacio separable que no cumple (AN2) y que contiene un

subespacio no separable.

iv) El producto de dos espacios normales no es necesariamente normal.

8.5. Espacios localmente compactos

Los espacios clásicos R, C, Rn , Cn no son compactos, pero cada uno de sus puntos
posee un sistema fundamental de vecindades compactas. Localmente son compac-
tos. Espacios con esta propiedad juegan un papel importante en la matamática, por
ejemplo en teoría de integración (teoría de Radon; véase BOURBAKI [31]).

Definición 8.5.1 (espacio localmente compacto). Decimos que un espacio topológico
(X ,X ) es localmente compacto si cada uno de sus puntos posee un sistema fundamen-
tal formado por vecindades compactas.

Nota. Como en el caso de los compactos, algunos autores exigen además que un
espacio localmente compacto sea de Lindelöf–Hausdorff. Otros autores llaman ‘lo-
calmente compacto’ a todo espacio cuyos puntos tengan cada uno al menos una
vecindad compacta. Esto no coincide con el uso general de la palabra propiedad local.
Una propiedad local debe heredarse a todo subconjunto abierto. Veremos más tarde
que en todo T2−espacio ambas definiciones son equivalentes.

Ejemplo 8.5.2. Todo espacio discreto (X ,P (X )) es localmente compacto, puesto que
el conjunto unitario {{x }} formado por el compacto {x } es un sistema fundamental de
vecindades de x para todo x ∈ X . Por otro lado, todo espacio indiscreto es localmente
compacto porque es compacto y es la única vecindad de cada uno de sus puntos.
Concluimos que sobre un conjunto la topología más gruesa y la topología más fina
son ambas localmente compactas.

Ejemplo 8.5.3. Todos los espacios R, C, Rn , Cn son localmente compactos.

Ejemplo 8.5.4. El subespacioQ⊂R no es localmente compacto.

Demostración. Ejercicio.
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Ejemplo 8.5.5. Todo T2−espacio compacto (X ,X ) es localmente compacto, pues
(X ,X ) es normal, por lo tanto regular; entonces las vecindades cerradas de x ∈ X
forman un sistema fundamental de vecindades (compactas) de x .

Proposición 8.5.6 (caracterización de los T2−espacios localmente compactos). En un
T2−espacio (X ,X ) son equivalentes las proposiciones siguientes:

i) Todo punto posee un sistema fundamental de vecindades compactas.

ii) Todo subconjunto compacto posee un sistema fundamental de vecindades com-
pactas.

iii) Existe una base de la topología formada por abiertos relativamente compactos.

iv) Todo punto posee una vecindad compacta.

Demostración. La equivalencia i)⇐⇒ ii) se cumple en todo espacio topológico. La
implicación ii) ⇒ i) es trivial; inversamente si C es compacto y U ⊃ C es abierto,
entonces todo x ∈ C posee una vecindad compacta Vx ⊂U y como los abiertos Vx

recubren C , existe un recubrimiento finito C ⊂
n
∪

i=1
Vxi

. Evidentemente
n
∪

i=1
Vxi

es una

vecindad compacta de C por 8.1.15.
i)⇒ iii): Si las vecindades compactas de x forman un sistema fundamental de

vecindades de x , entonces también las vecindades abiertas relativamente compactas
◦

V . Por lo tanto, los abiertos relativamente compactos forman una base deX (3.1.13)

(aquí hemos utilizado al axioma (T2) para concluir que
◦

V es relativamente compacto
si V es compacto).

iii)⇒ iv); es trivial.
iv)⇒ i); sea V una vecindad compacta de x ∈ X . Por el ejemplo 8.5.5, x posee un

sistema fundamental de vecindades compactas en el subespacio V , luego también en
(X ,X ).

Nota. En un espacio topológico cualquiera se cumplen sólo las implicaciones i)⇐⇒
ii)⇒ iv) y iii)⇒ iv).

Corolario 8.5.7. Todo AN2−espacio de Hausdorff que es localmente compacto, posee
una base numerable de abiertos relativamente compactos.

Demostración. Se desprende del criterio iii) mediante el segundo teorema de Lindelöf
(8.4.17).

La demostración de 8.5.6 muestra que un espacio topológico, del cual todos sus
puntos poseen una vecindad T2 compacta, necesariamente es localmente compacto.



286 8.5. Espacios localmente compactos

Ejemplo 8.5.8. Todo espacio localmente euclidiano (X ,X ) es localmente compacto.
En particular, todas las variedades de clase C k (k ≥ 0) son localmente compactas.

Podría pensarse que si todos los puntos poseen una vecindad T2−compacta, en-
tonces el espacio es de Hausdorff. Sin embargo, esto no se cumple, como muestra el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 8.5.9. Consideremos el espacio X =R∗ ∪{θ1,θ2} obtenido sustituyendo el
punto 0 de la recta real por dos nuevos puntos θ1 y θ2 (fig. 8.13).

Entorno

Entorno

Vecindad

Vecindad de

de

1!

2!

Figura 8.13: Espacio localmente compacto pero no T2

Es fácil ver que todo punto x ∈ X posee una vecindad T2−compacta. Sin embargo,
los puntos θ1 y θ2 no pueden separase por vecindades disjuntas. X es un T1−espacio
localmente de Hausdorff sin cumplir (T2) globalmente, pero que es localmente com-
pacto. Por definición, todo subconjunto abierto de un espacio localmente compacto
(X ,X ) es a su vez localmente compacto (como subespacio). Por otro lado es fácil ver
que también todo subconjunto cerrado (X ,X ) es localmente compacto. Nos pregunta-
mos cuál es la forma más general de un subconjunto localmente compacto de (X ,X ).
Obtenemos la siguiente caracterización interesante.

Proposición 8.5.10. i) Todo subespacio denso y localmente compacto A de un T2

espacio X es abierto en X .

ii) En un espacio de Hausdorff (X ,X ) todo subconjunto localmente compacto A es
la intersección de un abierto y de un cerrado.

iii) Si (X ,X ) es localmente compacto, toda intersección de un cerrado y de un abierto
en (X ,X ) es localmente compacto.
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iv) En un T2−espacio localmente compacto, un subconjunto es localmente compacto
si y sólo si puede representarse como intersección de un abierto y de un cerrado en
(X ,X ).

Demostración. i) Probaremos que A es vecindad de cada uno de sus puntos. Sea x ∈ A.
Por hipótesis existe un compacto K ⊆ A y un abierto V en X tales que x ∈V ∩A ⊆ K .
Como A es denso en X , V = (V ∩A). Por lo tanto, x ∈V ⊆V = (V ∩A)⊆ K = K ⊆ A.

ii) Por i), A es abierto en A. Por lo tanto, existe V , abierto en X tal que A =V ∩A
iii) Sea A un abierto y C un cerrado en (X ,X ), sea x ∈ A ∩C y U una vecindad

abierta de x . Hay que buscar una vecindad compacta de x en el subespacio A∩C que
esté contenida en U . Por hipótesis, existe una vecindad compacta W de x contenida
en la vecindad abierta A∩U . V :=W ∩C =W ∩ (A∩C )⊂U es una vecindad compacta
de x en A ∩C .

iv) Es una consecuencia inmediata de ii) y iii).

Ejemplo 8.5.11. Toda variedad algebraica en Rn es localmente compacta porque es
cerrada (4.5.5).

Corolario 8.5.12. Sea (X ,X ) un espacio de Hausdorff. Entonces la intersección de dos
subconjuntos localmente compactos en (X ,X ) es localmente compacto.

Demostración. Es consecuencia inmediata de la caracterización iii).

En cambio, la unión de dos subconjuntos localmente compactos en un T2−espacio
no es necesariamente localmente compacto.

Ejercicio 8.5.13. Dar un ejemplo de dos subconjuntos localmente compactos enR2

cuya unión no sea localmente compacta.

La compacidad local no se hereda a las imágenes continuas como la compacidad.
ésta es una diferencia importante.

Ejemplo 8.5.14. Sea f : (0,∞)→R2 definida de la siguiente manera:

f (x ) =

¨

(x , sen 1/x ) si 0< x ≤ 1/π

(2/π− x , 0) si 1/π≤ x

Es fácil verificar que f es continua, pero f [(0,∞)] no es localmente compacto
aunque (0,∞) sí lo es. Obsérvese que (0, 0) ∈ f [(0,∞)] no posee vecindad compacta
pues tendría que ser cerrada en R2 lo que no es posible porque toda vecindad de
(0,0) en f [(0.∞)] contiene una sucesión de puntos que converge a un punto (0,ϵ) /∈
f [(0,∞)] (ϵ > 0). Es de esperar que esto no pueda ocurrir si f es además abierta.
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Figura 8.14: Gráfica de f (x )

Proposición 8.5.15. La compacidad local es invariante bajo aplicaciones que sean a la
vez continuas y abiertas.

Demostración. Sea (X ,X ) localmente compacto, (Y ,Y ) un espacio topológico y
f : X → Y una aplicación continua y abierta. Debemos mostrar que una vecindad
arbitraria W de un punto y = f (x ) en f [X ] contiene a una vecindad (relativa) com-
pacta de y . Pero esto es evidente, porque f −1[W ] es una vecindad de x y contiene,
por lo tanto, una vecindad compacta V de x cuya imagen f [V ]⊂W es una vecindad
compacta de y en f [X ] (por ser f abierta).

Concluimos que la compacidad local es una propiedad topológica. Incluso pode-
mos deducir más. La compacidad local es invariante bajo homeomorfismos locales,
porque todo homeomorfismo local es a la vez abierto y continuo.

Otra diferencia con la compacidad: la compacidad local no se hereda a produc-
tos cualesquiera. En efecto, supongamos que V sea una vecindad compacta de un
punto x = (xα) en un espacio producto

∏

Xα. Entonces las proyecciones πα[V ] son
todas compactas. Pero sabemos que casi todas estas proyecciones son iguales a los
espacios coordenados Xα. Concluimos que si existe, un espacio producto

∏

Xα con
al menos una vecindad compacta, entonces casi todos los espacios coordenados ex-
cepto un número finito son compactos. Dejamos al lector probar completamente la
caracterización siguiente.

Proposición 8.5.16 (caracterización de los espacios productos localmente compactos).
Sea ((Xα,Xα))α∈I una familia de espacios topológicos.

∏

α∈I
Xα es localmente compacto

si y solo si todo espacio coordenado es localmente compacto y casi todos son además
compactos.

Demostración. Ejercicio.
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8.6. Extensiones y compactificaciones

El trabajo sobre espacios compactos, y aun más sobre espacios T2−compactos es muy
cómodo dado el gran número de propiedades a las cuales puede recurrirse. Por lo tanto,
si queremos investigar un espacio dado (X ,X ) no compacto, puede ser interesante
tener una inmersión de (X ,X ) en un espacio compacto (Y ,Y ), tal que podamos
trabajar en (Y ,Y ) para estudiar X . Por ejemplo, podríamos utilizar la propiedad de
que todo filtro en X tiene un punto adherente en (Y ,Y ).

Más generalmente, si tenemos un espacio (X ,X ) difícil de analizar, es natural
buscar una inmersión f en un espacio (Y ,Y ) que tenga propiedades cómodas o que
conozcamos mejor. Este es el problema de inmersión que se plantea en las diver-
sas ramas de la Topología Algebraica así como en Topología General. Mencionamos
solamente dos ejemplos. 1◦. En Topología Diferencial se estudia qué variedades dife-
renciables pueden considerarse como superficies sumergidas en Rn . 2◦. El problema
de construcción de los números reales consiste esencialmente en hallar una inmersión
deQ, en un campo ordenado más amplio que cumpla el axioma del supremo, resp. el
teorema de Cauchy (toda sucesión de Cauchy es convergente).

Ahora bien, sea f : (X ,X )→ (Y ,Y )una inmersión. La topología sobre el abierto Y \
f [X ] es completamente independiente de la topologíaX . Si cambiamos la topología
Y por la topología sobre Y \ f [X ], f sigue siendo una inmersión. Por lo tanto, parece
natural limitarse al subespacio Y0 = f [X ].

Definición 8.6.1 (extensión, compactificación). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topo-
lógicos y f : X → Y una inmersión. El par ( f , (Y ,Y )) se llama extensión de (X ,X )
si f [X ] es denso en (Y ,Y ). La extensión ( f , (Y ,Y )) se dice compactificación (resp.
T2−compactificación) de (X ,X ) si (Y ,Y ) es compacto (resp. T2−compacto).

Nota. No siempre el problema de extensión va a sustituir al problema de inmersión.
Por ejemplo, si queremos utilizar estructuras algebraicas sobre Y , estas estructuras no
están eventualmente definidas sobre el subconjunto f [X ]. Otro ejemplo: Al analizar
si una variedad diferencial dada V puede sumergirse como superficie en un Rn , sería,
evidentemente absurdo, limitarnos a considerar extensiones de V.

Ejemplo 8.6.2. Sea iQ la inyección canónica deQ enR. Entonces el par (iQ,R) es una
extensión deQ que no es una compactificación.

Ejemplo 8.6.3. SeaR=R∪{±∞} la recta ampliada con la topología de orden definida
en el ejemplo 2.1.9; y sea i : R → R la inyección canónica. Entonces (i ,R) es una
T2−compactificación de R. El par (arctan, [−π/2,π/2]) es otra T2−compactificación
de R.
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Ejemplo 8.6.4. Consideremos la proyección estereográfica s de la esfera E 2 ⊂ R3

con el poloω sobre el planoR2, definida en el ejemplo 5.4.12. s aplica la esfera agu-
jerada E 2 \ {ω} homeomórficamente sobre R2. Por lo tanto el par (s−1, E 2) es una
T2-compactificación de R2 ≃C (fig. 8.15).

! "#VS

)(xS

#V

#

x

1X

2X

3X

K

Figura 8.15: Compactificación de R2

Se dice que E 2 es la bola de números de Riemann obtenida por adjunción del
punto infinitoω al plano R2 ≃ C.

Las vecindades abiertas U del punto infinitoω ∈ E 2 corresponden por el homeo-
morfismo s a los complementos de los compactos K en R2. Se dice que una sucesión
(xn ) enR2 converge al infinito si en la compactificación E 2 deR2 la sucesión correspon-
diente (s−1(xn )) converge al punto infinitoω. Esto significa que para todo compacto
K enR2 casi todos los términos xn (n ∈N) se quedan fuera de K . La idea de compacti-
ficar R2 por adjunción de un punto infinito, cuyas vecindades son los complementos
de compactos, puede transladarse a cualquier espacio topológico de Hausdorff:

Teorema 8.6.5 (Aleksandrov). Sea (X ,X ) un T2 espacio topológico no compacto, X ∗

el espacio X ∪{ω} obtenido por adjunción de un puntoω /∈ X , i : X → X ∗ la inyección
canónica y X ∗ = X ∪ {X ∗ \ K | K ⊂ X , K compacto}. Entonces (i , (X ∗,X ∗)) es una
compactificación de (X ,X ).

Demostración. 1◦. Probaremos primero queX ∗ es una topología:
(A1) ; ∈X ⊂X ∗ y X ∗ = X ∗ \ ; ∈X ∗
(A2) Sea (Uα)α∈I una familia de elementos Uα ∈X ∗ y sea U = ∪

α∈I
Uα. Si todos los Uα

pertenecen aX , entonces U ∈X ⊂X ∗. Siω ∈Uβ para un β ∈ I , entonces C := X ∗\Uβ
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es compacto en (X ,X ) por definición deX ∗; entonces X ∗\U =C \ ∪
α∈I
α̸=β

Uα es compacto

en (X ,X ) por 8.1.10, lo que implica que U =X ∗ \ (X ∗ \U ) ∈X ∗.
(A3) Sean U1, . . . ,Un ∈X ∗. Si Uj ∈X , entonces U =

n
∩

i=1
Ui =

n
∩

i=1
(Ui ∩X ) ∈X ⊂X ∗.

Siω ∈Ui para todo i = 1, . . . , n , entonces los ∁Ui son compactos en X y por lo tanto

∁U =
n
∪

i=1
∁Ui es compacto en X lo que implica que U ∈X ∗.

2◦.X ∗ induce la topologíaX sobre X , porque X ∈ X ⊂X ∗ y por lo tantoX ∗X =
{U ∈X ∗ |U ⊂ X }=X .

3◦. Veremos ahora que (X ∗,X ∗) es compacto. Sea (Uα)α∈I una cubierta abierta de
X ∗. Entonces existe β ∈ I tal queω ∈Uβ . ∁Uβ es compacto en X . Por lo tanto, existen

α1, . . . ,αn ∈ I tales que ∁Uβ ⊂
n
∪

k=1
Uαk

. Los abiertos (Uβ ,Uα1
, . . . ,Uαn

) cubren X ∗.

4◦. Queda por probar que X es denso en X ∗. Pero esto es una consecuencia de las
equivalencias X = X ∗⇐⇒{ω} /∈X ∗⇐⇒ X no es compacto.

Nota. Esta claro que el espacio (X ∗,X ∗) puede construirse también si (X ,X ) es com-
pacto. En este caso (i , (X ∗,X ∗)) es una inmersión compacta sin ser una compactifica-
ción; el punto infinitoω está aislado en (X ∗,X ∗).

Ejercicio 8.6.6. Sea f : (X ,X )→ (Y ,Y ) una aplicación y (X ∗,X ∗) una compactifica-
ción de Aleksandrov de (X ,X ). Se dice que f (x ) tiende a y0 cuando x tiende a infinito
(en símbolos ĺım

x→∞
f (x ) = y0) si ĺım

V (x )∩V
f (x ) = y0 para el filtro de vecindades V (ω) deω

en (X ∗,X ∗). Probar que si una función continua f : (X ,X )→R tiende a∞ cuando
x →∞, entonces alcanza su mínimo sobre X en algún punto x0 ∈ X . El resultado de
que todo espacio topológico no compacto puede compactificarse por adjunción de
un solo punto, ya nos indica que la compactificación de Aleksandrov no siempre se
puede adaptar bien a la estructura especial del espacio dado.

Ejemplo 8.6.7. SeaQ∗ el espacio compacto obtenido por adjunción de un puntoω
aQ por el método de Aleksandrov. Entonces toda sucesión de Cauchy (xn ) enQ que
converge a un número irracional en R converge enQ∗ al punto infinitoω. En efecto,
(xn )no tiene un punto adherente enQ. Luego tieneω como único punto de adherencia,
lo que implica ĺım(xn ) = ω por 8.1.20. Evidentemente, esta compactificación que
identifica todos los límites irracionales con el punto infinito no se adapta bien a la
estructura deQ. En particular, en esta compactificación el punto infinito no puede
separarse de ningún punto x ∈Q por dos vecindades disjuntas.

Es por tanto importante saber cuándo la compactificación de Aleksandrov es en
verdad adecuada. Este es el propósito de la proposición siguiente:
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Proposición 8.6.8. La compactificación de Aleksandrov es de Hausdorff si y sólo si el
espacio es de Hausdorff y es localmente compacto.

Demostración. La suficiencia es trivial. Inversamente, supongamos que la compacti-
ficación de Aleksandrov (X ∗,X ∗) de (X ,X ) es de Hausdorff. Entonces necesariamente
(X ,X ) es de Hausdorff por la herencia de (T2). Por el criterio iv), proposición 8.5.6
de compacidad local, falta sólo probar que todo punto x ∈ X posee una vecindad
relativamente compacta. Como (X ∗,X ∗) es de Hausdorff, x puede separarse del punto
infinitoω por dos vecindades abiertas disjuntas V y W respectivamente. Pero esto
significa que V está contenida en el compacto X ∗ \W , entonces V es relativamente
compacto.

El corolario siguiente muestra cómo la extensión de un espacio puede permitir
obtener nuevos resultados sobre la estructura interna del propio espacio.

Corolario 8.6.9. Todo T2−espacio localmente compacto (X ,X ) es completamente re-
gular.

Demostración. Por la proposición anterior, (X ,X ) es homeomorfo a un subespacio
de un T2−espacio, por lo tanto, por heredabilidad, es completamente regular.

Ejemplo 8.6.10 (Recta de Bourbaki). Si x ∈R y ϵ > 0, definimos V (x ,ϵ) = [x , x + ϵ)∪
(−x − ϵ, x ). La familia B = {V (x ,ϵ) | x ∈R, ϵ > 0} es una base para una topología J
de R.

a) (R,J ) es T2: sean x , y ∈Rx < y

Caso 1) 0≤ x . Si ϵ = y − x , se tiene V (x , ϵ)∩V (y , ϵ) = ;

Caso 2) y ≤ 0. Sea ϵ = y−x
2 . Por lo tanto, V (x , ϵ)∩V (y , ϵ) = ;

Caso 3) x < 0< y , y ≤−x . Sea ϵ =−x . De donde, V (x ,ϵ)∩V (y ,ϵ) = ;

Caso 4) x < 0< y <−x . Sea ϵ =− 1
2 (x + y ). Por lo tanto, V (x ,ϵ)∩V (y ,ϵ) = ;.

b) Si n ∈ N In = [−n , n ] es J−compacto. Sea L una base de filtro en In y sea x
un r−punto de adherencia deL (r es la topología usual en In ). Bastará probar
que al menos uno de los puntos x ,−x es unJ−punto de adherencia deL . Si
no es así, existe ϵ > 0 y N0 ∈ L tales que V (x , ϵ)∩N0 = ; = V (−x , ϵ)∩N0. Por
lo tanto, el conjunto V (x ,ϵ)∪V (−x ,ϵ) es ajeno a N0. Pero V (x ,ϵ)∪V (−x ,ϵ) =
(−x − ϵ,−x + ϵ)∪ (x − ϵ, x + ϵ) y (xϵ, x + ϵ)∩N0 ̸= ;, una contradicción.

c) El subespacio Y de (R,J ) que consta de los reales positivos es homeomorfo a
(R,XS ) (ejemplo 8.4.18).
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d) (R,J ) es localmente compacto y r−compacto, es decir, (R,J ) es unión nume-
rable de espacios compactos (úsese b)).

e) SiR∗ es la compactación de Alexandrof de (R,J ), el espacioR×R∗ es también lo-
calmente compacto y r−compacto. Por lo tanto,R yR×R∗ son ambos normales
(úsese 8.4.9 iii)).

f ) R×R∗ es un ejemplo de un espacio normal el cual tiene un subespacio que no
es normal, a saber {(x , y ) ∈R2 | x > 0 y y > 0} (úsese c) y 8.4.20 ii)).

g) Si un espacio normal tiene un subespacio que no es normal, entonces tiene
también un subespacio abierto que no es normal (ejercicio). Por lo tanto, existe
un subespacio abierto W de R×R∗ el cual no es normal. Esto demuestra que
un espacio localmente compacto y T2 es T3.5, pero no necesariamente T4.

Mediante la compactificación de Aleksandrov sólo es posible T2−compactificar un
espacio si éste, además de T2, es localmente compacto. Pero ¿puede T2−compactificarse,
por otros medios, una clase más amplia de T2−espacios?

El argumento de la demostración anterior nos dice que el T2−espacio debe ser, al
menos, completamente regular. Veremos ahora que esta condición ya es suficiente.
Antes probaremos un lema que contiene el razonamiento principal de la demostración,
y además nos suministra una representacón útil de la topología inicial.

Lema 8.6.11. Sea (X ,X ) un espacio de Hausdorff provisto de una topología inicial
definida por una colección Φ de funcionesφ : X → (Xφ ,Xφ). Entonces la aplicación

f : x 7→ (φ(x ))φ∈Φ de X en
∏

φ∈Φ
Xφ

es una inmersión.

Demostración. Los abiertos

φ−1
1 [Uφ1

]∩ · · · ∩φ−1
n [Uφn

] = (φ1, . . . ,φn )
−1[Uφ1

× · · ·×Uφn
] (8.7)

φi ∈Φ,Uφi
∈Xφi

(n ∈N) forman una base β de la topología inicialX . Sea πφ1,...,φn
la

proyección de
∏

ϕ∈Φ
Xφ sobre el producto finito

n
∏

i=1
Xφi

. Entonces tenemos el diagrama

conmutativo de la fig. 8.16. f es continua por ser producto de aplicaciones continuas.
Veamos que f es inyectiva: Si x , y ∈ X , x ≠ y , entonces existe un abierto de la forma
(8.7) que contiene x sin incluir y ; pero esto significa que φi (x ) ̸= φi (y ) para algún
i = 1, . . . , n Luego f (x ) = (φ(x ))φ∈Φ ̸= (φ(y ))φ∈Φ = f (y ). Falta probar que toda imagen de
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un abierto de la forma (8.7) es abierto en f [X ] (4.5.9). Pero esto resulta inmediatamente
del diagrama precedente que implica que:

f [(φ1, . . . ,φn )
−1[

n
Π

i=1
Uφi
]] = f [(πφ1,...,φn

◦ f )−1[
n
Π

i=1
Uφi
]] =

f [ f −1[π−1
φ1,...,φn

n
Π

i=1
Uφi
]] =π−1

φ1,...,φn
[

n
Π

i=1
Uφi
]∩ f [X ],

porque π−1
φ1,...,φn

[
n
Π

i=1
Uφi
] es abierto en

∏

φ∈Φ
Xφ .

X
f //

(φi ...φn )

##

∏

φ∈Φ
Xφ

∏

φi ...φn

��
n
∏

i=1
Xφi

Figura 8.16:

Teorema 8.6.12 (de Tikhonov). Un espacio de Hausdorff tiene una T2−compactificación
si y sólo si es completamente regular.

Demostración. De la heredabilidad de la regularidad completa, se tiene que si un
espacio es T2−compactificable, entonces es completamente regular. Inversamente,
supongamos que (X ,X ) es un T2−espacio completamente regular. Para cada x ∈ X
y cada V ∈ V (x ) existe una función continua ϕx ,V : X → [0,1] tal que ϕx ,V (x ) = 0 y
ϕx ,V | ∁V = 1, por lo que x ∈ϕ−1

x ,V [[0,1)]⊂ V . Por lo tanto {ϕ−1[[0,1)] |ϕ ∈ C(X , [0,1])}
constituye una base de (X ,X ) :X es la topología inicial definida por las aplicaciones
continuas ϕ : X → [0, 1](ϕ ∈Φ :=C(X , [0, 1])). Por el lema anterior la aplicación f : x →
(φ(x ))φ∈Φ es una inmersión de (X ,X ) en el cubo compacto [0,1]Φ. ( f , f [X ]) es una
T2−compactificación de (X ,X ).

Nota. No se necesitan todas las aplicacionesφ ∈C(X , [0, 1]) para construir la T2−com-
pactificación del teorema anterior. La demostración muestra que toda colección Φ⊂
C(X , [0, 1]) tal que {ϕ−1[[0, 1)] |ϕ ∈Φ} constituya una base deX define una inmersión:

x 7→ (ϕ(x ))φ∈Φ de (X ,X ) en I Φ



8. Compacidad 295

Definición 8.6.13 (compactificación de Stone-Cěch). La compactificación construi-
da en el teorema anterior se llama compactificación de Stone-Cěch y se denota por
(e ,β (X )). STONE [183] y CĚCH [207] fueron los primeros que dieron la caracterización
siguiente de la compactificación obtenida por primera vez por Tikhonov. Demostraron
que estas compactificaciones son maximales en el sentido de una relación de orden
entre las extensiones de X .

Definición 8.6.14 (orden entre extensiones). Sean ( f , (Y ,Y)) y (g , (Z ,Z)) extensiones
de un espacio topológico (X ,X ). Se dice que

( f , (Y ,Y))≥ (g , (Z ,Z))

si existe una sobreyección continua h : (Y ,Y)→ (Z ,Z) tal que h ◦ f = g . Si además h
es un homeomorfismo, entonces ambas extensiones se llaman equivalentes (fig. 8.17).

(Y ,Y )

h

��

(X ,X )

f

44

g
**
(Z ,Z)

Figura 8.17:

Si ( f , (Y ,Y)) ≥ (g , (Z ,Z)) entonces la extensión ( f , (Y ,Y)) añade más puntos al
espacio (X ,X ) que la extensión (g , (Z ,Z)), pues

h [Y ] = Z ⇒ Card Y ≥Card Z

Ejemplo 8.6.15. Sea (i1,Rω) una compactificación de Aleksandrov de R y sea (i2,R)
la compactificación por adjunción de los puntos −∞,∞. Entonces (i2,R)≥ (i2,Rω),
porque la sobreyección h : R→Rω definida por h |R= 1R y h (∞) = h (−∞) =ω es con-
tinua y cumple h ◦ i2 = i1. Las dos compactificaciones consideradas en el ejemplo 8.6.3
son equivalentes. En efecto, h : R→ [−π/2,π/2] definida por h |R = arctan, h (∞) =
π/2, h (−∞) =−π/2 es el homeomorfismo buscado.

Dejamos al lector probar las siguientes propiedades elementales de la relación ≥.

Proposición 8.6.16. La relación≥ entre las extensiones de un espacio topológico (X ,X )
es reflexiva, transitiva y compatible con la sustitución de una extensión por otra equiva-
lente. Si (X ,X ) es un T2-espacio entonces ≥ define una relación de orden entre las clases
de extensiones equivalentes y de T2 de (X ,X ).
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Demostración. Ejercicio.

Veremos ahora que las compactificaciones de Stone-Cěch son maximales con
respecto a esta relación de orden. Incluso podremos probar un resultado más fuerte.

Teorema 8.6.17 (de Stone-Cěch). Sea (X ,X ) un espacio completamente regular,
(e ,β (X )) su compactificación de Stone-Cěch. Entonces toda aplicación f de (X ,X )
en un T2-espacio compacto (Y ,Y ) puede factorizarse en la forma f = h ◦ e , donde
h : β (X )→ (Y ,Y ) es continua.

Demostración. Sea Φ (resp. Φ̃) el conjunto de todas las aplicaciones continuas de
X (resp. Y ) en I = [0,1]. Sea (ẽ ,β (Y ) la compactificación de Stone-Cěch de (Y ,Y ).
Entonces ẽ : Y → β (Y )⊂ I Φ̃ es un homeomorfismo. Tenemos la situación siguiente
(fig. 8.18).

!"
~

!"

~

"# I

"# I I

)(y$

)(x$

~

e

Y

Ff

e
X

Figura 8.18:

Si podemos hallar una función continua F que haga conmutativo el diagrama de la
izquierda, entonces habremos demostrado el teorema porque en este caso h : ẽ −1 o F
cumple el teorema. Vamos a construir F como restricción de una aplicación continua
F ∗ : I Φ → I Φ̃. La aplicación f ∗ : ϕ̃ 7→ ϕ̃ ◦ f de Φ̃ en Φ permite definir una aplicación
F ∗ : I Φ→ I Φ̃ mediante F ∗(a ) = a ◦ f ∗, es decir:

F ∗((aφ)φ∈Φ) = (aφ̃ ◦ f )φ̃∈Φ̃ para a = (aφ) ∈ I Φ.

Si denotamos por πφ (resp. πφ̃) laφ−ésima (resp. φ̃−ésima) proyección de I Φ (resp.

I Φ̃) sobre I entonces F ∗ cumple, por definición,

πφ̃ ◦ F ∗(a ) = aφ̃◦ f = a f ∗(φ̃) =π f ∗(φ̃)(a ) (∀a ∈ I Φ)

Por lo tantoπφ̃ o F ∗ : I Φ̃→ I es continua para todo φ̃ ∈ Φ̃ y esto implica que F ∗ : I Φ→ I Φ̃

es continua.
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Para todo x ∈ X tenemos

(F ∗ ◦ e )(x ) = F ∗((φ(x ))φ∈Φ) = (φ̃( f (x )))φ̃∈Φ̃ = (ẽ ◦ f )(x ) (8.8)

Por continuidad concluimos que

F ∗[β (X )] = F ∗[e [X ]]⊂ F ∗[e [X ]]⊂ ẽ [ f [X ]]⊂ ẽ [Y ] =β (Y );

por lo tanto la restricción F := F ∗ |β (X ) aplica β (X ) en β (Y ). La conmutatividad del
diagrama es ahora una consecuencia inmediata de la igualdad (8.8).

Corolario 8.6.18. Sea (X ,X ) un espacio completamente regular. Entonces la compacti-
ficación de Stone-Cěch (e ,β (X )) es la máxima T2−compactificación de (X ,X ). La clase
de equivalencia de (e ,β (X )) está determinada de manera única por esta propiedad.

Demostración. Si ( f , (Y ,Y )) es una T2−compactificación de (X ,X ) entonces existe
una aplicación continua h : β (X )→ (Y ,Y ) tal que f = h ◦ e . Como f [β (X )] es com-
pacto en (Y ,Y ) y contiene al subconjunto denso f [X ], por lo tanto f [β (X )] = Y . Con
esto queda probada la primera parte del corolario. La segunda parte es ahora una
consecuencia directa de 8.6.14.

Entre las T2−compactificaciones de los T2−espacios localmente compactos hay,
por otro lado, una compactificación mínima, que naturalmente no es otra que la de
Aleksandrov.

Proposición 8.6.19. Sea (X ,X ) un T2−espacio localmente compacto, no compacto y
sean (i , (X ∗,X ∗)) una compactificación de Aleksandrov y ( f , (Y ,Y )) una T2−compacti-
ficación. Entonces

( f , (Y ,Y ))≥ (i , (X ∗,X ∗)),

Es decir, existe una sobreyección continua h : Y → X ∗ tal que h ◦ f = i (fig. 8.19).

(X ,X) i //

f

��

(X ∗,X∗)

(Y ,Y)

h

88

Figura 8.19:
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Demostración. Ejercicio. Recomendamos proceder en dos pasos:

1. f [X ], como todo subconjunto denso y localmente compacto en un espacio de
Hausdorff, es abierto en (Y ,Y ).

2. La aplicación h : Y → X ∗, definida por h | f [X ] = i ◦ f −1 y h [Y \ f [X ]] = {ω} es
continua.

Nota. En este caso todas las compactificaciones posibles se hallan entre la de Aleksan-
drov y la de Stone-Cěch. Queremos recalcar que hay compactificaciones diferentes de
estas dos. Las necesidades específicas en diversos problemas particulares conducen a
la búsqueda de compactificaciones que se adapten idóneamente. En muchos de tales
casos son halladas nuevas propiedades universales, que caracterizan las compactifi-
caciones entonces introducidas (compactificación de Wallman, ver KELLEY [110], pág.
167, THRON [185], pág. 140-142).

Para diversas cuestiones de la teoría de integración, para problemas de metrizabi-
lidad, etc., es importante conocer condiciones en las cuales las compactificaciones
construidas cumplen los axiomaa de numerabilidad. A tal efecto se da la siguiente
definición.

Definición 8.6.20 (numerable al infinito). Decimos que un espacio topológico es
numerable al infinito, cuando en su compactificación de Aleksandrov el punto infinito
ω posee una base numerable de vecindades.

La siguiente proposición es inmediata.

Proposición 8.6.21. Si (X ,X ) un espacio topológico y (X ∗,X ∗) su compactificación de
Aleksandrov. Entonces:

i) (X ∗,X ∗) es AN1 si y sólo si (X ,X ) es AN1 y numerable al infinito;

ii) (X ∗,X ∗) es AN2 si y sólo si (X ,X ) es AN2 y numerable al infinito;

¿Cómo podemos reconocer de la estructura interna de (X ,X ) si es numerable al infinito?

Proposición 8.6.22. Para un T2−espacio localmente compacto los enunciados siguien-
tes son equivalentes:

i) (X ,X ) es numerable al infinito.

ii) (X ,X ) es unión de una familia numerable de compactos.

iii) X es unión de una sucesión numerable de abiertos relativamente compactos (Un )
tales que U n ⊂Un+1.
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Demostración. i)⇒ ii): Sea (X ∗,X ∗) la compactificación de Aleksandrov de (X ,X ) y
sea Kn una sucesión de compactos en (X ,X ) tal que X ∗ \Kn constituye una base de
vecindades de ω en (X ∗,X ∗). Se tiene X = ∪

n∈N
Kn pues para todo x ∈ X , X ∗ \ {x } es

una vecindad deω, por lo tanto contiene a algún X ∗ \Kn0
. De donde x ∈ Kn0

.
ii)⇒ iii): Sea X = ∪

n∈N
Kn . DefinamosCn = ∪

j=0
K j . Construiremos (Ui )por inducción.

Supongamos construidas U1, . . . ,Un . Para cada x ∈ U n ∪ Cn+1 existen vecindades
abiertas relativamente compactas. Un número finito de ellas cubre al compacto U n ∪
Cn+1. Pongamos Un+1 igual a la unión de estas vecindades. Tal sucesión es la deseada.

iii)⇒ i): Sea(Un ) una sucesión numerable de abiertos relativamente compactos.
Entonces (X ∗ \U n ) es una base de vecindades deω, pues para cada compacto K ⊂
X , (Un ) es una cubierta abierta de K . Por lo tanto K está contenido en una unión

finita
m
∪

i=1
Uni

. Al ser (Ui ) creciente se tiene que K ⊂Un0
(n0 = sup{ni | i = 1, . . . , m}).

Concluimos que X ∗ \K ⊃ X ∗ \Un0
.

Ejemplo 8.6.23. Los espaciosRn son numerables al infinito, pues están cubiertos por
los abiertos relativamente compactos B (0, n ) (n ∈N).

Consideremos ahora las compactificaciones de Stone-Cěch. En el próximo capítulo
veremos que el espacio producto I N es metrizable. Esto nos conduce al problema de
ver cuándo existe una inmersión de (X ,X ) en I N:

Teorema 8.6.24 (Urysohn). Todo AN2−espacio completamente regular (X ,X ) tiene
una inmersión en I N.

Demostración. Hemos probado en la demostación del teorema de Tychonov (8.6.12)
que la colección de abiertosH = {ϕ−1[[0,1)] |ϕ ∈C (X , [0,1])} forma una base deX .
Según el 2◦. Teorema de Lindelöf (8.4.17),H contiene una base numerable

β = {ϕ−1
n [[0, 1)] | n ∈N}

Concluimos, según el Lema 8.6.11, que la aplicación x 7→ (ϕn (x ))n∈N de (X ,X ) en I N

es una inmersión.

8.7. Aplicaciones

Para mostrar que la compacidad es un concepto de gran utilidad matemáticas, es-
pecialmente en Análisis Funcional, daremos en esta sección, algunos ejemplos de
aplicación. Probaremos sucesivamente cuatro teoremas fundamentales pertenecien-
tes a diferentes áreas, utilizando argumentos de compacidad.
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Primera aplicación: Teorema de Riesz.

El resultado siguiente es básico en Análisis Funcional y en particular en la Teoría de las
Ecuaciones Integrales.

Teorema 8.7.1 (de Riesz). Todo espacio normado localmente compacto es de dimensión
finita.

Demostración. Si (E ,∥ · ∥) es localmente compacto, entonces existe una bola cerrada
B ′(0,ρ′) = {x ∈ E | ∥x∥ ≤ ρ} que es compacta. Toda bola cerrada B ′(a ,ρ′) es una
imagen continua de B ′(0,ρ) (por la aplicación x 7→ a +(ρ′/ρ)x ). Por tanto toda bola
cerrada, en particular la bola unitaria B1 := {x ∈ E | ∥x∥ ≤ 1}, es compacta. Por lo
tanto B1 puede cubrirse con un número finito de bolas abiertas de radio 1/2 : B1 ⊂

n
∪

i=1
B (ai , 1/2). Sea F el subespacio lineal generado por {a1, . . . , an}. F es cerrado porque

es de dimensión finita (8.2.13 iv)). Supongamos que existe un x ∈ E \ F . Puesto que
toda bola cerrada en E es compacta, existe en F un punto y a distancia minimal de
x : d (x , F ) = d (x , y ). Tenemos F − y = F , por lo tanto d (x − y , 0) = ∥x − y ∥= d (x , F ) =
d (x − y , F − y ) = d (x − y , F ). Concluimos, por la homogeneidad positiva de la norma,
que para

z = ∥x − y ∥−1(x − y ) ∈ B1 :

d (z , F ) = ∥x , y ∥−1d (x − y , F ) = 1

Pero esto es una contradicción, porque z ∈ B (ai ,1/2) para al menos una ai ∈ F
(i = 1, . . . , n ) es decir d (z , F )< 1/2 (fig. 5.1).

F

yx !

1

0

z

y

x

Figura 8.20:

Nota. Por la demostración anterior, el teorema de Riesz puede también enunciarse
en la forma siguiente: Todo espacio normado que contiene una bola compacta es de
dimensión finita.
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Segunda aplicación: (Teorema de Alaoglu).

Sea (E ,∥ · ∥) un espacio normado sobre K =R o K =C y E ′ el espacio dual, es decir el
espacio vectorial de todas las formas lineales continuas f : E → K . Recordemos que
E ′ es un espacio normado con la norma

∥ f ∥= sup{| f (x )| | x ∈ E ∧∥x∥ ≤ 1}

La topología débil X sobre E ′ es la topología más débil que hace continua a toda
forma lineal x̂ : f 7→ f (x ) sobre E ′ (x ∈ E ). El resultado siguiente es básico para el
análisis de los espacios duales.

Teorema 8.7.2 (de Alouglu). La bola unitaria B1 = { f ∈ E ′ | ∥ f ∥ ≤ 1} en el espacio dual
E ′ es débilmente compacta.

Demostración. E ′ es un subconjunto del espacio K E de todas las funciones reales o
complejas sobre E .

La topología producto sobre K E , es decir, la topología de la convergencia puntual,
induce la topología débil en el subespacio E ′ ⊂ K E . Hay que probar que B1 es compacto
con respecto a la topología producto. Para f ∈ B1 tenemos | f (x )| ≤ ∥x∥, por lo tanto B1

es débilmente acotado (8.3.4). Por la caracterización del ejemplo 8.3.4 sólo falta probar
que B1 es también débilmente cerrado. Sea h ∈ K E un punto adherente de B1 en K E con
respecto a la topología de la convergencia puntual. Veremos que h : E → K es lineal.
En efecto, para todo x , y ∈ E y ϵ > 0 arbitrario, existe f ∈ B1 tal que | f (x )−h (x )|< ϵ,
| f (y )−h (y )|< ϵ y | f (x+y )−h (x+y )|< ϵ. Puesto que f (x+y ) = f (x )+ f (y ), concluimos
que |h (x )+h (y )−h (x + y )|< 3ϵ, es decir h es aditiva. De manera similar se demuestra
que h (αx ) =αh (x ) para todo α ∈ K . Por lo tanto h es lineal.

Como | f (x )| ≤ ∥x∥ para todo f ∈ B1 (x ∈ E ) se deduce además que h (x )≤ ∥x∥+ ϵ
para todo ϵ > 0. Entonces |h (x )| ≤ ∥x∥. En suma, h es una forma lineal continua de
norma ∥h∥ ≤ 1; h ∈ B1. Luego, B1 es débilmente cerrado.

Tercer aplicación: Teorema de d’Alembert.

El teorema siguiente es también conocido como ‘Teorema Fundamental del Algebra’.

Teorema 8.7.3 (de d’Alembert). Todo polinomio p (z ) = a0 + a1z + · · ·+ an z n , con
coeficientes complejos ai y de grado n > 0, tiene una raíz compleja.

Demostración. C es localmente compacto. Es fácil ver que la función f : z 7→ |p (z )|
tiende a infinito si |z | →∞. Por tanto, por 8.6.6 alcanza su mínimo µ en un punto z0

sobre C. Supongamos por reducción al absurdo que p (z0) ̸= 0.
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Consideremos el desarrollo de Taylor de la función polinomial p en z0:

p (z ) = p (z0) + ck (z − z0)
k + · · ·+ cn (z − z0)

n

donde ck ̸= 0. Existe una circunferencia

C = {z ∈C | |z − z0|=ρ}

con centro z0 tal que

|ck+1(z − z0)
k+1+ · · ·+ cn (z − z0)

n |< |ck (z − z0)
k |= |ck |ρk .

Si z recorre toda la circunferencia C entonces ck (z −z0)k recorre toda la circunferencia
de centro 0 y de radio |ck |ρk ; por lo tanto p (z0) + ck (z − z0)k recorre toda la circun-
ferencia de centro p (z0) y radio |ck |ρk . Pero entonces existe un punto z1 ∈C tal que
p (z0)+ck (z1−z0)k pertenece al segmento [0, p (z0)] en el plano complejo. Esto significa
que:

|p (z0) + ck (z1− z0)
k |=µ− |ck |ρk .

Por lo tanto tenemos la siguiente desigualdad

|p (z1)| ≤ |p (z0) + ck (z1− z0)
k |+ |ck+1(z1− z0)

k+1+ · · ·+ cn (z1− z0)
n |

< (µ− |ck |ρk ) + |ck |ρk =µ,

que contradice a la definición µ=mı́n{|p (z )| | z ∈C} (fig. 8.21).
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Figura 8.21:
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En efecto, como la función

q (z ) = ck+1(z − z0) + ck+2(z − z0)
2+ · · ·+ cn (z − z0)

n−k

tiende a 0 cuando z tiende a z0, existe δ > 0 tal que |q (z )| < |ck | para cada z tal que
|z − z0|<δ tomando ρ = δ

2 , obtenemos la desigualdad deseada.

Nota. Del análisis complejo se sabe que toda función polinomial p : z 7→ p (z ) de C
en C es abierta. Si presuponemos este resultado (véase AHLFORS [2]) podemos evitar
todos los cálculos en la demostración precedente. En efecto, por el ejercicio 8.6.6 la
función z 7→ |p (z )| admite su mínimo en un punto del plano complejo. Por otro lado,
el ejercicio 4.5.14 nos dice que una función z 7→ |p (z )| no puede admitir un mínimo
diferente de 0 si la función z 7→ p (z ) es abierta.

Cuarta aplicación: Teorema de Krein-Milman.

Continuaremos con esta aplicación, nuestra incursión en la teoría de convexidad
iniciada en el capítulo anterior.

Definición 8.7.4 (punto extremal, subconjunto extremal). Sea C un subconjunto
en un espacio vectorial real E . Se dice que z ∈ C es un punto extremal de C si z no
es combinación estrictamente convexa de puntos de C , es decir, si para todos los
x , y ∈C , λ ∈ (0, 1), se cumple:

z =λx + (1−λ)y ⇒ x = y = z

Se dice que K ⊂C es un subconjunto extremal en C si para todos los x , y ∈C , λ ∈ (0, 1)
se cumple (fig. 8.22):

λx + (1−λ)y ∈ K ⇒ x , y ∈ K

)( 1zp

)( 0zp

0

extremalz

extremalK

K

Figura 8.22:

Evidentemente C es un subconjunto extremal en C . Un punto z ∈C es extremal
en C si y sólo si el subconjunto {z } es extremal en C .
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Teorema 8.7.5 (Krein-Milman). Sea (E ,X ) un T2−espacio localmente convexo y C ⊂ E
compacto. Entonces todo subconjunto extremal compacto en C contiene un punto
extremal de C .

Demostración. SeaK la colección de todos los subconjuntos extremales compactos
de C .K está parcialmente ordenado por la inclusión ⊃ y no es vacío porque contiene
a C . Veremos que está inductivamente ordenado. En efecto, si (Kα)α∈I es una familia
totalmente ordenada de subconjuntos extremales en C entonces ∩

α∈I
Kα ̸= ; es compac-

ta y no vacía, por 8.1.16; además es un subconjunto extremal, porque para x , y ∈C ,
λ ∈ (0, 1)

λx + (1−λ)y ∈ ∩
α∈I

Kα⇒∀α ∈ I (λx + (1−λ)y ∈ Kα)

⇒ x , y ∈ ∩
α∈I

Kα.

Por el lema de Zorn, todo subconjunto extremal compacto K en C contiene un subcon-
junto compacto extremal minimal. Falta sólo probar que todo elemento minimal K0 en
K contiene un único punto (que es entonces el punto extremal buscado). Supongamos
por reducción al absurdo que K0 contiene dos puntos diferentes x1, x2. Por el teorema
de separación estricta (7.5.13), existe una forma lineal continua f : E →R que separa
x1 y x2 : f (x1) ̸= f (x2). f |K0 admite su valor mínimoµ=mı́n{ f (x ) | x ∈ K0} en un punto
x0 en el compacto K0. El conjunto de estos puntos mínimos K1 = {x ∈ K0 | f (x ) =µ}, es
un subconjunto propio no vacío y cerrado de K0. Supongamos que λx + (1−λ)y ∈ K1

para x , y ∈C y λ ∈ (0, 1). Entonces

x , y ∈ K0 y λ f (x ) + (1−λ) f (y ) = f (λx + (1−λ)y ) =µ.

Entonces f (x ) = f (y ) = µ. Concluimos que x , y ∈ K1 y, por tanto, K1 ∈ K . Hemos
llegado a una contradicción:K no puede contener un elemento estrictamente más
pequeño que K0.

Dejamos al lector probar la siguiente consecuencia importante.

Corolario 8.7.6. En un T2−espacio localmente convexo, todo compacto convexo X es
la envoltura convexa cerrada del conjunto Xe de sus puntos extremales:

X = ∁(Xe ) .

Demostración. Ejercicio.

Corolario 8.7.7 (principio del máximo). Sea (E ,χ) un T2−espacio localmente con-
vexo y C ⊂ E un convexo compacto. Entonces toda función convexa semicontinua
superiormente f : C →R alcanza su máximo en un punto extremal de C .
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Demostración. Sea m =máx f [C ] (8.2.11). Por ser f convexa, el conjunto de todos
los máximos: M := f −1[{m}] es extremal pues z = λx + (1−λ) y ∈M implica que
m = f (z ) ≤ λ f (x ) + (1−λ) f (y ) ≤m . Por lo tanto f (x ) = f (y ) =m , es decir x , y ∈M .
Por ser f semicontinua superiormente, M = f −1[[m ,∞)] es cerrado, luego compacto.
Por el teorema anterior, M contiene un punto extremal.





9
Continuos

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. El primero en tratar con esta
clase particular de espacios fue G. Cantor, en 1883, aunque él se limitó a estudiar los
continuos en Rn .

En R, los intervalos [a , b ], donde a < b , son continuos y son todos homeomorfos
entre sí. Si a = b , entonces se trata de un conjunto con un sólo punto, el cual es también
un continuo. Así que la recta real contiene, topológicamente hablando, solamente dos
tipos de continuos.

Para n ≥ 2, la diversidad de continuos contenidos en Rn resulta tan grande que
una clasificación completa parece imposible. Sin embargo, los continuos poseen
propiedades que permiten su estudio sistemático. Por ser métricos y compactos,
resultan ser separables. De aquí se sigue que todo continuo es homeomorfo a un
subespacio del cubo de Hilbert. En las secciones 9.1, 9.2, 9.3 y 9.4 se exponen conceptos
básicos y se demuestran algunos de los teoremas que estructuran la Teoría de los
Continuos.

Quizá uno de los mayores atractivos de los continuos sea su versatilidad. En efecto,
es posible estudiar en ellos una gran diversidad de propiedades topológicas, algunas
de las cuales se exponen en las secciones 9.5 y 9.6. Estas dos secciones están dedicadas
a dos clases particulares de continuos, los localmente conexos y los encadenables.
Actualmente la teoría de continuos es un campo de investigación con mucha actividad,
de hecho, la creación de nuevas propiedades, ejemplos y contraejemplos, se realiza
regularmente.



308 9.1. El cubo de Hilbert, intersecciones anidadas y conceptos básicos

9.1. El cubo de Hilbert, intersecciones anidadas y con-
ceptos básicos

Una exposición relacionada con espacios métricos, compacidad y conexidad se ha
hecho en los capítulos 1, 8 y 6, respectivamente. En esta sección expondremos con-
ceptos y resultados que son de particular importancia para la teoría de los continuos.
En particular demostraremos que todo continuo es homeomorfo a un subespacio del
cubo de Hilbert y que la intersección anidada de continuos es un continuo.

Definición 9.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. Un sub-
continuo es un subespacio de un espacio métrico, el cual (con la topología heredada)
es un continuo.

Ejemplo 9.1.2 (continuos y subcontinuos 9.1 y 9.2).

a) Los únicos subcontinuos de la recta real son los intervalos cerrados y acotados
(véase el teorema 6.1.5). Por el contrario, si n > 1, Rn contiene una enorme
variedad de continuos, como se observa en los ejemplos que siguen.

b) El círculo unitario, S 1 = {(x , y ) ∈R2 | x 2+ y 2 = 1}.

c) El disco, D 2 = {(x , y ) ∈R2 | x 2+ y 2 ≤ 1}.

d) El continuo X = {(x , y ) ∈ R2 | y = sen
�

1
x

�

,0 < x ≤ 1} se conoce como la curva
topológica.

Círculo de Varsovia Espacio peine El toro El toro sólido

Figura 9.1:

e) C = X ∪ A donde A es un arco que une al punto p = (1, sen(1)) con el punto
q = (0,−1), de manera que X ∩A = {p , q } el cual se conoce como el círculo de
Varsovia.

f ) Sea P ⊆ R2 el continuo que consiste de la unión de los siguientes segmentos
rectilíneos: Los dos que unen el (0,0) con el (1,0) y (0,1); aquellos que unen el
�

1
2n , 0
�

con
�

1
2n , 1
�

, n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Llamaremos a P espacio peine.
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g) El toro T = S 1×S 1.

h) El toro sólido T = S 1×D 2.

Círculo de Varsovia Espacio peine El toro El toro sólido

Figura 9.2:

Ejercicio 9.1.3. Exprese cada continuo X de los ejemplos anteriores (9.1.2) como
X =H ∪K , donde H y K son subcontinuos propios de X .

Notación y observaciones 9.1.4. Recordemos que los subconjuntos compactos de es-
pacios de Hausdorff, son cerrados (8.1.13). Como todo espacio métrico es de Hausdorff,
todo subcontinuo de un espacio métrico es cerrado.

Cuando un espacio X no es conexo (véase la definición 6.1.1), entonces X =U ∪V ,
donde U y V son conjuntos ajenos y cada uno de ellos es un subconjunto abierto y
no vacío de X . Para expresar esto, utilizaremos la siguiente notación: X =U |V . Note
que si éste es el caso, U y V son también cerrados en X .

Recordemos también (corolario 6.1.12) que si X =U | V y C es un subconjunto
conexo de X , entonces C ⊆U ó C ⊆V .

Un abierto-cerrado de X es un subconjunto de X que es a la vez abierto y cerrado.
Un espacio es conexo si y sólo si los únicos abiertos-cerrados de X son X y el conjunto
vacío.

Demostraremos ahora que el Cubo de Hilbert I N (8.3.3) es un “continuo universal",
lo cual significa que I N es un continuo y cualquier otro continuo es homeomorfo a un
subcontinuo de I N.

Si X es un espacio métrico con métrica d , d ′(x , y ) =mı́n{d (x , y ),1} define una
métrica sobre X , la cual induce la misma topología que la métrica d . Por otra parte, si
para cada n ∈N, Xn es un espacio métrico con métrica dn , entonces la suma

∞
∑

n=1

d ′n (xn , yn )
2n
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define una métrica en el producto cartesiano
∞
∏

n=1
Xn , que induce la topología producto

(véase 10.2.1). De aquí, de 6.1.26 y de 8.3.1, se deduce que el producto numerable de

continuos es un continuo. Así, el cubo de Hilbert I N =
∞
∏

n=1
In , donde In = [0,1] para

cada n ∈N, es un continuo.
Para demostrar que I N es un continuo universal utilizaremos las siguientes propo-

siciones, que dejamos como ejercicios.

Ejercicio 9.1.5. Demuestre que un espacio métrico compacto es separable (contiene
un conjunto denso y numerable).

Ejercicio 9.1.6. Sea X un espacio métrico y x0 ∈ X . Demuestre que la función f : X → R,
definida como f (x ) = d (x , x0), es continua.

Teorema 9.1.7 (P. Urysohn). Sea X un espacio métrico compacto, con métrica d . En-
tonces existe una inmersión de X en I N, es decir, X es homeomorfo a un subespacio del
cubo de Hilbert.

Demostración. Puesto que X es métrico y compacto, se sigue del ejercicio 9.1.5 que X
contiene un subconjunto denso y numerable D = {x1, x2, . . .}. Definamos h : X → I N

como sigue: h (x ) = (d (x , x1), d (x , x2), . . .). Recuerde que una función cuyo contradomi-
nio es un producto de espacios topológicos, es continua si y sólo si cada función coor-
denada es continua (5.2.15). Se sigue del ejercicio 9.1.6 que la función hi (x ) = d (x , xi )
es continua para cada i ∈N, así h es continua. Por otra parte, sean x , y ∈ X dos puntos
distintos y r = d (x ,y )

4 , entonces, puesto que D es denso, Br (x )∩D ̸= ;. Sea xi ∈ Br (x )∩D ,
entonces las desigualdades d (x , xi ) < r < d (xi , y )muestran que h (x ) y h (y ) tienen
distinta coordenada i -ésima y, así, h (x ) ̸= h (y ). De aquí se sigue que h : X → h (X ) es
continua y biyectiva. Luego, se sigue de 8.2.5 i) que h es un homeomorfismo de X en
h (X ).

El siguiente ejercicio requiere conocimientos de cardinalidad de conjuntos.

Ejercicio 9.1.8. Demuestre que un espacio métrico separable contiene a lo más 2ℵ0

elementos y un continuo con más de un elemento tiene exactamente 2ℵ0 elementos,
donde ℵ0 denota la cardinalidad del conjunto de los números naturales.

El siguiente teorema sobre conexidad nos será de gran utilidad más adelante.

Teorema 9.1.9. Sean X un continuo y C un subcontinuo de X . Supongamos que
X \C =U |V . Entonces C ∪U y C ∪V son subcontinuos de X .

Demostración. Puesto que V es abierto en X \C , entonces V es abierto en X y, por lo
tanto, X \V =C ∪U es cerrado. Análogamente, C ∪V es cerrado. Demostraremos la
conexidad de C ∪U .
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Supongamos que C ∪U =M |N . Como C es conexo, podemos suponer que C ⊆N
y, por lo tanto, M ⊆U . Se obtienen las siguientes conclusiones:

i) X =C ∪U ∪V =M ∪ (N ∪V ).

ii) M y N ∪V son no vacíos puesto que M y N son no vacíos.

iii) M ∩ (N ∪V ) = (M ∩N )∪ (M ∩V ) =M ∩V ⊂U ∩V = ;.

iv) Como M es cerrado en C ∪U y C ∪U es cerrado en X , se tiene que M es cerrado
en X .

v) De la igualdad X \C =U |V se sigue que V \V ⊆C ⊆N . Entonces, como N es
cerrado en X , N ∪V =N ∪V =N ∪V . Así, N ∪V es cerrado en X .

De i) – v), se deduce que X =M |(N ∪V ), lo cual contradice la conexidad de X . Por
lo tanto, C ∪U es conexo. Similarmente, se demuestra que C ∪V es conexo.

El siguiente teorema, de fundamental importancia en las Matemáticas, es utilizado
frecuentemente en la Teoría de los Continuos.

Teorema 9.1.10 (de Baire). Sea X un espacio compacto y Hausdorff no vacío. Supon-

gamos que X =
⋃

n∈N
Fn . Entonces

◦
Fn ̸= ; para alguna n ∈N.

Demostración. Supongamos que
◦

Fn= ; para toda n ∈N. Queremos probar que
X ̸=
⋃

n∈N
Fn . Para esto, construiremos una sucesión de cerrados no vacíos de X con

la propiedad de la intersección finita. Sea G0 un abierto no vacío de X . Como
◦

F1= ;,
entonces G0 \F1 es abierto y no vacío. Por la regularidad de X , existe un abierto G1, no
vacío tal que G1 ⊆G0 \ F1. De la misma manera, dado Gn construimos un abierto Gn+1

tal que

Gn+1 ⊂Gn \ Fn+1 ⊂Gn ⊂Gn .

Así que la sucesión de cerrados {Gn}n∈N tiene la propiedad de la intersección finita
y, por la compacidad de X ,

⋂

n∈N
Gn ̸= ;. De aquí que

X ̸= X \
⋂

n∈N
Gn =
⋃

n∈N
(X \Gn )⊃
⋃

n∈N
Fn ⊃
⋃

n∈N
Fn .

Esto contradice que X =
⋃

n∈N
Fn .

Una versión equivalente del teorema de Baire se deja como ejercicio al lector.
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Ejercicio 9.1.11. Sean X un espacio compacto y Hausdorff y (Dn )n∈N una sucesión de
subconjuntos densos y abiertos de X . Demuestre que

⋂

n∈N
Dn ̸= ;.

Vimos anteriormente que el producto numerable de continuos es un continuo y
así, con el producto topológico, podemos construir nuevos continuos partiendo de
otros ya dados. Presentaremos aquí otra forma de construir continuos: El método de
intersecciones anidadas.

Teorema 9.1.12. Sea K1 un continuo y K2 ⊃ K3 ⊃ . . .⊃ Kn ⊃ . . ., una sucesión decreciente
(anidada) de subcontinuos de K1. Entonces la intersección K =

⋂

n∈N
Kn es un continuo.

Demostración. Ya que la intersección de cerrados es cerrada, K es cerrado en K1 y
por lo tanto K es compacto. Supongamos que K no es conexo, es decir, K = G |H .
Como G y H son cerrados en K y K es cerrado en K1, G y H son cerrados en K1.
Puesto que G ∩H = ; y K1 es normal, existen U y V abiertos ajenos, con G ⊂U y
H ⊂ V . Demostraremos ahora que existe n ∈ N tal que, Kn ⊂U ∪V . Supongamos,
por el contrario que, para cada n ∈ N, Kn ∩ (K1 \ (U ∪ V )) ̸= ;. Entonces la familia
{Kn ∩ (K1 \ (U ∪V ))}n∈N tiene la propiedad de la intersección finita, lo cual implica que
K ∩(K1\(U ∪V )) ̸= ; y esto contradice que K ⊂U ∪V . Así, Kn ⊂U ∪V para algún n ∈N.
Además, Kn ∩U ⊃G ̸= ; y Kn ∩V ⊃H ̸= ;, lo cual muestra que Kn = Kn ∩U | Kn ∩V y
contradice la conexidad de Kn .

Ejercicio 9.1.13. Dé un ejemplo que ilustre que la hipótesis de compacidad en el
Teorema 9.1.12 es esencial. Es decir, proporcione un ejemplo de una familia anidada
de conexos cuya intersección no es conexa.

Ejercicio 9.1.14. Demuestre el teorema 9.1.12 en la siguiente forma, la cual es más ge-
neral. Sea A una familia de índices y {Kα}α∈A una familia de continuos con la propiedad
de intersección finita. Entonces

⋂

α∈A
Kα es un continuo.

Ejemplo 9.1.15. Sea K1 un toro sólido contenido enR3, es decir, K1 = S 1× D 2. Sea K2

un toro sólido contenido en K1, con la propiedad de que K2 le da dos vueltas a K1 (véase
la Fig. 9.3). Continuamos construyendo inductivamente Kn un toro sólido contenido
en Kn−1 de manera que Kn le da dos vueltas a Kn−1 (Kn le da 2n−1 vueltas a K1). La
intersección
∑

=
⋂

n∈N
Kn se conoce como solenoide diádico. En el solenoide diádico,

la sucesión para números de vueltas está dada por {2,2,2,2, . . .}. Otros solenoides
diferentes se contruyen con diferentes sucesiones.
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Figura 9.3:

9.2. Cuasicomponentes y teoremas de comportamiento
en la frontera

En la sección 6.2 se estudiaron propiedades de las componentes conexas. Se estudiará
en esta sección un concepto muy similar, el de cuasicomponente, el cual coincide
con el concepto de componente cuando el espacio es compacto. Este concepto nos
permitirá también demostrar los teoremas de comportamiento en la frontera que
constituyen una herramienta muy útil en la teoría de continuos.

Definición 9.2.1. Sea X un espacio topológico y p ∈ X . La cuasicomponente Qp de
p en X , es la intersección de todos los abiertos-cerrados de X que contienen a p . Es
decir,

Qp =∩{A | A es abierto-cerrado en X y p ∈ A}.

Dado un espacio X y p ∈ X , denotamos por Cp a la componente conexa de X , con
p ∈Cp .

El siguiente lema será utilizado para demostrar la conexidad de las quasicompo-
nentes en espacios compactos.

Lema 9.2.2. Sea X un espacio métrico y S un subconjunto no conexo de X . Entonces
existe un subconjunto abierto G de X tal que S ∩G ̸= ; ̸= S \ (G ) y S ∩ fr (G ) = ;.

Demostración. Como S no es conexo, S =U |V . Sea d una métrica para X . El lector
podrá verificar (ejercicio 9.2.3) que el conjunto

G = {x ∈ X | d (x ,U )< d (x , V )}

satisface las conclusiones del teorema.
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Ejercicio 9.2.3. Verifique que el conjunto G en la demostración del lema 9.2.2 satisface
las conclusiones requeridas.

Las cuasicomponentes satisfacen las siguientes propiedades. Compárese con las
propiedades de las componentes (6.2.1 y 6.2.2).

Teorema 9.2.4. Sea X un espacio topológico y p ∈ X .

a) Si X es conexo, entonces Qp = X .

b) La cuasicomponente Qp es un subconjunto cerrado de X .

c) Un punto q ∈ X es elemento de Qp si y sólo si para toda separación X =U |V
de X , o bien p , q ∈U o bien p , q ∈ V . Debido a esta propiedad, decimos que la
cuasicomponente de p es el conjunto de puntos que no pueden separarse de p .

d) El conjunto de cuasicomponentes es una partición de X .

e) Cp ⊆Qp . En general no se da la igualdad de estos conjuntos.

f) Si X es métrico y compacto, la cuasicomponente Qp es un subconjunto conexo de
X , y Cp =Qp .

Demostración. a) Se sigue de que los únicos abiertos-cerrados de un conexo X son X
y el conjunto vacío.

b) Las cuasicomponentes son intersecciones de cerrados.
c) Sea q ∈ Qp y supongamos que X = U |V y que p ∈ U . Como U es abierto-

cerrado, entonces q ∈U . Inversamente, supongamos que la propiedad de que q no
puede separarse de p es válida y sea U un abierto-cerrado de X que contiene a p .
Entonces la igualdad X =U | (X \U ) implica que q ∈Qp .

d) Se sigue inmediatamente de c) ya que la relación p no puede separarse de q es
una relación de equivalencia.

e) Sea q ∈ Cp y supongamos que X = U |V y que p ∈ U . Como Cp es conexo,
entonces Cp ⊂U , así que q ∈U . De aquí se sigue que q ∈Qp .

f ) Supongamos que Qp no es un subconjunto conexo. Por el Lema 9.2.2, existe un
abierto G de X que satisface G ∩Qp ̸= ;, (X \G )∩Qp ̸= ; y fr (G )∩Qp = ;. Sea q ∈G ∩Qp .
Como fr (G )∩Qp = ; y fr (G ) es un compacto, se tiene que existe un abierto-cerrado
F tal que q ∈ F y F ∩ fr (G ) = ; (ver ejercicio 9.2.6, más adelante). Sea r ∈Qp ∩ (X \G ).
Entonces r ∈ X \ (F ∩G ) y q ∈ F ∩G . Por otra parte, F ∩G es abierto. Note que F ∩G
también es cerrado, ya que

(F ∩G ) = F ∩G = F ∩G = (F ∩ fr (G ))∪ (F ∩G ) = F ∩G .

Esto contradice el inciso c) y demuestra f).
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El siguiente es un ejemplo de un espacio X en el cual la cuasicomponente de un
cierto punto contiene propiamente a la componente. (véase la Figura 9.4).

Ejemplo 9.2.5. Sean X la unión de los siguientes conjuntos contenidos enR2: las rectas
l1 y l2 con ecuaciones y =−1 y y = 1, respectivamente, y los perímetros de los rectán-
gulos Rn con lados paralelos a los ejes y con vértices (−n , 1− 1

n+1 ), (−n ,−1+ 1
n+1 ), (n , 1−

1
n+1 ), (n ,−1+ 1

n+1 ). Sea p ∈ l1. Se deja como ejercicio al lector verificar que Qp = l1 ∪ l2,
mientras que Cp = l1 (fig. 9.4).

p

Figura 9.4:

Ejercicio 9.2.6. Sea X un espacio métrico y compacto, Q una cuasicomponente de X
y C un subconjunto cerrado (compacto) de X tal que Q ∩C = ;. Demuestre que existe
un abierto-cerrado F de X tal que Q ⊂ F y F ∩C = ;.

Ejercicio 9.2.7. Demuestre las afirmaciones que se hacen en relación con el ejemplo
presentado en la demostración de 9.2.4 e). Además, construya un nuevo ejemplo de
un espacio X y un punto p ∈ X tal que Cp ̸=Qp .

A continuación, demostraremos los teoremas de comportamiento en la frontera
(9.2.9 y 9.2.10) que son herramientas muy útiles en la teoría de los continuos. En
particular, del Teorema 9.2.9, se deduce que un continuo no trivial contiene una
infinidad de subcontinuos propios no degenerados (es decir, con más de un punto).
El siguiente lema es un caso particular del Teorema 9.2.10. Sin embargo, utilizaremos
este caso particular para demostrar el caso general.

Lema 9.2.8. Sean X un continuo, U un subconjunto abierto propio y no vacío de X y
K una componente de U . Entonces K ∩ fr (U ) ̸= ;.

Demostración. Supongamos que K ∩ fr (U ) = ;. Entonces K ⊂U . Por el ejercicio 9.2.6,
existe un abierto-cerrado A de U tal que K ⊂ A ⊂U . Puesto que A es cerrado en U , A
es cerrado en X . También, A es abierto en X , ya que A es abierto en U y U es abierto
en X . Como ; ̸= A ̸= X , esto contradice la conexidad de X .
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Teorema 9.2.9. Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X contenido en
un abierto U . Entonces existe un subcontinuo B de X contenido en U , que contiene
propiamente a A.

Demostración. Como X es regular, existe V abierto tal que A ⊆ V ⊆ V ⊆U . Sea B la
componente de V que contiene a A. Entonces B es un subcontinuo de X , que contiene
a A y B ⊂U . Se sigue del Lema 9.2.8 que B ∩fr (V ) ̸= ;, lo cual demuestra que A ̸= B .

Teorema 9.2.10. Sean X un continuo, E un subconjunto propio de X y K una compo-
nente de E . Entonces K ∩ fr (E ) ̸= ;.

Demostración. Como X es conexo, entonces fr (E ) ̸= ; y, si suponemos que K ∩ fr (E ) =

;, entonces K ⊂
◦

E . Se sigue del Teorema 9.2.9 que existe un continuo B tal que

K ⊂ B ⊂
◦

E y K ̸= B . Pero esto contradice que K es una componente de E .

9.3. Continuos irreducibles y composantes

Definición 9.3.1. Sea X un continuo y sea A ⊆ X . Se dice que X es irreducible alrededor
de A, si ningún subcontinuo propio de X contiene a A. Se dice que un continuo X es
irreducible, si existen puntos p , q ∈ X tales que X es irreducible alrededor de {p , q }.
En este caso, también se dice que X es irreducible entre p y q .

Ejemplo 9.3.2.

a) El intervalo [0, 1] es irreducible entre p = 0 y q = 1.

b) La curva topológica, {(x , y ) ∈R2 | y = sen( 1
x ), x ∈ (0, 1]}, es irreducible entre p =

(0, y ) y q = (1, sen(1)), para cualquier y ∈ [−1, 1].

c) El círculo unitario S 1, no es irreducible.

d) El triodo simple X = ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]), no es irreducible.

En los ejemplos anteriores, notamos que no todo continuo es irreducible. Sin
embargo, como veremos en los resultados siguientes, todo continuo contiene subcon-
tinuos irreducibles. Para demostrar esto, utilizaremos el Lema de Zorn (ver A.10.8).

Teorema 9.3.3. Sea X un continuo y A un subconjunto cerrado de X . Entonces X
contiene un subcontinuo irreducible alrededor de A.

Demostración. Sea D = {Y | Y es subcontinuo de X y A ⊆ Y }. Consideramos sobre
D el siguiente orden parcial. Para Y , Y ′ ∈ D, Y ≤ Y ′ si y sólo si Y ⊃ Y ′. Sea C una
cadena enD. Esto es, para cualesquiera Y , Y ′ ∈C se tiene que Y ≤ Y ′ o Y ′ ≤ Y . Sea
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K =∩{Y | Y ∈C }. Se sigue del ejercicio 9.1.14 que K es un subcontinuo de X . Además,
está claro que A ⊂ K . Así, K es una cota superior paraC enD. Entonces, por el Lema
de Zorn,D tiene un elemento maximal. Es decir, existe D ∈D tal que, si Y ∈D y D ≤ Y
entonces D = Y . Esto significa que ningún elemento deD está contenido propiamente
en D y así D es el continuo irreducible alrededor de A.

Un concepto de utilidad, para el estudio de los continuos irreducibles, es el de
composante.

Definición 9.3.4. Sea X un continuo no degenerado y p ∈ X . La composante de p en
X , denotada por k (p ), es

k (p ) = {x ∈ X | existe un subcontinuo propio A de X con p , x ∈ A}.

Observación 9.3.5. Para un continuo no degenerado X y p ∈ X , la composante de p
en X es un subconjunto conexo de X .

Ejercicio 9.3.6.

a) Sea X = [0, 1], describa k (0), k
�

1
2

�

y k (1).

b) Sea X el triodo simple ¿Cuántas composantes diferentes existen en X ?

c) ¿Cuántas composantes diferentes existen en el círculo unitario S 1?

Teorema 9.3.7. Sea X un continuo no degenerado y p ∈ X . Entonces la composante
k (p ) de p en X es un conjunto denso en X .

Demostración. Sea U un abierto no vacío en X . Veremos que U ∩k (p ) ̸= ;. Por regula-
ridad, existe un abierto no vacío V en X tal que V ⊂U . Si p ∈V , entonces p ∈U ∩k (p )
y no hay más que demostrar. Ahora, supóngase que p /∈V . Denotamos E = X \V . Sea
C la componente de E que contiene a p . Por el Teorema 9.2.10, se tiene que C ∩V ̸= ;.
Por otra parte, C es un subcontinuo propio de X que contiene a p . Así, C ⊂ k (p ).
Entonces k (p )∩V ̸= ;. Como V ⊂U , se concluye que k (p )∩U ̸= ;.

Teorema 9.3.8. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es irreducible si y sólo si
existen por lo menos dos composantes diferentes en X .

Demostración. Supóngase que X es irreducible. Sean p , q ∈ X tales que X es irre-
ducible entre p y q . Esto es, no existe un subcontinuo propio de X que contenga al
conjunto {p , q }. Se sigue de la Definición 9.3.4 que p /∈ k (q ) y q /∈ k (p ). Así, k (p ) ̸= k (q ).

Recíprocamente, supóngase que existen puntos p , q ∈ X tales que k (p ) ̸= k (q ).
Entonces k (p ) ̸= X o k (q ) ̸= X . Sin pérdida de generalidad, supongamos que k (p ) ̸= X .
Sea r ∈ X \ k (p ). Entonces, no existe un subcontinuo propio de X que contenga al
conjunto {p , r }. Por lo tanto, X es irreducible entre p y r .
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Observamos en 9.3.5 que las composantes son conjuntos conexos. En el ejercicio
que sigue, el lector demostrará que el complemento de cualquier composante también
es un conjunto conexo.

Ejercicio 9.3.9. Sea X un continuo no degenerado. Sea p ∈ X . Demuestre que X \k (p )
es un subconjunto conexo de X .

Teorema 9.3.10. Sea X un continuo no degenerado. Sea p ∈ X . Entonces la composante
k (p ) de p en X es una unión numerable de subcontinuos propios de X , cada uno de los
cuales contiene a p .

Demostración. Sea {Ui | i ∈N} una base numerable para el subespacio X \ {p} tal que
Ui ̸= ;, para cada i ∈N. Denotemos por Ci a la componente de X \Ui tal que p ∈Ci ,
para cada i ∈N. Como cada Ui es un abierto no-vacío, se tiene que cada X \Ui es un
subconjunto cerrado propio de X . Entonces, para cada i ∈N, Ci es un subcontinuo
propio de X . Además, como p ∈Ci , para cada i ∈N, resulta que

⋃

i∈N
Ci ⊂ k (p ). Ahora,

veamos que k (p ) ⊂
⋃

i∈N
Ci . Sea x ∈ k (p ). Entonces, por definición de k (p ), existe un

subcontinuo propio A de X tal que p , x ∈ A. Como X \ A es un abierto no-vacío en
X \{p}, existe j ∈N tal que Uj ⊂ X \A es decir, A ⊂ X \Uj . Como C j es la componente
de X \Uj con p ∈C j y como A es un conexo en X \Uj con p ∈ A, se tiene que A ⊆C j .
Por lo tanto, x ∈C j y k (p ) =

⋃

i∈N
Ci .

9.4. Continuos descomponibles y continuos indescom-
ponibles

En el ejercicio 9.1.3, el lector expresó un continuo como la unión de dos de sus subcon-
tinuos propios. Los continuos que admiten tal descomposición se llaman descompo-
nibles. En caso contrario se llaman indescomponibles. Los ejemplos de la sección 9.1,
excepto el solenoide (9.1.15), son todos descomponibles. Veremos en esta sección
propiedades de los descomponibles y de los indescomponibles. Construiremos un
continuo indescomponible.

Teorema 9.4.1. Un continuo X es indescomponible si y sólo si todos sus subcontinuos
propios tienen interior vacío.

Demostración. Sea H un subcontinuo propio de X y supongamos que
◦

H ̸= ;. Entonces

K = X \
◦

H es un subconjunto propio y cerrado de X . Si K fuera conexo, entonces
X = H ∪ K es una descomposición de X en dos de sus subcontinuos propios, con-
tradiciendo que es indescomponible. Por lo tanto K = X \H no es conexo, se sigue
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de la Proposición 6.1.13 X \H tampoco es conexo. Así que X \H = U | V . Por el
Teorema 9.1.9 H ∪U y H ∪V son subcontinuos propios de X y, por lo tanto, la des-
composición X = (H ∪ U )∪ (H ∪V )muestra que X es descomponible, negando la
hipótesis.

Recíprocamente, demostraremos que, si todo subcontinuo propio de X tiene
interior vacío, entonces X es indescomponible. Para esto, supóngase que X es des-
componible. Entonces X = A ∪ B , con A y B subcontinuos propios de X . Note que

X \B es un abierto no vacío de X contenido en A. Por lo tanto
◦
A ̸= ;.

En 9.3.8 se demostró que un continuo X es irreducible si y sólo si X tiene más
de una composante. Veremos aquí que los continuos indescomponibles tienen una
cantidad no numerable de composantes, lo que muestra, en particular, que son irre-
ducibles.

En los continuos indescomponibles las composantes son ajenas dos a dos. En
efecto, sea X un continuo y para x , y ∈ X , definamos la relación x ≡ y si y sólo
si existe un subcontinuo propio de X que contiene a x y a y . El lector demostrará
que esta relación es de equivalencia (ejercicio 9.4.2) y que las clases de equivalencia
correspondientes son las composantes; por lo que son ajenas dos a dos.

Ejercicio 9.4.2. Sea X un continuo indescomponible. Demostrar que las composantes
de X son ajenas dos a dos.

Teorema 9.4.3. El conjunto de composantes de un continuo indescomponible X no es
numerable.

Demostración. SeaC la familia de composantes de X . Entonces X =
⋃

C ∈C
C . Por el

Teorema 9.3.10, cada C ∈ C se puede expresar como C =
⋃

n∈N
Ki (C ), donde Ki (C )

es un subcontinuo propio de X (i ∈N). Si el conjunto C fuera finito o numerable,
entonces X sería la unión de una familia numerable de subcontinuos propios. Por el
Teorema de Baire (9.1.10), alguno de ellos debe tener interior no vacío. Esto contradice
el Teorema 9.4.1.

Ejercicio 9.4.4. Demuestre que un continuo descomponible X tiene o bien una o
bien tres composantes. Nótese que en el caso descomponible las composantes no
forman una partición del continuo.

Teorema 9.4.5. Un continuo X es indescomponible si y sólo si existen tres puntos cuyas
composantes son, las tres, distintas. Dicho de otro modo, si sólo si existen tres puntos tal
que X es irreducible entre cada dos de ellos.
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Demostración. Si X es indescomponible, elegimos tres composantes distintas y un
punto en cada una de ellas, lo cual demuestra la necesidad en el teorema. Para de-
mostrar la suficiencia, supongamos que X =H ∪K donde H y K son subcontinuos
propios de X . Sean a , b , c ∈ X . Entonces o bien dos de estos tres puntos están en H o
bien dos de estos tres puntos están en K . Digamos que a , b ∈H . Entonces X no es
irreducible entre a y b .

A continuacion daremos un ejemplo de un continuo indescomponible. Para ello
definiremos el concepto de cadena.

Definición 9.4.6. Una cadena en un espacio métrico X es una colección finita {U1, . . . ,Un}
de abiertos en X tal que Ui ∩Uj ̸= ; si y sólo si |i − j | ≤ 1. La llamamos ϵ−cadena si
diam(Ui )< ϵ, i = 1, 2, . . . , n .

Ejemplo 9.4.7 (Figura 9.5). Sean a , b , c tres puntos distintos del plano euclidiano R2.
Definiremos una sucesión de continuos {Kn}n∈N de la siguiente manera:

SeaC1 = {U1, . . . ,Un} una cadena, donde

i) n ≥ 3 y Uj es una bola abierta con radio r1 para toda j ∈ {1, 2, . . . , n},

ii) r1 <
1
2 mı́n{d (a , b ), d (a , c ), d (b , c ), 1},

iii) U1 = Br1
(a ), Un = Br1

(c ) y Uj = Br1
(b ) para alguna j ∈ {2, . . . , n − 1}.

Definimos K1 =
n
⋃

j=1
Uj .

SeaC2 = {V1, . . . , Vm} una cadena donde

i) Vj es una bola abierta con radio r2 para toda j ∈ {1, 2, . . . , m},

ii) r2 ≤ 1
2 r1,

iii) La cerradura de cada Vi está contenida en alguna Uj . V1 = Br2
(a ), Vm = Br2

(b ) y
Vj = Br2

(c ) para alguna j ∈ {2, . . . , m −1},

Definimos K2 =
m
⋃

j=1
Vj .

SeaC3 = {W1, . . . , Wp } una cadena donde

i) Wj es una bola abierta con radio r3 para toda j ∈ {1, 2, . . . , p},

ii) r3 ≤ 1
2 r2,

iii) La cerradura de cada Wi está contenida en alguna Vj .
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W1 = Br3
(b ), Wp = Br3

(c ) y Wj = Br3
(a ) para alguna j ∈ {2, . . . , m −1}.

Definimos K3 =
p
⋃

j=1
Wj .

Continuamos con este procedimiento de la siguiente forma:
Si n ≡ 0 (mod 3), la cadenaCn tiene el primer elemento con centro en a , el último

con centro en c y uno intermedio con centro en b .
Si n ≡ 1 (mod 3), la cadenaCn tiene el primer elemento con centro en a , el último

con centro en b y uno intermedio con centro en c .
Si n ≡ 2 (mod 3), la cadenaCn tiene el primer elemento con centro en b , el último

con centro en c y uno intermedio con centro en a .
Cada elemento de la cadenaCn está contenido en algún elemento de la cadena

Cn+1, para cada n ∈ N. Luego, se define Kn como la cerradura de la unión de los
elementos de la cadenaCn . Es claro que cada Kn es un continuo y que K1 ⊇ K2 ⊇ . . .,
así que por el Teorema 9.1.12, la intersección K de estos continuos es un continuo.

c

b
a

Figura 9.5:

Demostraremos ahora que el continuo K , definido en 9.4.7, es indescomponible.
Para esto, demostraremos que K es irreducible entre a y b , entre b y c y entre a y c y
aplicaremos el Teorema 9.4.5. Bastará demostrar que K es irreducible entre a y b , ya
que los otros dos casos son análogos.

Supongamos que a y b son elementos de un subcontinuo propio H de K . Sea
x ∈ K \H . Entonces d (x , H )> 0. Por la forma en que se construyó K , existe n ∈N con
las siguientes propiedades:

i) el primer eslabón de la cadenaCn contiene a a y el último a b ,

ii) el diámetro de los eslabones deCn es menor que d (x , H ) (ya que el diámetro de
los eslabones tiende a 0).
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De i) se sigue que todos los eslabones deCn intersectan H (ejercicio 9.4.8). Puesto
que x ∈ K , x está en alguno de los eslabones deCn . Esto implica que d (x , H )< d (x , H ),
lo cual es una contradicción.

Ejercicio 9.4.8. Sean X un continuo y H un subcontinuo de X . SeaC = {U1, . . . ,Un}

una cadena en X tal que H ⊆
n
⋃

i=1
Ui . Supóngase que H ∩Ui ̸= ; ≠ H ∩Uj con i ≤ j .

Demuestre que H ∩Uk ̸= ; para todo i ≤ k ≤ j .

9.5. Conexidad local y conexidad por trayectorias

En el capítulo 6 (de 6.2.13 a 6.2.22) se estudió la propiedad de conexidad local en
espacios topológicos en general. En el caso en que el espacio topológico es un continuo,
tenemos nuevas propiedades.

La conexidad por trayectorias se estudió en 6.3 utilizando la nomenclatura de
conectable por caminos. Esta propiedad está relacionada con la conexidad local ya que,
como veremos adelante, todo continuo localmente conexo es conexo por trayectorias.

Como se definió en 6.3, un espacio X es conectable por caminos si para cada par
de puntos x , y ∈ X existe una función continua f : [0, 1]→ X tal que f (0) = x y f (1) = y .
A esta propiedad se le conoce también como conexidad por trayectorias.

Teorema 9.5.1. Sea f : X → Y una función sobreyectiva, continua y cerrada entre los
espacios topológicos X y Y . Supongamos que X es localmente conexo. Entonces Y es
localmente conexo.

Demostración. Demostraremos que cada componente de un subconjunto abierto de
Y es abierta en Y . El teorema quedará demostrado utilizando 6.2.15.

Sea V un abierto en Y y B una componente de V . Dado que la imagen continua
de conexos es conexa, f −1(B ) es la unión de algunas de las componentes de f −1(V ),
las cuales son abiertas por 6.2.15. Esto demuestra que f −1(B ) es abierto. Se sigue de
aquí que X \ f −1(B ) es cerrado en X y, por lo tanto, Y \B = f (X \ f −1(B )) es cerrado
en Y y B es abierto en Y .

Dado que toda función continua de un espacio compacto a un espacio Hausdorff
es cerrada, obtenemos la siguiente consecuencia del teorema 9.5.1.

Corolario 9.5.2. Sean X y Y continuos. Supóngase que X es localmente conexo y que
f : X → Y es una función continua y sobreyectiva. Entonces Y es localmente conexo.

Como un caso especial de este último corolario, notamos que una imagen continua
y Hausdorff del intervalo [0, 1] será siempre un continuo localmente conexo. El inverso
de esta afirmación también es verdadero y es uno de los resultados fundamentales en
la Teoría de Continuos.
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Teorema 9.5.3. Un continuo es localmente conexo si y sólo si es una imagen continua
del intervalo [0, 1].

La caracterización de los continuos localmente conexos, expresada en 9.5.3, se co-
noce como teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Varios libros de Topología lo demuestran.
Citamos aquí la demostración que aparece en NADLER [144], teorema 8.14, pág. 126.

Los siguientes ejemplos ilustran la existencia de funciones continuas entre el
intervalo [0, 1] y algunos continuos localmente conexos.

Ejemplo 9.5.4.

i) f : [0, 1]→ S 1 definida por f (t ) = (cos (2πt ), sen(2πt )).

ii) Sea Y = ([−1, 1]×{0})∪({0}×[0, 1])⊆R2 y sea f : [0, 1]→ Y definida de la siguiente
forma:

f (t ) =











(4t −1, 0) si t ∈ [ 14 , 1
2 ],

(0, 1−4(t − 1
2 )) si t ∈ [ 12 , 3

4 ],
(4(t − 3

4 ), 0) si t ∈ [ 34 , 1].

Observación 9.5.5. Como el cuadrado unitario [0, 1]×[0, 1] es localmente conexo, el teo-
rema 9.5.3 asegura que existe una función continua y sobreyectiva f : [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1].
Este caso particular del teorema 9.5.3 fue demostrado, desde 1890, por Peano. Ahora,
después del teorema de Hahn-Mazurkiewicz, conocemos más; por ejemplo, sabemos
que existe una función continua y sobreyectiva del intervalo [0, 1] en el cubo de Hilbert
I N, puesto que I N es localmente conexo.

Combinando el teorema de Hahn-Mazurkiewicz y el teorema de extensión de
Tietze (ver 7.5.1), se obtiene un resultado más concreto, el cual expresamos en el
teorema que sigue.

Teorema 9.5.6. Para cualesquiera dos continuos localmente conexos se tiene que uno
es imagen continua del otro. Aún más, si X y Y son continuos localmente conexos,
entonces para cualesquiera n puntos x1, . . . , xn ∈ X y y1, . . . , yn ∈ Y (n ∈N), existe una
función continua y sobreyectiva f : X → Y tal que f (xi ) = yi , i ∈ {1, . . . , n}.

Demostración. Evidentemente, basta demostrar la segunda parte del teorema. Por el
teorema de Hahn-Mazurkiewicz, existe una función continua y sobreyectiva g : [0, 1]→
Y . Sea ti ∈ [0,1] tal que g (ti ) = yi para cada i ∈ {1, . . . , n}. Sean p , q ∈ X \ {x1, . . . , xn}
con p ≠ q y A = {p , q , x1, . . . , xn}. Definamos h : A→ [0,1], como h (p ) = 0, h (q ) = 1 y
h (xi ) = ti , i ∈ {1, . . . , n}. Obsérvese que h es continua (pues A es un subespacio discreto
de X ). Además, A es cerrado en X . Entonces, por el teorema de extensión de Tietze (ver
7.5.1), existe una función continua H : X → [0, 1] tal que H (p ) = 0, H (q ) = 1 y H (xi ) = ti ,
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i ∈ {1, . . . , n}. Obsérvese que H (X ) es un conexo en [0, 1]. Como {0, 1} ⊂H (X ), se tiene
que H (X ) = [0, 1]. Es decir, H es sobreyectiva. Finalmente, sea f = g ◦H . Se tiene que
f satisface la conclusión del teorema.

Del teorema 9.5.3 se obtiene el siguiente resultado, que nos da mucha información
sobre la estructura de los continuos localmente conexos.

Teorema 9.5.7. Todo continuo localmente conexo es conexo por trayectorias.

Demostración. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces existe una función
f continua y sobreyectiva del intervalo [0,1] en X (9.5.3). Sean p y q en X y s , t en
[0,1] tales que f (s ) = p y f (t ) = q . La función f restringida al intervalo [s , t ] es una
trayectoria de p a q en X .

Este teorema se enuncia frecuentemente en una forma más fuerte: Sea X un
continuo localmente conexo. Entonces, para cada par de puntos x , y ∈ X , existe un
arco (espacio homeomorfo a [0, 1]) contenido en X con extremos x y y . (véase NADLER

[144], teorema 8.23, pág. 128). Por otra parte, nótese que el inverso no es verdadero,
por ejemplo el espacio peine (ejemplo 9.1.2 f)), es conexo por trayectorias pero no es
localmente conexo.

Ejercicio 9.5.8. Demuestre que un continuo indescomponible no es localmente co-
nexo en ningún punto.

9.6. Continuos tipo arco o encadenables

En esta sección vamos a estudiar una clase particular de continuos: los continuos tipo-
arco. Topológicamente estos pueden considerarse como una generalización natural
de los continuos que son arcos (los que son homeomorfos al intervalo [0,1]). Estos
continuos tienen muchas propiedades comunes al intervalo [0,1] y aquí veremos
algunas de ellas. Específicamente, vamos a demostrar que los continuos tipo-arco
son hereditariamente unicoherentes, a-triódicos y que tienen la propiedad del punto
fijo. También veremos un teorema de caracterización en términos del concepto de
ϵ−cadena (ver definición 9.4.6).

Definición 9.6.1. Sean X , Y continuos, f : X → Y una función continua y ϵ > 0. Se
dice que f es una ϵ−función si, para cada x ∈ X ,

diam f −1( f (x ))< ϵ.

Note que si f es sobreyectiva, la condición en la definición puede sustituirse por:
diam f −1(y )< ϵ para todo y ∈ Y .
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Por otra parte, si f es inyectiva, entonces f −1( f (x )) = {x }. Así,

diam f −1( f (x )) = 0.

Luego, en este caso, f es ϵ−función para todo ϵ > 0.
Intuitivamente, si ϵ es pequeño, una ϵ−función puede pensarse como una función

que no está muy lejos de ser inyectiva. Con esta interpretración, considerando que
las biyecciones continuas entre continuos son homeomorfismos, una ϵ−función
sobreyectiva entre dos continuos es “casi” un homeomorfismo.

Definición 9.6.2. Un continuo X es tipo-arco si, para cada ϵ > 0, existe una ϵ−función
sobreyectiva fϵ : X → [0, 1].

Ejemplo 9.6.3. Sea X el continuo que denominamos la curva topológica (ver ejemplo
9.1.2 d)). Esto es,

X =
§

(x , y ) ∈R2

�

�

� y = sen
�

1

x

�

, x ∈ (0, 1]
ª

.

X es tipo-arco. Para justificar esto, sea ϵ > 0. Elíjase α > 0 tal que α < ϵ, α < 1
y sen( 1

α ) = 1. Sea h : [−1,1]→ [0,α] un homeomorfismo tal que h (−1) = 0 y h (1) = α.
Definamos fϵ : X → [0, 1] de la siguiente manera

fϵ(x , y ) =

¨

x si x ∈ [α, 1]
h (y ) si x ∈ [0,α]

, para (x , y ) ∈ X .

Teorema 9.6.4. Si X es un continuo tipo-arco, entonces todo subcontinuo no-degenerado
de X es tipo-arco.

Demostración. Sea X un continuo tipo-arco y Y un subcontinuo no degenerado de X .
Sea ϵ > 0. Sea α > 0 tal que α <mı́n{ϵ, diam Y }. Elíjase fα : X → [0,1] una α−función
sobreyectiva. Sea g = fα |Y . Entonces, como g −1(g (y )) = f −1(g (y ))∩ Y , se tiene que
g es una α−función. Así, g es ϵ−función, porque α < ϵ. Por otra parte, g (Y ) es un
conexo en [0,1], por lo tanto g (Y ) es un punto o un subintervalo de [0,1]. Pero α <
diam (Y ), entonces g (Y ) es un subintervalo de [0,1]. De aquí se sigue la conclusión
del teorema.

Observación 9.6.5. Por la definición, una ϵ−función “regresa” puntos en conjuntos
de diámetro menor que ϵ. En realidad, se tiene un poco más, una ϵ−función “regresa”
conjuntos de diámetro suficientemente pequeño en conjuntos de diámetro menor
que ϵ. Esto se precisa en el ejercicio que sigue.

Ejercicio 9.6.6. Sean X , Y continuos, ϵ > 0 y f : X → Y una ϵ−función. Demuestre
que existe δ > 0 tal que para todo A ⊂ Y con diam A <δ, se tiene que diam f −1(A)< ϵ.
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Ejemplo 9.6.7. El círculo unitario S 1, no es tipo-arco.
Sea 0< ϵ < diam S 1 y supóngase que f : S 1→ [0, 1] es una ϵ−función suprayectiva.

Sean B el semicírculo inferior y A el semicírculo superior que unen los puntos p y q
en S 1, como en la figura 9.6.

p q

A

B

Figura 9.6:

Obsérvese que f (A)∪ f (B ) = [0,1] y que f (A) y f (B ) son cerrados no vacíos. Por
lo tanto, f (A)∩ f (B ) es un conexo no-vacío en [0, 1]. Por otra parte, sean H y K arcos
suficientemente pequeños en S 1 de tal forma que p ∈ H , q ∈ K y dist (H , K ) > ϵ.
Entonces f (H )∩ f (K ) = ;. Además, f (A)∩ f (B )∩ f (H ) ̸= ; (este conjunto contiene a
f (p )) y f (A)∩ f (B )∩ f (K ) ̸= ; (este conjunto contiene a f (q )). También,

f (A)∩ f (B )⊂ f (H )∪ f (K ) .

Entonces,

f (A)∩ f (B ) = [ f (A)∩ f (B )∩ f (H )]∪ [ f (A)∩ f (B )∩ f (K )] ,

por lo que f (A) ∩ f (B ) es la unión de dos cerrados no-vacíos y disjuntos, lo cual
contradice la conexidad de f (A)∩ f (B ).

Nota 9.6.8. Del Teorema 9.6.4 y el ejemplo 9.6.7 se deduce que si X contiene un círculo,
entonces X no es tipo-arco.

En el ejemplo 9.5.4, lo esencial fue lo siguiente: S 1 se puede representar como
S 1 = A ∪B , donde A y B son subcontinuos tales que A ∩B no es conexo, mientras que
en un intervalo no es posible hacer esto. Esta propiedad del intervalo se retoma en la
siguiente definición.
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Definición 9.6.9. Un continuo X es unicoherente si siempre que X = A ∪ B , con A
y B subcontinuos de X , se tiene que A ∩ B es conexo (y, por lo tanto, subcontinuo
de X ). Se dice que X es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo de X es
unicoherente.

Ejemplo 9.6.10.

a) El intervalo [0, 1], y en general cualquier arco, es hereditariamente unicoherente.

b) La curva topológica (ver ejemplo 9.1.2 d)), es hereditariamente unicoherente.

c) El círculo S 1 y el círculo de Varsovia (ver ejemplo 9.1.2 e)), no son unicoherentes.

d) Un triodo simple, esto es, un espacio homeomorfo al continuo

X = ([−1, 1]×{0})∪ ({0}× [0, 1]),

es hereditariamente unicoherente.

Ejercicio 9.6.11. Justifique las afirmaciones en el ejemplo anterior.

Teorema 9.6.12. Sean X , Y continuos. Supóngase que Y es unicoherente y que, para
cada ϵ > 0, existe una ϵ−función sobreyectiva f : X → Y . Entonces X es unicoherente.

Demostración. Dadas las hipótesis, supóngase, por el contrario, que X no es unicohe-
rente. Entonces existen A y B subcontinuos de X , tales que X = A ∪ B y A ∩ B no
es conexo. Por lo tanto, existen P,Q cerrados en A ∩ B , (y cerrados en X ) tales que
A∩B = P ∪Q , P ̸= ; ≠Q y P ∩Q = ;. Por normalidad, existen U y V abiertos en X tales
que P ⊆U , Q ⊆V y U ∩V = ;. Pongamos

α1 = dist (U ; V ), α2 = dist [A \ (U ∪V ); B ] y α3 = dist [A; B \ (U ∪V )].

Note que αi > 0, i ∈ {1, 2, 3}. Sea ϵ > 0 con ϵ <αi , i ∈ {1, 2, 3}. Por hipótesis, existe una
ϵ−función sobreyectiva f : X → Y . Se tiene que f (A) y f (B ) son subcontinuos de Y
tales que Y = f (A)∪ f (B ). Como Y es unicoherente, f (A)∩ f (B ) es conexo. Sean

W1 = {y ∈ f (A)∩ f (B ) | f −1(y )⊆U } y

W2 = {y ∈ f (A)∩ f (B ) | f −1(y )⊆V }.

No es difícil demostrar que W1 y W2 son conjuntos abiertos en f (A)∩ f (B ). Por otra
parte, como U ∩V = ;, se tiene que W1∩W2 = ;. Además, si p ∈ P y q = f (p ), entonces

q ∈ f (A)∩ f (B ) y f −1(q )⊆U



328 9.6. Continuos tipo arco o encadenables

(esto resulta porque diam f −1(q ) < ϵ, f −1(q ) ∩U ̸= ; ya que P ⊂ U y dist (U ;V ) =
α1 > ϵ). Así, W1 ̸= ;. Análogamente se justifica que W2 ̸= ;. Finalmente, vamos a
demostrar que f (A)∩ f (B ) =W1 ∪W2. Para esto, supóngase que f (A)∩ f (B ) ̸=W1 ∪W2.
Sea y ∈ [ f (A)∩ f (B )] \ [W1 ∪W2]. Entonces, como diam f −1(y ) < ϵ, f −1(y ) ⊈U ∪V ,
existe x ∈ f −1(y )\ (U ∪ V ). Supóngase (sin pérdida de generalidad) que x ∈ A \ (U ∪V ).
Ahora, como y ∈ f (B ), existe b ∈ B tal que f (b ) = y . Por lo tanto, x , b ∈ f −1(y ).
Note que, d (x , b ) ≤ diam f −1(y ) < ϵ. Como x ∈ A \ (U ∪ V ) y b ∈ V , se tiene que
α2 ≤ d (x , b ) < ϵ, y esto es una contradicción, pues ϵ < α2. Hemos demostrado que
f (A)∩ f (B ) =W1 ∪W2, W1, W2 son abiertos no-vacíos y W1 ∩W2 = ;, lo cual contradice
la conexidad de f (A)∩ f (B ).

Teorema 9.6.13. Todo continuo tipo-arco es hereditariamente unicoherente.

Demostración. Por el Teorema 9.6.4, basta demostrar que todo continuo tipo-arco es
unicoherente. Sea X un continuo tipo-arco. Entonces, por definición, para cada ϵ > 0
existe una ϵ−función de X sobre el intervalo [0, 1]. Como [0, 1] es unicoherente, por el
Teorema 9.6.12, se sigue que X es unicoherente.

Ejemplo 9.6.14. El triodo simple (ver ejemplo 9.6.10 d)), no es tipo-arco.

Demostración. Sea 0 < ϵ < 1 y supóngase que f : X → [0,1] es una ϵ−función sobre-
yectiva. Pongamos A = [−1,0]×{0}, B = [0,1]×{0} y C = {0}× [0,1]. Sean p , q , r los
puntos extremos del triodo.

p q

r

C

A B

Figura 9.7:

Se tiene que f (A)∪ f (B )∪ f (C ) = [0, 1]. Además, f (0, 0) ∈ f (A)∩ f (B )∩ f (C ). f (A),
f (B ) y f (C ) son tres subintervalos en [0,1] con intersección no vacía. Por lo tanto,
uno de los tres debe de estar contenido en la unión de los otros dos. Supóngase, sin
pérdida de generalidad, que f (A) ⊆ f (B )∪ f (C ). Entonces, existe x ∈ B ∪C tal que
f (p ) = f (x ). Denotemos por t a este valor común, es decir, f (p ) = f (x ) = t . Se tiene
que p , x ∈ f −1(t ). Como f es ϵ−función, d (p , x )< ϵ. Esto es una contradicción, porque
ϵ < 1 y d (p , x )≥ 1 para todo x ∈ B ∪C .
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Lo esencial en este último ejemplo fue que existe un subcontinuo Z de X , a saber,
Z = {(0,0)}, tal que X \Z = A1 ∪A2 ∪A3, donde Ai ∩A j = ;, i ̸= j . Por otra parte, en el
intervalo, cada vez que se tienen tres subintervalos con una intersección común, uno
de los tres está contenido en la unión de los otros dos. Retomamos esta propiedad del
intervalo en la siguiente definición.

Definición 9.6.15. Un continuo X es un triodo si existe un subcontinuo Z de X tal
que X \Z = A1 ∪A2 ∪A3, donde Ai ̸= ; y Ai ∩A j = ;, i ̸= j . Se dice que X es atriódico
si no contiene un triodo.

Ejemplo 9.6.16.

a) El intervalo [0, 1] es atriódico.

b) La curva topológica (ver ejemplo 9.1.2 d)) es un continuo atriódico.

c) El cuadrado unitario [0, 1]× [0, 1] no es un continuo atriódico.

Teorema 9.6.17. Sean X , Y continuos. Supóngase que Y no es un triodo y que, para
cada ϵ > 0, existe una ϵ−función sobreyectiva f : X → Y . Entonces X no es triodo.

Demostración. Supongamos que X es un triodo. Entonces existe un subcontinuo Z

de X tal que X \ Z =
3
⋃

i=1
Ai , donde Ai ̸= ; y Ai ∩ A j = ;, i , j ∈ {1,2,3}, i ≠ j . Por el

Teorema 9.1.9, se tiene que Z ∪ Ai es un subcontinuo de X , para cada i ∈ { 1, 2,3}.
Sea ai ∈ Ai , para cada i ∈ {1,2,3}. Sea, αi = dist({ai }; X \Ai ), i ∈ {1,2,3}. Sea ϵ > 0 tal
que ϵ < αi , i ∈ {1,2,3}. Por hipótesis, existe una ϵ-función sobreyectiva f : X → Y .
Sea Bi = f (Z ∪Ai ), i ∈ {1, 2, 3}. Note que f (Z ) y Bi son subcontinuos de Y , para cada

i ∈ {1,2,3}, Y =
3
⋃

i=1
Bi y f (Z )⊆

3
⋂

i=1
Bi . Como Y no es un triodo, alguno de los Bi debe

estar contenido en la unión de los otros dos. Supóngase (sin pérdida de generalidad)
que B1 ⊆ B2∪B3. Es decir, f (Z ∪A1)⊆ f (Z ∪A2)∪ f (Z ∪A3). Luego, existe x ∈ Z ∪A2∪A3

tal que f (a1) = f (x ). Como f es ϵ-función, se tiene que d (a1, x )< ϵ. Como a1 ∈ A1 y
x ∈ X \A1, se tiene que α1 ≤ d (a1, x )< ϵ, que es una contradicción, porque ϵ <αi para
cada i ∈ {1, 2, 3}.

Teorema 9.6.18. Todo continuo tipo-arco es atriódico.

Ejercicio 9.6.19. Demuestre el Teorema 9.6.18.

Ahora vamos a presentar una caracterización de los continuos tipo-arco. Para esto,
vamos a introducir el concepto de continuo encadenable.

Definición 9.6.20. Un continuo X es encadenable si, para cada ϵ > 0, existe una

ϵ−cadena, {U1, . . . ,Un}, en X tal que X =
n
⋃

i=1
Ui .
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En el lema siguiente se establece que, si X es un continuo encadenable, siempre
se pueden considerar cadenas que cubren a X , de tal forma que únicamente se inter-
secten las cerraduras de eslabones consecutivos. No incluiremos la demostración de
este lema que intuitivamente es claro.

Lema 9.6.21. Si X es un continuo encadenable y ϵ > 0, entonces existe una ϵ-cadena
C = {U1, . . . ,Un} en X , que cubre a X , tal que U i ∩U j = ;, siempre que | i − j |≥ 2.

Teorema 9.6.22. Sea X un continuo. Se tiene que X es tipo-arco si y sólo si X es enca-
denable.

Demostración. Supóngase que X es un continuo tipo-arco. Sea ϵ > 0. Entonces existe
una ϵ−función sobreyectiva f : X → [0, 1]. Sabemos que existeδ > 0 tal que, si A ⊆ [0, 1]
con diam A < δ, entonces diam f −1(A) < ϵ (ver el ejercicio 9.6.6). Como el intervalo
[0,1] es un continuo encadenable, existe una δ-cadena D = {V1, . . . , Vn} que cubre a
[0, 1]. Sea Ui = f −1(Vi ), para cada i ∈ {1, . . . , n}. SeaC = {U1, . . . ,Un}. ClaramenteC es
una ϵ−cadena que cubre a X . Por lo tanto, X es encadenable. Ahora, supóngase que
X es un continuo encadenable. Sea ϵ > 0. Por el Lema 9.6.21, existe una ϵ

2 -cadena
C = {U1, . . . ,Un} que cubre a X , tal que U i ∩U j = ;, siempre que | i − j |≥ 2. Se
puede suponer que n ≥ 3. Sea m =máx{i | 2i + 1 ≤ n}. Note que m ≥ 1. Para cada
k ∈ {1, . . . , m}, definamos Mk =U 2k−1 ∪U 2k ∪U 2k+1 y Ik = [sk , tk ], donde sk =

k−1
m y

tk =
k
m . Se tiene que U 2k−1 ∩U 2k+1 = ;, k ∈ {1, . . . , m}. Como todo espacio métrico

es completamente normal, para cada k ∈ {1, . . . , m}, existe una función continua
fk : Mk → Ik tal que f −1

k (sk ) =U 2k−1 y f −1
k (tk ) =U 2k+1. Definimos f : X → [0,1] como

sigue

f (x ) =

¨

fk (x ) si x ∈Mk ,

1 si x ∈U n .

Por la definición de los conjuntos Mk y como U i ∩U j = ;, siempre que |i− j | ≥ 2, se
tiene que f está bien definida y es una función continua. Por otra parte, como f (X ) es
un conexo en [0, 1] y 0, 1 ∈ f (X ), se tiene que f (X ) = [0, 1]. Por lo tanto, f es una función
sobreyectiva de X en el intervalo [0,1]. Ahora, si 0≤ t < 1, entonces f −1(t )⊆Ui para
algún i ∈ {1, . . . , n}. ComoC es una ϵ

2 -cadena, resulta que diam f −1(t )< ϵ
2 . Finalmente,

si n = 2m +1, se tiene que f −1(1) =U n y, si n ≠ 2m +1, entonces 2m +1= n −1, por
lo tanto f −1(1) =U n−1 ∪U n . En cualquier caso, resulta que diam f −1(1) < ϵ. Hemos
demostrado que, dado ϵ > 0, existe una ϵ−función sobreyectiva f : X → [0, 1].

En 9.3.2 c) y d), vimos que un círculo y un triodo no son irreducibles. Un teorema
fundamental en el estudio de los continuos irreducibles es el teorema de Sorgenfrey
(1944). Su demostración se puede consultar en el libro de NADLER [144], teorema 11.34.

Teorema 9.6.23 (Sorgenfrey). Sea X un continuo no degenerado unicoherente. Entonces
X es irreducible si y sólo si X no es un triodo.
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Como una consecuencia directa obtenemos:

Teorema 9.6.24. Todo continuo encadenable es irreducible.

Demostración. Sea X un continuo encadenable. Por el Teorema 9.6.13 y el Teore-
ma 9.6.22, se tiene que X es unicoherente. Por otra parte, el Teorema 9.6.18 y el
Teorema 9.6.22 garantizan que X no es un triodo. Ahora, la conclusión se sigue por el
Teorema de Sorgenfrey.

Para finalizar, vamos a demostrar que cada función continua de un continuo tipo-
arco en sí mismo deja al menos un punto fijo. La solución de ecuaciones diferenciales
está íntimamente relacionada con los problemas del punto fijo. Un teorema clásico
en la topología, que tiene aplicaciones en diversas áreas de la matemática, es el de
Brouwer: El disco unitario B 2 tiene la propiedad del punto fijo.

Definición 9.6.25. Un continuo X tiene la propiedad del punto fijo (p.p.f.) si, para
cada función continua f : X → X , existe p ∈ X tal que f (p ) = p .

Ejercicio 9.6.26. Demuestre que el intervalo [0, 1] tiene la p.p.f. Sugerencia: Considere
los conjuntos U = {t ∈ [0, 1] | f (t )< t } y V = {t ∈ [0, 1] | f (t ) > t }, y use la conexidad
de [0, 1].

Esquemáticamente, el hecho de que [0,1] tenga la p.p.f., significa que la gráfica
de cualquier función continua f : [0,1]→ [0,1] intersecta a la diagonal del cuadrado
[0, 1]× [0, 1], es decir, a la gráfica de la función identidad en [0, 1]. En realidad, la única
propiedad de la función identidad que se utiliza en la demostración de este hecho es
su sobreyectividad. Considere el siguiente resultado.

Lema 9.6.27. Si A es un subcontinuo del cuadrado [0,1]× [0,1] tal que π1(A) = [0,1],
entonces A ∩∆ ̸= ;, donde∆= {(t , t ) | t ∈ [0, 1]} es la diagonal del cuadrado.

Ejercicio 9.6.28. Demuestre el Lema 9.6.27.

Teorema 9.6.29. Sean f y g funciones continuas de un continuo X en el intervalo [0, 1].
Supóngase que f es sobreyectiva. Entonces existe x ∈ X tal que f (x ) = g (x ).

Demostración. Sea A = {( f (x ), g (x )) | x ∈ X }. Se tiene que A es un subcontinuo del
cuadrado [0, 1]× [0, 1] tal que π1(A) = [0, 1]. Se sigue del Lema 9.6.27 que, A ∩∆ ̸= ;, es
decir, existe x ∈ X tal que f (x ) = g (x ).

Teorema 9.6.30. Todo continuo tipo-arco tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostración. Sea X un continuo tipo-arco y f : X → X una función continua. Para
cada n ∈N, existe una 1

n -función sobreyectiva gn : X → [0, 1]. Por el Teorema 9.6.29, pa-
ra cada n ∈N, existe xn ∈ X tal que gn (xn ) = gn ( f (xn )). Es decir, xn , f (xn ) ∈ g −1

n (tn )pa-
ra algún tn ∈ [0, 1]. Así, d (xn , f (xn ))<

1
n . Por compacidad, se puede suponer que xn con-

verge a un punto x ∈ X . Por continuidad, f (xn ) converge a f (x ). Como d (xn , f (xn )) <
1
n ,

n ∈N, se sigue que d (x , f (x )) = 0. Por lo tanto, f (x ) = x .

9.7. Creación de ejemplos

En las secciones anteriores, hemos definido varios conceptos: descomponible, uni-
coherente, irreducible, propiedad del punto fijo, localmente conexo, conexo por tra-
yectorias, atriódico encadenable. Cada una de estas propiedades puede ser hereditaria.
El objetivo de esta sección es que el lector construya ejemplos que tengan varias pro-
piedades juntas o ejemplos que tengan unas propiedades pero no otras. Definiremos
también puntos y conjuntos de corte.

Sea X un continuo y C ⊆ X . Decimos que C es un subconjunto de corte de X si
X \C no es conexo. Si C contiene solamente un punto, lo llamamos punto de corte.

Ejemplo 9.7.1. a) Todo punto del intervalo abierto (0, 1) es un punto de corte del
intervalo cerrado [0, 1].

b) Las curvas cerradas simples (espacios homeomorfos a S 1) no tienen puntos de
corte. Sin embargo cualquier subconjunto con dos elementos, es un conjunto
de corte.

c) Sea T ⊆R2 la unión de los tres segmentos rectilíneos que unen al punto (0,0)
con los puntos (1, 0), (−1, 0) y (1, 1). Excepto estos tres puntos, todos los puntos
de T son de corte.

d) En el espacio peine (ejemplo 9.1.2 f)) todos los puntos son de corte, excepto los
que están contenidos en el eje Y y los de la forma

�

1
2n , 1
�

.

Ejercicio 9.7.2. Diga qué propiedades tienen y que propiedades no tienen los ejemplos
considerados en 9.1.2.

Construya ejemplos o al menos un ejemplo de continuos, (tal vez no existen):

– con exactamente n puntos que no sean de corte,

– hereditariamente unicoherentes que contengan algún triodo,

– conexos por trayectorias pero no localmente conexos,

– irreducibles sin puntos de corte,
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– localmente conexos, hereditariamente unicoherentes sin puntos de corte,

– localmente conexos sin puntos de corte,

– hereditariamente localmente conexos,

– irreducibles pero no hereditariamente irreducibles,

– descomponibles tales que todos sus subcontinuos (que no sean puntos) sean
homeomorfos al total,

– indescomponibles tales que todos sus subcontinuos (que no sean puntos) sean
homeomorfos al total,

– indescomponibles no unicoherentes,

– homogéneos (un continuo X es homogéneo si para cada par de puntos p , q ∈ X
existe un homeomorfismo f : X → X tal que f (p ) = q ).

– homogéneo y unicoherente,

– con propiedad del punto fijo,

– homogéneo y con propiedad del punto fijo,

– continuo plano que sea conjunto de corte de R2.

Teorema 9.7.3. Todo continuo contiene al menos dos puntos que no son de corte.

La demostración de este resultado puede verse en NADLER [144], teorema 6.6,
pág. 89.

Los siguientes teoremas son ejemplos de caracterizaciones de continuos por medio
de sus conjuntos de corte. Sus demostraciones se pueden consultar en NADLER [144],
teorema 6.17 y teorema 9.31.

Teorema 9.7.4. Un continuo X es homeomorfo al intervalo [0,1] si y sólo si todos los
puntos de X , excepto dos de ellos, son de corte.

Teorema 9.7.5. Un continuo X es homeomorfo a S 1 si y sólo si todo subconjunto de X
con dos elementos es de corte.

Definición 9.7.6. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
subcontinuos homeomorfos a S 1.

Las dendritas son continuos que tienen una gran cantidad de propiedades, las
cuales se encuentran en diversos artículos y libros. Véase por ejemplo NADLER [144],
capítulo 10. La siguiente es una de las caracterizaciones más conocidas de las dendri-
tas.
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Teorema 9.7.7. Un continuo es una dendrita si y sólo si cada uno de sus puntos es o
bien de corte o bien extremo de cualquier arco que lo contenga.

Ejercicio 9.7.8. Clasificar los puntos de los continuos en el ejemplo 9.1.2 como puntos
de corte y no de corte.



10
Paracompacidad y metrizabilidad

El objetivo de este capítulo es introducir al lector en dos temas cuya importancia
radica fundamentalmente en sus aplicaciones dentro de la propia topología.

En la primer sección estudiaremos los espacios paracompactos, definidos median-
te un axioma de cubrimiento (P) más dábil que (C).

Desde un punto de vista sistemático, la teoría de los espacios paracompactos
constituye dentro de este libro una síntesis de la teoría de los espacios normales,
expuesta en el capítulo 7, y de la teoría de los espacios compactos, presentada en el
capítulo 8.

El estudio de estos espacios, que aún hoy en día es de gran interés investigativo, ha
contribuido notablemente al desarrollo de las ramas de la topología en las cuales los
recubrimientos abiertos y sus refinamientos constituyen una herramienta esencial
de trabajo, como por ejemplo en metrizabilidad, teoría de la dimensión, topología
diferencial y otros.

Como ya hemos mencionado en el capítulo 2, el problema de hallar criterios
generales para la metrizabilidad de los espacios topológicos, fue una de las cuestiones
más analizadas en la topología general desde su inicio.

El método utilizado por A. H. Stone en la demostración de su célebre teorema
(10.1.11) permitió finalmente en los años 50’s a tres matemáticos: Bing, Nagata y
Smirnov, dar una solución satisfactoria al problema de metrizabilidad. La presentación
de este resultado y de otros criterios necesarios y/o suficientes es el objeto de la
sección 10.2.

Puesto que las aplicaciones de la teoría desarrollada en este capítulo se quedan,
generalmente, en el marco de la topología, nos contentaremos con exponer solamente
los resultados fundamentales, en un estilo más denso, sin entrar en los detalles de la
teoría y sus aplicaciones.
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10.1. Espacios paracompactos

En el capítulo 7 probamos que en un espacio normal toda cubierta localmente finita
posee una partición subordinada de la unidad (7.6.10). Se plantea el problema de
cuándo este resultado puede generalizarse a toda cubierta abierta (no necesariamente
localmente finita). Esto es posible precisamente en los espacios paracompactos.

Definición 10.1.1 (paracompacto). Un espacio topológico (X ,X ) se llama paracom-
pacto si cumple el axioma (P): toda cubierta abierta de X posee un refinamiento
abierto localmente finito.

Un subconjunto A en (X ,X ) se llama paracompacto si el subespacio (A,XA) cum-
ple (P).

Un subespacio compacto es evidentemente paracompacto. En 1948, A. H. STONE

[183] dio un fuerte impulso a la teoría de los espacios paracompactos probando que
todo espacio seudométrico es paracompacto (9.1.11). La clase de los paracompactos
incluye así dos tipos clásicos muy importantes de espacios topológicos. Veremos
que, a pesar de esta generalidad, tienen una estructura suficientemente concreta
para conservar una parte importante de las características propias de los espacios
compactos y de los espacios métricos. Analizaremos la relación entre el axioma (P) y
los axiomas de separación. El lema siguiente nos recuerda el resultado análogo para
los espacios compactos (8.1.18).

Lema 10.1.2. Sea (X ,X ) un espacio paracompacto y sean B y C dos cerrados disjuntos
en (X ,X ) tales que para todo x ∈ B existen dos vecindades disjuntas Vx y Wx que
separan x y C . Entonces B y C pueden separarse por dos vecindades disjuntas.

Demostración. Q = {Vx | x ∈ B } ∪ {∁B } es una cubierta abierta de X . Sea Q ′ un refi-
namiento abierto localmente finito de Q y sea QB = {U ∈Q ′ |U ∩ B ≠ ;}. Entonces
UB := ∪QB es una vecindad de B . Para todo y ∈ C existe una vecindad Wy de y tal
que sólo un número finito de conjuntos U1, . . . ,Un de Q ′B intersectan a Wy . Para todo
i = 1, . . . , n , ∃ xi ∈ B tal que Ui ⊂Vxi

. Puesto que Vxi
∩Wxi

= ;, tenemos Ui ∩Wxi
= ; por

lo tanto, para W ′
y :=Wy ∩Wx1

∩· · ·∩Wxn
∈ B (y ), que es una vecindad de y , se tiene tam-

bién W ′
y ∩Ui = ;. Si suponemos UC :=

⋃

y ∈C
W ′

y , entonces UC y UB son respectivamente

vecindades de C y B y UC ∩UB = ;.

Proposición 10.1.3. Todo T2−espacio paracompacto es normal.

Demostración. Primero veremos que todo T2−espacio paracompacto (X ,X ) es regular.
Sea B ⊂ X cerrado y y /∈ B . Entonces podemos aplicar el lema anterior a los cerrados B
y C := {y } puesto que todo x ∈ B puede separarse de y por el axioma (T2). Concluimos
que B y y /∈ B pueden separarse por dos vecindades disjuntas.
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Sean B y C dos cerrados disjuntos cualesquiera en (X ,X ). Acabamos de mostrar
que B y C cumplen la hipótesis del lema anterior. Por lo tanto pueden separarse por
dos vecindades disjuntas.

Como consecuencia de esta proposición obtenemos la propiedad de los T2−espacios
paracompactos que fue la motivación principal para su estudio.

Corolario 10.1.4 (teorema de la partición de la unidad). Toda cubierta abierta Q =
{Uα | α ∈ I } en un T2−espacio paracompacto tiene una partición subordinada de la
unidad.

Demostración. Sea Q ′ = {Aβ |β ∈ J } un refinamiento abierto localmente finito de Q .
Para todo β ∈ J seleccionemos α=ϕ(β ) ∈ I tal que Aβ ⊂Uα. Por el corolario 7.6.10 y
la proposición anterior, existe una partición de la unidad (gβ )β∈J subordinada a Q ′.
Para todo α ∈ I , las funciones fα : X → [0, 1] definidas por

fα(x ) =







∑

ϕ(β )=α
gβ (x ) si α ∈ϕ[J ] y

0 si α /∈ϕ[J ]

están bien definidas, son continuas y constituyen una partición de la unidad, pues
∑

α∈I
fα(x ) =
∑

β∈J
gβ (x )≡ 1 para todo x ∈ X . La familia de los soportes de las gβ forman

una colección localmente finita. Por lo tanto se cumple

sop ( fα)⊂
⋃

ϕ(β )=α

sop (gβ ) =
⋃

ϕ(β )=α

sop (gβ )⊂Uα. (10.1)

Concluimos que ( fα) es una partición subordinada de la unidad a Q .

La caracterización siguiente muestra que, para espacios regulares, el axioma (P)
puede debilitarse variando el tipo de los refinamientos cuya existencia se postula.

Teorema 10.1.5 (criterios de paracompacidad para T3−espacios). Para un T3−espacio
(X ,X ) son equivalentes los siguientes enunciados:

(P ) (X ,X ) es paracompacto.

(P ′) Toda cubierta abierta de (X ,X ) posee un refinamiento abierto σ-localmente
finito Q , es decir, un refinamiento abierto de la forma Q =

⋃

n∈N
Qn , donde toda

colección Qn es localmente finita.

(P ′′) Toda cubierta abierta de (X ,X ) posee un refinamiento localmente finito.
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(P ′′′) Toda cubierta abierta de (X ,X ) posee un refinamiento cerrado localmente finito.

Demostración. (P )⇒ (P ′) es trivial.

(P ′)⇒ (P ′′): Basta probar que toda cubierta abiertaσ−localmente finita Q =
⋃

n∈N
Qn

tiene un refinamiento localmente finito. SeaUn la unión de todos los abiertos A ∈
n
⋃

k=0
Qk

y sea Bn =Un \Un−1 para cada n ∈ N (A−1 := ;). Entonces la colección {Bn | n ∈ N}
forma un recubrimiento de X por conjuntos mutuamente disjuntos. La colección
Q ′ =
⋃

n∈N
{A ∩Bn | A ∈Qn} es evidentemente un refinamiento de Q . Veremos que Q ′ es

localmente finita.

Para todo x ∈ X existe un n ∈N tal que x ∈Un . Por hipótesis existe una vecindad Vx

de x que intersecta sólo un número finito de conjuntos A ∈
n
⋃

k=0
Qk . Podemos suponer

que Vx ⊂Un . Pero entonces la intersección de Vx con todo Bm (m > n + 1) es vacía.
Luego, Vx intersecta sólo un número finito de conjuntos A ∩Bn en Q ′.

(P ′′)⇒ (P ′′′): Sea Q un recubrimiento abierto de (X ,X ). Para todo x ∈ X existe un
Ux ∈Q que contiene a x y por (T3) un abierto Wx tal que

x ∈Wx ⊂Wx ⊂Ux . (10.2)

Sea Q ′ un refinamiento localmente finito del recubrimiento abierto Q ′′ = {Wx | x ∈
X }. Entonces {A | A ∈Q ′} es un refinamiento cerrado localmente finito de {Wx | x ∈ X }
y también de Q , por (10.2).

(P ′′′)⇒ (P ): Sea Q una cubierta abierta de X y sea Q ′ un refinamiento cerrado
localmente finito de Q . Para todo x ∈ X , existe una vecindad abierta Wx que intersecta
sólo un número finito de B ∈Q ′. Sea Q ′′ un refinamiento cerrado localmente finito de
la cubierta abierta Q ′′′ = {Wx | x ∈ X }. Para todo B ∈Q ′ existe un abierto UB ∈Q tal
que B ⊂UB . Puesto que la colección de cerrados Q ′′ es localmente finita, la unión CB =
∪{C ∈Q ′′ |C ∩B = ;} es cerrada. Entonces AB =UB \CB es abierto para todo B ∈Q ′. La
colección Q ∗ = {AB | B ∈Q ′} es un refinamiento abierto de Q pues B ⊂ AB ⊂UB para
todo B ∈Q ′. Queda por probar que Q ∗ es localmente finito. En efecto, para todo x ∈ X
existe una vecindad Vx de x que intersecta solamente un número finito de conjuntos

C1, . . . , Cn ∈Q ′′. Se tiene que Vx ⊂
n
⋃

i=1
Ci porque Q ′′ es un recubrimiento de X . Por otra

parte, por ser Q ′′ un refinamiento de Q ′′′, los Ci intersectan sólo un número finito de

conjuntos B ∈Q ′. Seleccionemos B1, . . . , Bm ∈Q ′ tales que (
n
⋃

i=1
Ci )∩ B = ; para todo

B ∈Q ′ \ {B1, . . . , Bm}. Entonces se cumple, para dichos conjuntos B , que
n
⋃

i=1
Ci ⊂ CB
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y, por tanto, AB ∩
n
⋃

i=1
Ci ⊂ (UB \CB )∩CB = ;. Concluimos que Vx ∩ AB = ; para todo

B ∈Q ′ \ {B1, . . . , Bm}, o sea la colección Q ∗ = {AB | B ∈Q ′} es localmente finita.

Veremos a continuación que los criterios de este teorema son muy efectivos para
comprobar la paracompacidad de un espacio. El resultado siguiente nos precisa un
teorema de Tikhonov que dice todo espacio regular de Lindelöf es normal. Además,
muestra que, para espacios regulares, no sólo el axioma (C ), sino también el axioma
(L ) de Lindelöf, es un axioma de recubrimiento más fuerte que (P ).

Corolario 10.1.6. Todo espacio regular de Lindelöf es paracompacto.

Demostración. Es una consecuencia inmediata del criterio (P ′) porque todo subcu-
brimiento abierto numerable es trivialmente un recubrimiento abiertoσ−localmente
finito: Q =
⋃

n∈N
{An}.

Corolario 10.1.7. Todo T2−espacio localmente compacto numerable al infinito es
paracompacto.

Demostración. Sabemos que un tal espacio cumple (T3) (8.6.9) y es de Lindelöf (8.6.20,
iii)).

Nota. Más precisamente, puede demostrarse la caracterización siguiente: un T2−espacio
localmente compacto es paracompacto si y sólo si es suma de espacios localmente
compactos y numerables al infinito. Para una demostración, véase BOURBAKI [29].

Ejemplo 10.1.8. Los espaciosRn son paracompactos porque son espacios regulares
de Lindelöff.

Ejemplo 10.1.9. Toda variedad diferenciable numerable al infinito es paracompacta.

Ejemplo 10.1.10. El espacio (R,XS ) definido en el ejemplo 2.3.15 es normal y de
Lindelöf. Entonces es paracompacto.

Utilizaremos ahora la caracterización (P ′) para demostrar el ya anunciado, resulta-
do principal de esta sección.

Teorema 10.1.11 (A. H. Stone). Todo espacio seudométrico es paracompacto.

Demostración. Sea (X , d ) un espacio seudométrico. Queremos probar que (X ,Xd )
cumple (P ′). Para ello tomemos una cubierta abierta Q0 de X . Convendremos en
poner: d (x ,;) =∞ y d (A,;) =∞ para todos los x ∈ X , A ⊂ X . Definimos

Un = {x ∈ X |d (x ,∁U )> 2−n}



340 10.1. Espacios paracompactos

nU

U

Figura 10.1:

para todo abierto U ∈Xd y todo n ∈N.
Evidentemente (Un ) es una sucesión creciente de abiertos (por ser d continua) tal

que

U =
∞
⋃

n=1

Un . (10.3)

Veremos ahora que:

x ∈Un ∧ y /∈Un+1⇒ d (x , y )> 2−(n+1). (10.4)

En efecto, para todo z ∈ ∁U se tiene que d (x , y )≥ d (x , z )−d (y , z )> 2−n −d (y , z );
y d (y , z ) (z ∈ ∁U ) se acerca tanto como se quiera a d (y ,∁U )≤ 2−(n+1).

Un refinamiento abiertoσ-localmente finito de Q0 se obtiene ahora escogiendo
los conjuntos Un (U ∈ Q0) (para cada n), de tal manera que tengan una distancia
estrictamente positiva entre ellos (para n ∈N fijo).

SeaH el conjunto de todas las subcolecciones Q ⊂Q0 que tienen la propiedad
siguiente:

Para todo U ∈Q existe una sucesión de subconjuntos abiertos (U ∗
n ) tales que

i) d (U ∗
n , V ∗n )≥ 2−(n+1) para U , V ∈Q con U ̸=V

ii) ∪Q =∪{U ∗
n |U ∈Q ∧n ∈N∗}

(10.5)

Para todo U ∈Q , el conjunto unitario {U } pertenece aH ; pues es suficiente poner
U ∗

n =Un , por (10.3) y (10.4).
EntoncesH ̸= ;. En lo que sigue supondremos que a toda Q ∈H se asocia una

familia fija (U ∗
n )n∈N,U ∈Q que cumple (10.5).

Definiendo

Q ∗n = {U
∗

n |U ∈Q} (n ∈N) y Q ∗ =∪{Q ∗n | n ∈N} para Q ∈H
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se introduce sobreH una relación de orden definida por:

Q ≤Q ′⇐⇒Q ⊂Q ′ ∧Q ∗ ⊂Q ′∗

SeaR un subconjunto totalmente ordenado de (H ,≤). Entonces es fácil compro-
bar que QR = ∪R con la familia asociada ∪{Q ∗ |Q ∈R} cumple la propiedad (10.5)
y que Q ≤QR para todo Q ∈R . Luego (H ,≤) está inductivamente ordenado. Por el
lema de Zorn, existe una colección maximal Q1 enH . Veremos ahora que Q1 =Q0.
Supongamos por reducción al absurdo que existe un U ∈Q0\Q1. Definamos entonces:

U ∗
n = {x ∈Un | d (x ,∁(∪Q1))< 2−(n+1)}

(U ∗
n ) es una sucesión de subconjuntos abiertos U ∗

n ⊂Un que cumple

i′) d (U ∗
n , V ∗n ) ≥ 2−(n+1) para todo V ∈Q1 y todo n ∈ N, pues si x ∈ U ∗

n , y ∈ V ∗n en-
tonces d (x ,∁V )≤ d (x ,∁∪Q1)< 2−(n+1). Por lo tanto x /∈Vn+1, entonces d (x , y )≥
2−(n+1) por (10.4).

ii′) x ∈ (∪Q1)∪U ⇒ x ∈∪{V ∗n | n ∈N∧V ∈Q1}∪ (∪{U ∗
n | n ∈N})

pues si x ∈Un y x /∈U ∗
n , entonces d (x ,∁(∪Q1)) ≥ 2−(n+1); por lo que x ∈ ∪Q1, lo que

implica x ∈ ∪{V ∗n | n ∈N∧V ∈Q1} (por (ii)) para Q1. Por otra parte i′) e ii′)muestran
que la colección Q1 ∪{U } con la colección asociada Q ∗1 ∪{U

∗
n | n ∈N} pertenece aH y

es estrictamente mayor que Q1 en (H ,≤), lo que es una contradicción. Concluimos
que Q0 =Q1 ∈H . Pero esto significa que la colección asociada Q ∗0 =∪{(Q0)∗n | n ∈N} es
una cubierta abierta de X (por ii)) más fina que Q0. Además Q ∗ esσ-localmente finito
porque las colecciones (Q0)∗n son localmente finitas (n ∈N). En efecto, por i), toda bola
B (x , 2−(n+1)) (x ∈ X ; n arbitrario, prefijado) puede intersectar a lo sumo a un conjunto
U ∗

n ∈Q ∗n .
Concluimos que (X ,Xd ) verifica a (P ′) y por tanto es paracompacto, porque todo

espacio seudométrico es un T3-espacio.

Veremos en la siguiente sección que el teorema de Stone implica un criterio nece-
sario de metrizabilidad, (también puede probarse que es suficiente). Para concluir esta
sección analizaremos ahora brevemente la heredabilidad de (P). No vamos a esperar
que la paracompacidad sea heredada por todo subespacio.

Veremos más adelante un contraejemplo (10.1.13). Sin embargo, se tiene el siguien-
te resultado:

Proposición 10.1.12. Todo Fσ−conjunto (y en particular todo cerrado) en un T2−espacio
paracompacto es paracompacto.
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Demostración. Sea F =
⋃

n∈N
Fn , donde todos los Fn son cerrados en un espacio pa-

racompacto (X ,X ) y sea Q una cubierta abierta de F . Todo V ∈ Q tiene la forma
V = F ∩UV con UV ∈X . Para todo n ∈N, Qn = {UV | V ∈Q } ∪ {∁Fn} es una cubierta
abierta de (X ,X ). Sea Q ′n un refinamiento abierto, localmente finito de Qn . Entonces,
para todo n ∈N,Qn := {U ∩F |U ∈Q ′n ∧U ∩Fn ̸= ;} es una colección localmente finita
de abiertos en F y Q ′ =

⋃

n∈N
Q ′n es un refinamiento abierto de Q . Como F es regular,

por ser subespacio del espacio regular (X ,X ), se tiene que es paracompacto, por el
criterio (P ′).

Contrariamente a la compacidad y a la compacidad local, la paracompacidad no
se hereda ni siquiera a los productos finitos.

Ejemplo 10.1.13. Ya sabemos que el espacio (R,Xs ) es paracompacto (10.1.10). Vere-
mos ahora que la segunda potencia (R2,X 2

s ) no es paracompacta.
Basta probar que este T2-espacio no es normal. Supongamos por reducción al ab-

surdo que (R2,X 2
s ) es normal. La diagonal D = {(x ,−x ) | x ∈R} es un subespacio discre-

to cerrado en (R2,X 2
s ). Todo subconjunto C de la diagonal D es cerrado. Entonces para

todo subconjunto C ⊂D existen dos vecindades U (C ) ∈P (C ) y V (D \C ) ∈P (D \C )
tales que U (C )∩V (D \C ) = ;. El conjunto R = Q2 es denso en (R2,X 2

s ). La aplica-
ción C 7→U (C )∩R deP (D ) enP (R ) es inyectiva; pues si C , C ′ ∈P (D ), C ̸=C ′, por
ejemplo C ′ \C ̸= ;, entonces el abierto U (C ′) \V (D \C ) que contiene a C ′ \C no es
vacío, por lo que tiene una intersección no vacía con el conjunto denso R es decir
(U (C ′)\V (D \C ))∩R ≠ ; y, por lo tanto, (U (C ′)∩R )\ (U (C )∩R ) ̸= ;. Pero la aplicación
C 7→U (C ) no puede ser inyectiva porque card P (D ) = 2Card(D ) >CardP (R ) = 2N. Con
esto hemos construido un contraejemplo que muestra:

1. El producto de dos espacios paracompactos no es necesariamente paracompac-
to.

2. El producto de dos espacios normales no es necesariamente normal.

Podemos utilizar este mismo espacio para mostrar que un subespacio de un
T2−espacio compacto (luego paracompacto y normal) no es necesariamente para-
compacto ni normal. En efecto, (R2,X 2

s ) es completamente regular como producto
de dos espacios completamente regulares, luego tiene una inmersión en un cubo
compacto I φ .

Dejamos al lector probar que se cumple al menos la siguiente proposición:

Proposición 10.1.14. Todo producto de un espacio paracompacto por un espacio
compacto es paracompacto.

Demostración. Ejercicio.
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Como última propiedad de heredabilidad mencionamos, sin demostración, el
resultado siguiente de E. Michael.

Proposición 10.1.15. Si (X ,X ) es paracompacto y f : (X ,X )→ (Y ,Y ) es una sobreyec-
ción continua y cerrada, entonces (Y ,Y ) es paracompacto.

Una demostración se halla, por ejemplo, en DUGUNDJI [60], pág. 165/6 o NAGATA

[147], pág. 161/2.
Terminamos la sección con una aplicación del teorema de la partición de la unidad

(10.1.4). Recomendamos al lector demostrar este interesante resultado de C. H. Dowker
en forma de ejercicio orientado.

Proposición 10.1.16. Sea g (resp. G ) una función real semicontinua inferiormente
(resp. superiormente) sobre un T2−espacio paracompacto (X ,X ) tal que G (x ) < g (x )
para todo x ∈ X . Entonces existe una función continua h : X →R tal que

G (x )< h (x )< g (x ) (10.6)

para todo x ∈ X .

Demostración. Ejercicio.
Indicación:

La demostración se efectúa en dos pasos:

1. Los conjuntos Ur = {x |G (x ) < r } ∩ {x |g (x ) > r }(r ∈ Q) forman una cubierta
abierta de (X ,X ).

2. Sea ( fr )r∈Q una partición subordinada de la unidad. Entonces h : x 7→
∑

r∈Q
r fr (x )

es la función buscada.

10.2. Criterios de metrizabilidad

Comenzaremos esta sección con un sencillo resultado que nos será de amplia utilidad
en lo que sigue:

Proposición 10.2.1. Sea µ= (dk )k∈N una familia numerable de seudométricas sobre
un conjunto X y para cada k ∈N sea d ′k = ı́nf (dk , 1). Entonces

i) La seudométrica

d =
∞
∑

k=1

1

2k
d ′k (10.7)

define sobre X la misma topología que la familia µ. En particular,Xµ es seudo-
metrizable;
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ii) d es una métrica si y sólo si

(∀k ∈N : dk (x , y ) = 0)⇒ x = y (10.8)

Demostración. i) Sabemos que d , así definida, es efectivamente una seudométrica
real. Puesto que

d ′k ≤ 2k d (k ∈N),

la topología Xdk
= X ′dk

es más gruesa que Xd para todo k ∈ N. Entonces Xµ =
sup{Xd ′k

| k ∈N} ⊂Xd . Para demostrar la inclusión inversa, debemos probar que toda
bola Bd (x ,ρ) = {y ∈ X |d (x , y ) < ρ} definida por d contiene una vecindad de x en
(X ,Xµ).

Sea N ∈N tal que 1/2N <ρ. Tenemos:

d ≤
N
∑

k=1

�

1/2k d ′k
�

+
∞
∑

k=N

1/2k ≤máx{d ′1, . . . , d ′N }+1/2N

por lo tanto la vecindad Vx =
n
⋂

i=1
{y ∈ X | di (x , y ) < (ρ − 1/2N )} de x en (X ,Xµ) está

contenida en Bd (x ,ρ).
ii) Se concluye inmediatamente de las equivalencias d (x , y ) = 0⇔ d ′k (x , y ) = 0

para todo k ∈N⇐⇒ dk (x , y ) = 0 para todo k ∈N.

De este resultado se deduce fácilmente un criterio de metrizabilidad para espacios
producto.

Corolario 10.2.2 (metrizabilidad de espacios producto). Un espacio producto
∏

α∈I
(Xα,Xα)

de espacios no triviales (Xα,Xα) (Card Xα ≥ 2) es metrizable si y sólo si todo espacio
(Xα,Xα) es metrizable y además I es numerable o finito.

Demostración. Ejercicio. (Indicación: véase 5.2.13.)

Ejemplo 10.2.3. Los espacios producto RX y [0,1]X son metrizables si y sólo si X es
numerable.

Inversamente, el resultado 8.6.24 de Urysohn expresa que todo AN2−espacio com-
pletamente regular puede sumergirse en [0, 1]N. Por lo tanto todos estos espacios son
metrizables. Resulta entonces que el teorema 8.6.24 de Urysohn es esencialmente un
teorema de metrizabilidad. Debilitando un poco sus hipótesis, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 10.2.4 (de metrizabilidad de Urysohn). Un AN2−espacio es metrizable si y
sólo si es regular (o normal, o completamente regular).
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Demostración. Sólo queda por probar que todo AN2−espacio regular es metrizable.
Pero todo AN2−espacio regular es paracompacto (10.1.6) por lo tanto completamente
regular. Basta aplicar el razonamiento anterior.

En particular tenemos los criterios siguientes para la metrizabilidad de espacios
compactos, resp. localmente compactos.

Corolario 10.2.5. i) Todo T2−espacio localmente compacto que satisface AN2−es
metrizable.

ii) Un T2−espacio compacto es metrizable si y sólo si verifica AN2.

Demostración. i) Por 8.6.9 todo T2−espacio localmente compacto es regular.
ii) Sólo queda por probar que todo T2−compacto metrizable cumple AN2 y esto se

debe a la corolario (8.4.14) ya que estos espacios son metrizables y de Lindelöff.

Las dos proposiciones anteriores (10.2.4 y 10.2.5) en realidad pertenecen a la teoría
de los espacios completamente regulares y de las compactificaciones de Stone-Cěch.
Las hemos presentado primeramente, para seguir el orden en que históricamente
fueron apareciendo los resultados relacionados con el problema de metrizabilidad.
Sin embargo, se podrían también obtener como corolarios directos del resultado
fundamental de esta sección que vamos a probar a continuación.

El teorema de Nagata-Smirnov-Bing nos proporciona un criterio general, necesario
y suficiente, para la metrizabilidad de cualquier espacio topológico. Este teorema
tiene otra base metódica, distinta a la del teorema de metrizabilidad de Urysohn, que
pertenece a la teoría de las cubiertas abiertas y sus refinamientos. Especialmente en
la demostración de dichos teoremas se utiliza el lenguaje desarrollado por A. H. Stone
en su contribución a la teoría de los espacios paracompactos.

Teorema 10.2.6 (Nagata-Smirnov-Bing). Un espacio topológico (X ,X ) es metrizable si
y sólo si es regular y posee una baseσ−localmente finita.

Demostración. Necesidad. Supongamos que (X ,X ) es metrizable y que d es una mé-
trica tal queX =Xd .

Para cada n sea Bd ,n la familia de las bolas de radio 1
n :
�

B
�

x , 1
n

��

x∈X
y sea Bd =

∞
⋃

n=0
Bd ,n . Entonces Bd es una base deX y todo Bd ,n (n ∈ N) es una cubierta abierta

de X . Por el teorema de Stone (10.1.11), todo Bd ,n tiene un refinamiento localmente
finito que es una cubierta abierta de X , llamémosle Bn .
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La colección β =
∞
⋃

n=1
Bn es una base deX . En efecto, sea U ∈X y x ∈U . Existe n

tal que x ∈ Bd

�

x ,
1

n

�

⊂U . Pero B2n es un refinamiento de Bd ,2n que recubre X y por

lo tanto existe V ∈ B2n tal que x ∈V ⊂ Bd

�

y ,
1

2n

�

para cierta y ∈ X .

Entonces d (x , y )< 1
2n y para todo z ∈V tenemos d (x , z )< 1

n . De aquí que x ∈V ⊂
U , con lo que queda demostrada la necesidad de la condición.

Suficiencia. Seaβ =
∞
⋃

n=1
Bn una base deX tal que cada Bn es una familia localmente

finita. Veremos primeramente que (X ,X ) tiene que ser paracompacto y por tanto
normal. En efecto, si Q es una cubierta abierta de X , entonces existe para todo abierto
A ∈Q una subcolección βA ⊂ β tal que ∪βA = A; entonces la colección ∪{βA | A ∈Q}
es un refinamientoσ−localmente finito de Q . Concluimos por 10.1.5 (P ′) que (X ,X )
es paracompacto.

Utilizando la normalidad de (X ,X ) procederemos ahora a definir una familia de
seudométricas en X , mediante funciones de Urysohn. Sean m y n dados. Para cada
U ∈ Bn consideremos los elementos V ∈ Bm tales que V ⊂U . Denotemos la unión de
estos elementos por U ∗. Es claro que U ∗ puede ser vacío para algún m pero no para
todos debido a la regularidad de (X ,X ) (7.3.1).

Por el ejercicio E5.10 se tiene:

U
∗
=∪{V ∈ Bm |V ⊂U }=U {V |V ∈ Bm ∧V ⊂U } ⊂U (10.9)

Para aquellas ternas m , n ,U , para las cuales U ∗ ̸= ;, existe por (7.4.8) una función de
Urysohn tal que

fU (x ) :=

¨

0 si x ∈ ∁U
1 si x ∈U

∗ (10.10)

La aplicación

dm ,n ,U : X ×X →R+
(x , y ) 7→ | fU (x )− fU (y )|

es una seudométrica continua sobre (X ,X ).
Ahora definamos:

dm ,n (x , y ) =
∑

U ∈Bn

| fU (x )− fU (y )| (10.11)

Como Bn es localmente finita, existen vecindades Ux y Uy de x y y respectivamente
que tienen intersección no vacía con, a lo más, un número finito de elementos de
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Bn : U1, . . . ,Uk y Uk+1, . . . ,Us . Entonces sobre Ux ×Uy la función dm ,n se reduce a una
suma finita de funciones continuas

dm ,n (x , y ) =
s
∑

n=1

| fUn
(x )− fUn

(y )| (10.12)

Luego dm ,n es una seudométrica continua en (X ,X ).
Sea µ la familia numerable de seudométricas dm ,n (m , n ∈N). Por ser todas estas

seudométricas continuas se tiene, por el ejemplo 5.3.9, queXµ ⊂X . Probaremos que
X ⊂Xµ.

Sean x ∈ X y Ux ∈
◦

B (x ). Existe n0 tal que Bn0
contiene un elemento U que satisface

x ∈U ⊂Ux .

Por otra parte, por la regularidad de (X ,X ), existe m0 tal que Bm0
contiene un elemento

V que cumple
x ∈V ⊂V ⊂U .

Por la definición de dm0,n0
tenemos dm0,n0

(x , y )≥ 1 para todos los y ∈ ∁Ux . Entonces
Ux ⊃ Bdm0,n0

(x , 1), lo que prueba que toda vecindad de x en (X ,X ) contiene una bola
definida por una seudométrica de µ, o sea, X ⊂ Xµ. Concluimos, por el teorema
10.2.1, que (X ,Xµ) = (X ,X ) es seudometrizable y, por ser un espacio de Hausdorff, es
metrizable.

Introduciremos ahora un nuevo concepto que pone de manifiesto la relación
existente entre la metrizabilidad y la paracompacidad, y permite además obtener un
resultado de gran utilidad sobre la metrizabilidad de variedades diferenciables.

Definición 10.2.7. Un espacio topológico (X ,X ) se llama localmente metrizable si
todo punto tiene una vecindad metrizable como subespacio de X .

Dejamos al lector comprobar el siguiente corolario en forma de ejercicio orientado.

Corolario 10.2.8 (Smirnov). Un T2−espacio localmente metrizable es metrizable si y
sólo si es paracompacto.

Demostración. Ejercicio.
Indicaciones:

i) Tome una cubierta formada por vecindades metrizables (Vx )x∈X y seleccione un
refinamiento localmente finito (Vxα )α∈I .

ii) Si Bα =
⋃

n∈N
Bn ,α, es una baseσ−localmente finita de Vxα demuestre queβ =

⋃

α∈I
Bα

es una base deX .
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iii) Demuestre que β =
⋃

n∈N
Bn , donde para cada n , Bn =

⋃

α∈I
Bn ,α, es localmente

finita.

Ejemplo 10.2.9. Toda variedad topológica es localmente metrizable por ser local-
mente homeomorfa a subconjuntos abiertos deRn (n ∈N). Por lo tanto, una variedad
topológica es metrizable si y sólo si es paracompacta. De la nota de 9.1.7 y del hecho
que toda variedad topológica es la suma topológica de sus componentes conexas
(6.2.15) tendremos: Una variedad topológica es metrizable si y sólo si todas sus com-
ponentes conexas son numerables al infinito.



11
Espacios uniformes y espacios métricos

completos

Profundizaremos en este capítulo en el estudio de la teoría de los espacios métricos
ya comenzado en el primer capítulo de este libro. Procederemos en dos direcciones
opuestas. En una primera parte analizaremos la estructura básica, llamada estruc-
tura uniforme, que nos permite hablar de la noción de continuidad uniforme y de
sucesiones de Cauchy en un espacio métrico y, más generalmente, en todo espacio
enyugado. Esta parte tiene por tanto una tendencia hacia la generalización sistemá-
tica y la fundamentación axiomática de ciertos conceptos y resultados básicos de la
teoría de los espacios métricos. En la segunda parte se exponen algunos resultados
más específicos sobre los espacios métricos completos, con vista a su aplicación en
otras ramas de la matemática. La mayoría de estos resultados podrían generalizarse a
espacios uniformes completos, pero preferimos llegar directamente a los resultados
en su forma más útil para las aplicaciones.

No nos proponemos desarrollar los elementos de la teoría axiomática de los espa-
cios uniformes tal y como lo hicimos para los espacios topológicos. Dejamos al lector
verificar que muchos de los conceptos y métodos técnicos de la teoría de los espacios
topológicos, pueden aplicarse análogamente en la teoría de los espacios uniformes
(estructuras uniformes iniciales y finales, etc.). Nos contentaremos con presentar los
conceptos y resultados fundamentales para su aplicación a los espacios funcionales
(capítulo 12), y a las teorías de las diversas estructuras algebraicas topológicas (grupos
topológicos, espacios vectoriales topológicos, etc.).

En la sección 11.1 se expone la definición axiomática de los espacios uniformes y
se relaciona su teoría con la teoría de los espacios topológicos caracterizando a los
espacios topológicos uniformizables.

Las secciones 11.2 y 11.3 presentan los resultados básicos sobre las aplicaciones
uniformemente continuas y los filtros de Cauchy, respectivamente, a espacios unifor-
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mes completos, que utilizaremos en el capítulo final al analizar la estructura uniforme
de los espacios funcionales. Basándose en estos resultados generales, en la segun-
da parte se deduce una serie de teoremas importantes sobre los espacios métricos
completos (11.4), y el completamiento de un espacio métrico (11.5). Estos resultados
son básicos para las teorías de los espacios de Hilbert o de los espacios y álgebras
de Banach. Para ilustrar su utilidad en diversas áreas de la matemática, en la última
sección se exponen algunas de las aplicaciones al análisis, análisis numérico, teo-
ría de ecuaciones diferenciales, teoría de los espacios de Hilbert y teoría de variable
compleja.

11.1. Espacios uniformes y espacios uniformizables

Del análisis conocemos dos conceptos fundamentales, aparentemente no topológicos
que todavía no hemos generalizado para los espacios topológicos: los conceptos
de sucesión de Cauchy y la continuidad uniforme. Ambas nociones se generalizan
fácilmente a los espacios métricos.

Definición 11.1.1 (sucesión de Cauchy). Una sucesión (xn ) en un espacio seudo-
métrico (X , d ) se llama de Cauchy, si para todo ϵ > 0 existe un número N ∈ N tal
que

m , n ≥N ⇒ d (xm , xn )< ϵ (11.1)

Definición 11.1.2 (aplicación uniformemente continua). Una aplicación f de un es-
pacio seudométrico (X , d ) en un espacio seudométrico (Y , d ′) se llama uniformemente
continua si para todo ϵ > 0 existe δ > 0 tal que para x , y ∈ X :

d (x , y )<δ⇒ d ′( f (x ), f (y ))< ϵ (11.2)

Si tratamos de formular estas nociones para espacios topológicos en general en-
contramos un obstáculo. Ambas presuponen que se tiene un concepto de cercanía
uniforme entre pares de puntos cualesquiera.

Las vecindades V ∈V (a ) resp. V ∈V (A) en un espacio topológico nos definen la
cercanía de un punto x cualquiera al punto prefijado a o al conjunto prefijado A.

⇝ Sin embargo, en un espacio topológico general no podemos comparar las vecinda-
des de diferentes puntos, ya que no tenemos un criterio para determinar el conjunto
de todos los pares de puntos x y y que tienen un cierto orden de cercanía. En efecto,
mostraremos mediante el siguiente ejemplo que la propiedad de Cauchy no es una
propiedad topológica de las sucesiones en un espacio métrico, sino que depende en
cierta medida de una estructura adicional que introduce la métrica d .
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Ejemplo 11.1.3. Consideremos sobre R las dos distancias

d (x , y ) = |y − x |

d ′(x , y ) =

�

�

�

�

x

1+ |x |
−

y

1+ |y |

�

�

�

�

que definen, ambas, la misma topología sobreR. La sucesión (n ) es una sucesión de
Cauchy en (R, d ′) pero claramente no es una sucesión de Cauchy en (R, d ).

Por otro lado, la propiedad de Cauchy así como la continuidad uniforme, perma-
necen invariantes ante la sustitución de una métrica por otra semejante. Tal parece
que al pasar por la abstracción de los espacios métricos a los espacios topológicos
(capítulo 1), nos hemos saltado una estructura intermedia importante.

Para caracterizar axiomáticamente esta estructura intermedia, procederemos co-
mo antes, al axiomatizar la estructura topológica. Analizaremos qué conjuntos definen
el orden de cercanía entre dos puntos cualesquiera de un espacio seudométrico (X , d )
y seleccionaremos algunas de sus propiedades fundamentales como axiomas de una
nueva estructura más general, sin utilizar los números reales.

El orden de cercanía entre dos puntos x0, y0 ∈ X se define mediante la seudométrica
d por un número real:

d (x0, y0)< ϵ

La misma relación puede expresarse utilizando el lenguaje de la teoría de conjuntos:

(x0, y0) ∈Uϵ := {(x , y ) ∈ X ×X |d (x , y )< ϵ} (11.3)

Si conocemos la colección:

B= {Uϵ |ϵ > 0} (11.4)

podemos olvidar que sus elementos se definieron por medio de una distancia y tomar
los propios conjuntos U ∈B para indicar el orden de cercanía entre dos puntos de la
siguiente manera:

x , y son vecinos de orden U ⇐⇒ (x , y ) ∈U (11.5)

Para analizar las propiedades básicas de la colección B introducimos la siguiente
notación.

Notación 11.1.4. Si U , V ⊂ X ×X , a ∈ X , A ⊂ X , entonces

V ◦U := {(x , y ) ∈ X 2 |∃z ∈ X : (x , z ) ∈U ∧ (z , y ) ∈V }
U −1 := {(x , y ) ∈ X 2 | (y , x ) ∈U }

U (a ) := {y ∈ X | (a , y ) ∈U }
U (A) := {y ∈ X | ∃a ∈ A : (a , y ) ∈U }

V n :=V ◦ · · · ◦V (n veces) para n ∈N∗
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(no es necesario poner paréntesis ya que ◦ es asociativo). Se dice que U es simétrico si
U =U −1.

La base de filtro B definida por (11.4) cumple tres propiedades básicas, que co-
rresponden precisamente a las tres propiedades características de una seudométrica:

(B1) ∆⊂U para todo U ∈B(∆: diagonal de X ×X ).

(B2) Para todo U ∈B existe un V ∈B tal que V ⊂U −1.

(B3) Para todo U ∈B existe V ∈B tal que V ◦V ⊂U (fig. 11.1).

!

U

X

X

Figura 11.1:

Las propiedades correspondientes del filtro generado por B sirven como axiomas
de una nueva estructura.

Definición 11.1.5 (estructura uniforme, espacio uniforme). Sea X un conjunto. Un
filtroU sobre X ×X se llama una estructura uniforme si cumple:

(U1) ∆⊂U para todo U ∈U .

(U2) U −1 ∈U para todo U ∈U .

(U3) Para todo U ∈U existe V ∈U tal que V ◦V ⊂U .

Al par (X ,U ) se llama entonces espacio uniforme. Los conjuntos U ∈U se llaman
entornos de X o entornos uniformes de X (aunque sean subconjuntos de X ×X ). Dos
puntos x , y ∈ X se llaman vecinos de orden U si x , y ∈U (U ∈U ). Un subconjunto
A ⊂ X se llama pequeño de orden U ∈U si A×A ⊂U . Al igual que en la teoría de los
espacios topológicos, necesitamos un concepto de base o sistema fundamental de
entornos para construir espacios uniformes concretos.
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Definición 11.1.6 (sistema fundamental de entornos). Sea (X ,U )un espacio uniforme.
Una subcolección B⊂U se llama un sistema fundamental de entornos deU o base
deU si y sólo si cumple:

∀U ∈U ∃B ∈B B ⊂U . (11.6)

Ejemplo 11.1.7. Sea (X ,U ) un espacio uniforme. Entonces tanto los entornos simé-
tricos deU como las bases de filtro Bn = {V n |V ∈U , n ≥ 1} con n fijo forman bases
deU . La verificación se deja de ejercicio.

La siguiente proposición queda como un sencillo ejemplo.

Proposición 11.1.8. Sea X un conjunto. B ⊂ P (X × X ) es base de una estructura
uniforme sobre X si y sólo si es una base de filtro que cumple (B1) – (B3).

Demostración. Ejercicio.

Ejemplo 11.1.9. Sea X un conjunto. La estructura uniforme más gruesa sobre X , en
el sentido del orden ⊂ sobreP (X ×X ):

U0 = {X ×X } (11.7)

se llama estructura uniforme indiscreta sobre X . La más fina es la llamada estructura
uniforme discreta sobre X :

U = {U ∈P (X ×X ) |∆⊂U }. (11.8)

Ejemplo 11.1.10. A toda seudométrica sobre un conjunto X se asocia canónicamente
la estructura uniformeUd que tiene como base la base de filtro

Bd := {Uϵ |Uϵ = {(x , y ) ∈ X 2 | d (x , y )< ϵ}∧ ϵ > 0}. (11.9)

Más generalmente, si µ es un conjunto saturado de seudométricas sobre X , enton-
ces la base de filtro

Bµ := {Ud ,ϵ |Ud ,ϵ = {(x , y ) ∈ X 2 | d (x , y )< ϵ}∧d ∈µ∧ ϵ > 0} (11.10)

es base de una estructura uniformeUµ sobre X que se asocia canónicamente a µ. Es
fácil comprobar queUµ es el supremo de la familia de estructuras uniformes (Ud )d∈µ
(en el conjunto de todas las estructuras uniformes sobre X ordenado por la inclusión
⊂). La verificación de los enunciados de este ejemplo se deja como ejercicio.

Ejemplo 11.1.11. Sea G un grupo provisto de una topologíaX . El par (G ,X ) se llama
grupo topológico si cumple los axiomas siguientes:

(GT1) La multiplicación (x , y ) 7→ x y de G ×G en G es continua.
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(GT2) La inversión x 7→ x−1 de G en G es continua.

Sea V (e ) el filtro de vecindades del elemento neutro e ∈G . Entonces se tiene que:

i) e ∈U para todo U ∈V (e )

ii) Para todo V ∈V (e ) existe U ∈V (e ) tal que U ⊂V −1 (por GT2)

iii) Para todo V ∈V (e ) existe U ∈V (e ) tal que U ·U ⊂V (por GT1)

De aquí concluimos que la base de filtro

B1 = {UV |UV = {(x , y ) | x y −1 ∈V }∧V ∈V (e )} (11.11)

cumple (BU1)–(BU3), por lo tanto define una estructura uniformeU1 sobre G . Otra
estructura uniformeU2 que se asocia canónicamente a G está definida por la base de
filtro.

B2 = {WV |WV = {(x , y ) | x−1 y ∈V }∧V ∈V (e )} (11.12)

En generalU1 yU2 son estructuras uniformes diferentes sobre G . Sin embargo, si
G es conmutativo, entonces ambas coinciden evidentemente. Puesto que el grupo
aditivo de un espacio vectorial es conmutativo, a todo espacio vectorial topológico
(E ,X ) se asocia canónicamente una única estructura uniformeUX definida por el
filtro de vecindades V (0). Si la topología X se define por una norma ∥ · ∥ sobre E ,
entonces es fácil comprobar que la estructura uniformeUX y la estructura uniforme
U∥·∥ definida por la norma por el ejemplo 11.1.10 coinciden. La verificación de los
enunciados de este ejemplo queda como ejercicio.

Ejemplo 11.1.12. Sea X un conjunto y Q una cubierta de X . Entonces, para todo
x ∈ X , el conjunto

Sτ(x ,Q) =∪{V ∈Q | x ∈V } (11.13)

se llama la estrella de x con respecto a Q. Q se llama refinamiento baricéntrico de una
cubierta Q′ de X , si el recubrimiento

SτQ := {Sτ(x ,Q) | x ∈ X } (11.14)

es una cubierta de Q′.
Sea U = {Qα | α ∈ I } una colección de cubiertas de X con las dos propiedades

siguientes:

(A1) Todo par de cubiertas Qα,Qβ ∈U poseen un refinamiento común Qν.

(A2) Para todo Qα ∈U existe un refinamiento baricéntrico Qβ ∈U de Qα.
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Tales colecciones de cubiertas se llaman familias uniformizantes. Por ejemplo,
toda colección de particiones de X que verifica (U1) constituye una familia unifor-
mizante. En particular la colección PX de todas las particiones finitas de X es una
familia uniformizante. Supongamos que tenemos sobre X una familia uniformizan-
te U. Entonces U define, de manera canónica, una estructura uniformeUU sobre X
mediante:

UU = {V ∈P (X ×X ) |V =∪{U ×U |U ∈Q ∧ Q ∈U}} (11.15)

La idea intuitiva que acompaña esta construcción es la de considerar todos los con-
juntos de una cubierta Q ∈ U como del mismo orden. V = ∪{U ×U |U ∈Q} reúne
entonces todos los pares (x , y ) que son vecinos de orden Q (fig. 11.2).

X

Figura 11.2: Entorno definido por una partición de X

La estructura uniforme definida de tal manera por la familia uniformizante PX se
llama estructura uniforme de las particiones finitas.

Este método de definir una estructura uniforme mediante una colección de cu-
biertas es completamente equivalente al método dado por la definición, ya que toda
estructura uniformeU sobre X puede definirse de esta manera.

En efecto, para todo V ∈U la colección de las vecindades de orden V :

QV := {V (x ) | x ∈ X } (11.16)

es una cubierta de X y la colección de todas estas cubiertas

U= {QV |V ∈U } (11.17)

es una familia uniformizante sobre X tal que

UU =U
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La verificación de este resultado se deja como ejercicio.

De una estructura uniformeU sobre un conjunto X se deriva, de manera canónica,
una topología sobre X tomando como vecindades los cortes U (x ) (U ∈ U ). Más
precisamente.

Proposición 11.1.13. SeaU una estructura uniforme sobre un conjunto X . Entonces
existe sobre X una única topología que asocia a cada punto x ∈ X el filtro de vecindades

V (x ) := {V (x ) |V ∈U } (11.18)

Demostración. Es un ejercicio de rutina verificar que los filtros V (x ) satisfacen los 4
axiomas (U1)–(U4). De (3.1.8) la proposición es, entonces, una consecuencia inmedia-
ta.

Nota. Si V ∈U es un entorno simétrico, entonces la vecindad V (x ) ∈ B (x ) es pequeña
de orden V 2, pues V (x )×V (x )⊂V ◦V −1.

Nota. La topología definida en la proposición anterior se llama topología del espacio
uniforme (X ,U ) y se denota porXU .

Dos estructuras diferentesU1 yU2 sobre X pueden definir la misma topología,
como muestran las dos métricas topológicamente equivalentes d , d ′ sobreR (11.1.3)
y no definir la misma estructura uniforme sobre R.

Dos estructuras uniformesU1,U2 sobre X se llaman (topológicamente) equiva-
lentes siXU1

=XU2
.

Ejemplo 11.1.14. SeaU la estructura uniforme de las particiones finitas sobre un
conjunto X . EntoncesXU es la topología discreta.

Ejercicio 11.1.15. Probar las siguientes compatibilidades:

i) Si (X , d ) es un espacio seudométrico, entoncesXd =XUd
.

ii) Si (X ,µ) es un espacio enyugado, entoncesXµ =XUµ .

iii) Si (G ,X ) es un grupo topológico yU1,U2 son las dos estructuras uniformes
asociadas sobre G , entonces

X =XU1
=XU2

.

Pregunta 11.1.16. ¿Son necesariamente semejantes dos seudométricas, sobre un con-
junto X , que definen la misma estructura uniforme?
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En un espacio seudométrico (X , d ) se definen, para todo subconjunto B ⊂ X , las
vecindades de orden ϵ:

V (B ,ϵ) = {x ∈ X | d (x , B )< ϵ} (ϵ > 0)

que reune todos los puntos cuya distancia a B sea menor que ϵ. Daremos ahora una
definición análoga para espacios uniformes.

Definición 11.1.17 (vecindad uniforme de orden U ). Sea (X ,U ) un espacio uniforme
y B ⊂ X . Entonces, para todo U ∈ U , la vecindad U (B ) de B en (X ,XU ) se llama
vecindad uniforme de orden U de B .

Sabemos que en un espacio seudométrico (X , d ) las vecindades V (B ,ϵ) de un
conjunto B ⊂ X (ϵ > 0) no siempre forman un sistema fundamental de vecindades
de B .

Ejemplo 11.1.18. La vecindad R2
+ del conjunto:

B = {(x , y ) ∈R2
+ | x y ≥ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

no contiene ninguna vecindad uniforme de B (fig. 11.3). Sin embargo, en (X , d ) siempre
se tiene que

B =∩{V (B ,ϵ) | ϵ > 0}

B

Figura 11.3:

Una fórmula análoga se cumple en todo espacio uniforme.

Proposición 11.1.19. Sea (X ,U ) un espacio uniforme y B ⊂ X . Entonces se cumple,
con respecto a la topologíaXU de (X ,U ), que

B =∩{V (B ) |V ∈U } (11.19)



358 11.1. Espacios uniformes y espacios uniformizables

Demostración. Para probar que B ⊂V (B ) para todo V ∈U basta demostrar que, para
todo entorno simétrico W , se tiene ∁W (B ) ⊂ ∁B , por el ejemplo 11.1.7. Pero esto es
evidente, porque

x /∈W (B )⇒W (x )∩B = ;

Queda por probar que para todo x /∈ B existe V ∈U tal que x /∈V (B ). Pero si V es un
entorno simétrico tal que V (x )∩B = ;, entonces necesariamente x /∈V (B ).

Con respecto a los axiomas de separación, veremos más adelante que todo espacio
uniforme es completamente regular. Por ahora nos contentaremos con probar el
siguiente resultado.

Proposición 11.1.20. Todo espacio uniforme (X ,U ) es un T3−espacio.

Demostración. Sea C ⊂ X cerrado y x /∈ C . Entonces existe un entorno V ∈ U tal
que V (x ) ∩C = ; y un entorno simétrico W tal que W ◦W ⊂ V . Concluimos que
W (x )∩W (C ) = ;.

Con este resultado hemos probado que en un espacio uniforme (X ,U ) un cerra-
do C puede separarse de todo punto x ∈ ∁C . Utilizando la caracterización (C 1) de
compacidad (8.1.1) es fácil deducir de aquí que C puede separarse de todo compacto
disjunto K ⊂ X por medio de dos vecindades uniformes disjuntas.

Proposición 11.1.21 (separación en un espacio uniforme). Sea (X ,U ) un espacio
uniforme, C ⊂ X cerrado y K ⊂ X compacto tales que C ∩ K = ;. Entonces existe un
entorno V ∈U tal que

V (C )∩V (K ) = ;.

Demostración. Ejercicio.(Indicación: utilizar 11.1.20).

De este resultado se concluye inmediatamente que para los subconjuntos com-
pactos de (X ,U ) las vecindades uniformes sí constituyen un sistema fundamental de
vecindades.

Corolario 11.1.22. Sea K un subconjunto compacto en un espacio uniforme (X ,U ).
EntoncesU (K ) = {V (K ) | V ∈U } es un sistema fundamental de vecindades de K en
(X ,XU ).

Ejercicio 11.1.23. Sea (X ,U ) un espacio uniforme yX =XU su topología.
Probar que las colecciones de los entornos abiertos, y de los cerrados en X ×X :

◦
U = {

◦
V |V ∈U } y U = {V |V ∈U }

forman sistemas fundamentales de entornos deU . En particular todo entorno U ∈U
es una vecindad de la diagonal∆.
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Ejercicio 11.1.24 (caracterización de los espacios uniformes de Hausdorff). Probar
que para todo espacio uniforme (X ,U ) son equivalentes:

i) (X ,XU ) es un T1−espacio.

ii) (X ,XU ) es un T2−espacio.

iii) (X ,XU ) es un espacio regular.

iv) ∆=∩U .

Después de esta breve presentación de algunas propiedades elementales de la
topología de un espacio uniforme, procederemos a analizar aquellas topologías que
provienen de una estructura uniforme.

Definición 11.1.25 (espacio uniformizable). Decimos que un espacio topológico
(X ,X ) es uniformizable si existe una estructura uniformeU sobre X tal que:

X =XU

Ya hemos mencionado que pueden existir más de una estructura uniforme U
que definan la misma topología dadaX sobre X (ver notas 11.1.13). Por lo tanto no
podemos esperar la unicidad de la estructura uniforme buscada.

Daremos ahora una solución completa al problema de existencia, analizando la
relación conocida entre espacios uniformes y espacios enyugados.

Teorema 11.1.26. Sea (X ,U ) un espacio uniforme que tiene un sistema fundamental
numerable (Vn ) de entornos. EntoncesU puede ser definida por una seudométrica real
d sobre X , o sea:

U =Ud

Demostración. Para construir tal seudométrica nos serviremos del método de de-
finir una función real por medio de un sistema de conjuntos, ya utilizado para la
construcción de las funciones de Urysohn.

Utilizando el método de inducción podemos seleccionar una sucesión de entornos
simétricos (Un ) deU tales que U1 ⊂V1 y U 3

n+1 ⊂Un ∩Vn para n ≥ 1.
Definamos:

g (x , y ) =

¨

1 si (x , y ) /∈U1

ı́nf{2−k | (x , y ) ∈Uk } si (x , y ) ∈U1
(11.20)

Para obtener una seudométrica a partir de g debemos hacer que se cumpla la
desigualdad triangular. Para todo par (x , y ) ∈ X ×X consideramos el conjunto de todas
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las sucesiones finitas x = z0, z1, . . . , zn = y en X y tomamos el ínfimo:

d (x , y ) = ı́nf
¦

n−1
∑

i=0

g (zi , zi+1) | z0 = x , zn = y , zi ∈ X
©

g es una función simétrica, positiva y se anula sobre la diagonal∆⊂ X ×X . Por lo tanto
d tiene las mismas propiedades. Además, es evidente que d cumple la desigualdad
triangular. Por lo tanto d es una seudométrica real.

Veremos queU =Ud . Para eso probaremos que:

(1/2)g (x , y )≤ d (x , y )≤ g (x , y ) (11.21)

La desigualdad derecha es inmediata. La desigualdad izquierda se concluye de que

a =
n−1
∑

i=0

g (zi , zi+1)≥ (1/2)g (x , y ) (11.22)

se cumple para toda sucesión x = z0, z1, . . . , zn = y en X . La desigualdad (11.22) se
prueba por inducción en n . Si a ≥ 1/2 entonces se deduce (11.22) inmediatamente
del hecho que g (x , y )≤ 1 para cualesquiera x , y ∈ X .

Supongamos que a < 1/2 y que m es el índice máximo tal que
m−1
∑

i=0
g (zi , zi+1) ≤

a/2. Entonces se tiene que
m
∑

i=0
g (zi , zi+1) > a/2 y por lo tanto

n−1
∑

i=m+1
g (zi , zi+1) ≤ a/2.

Podemos aplicar la hipótesis de inducción a los pares (x , zm ) y (zm+1, y )

(1/2)g (x , zm )≤
m−1
∑

i=0

g (zi , zi+1)≤ a/2

(1/2)g (zm+1, y )≤
n−1
∑

i=m+1

g (zi , zi+1)≤ a/2

Sea k el número natural más pequeño tal que 2−k ≤ a . Entonces los pares

(x , zm ), (zm , zm+1), (zm+1, y )

pertenecen a Uk y, por tanto, (x , y ) ∈U 3
k ⊂Uk−1. Concluimos que

(1/2)g (x , y )≤ (1/2) 2−(k+1) ≤ a

Las dos desigualdades (11.21), que acabamos de probar, implican

Uk+1 ⊂ d −1[[0, 2−k ]]⊂Uk−1, (11.23)
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pues

(x , y ) ∈Uk ⇒ 2−k > g (x , y )≥ d (x , y )

⇒ (x , y ) ∈ d −1[[0, 2−k ]]

⇒ 2−k > d (x , y )≥ 1/2g (x , y )

⇒ g (x , y )< 2−k+1

⇒ (x , y ) ∈Uk−1.

Las inclusiones (11.23) significan que la estructura uniforme definida por d , es
igual a la estructura uniformeU que tiene como base la sucesión de entornos (Un ).

Corolario 11.1.27 (caracterización de las estructuras uniformes). Toda estructura
uniformeU sobre un conjunto X puede definirse mediante una colección µ de seudo-
métricas reales o sea:

U =Uµ

Demostración. Para todo entorno V ∈U existe una sucesión de entornos simétricos
(Un ) tal que U1 ⊂ V y U 3

n+1 ⊂ Un (n ≥ 1). La sucesión (Un ) genera como base una
estructura uniformeUV que puede definirse por medio de una seudométrica real dV ,
por el teorema anterior.U es evidentemente el supremo de las estructuras uniformes
UV (V ∈U ), por lo tanto coincide con la estructura uniforme definida por el conjunto
µ= {dV |V ∈U } de seudométricas (11.1.10).

Corolario 11.1.28 (caracterización de los espacios uniformizables). Un espacio topo-
lógico (X ,X ) es uniformizable si y sólo si cumple (T3.5).

Demostración. SeaX =XU yU =Uµ. Podemos suponer queµ es saturado. Sea x ∈ X
y U ∈V (x ). Existe un entorno V ∈U tal que V (x )⊂U y una seudométrica d ∈µ tal
que d (x , y )>ρ > 0 para todos los (x , y ) ∈ X 2\V . La función f (y ) = ı́nf{1, (1/ρ)d (x , y )}
cumple:

f (x ) = 0 y f | X \U ≡ 1

Inversamente sea (X ,X ) un T3.5 espacio. Para toda vecindad U de un punto x ∈ X ,
existe una función continua f : X → [0,1] tal que f (x ) = 0 y f | ∁U = 1. Sea d f la
seudométrica sobre X definida por d f (x , y ) = | f (x )− f (y )|. Claramente d f es continua
y Bd f

(x , 1) = {y ∈ X | d f (x , y )< 1} ⊂U . Concluimos que la topologíaX se define me-
diante la colección de seudométricas µX = {d f | f : X → [0, 1] continua}, entonces es
uniformizable por el ejemplo (11.1.10).

Nota. De la demostración del corolario anterior se desprende que un espacio topoló-
gico es T3.5 si y sólo si su topología viene definida por una familia de seudométricas.
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El corolario anterior constituye una respuesta completa a la pregunta de cuán-
do una topología dada puede derivarse de una estructura uniforme (problema de
existencia). Dicho corolario implica, en particular, que todo T2−espacio compacto es
uniformizable. Para esta clase de espacios se tiene, además, que su estructura uniforme
está determinada de manera única.

Recordemos al lector demostrar el siguiente resultado.

Ejercicio 11.1.29. Probar: Para todo T2−espacio compacto existe una única estructura
uniformeU tal queXU =X , a saber el filtroU =V (∆) de todas las vecindades de la
diagonal en el espacio producto X ×X . Además,U es igual a la estructura uniforme
definida en el sentido del ejemplo (11.1.12) por la colección uniformizante de todos
los recubrimientos abiertos finitos de (X ,X ).
Indicación: Siempre se tiene U ⊂ V (∆). Supóngase por reducción al absurdo que

U =
◦

U ∈V (∆)\U y considérese el filtro inducido por U sobre el compacto ∁U ⊂ X ×X .

También podemos ahora caracterizar a las estructuras uniformes metrizables.
Decimos que un espacio uniforme (X ,U ) es metrizable siU puede definirse por una
métrica. Del teorema anterior se obtiene.

Corolario 11.1.30 (caracterización de los espacios uniformes metrizables). Un espacio
uniforme de Hausdorff (X ,U ) es metrizable si y sólo siU posee un sistema fundamental
numerable de entornos.

Nota. Está claro que de la metrizabilidad del espacio uniforme (X ,U ) se concluye la
metrizabilidad del espacio topológico (X ,XU ). Sin embargo, el inverso no se cumple.

⇝Un espacio uniforme (X ,U ) puede ser no metrizable aunque el espacio topológico
asociado (X ,XU ) sea metrizable. Por lo tanto no hay que confundir el problema de
metrizabilidad para los espacios topológicos, tratado en el capítulo anterior, con el
problema de metrizabilidad para los espacios uniformes, para el cual se ha dado una
solución en el corolario precedente.

Ejemplo 11.1.31. Sea (X ,X )un espacio discreto infinito. La topologíaX es metrizable
(por la métrica discreta). Consideremos sobre X la estructura uniformeU definida
por las particiones finitas. Ya hemos visto (11.1.12) queX =XU . Sin embargoU no es
metrizable. En efecto, supongamos por reducción al absurdo queU tenga un sistema
fundamental numerable de entornos (11.1.30). Entonces debería existir una sucesión
de particiones finitas (Pn ) tal que para toda partición finita P de X se cumpliera para
un cierto n = nP ∈N

VP =∪{U ×U |U ∈ P } ⊃VPn
=∪{V ×V |V ∈ Pn}.

Pero esto significa, como es fácil comprobar, que todo conjunto en P puede represen-
tarse como unión de elementos de Pn . Puesto que, para todo n ∈N, existe solamente
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un número finito de particiones que se obtienen de este modo, el conjunto de to-
das las particiones finitas sobre X debía ser numerable. Pero Card{P ∈ P (P (X )) |
P partición finita de X } ≥CardP (X )>Card X ≥CardN, con lo cual llegamos a una
contradicción.

Dejamos al lector comprobar que el criterio de metrizabilidad topológica (11.2.5)
enunciado en el capítulo anterior es, en efecto, un criterio de metrizabilidad para la
estructura uniforme correspondiente.

Ejemplo 11.1.32. Sea µ= {dk | k ∈N} una familia numerable de seudométricas sobre
un conjunto X y sea d la seudométrica sobre X definida por

d (x , y ) =
∞
∑

k=0

1

2k
ı́nf
�

dk (x , y ), 1
	

EntoncesUµ =Ud .

Concluimos esta sección con otra caracterización interesante de los espacios
uniformizables, cuya demostración se deja al lector.

Ejercicio 11.1.33. Probar que un espacio topológico (X ,X ) es uniformizable si y sólo
si cumple la siguiente propiedad:

Toda función semicontinua inferiormente f : X →R es supremo de funciones conti-
nuas de X en R.

Indicaciones: 1◦. Para probar la suficiencia de esta condición, deduzca (T3.5) basán-
dose en que las funciones indicadores XU (U ∈ X ) son semicontinuas inferior-
mente; 2◦. Para probar la necesidad, supóngase, sin pérdida de generalidad, que
−1≤ f (x )≤ 1 (x ∈ X ) y aplique (T3.5).

11.2. Aplicaciones uniformemente continuas y construc-
ción de espacios uniformes

La Definición 11.1.2 se generaliza de manera natural a espacios uniformes cuales-
quiera. Diremos que una aplicación f de un espacio uniforme (X ,U ) en otro (Y ,U ′)
es uniformemente continua si, para todo W ∈U ′, existe un entorno U ∈U tal que
dos imágenes f (x ) y f (y ) son vecinas de orden W siempre que x e y sean vecinas de
orden U .

Definición 11.2.1 (aplicación uniformemente continua). Sean (X ,U ) y (Y ,U ′) espa-
cios uniformes. Una aplicación f : X → Y se llama uniformemente continua si para
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todo W ∈U ′ existe un U ∈U tal que

( f × f )[U ]⊂W (11.24)

Por tanto, f es uniformemente continua si y sólo si la imagen inversa de todo
entorno W ∈U ′ por f × f es un entorno enU . Esto es:

W ∈U ′⇒ ( f × f )−1[W ] ∈U (11.25)

o sea
( f × f )−1{U ′} ⊂U (11.26)

Está claro que para demostrar la continuidad uniforme de una aplicación f es
suficiente verificar (11.24), (11.25) o (11.26) para un sistema fundamental de entornos
de (Y ,U ′).

Ejemplo 11.2.2. Sean (X , d ), (Y , d ′) espacios seudométricos. Entonces una aplicación
f : X → Y es uniformemente continua con respecto a las dos estructuras uniformes
Ud yUd ′ si y sólo si ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 tal que:

d (x , y )<δ⇒ d ′( f (x ), f (y ))< ϵ

Por lo tanto, la Definición 11.2.1 generaliza efectivamente la Definición 11.1.2.

Ejemplo 11.2.3. Sea (X , d ) un espacio seudométrico y A ⊂ X . Entonces, por 1.5.20 la
aplicación

x 7→ d (x , A) de X en R

es uniformemente continua.

Ejemplo 11.2.4. SeanU1, U2 dos estructuras uniformes sobre un conjunto X . Enton-
ces la aplicación identidad de (X ,U1) en (X ,U2) es uniformemente continua si y sólo
siU1 es más fina queU2.

Ejemplo 11.2.5. Sean (E ,X ), (F,X ′) espacios vectoriales topológicos. Entonces toda
aplicación lineal continua f : E → F es uniformemente continua, con respecto a las
estructuras canónicamente asociadas aX yX ′. En efecto, para todo W ∈VX ′ (0) existe
U ∈VX (0) tal que

y − x ∈U ⇒ f (y )− f (x ) = f (y − x ) ∈W

puesto que f es continua en cero.

Ejemplo 11.2.6. Ninguna función polinomial de grado n > 1

p : x 7→ p (x ) = a0+a1 x +a2 x 2+ · · ·+an x n

de R en R es uniformemente continua.
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Por el teorema del valor medio del cálculo diferencial una función derivable
f : R → R es uniformemente continua si y sólo si su derivada f ′ : R → R es acota-
da.

Proposición 11.2.7. Toda aplicación uniformemente continua f : (X ,U )→ (Y ,U ′) es
continua.

Demostración. Para todo W ∈U ′ existe U ∈U tal que f [U (x )]⊂W ( f (x )).

En general, esta proposición no puede invertirse. Para ver esto basta considerar la
aplicación identidad 1R : (R, d ′)→ (R, d ) (11.1.3) que es continua, pero no uniforme-
mente continua.

Sin embargo, para la clase de los T2−espacios compactos se cumple el inverso
de 11.2.7.

Teorema 11.2.8. Sea (X ,X ) un T2−espacio compacto, UX la estructura uniforme
asociada y (Y ,U ′)un espacio uniforme. Entonces toda aplicación continua f : (X ,X )→
(Y ,Xu ′ ) es uniformemente continua (de (X ,UX ) en (Y ,U ′)).

Demostración. Sea W ∈U ′. W es una vecindad de∆ en Y ×Y . Puesto que f × f : X ×
X → Y ×Y es continua, ( f × f )−1[W ] es una vecindad de∆ en X ×X , por lo tanto es
un entorno de (X ,UX ) por el ejercicio 11.1.29.

Este teorema puede probarse también directamente sin utilizar el ejercicio 11.1.29.
Sencillamente hay que generalizar la demostración conocida del análisis para interva-
los compactos a espacios uniformes cualesquiera.

La unicidad de la estructura uniforme de un espacio T2 compacto es entonces un
corolario inmediato del teorema anterior.

La demostración del resultado siguiente es evidente:

Proposición 11.2.9 (composición de aplicaciones uniformemente continuas). Si
f : (X ,U )→ (Y ,U ′) y g : (Y ,U ′)→ (Z ,U ′′) son uniformemente continuas, entonces la
composición g ◦ f : (X ,U )→ (Z ,U ′′) es uniformemente continua.

Esta proposición nos muestra que los espacios uniformes como objetos, junto con
las aplicaciones uniformemente continuas como morfismos, constituyen una catego-
ríaU llamada categoría de los espacios uniformes. Verifiquemos que los isomorfismos
de esta categoría conservan efectivamente las estructuras uniformes. Diremos que
una biyección f : (X ,U )→ (Y ,U ′) conserva la estructura uniforme, si la aplicación

U 7→ ( f × f )[U ] (U ∈U ) (11.27)

constituye una biyección deU sobreU ′. Por (11.26) esto se cumple si y sólo si f y
f −1 : (Y ,U ′)→ (X ,U ) son ambas uniformemente continuas. Veremos que los isomor-
fismos de la categoría U son precisamente las biyecciones entre espacios uniformes
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que conservan la estructura uniforme. A tales aplicaciones les llamaremos isomorfis-
mos uniformes.

En la categoríaU de los espacios uniformes podemos utilizar familias de aplica-
ciones ( fα)α∈I para definir nuevos espacios uniformes a partir de espacios uniformes
dados, por el mismo método presentado sistemáticamente para la categoría de los es-
pacios topológicos en el Capítulo 5. Recomendamos al lector comprobar los resultados
siguientes.

Ejercicio 11.2.10. i) Probar: El conjunto de todas las estructuras uniformes sobre
un conjunto X ordenado por inclusión es una retícula completa.

ii) Sea X un conjunto y ( fα)α∈I una familia de aplicaciones fα de X en espacios
uniformes (Xα,Uα). Entonces la estructura uniforme más gruesa sobre X con
respecto a la cual todas las aplicaciones fα son uniformemente continuas se
llama estructura uniforme inicial sobre X definida por ( fα)α∈I y se denota por
U ( fα, (Xα,Uα)α∈I ). Probar que un sistema fundamental de entornos de

U ( fα, (Xα,Uα)α∈I )

se obtiene mediante las intersecciones finitas de los conjuntos

�

fα× fα
�−1
[V ] (α ∈ I , V ∈Uα)

iii) Probar: Una aplicación g de un espacio uniforme (Z ,U ) en un espacio

U ( fα, (Xα,Uα)α∈I )

es uniformemente continua si y sólo si todas las aplicaciones

fα ◦ g : (Z ,U )→ (Xα,Uα)

son uniformemente continuas.

iv) Probar: La topología asociada a la estructura uniforme inicialU ( fα, (Xα,Uα)α∈I )
es la topología inicial J ( fα, (Xα,XUα )α∈I . El concepto de estructura uniforme
inicial nos sirve para definir subespacios y productos uniformes.

Definición 11.2.11 (subespacio uniforme). Sea (X ,U ) un espacio uniforme y A ⊂ X .
Entonces la estructura uniforme más gruesa sobre A con respecto a la cual la inyección
canónica iA : A→ X es uniformemente continua se llama estructura uniforme induci-
dad en A porU y se denota porUA . El espacio uniforme (A,UA) se llama subespacio
uniforme de (X ,U ).
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Definición 11.2.12 (producto de espacios uniformes). Sea ((Xα,Uα))α∈I una familia de
espacios uniformes. La estructura uniforme más gruesa sobre X =×{Xα |α ∈ I } con
respecto a la cual todas las proyecciones πα : X → Xα son uniformemente continuas
se llama producto de las estructuras uniformesUα (α ∈ I ) y se denota por

∏

α∈I
Uα. El

espacio uniforme (X ,
∏

α∈I
Uα) se llama producto de la familia ((Xα,Uα))α∈I de espacios

uniformes y se denota por
∏

α∈I
(Xα,Uα).

Dejamos al lector comprobar las siguientes propiedades elementales de los subes-
pacios y productos uniformes.

Proposición 11.2.13. Sea (X ,U ) un espacio uniforme y A ⊂ X . Entonces:

i) La estructura uniforme inducida sobre A porU está determinada por

UA = {V ∩ (A×A) |V ∈U } (11.28)

ii) Si f : (X ,U )→ (Y ,U ′) es uniformemente continua, entonces la restricción

f |A : (A,UA)→ (Y ,U ′
) es uniformemente continua.

iii) La topología definida porUA sobre A es la topología inducida sobre A porXU .

Demostración. Ejercicio.

Proposición 11.2.14. Sea
∏

α∈I
(Xα,Uα) el producto de una familia ((Xα,Uα))α∈I de espa-

cios uniformes. Entonces:

i) Un sistema fundamental de entornos sobre
∏

α∈I
(Xα,Uα) se obtiene mediante las

intersecciones finitas de los conjuntos

(πα×πα)−1 [Vα] , (11.29)

donde α ∈ I y los Vα recorren un sistema fundamental arbitrario Vα de entornos
deUα.

ii) Una aplicación f = ( fα) de un espacio uniforme (X ,U ) en
∏

α∈I
(Xα,Uα) es unifor-

memente continua si y sólo si todas las aplicaciones fα =πα ◦ f : (X ,U )→ (Xα,Uα)
son uniformemente continuas.

iii) La estructura uniforme producto
∏

α∈I
Uα define sobre ×{Xα |α ∈ I } la topología

producto
∏

α∈I
XUα .
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iv) Sean (Xα,Uα) espacios uniformes no triviales, i.e. Card Xα ≥ 2 paraα ∈ I . Entonces
∏

α∈I
(Xα,Uα) es metrizable si y sólo si todo (Xα,Uα) es metrizable (α ∈ I ) e I es

numerable.

Demostración. Ejercicio.

11.3. Filtros de Cauchy y espacios uniformes completos

Hemos introducido los espacios uniformes para generalizar los conceptos de continui-
dad uniforme y sucesión de Cauchy. Nos queda todavía esta última tarea; definir lo que
es un filtro de Cauchy en un espacio uniforme general (X ,U ). Para ello procederemos
de la manera siguiente: formularemos primero lo que significa la propiedad de Cauchy
de una sucesión (xn ) en un espacio métrico (X , d ) para el filtro de Fréchet asociado y
generalizaremos después esta condición a filtros cualesquiera en (X ,U ).
(xn ) es una sucesión de Cauchy si y sólo si para todo ϵ > 0 existe una sección final

Sn = {xk | k ≥ n} (n ∈N) tal que Sn es pequeño de orden ϵ (Definición 11.1.1), o sea:

δ (Sn ) = sup {d (xk , xl ) | l , k ≥ n} ≤ ϵ

Para el filtroF generado por {Sn | n ∈N} esto quiere decir: Para todo ϵ > 0 existe
F ∈F pequeño de orden ϵ, esto es:

δ (F )≤ ϵ. (11.30)

Generalizando este resultado obtenemos la definición siguiente:

Definición 11.3.1 (filtro de Cauchy). Sea (X ,U ) un espacio uniforme yF un filtro
(resp. base de filtro) sobre X .F se llama filtro de Cauchy (resp. base de filtro de Cauchy)
si y sólo si para todo entorno V ∈U existe F ∈F de orden V , o sea tal que:

F × F ⊂V (11.31)

Ejemplo 11.3.2. De nuestro procedimiento de definición está claro que 11.3.1 ge-
neraliza 11.1.1 Un filtro de Fréchet F asociado a una sucesión (xn ) en un espacio
seudométrico (X , d ) es de Cauchy si y sólo si la sucesión (xn ) es de Cauchy.

Ejemplo 11.3.3. Sea (X ,µ) un espacio enyugado. Un filtroF sobre X es de Cauchy
en (X ,Uµ) si y sólo si para todo ϵ > 0 y todo subconjunto finito de seudométricas
{d1, . . . , dm} ⊂µ existe F ∈F tal que:

sup
�

di (x , y ) | (x , y ) ∈ F 2 ∧ i = 1, . . . , m
	

≤ ϵ (11.32)

Si µ es saturado entonces esta condición es equivalente a:

∀ϵ > 0,∀d ∈µ ∃F ∈F : d [F × F ]≤ ϵ (11.33)
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Ejemplo 11.3.4. Sea (X ,U ) un espacio uniforme y V (x ) el filtro de vecindades de x
en (X ,XU ). Entonces V (x ) es un filtro de Cauchy, pues para todo V ∈ U existe un
entorno simétrico W ∈U tal que W ◦W ⊂V y, por tanto:

W (x )×W (x )⊂W ◦W ⊂V

Puesto que, todo filtro más fino que un filtro de Cauchy es de Cauchy, se concluye
del ejemplo anterior, el siguiente resultado.

Proposición 11.3.5. En un espacio uniforme (X ,U ) todo filtro convergente es de
Cauchy.

El inverso de esta proposición no se cumple. Por ejemplo, en el espacio métrico
Q, toda sucesión que converge a un número irracional en R, es de Cauchy sin tener
límite enQ. Sin embargo tenemos la siguiente proposición.

Proposición 11.3.6. Todo filtro de Cauchy en un espacio uniforme (X ,U ) converge a
cada uno de sus puntos adherentes.

Demostración. Sea x punto adherente del filtro de CauchyF en (X ,U ). Sea W ∈U
un entorno cualquiera. Debemos probar que existe F ∈ F tal que F ⊂ W (x ). Sea
V ∈U un entorno simétrico tal que V ◦V ⊂W y sea F ∈ F tal que F × F ⊂ V . Sea
además y ∈ F ∩V (x ). Entonces

F ⊂V (y )⊂ (V ◦V )(x )⊂W (x ).

La definición de la continuidad uniforme implica que las imágenes de conjuntos su-
ficientemente pequeños bajo una aplicación uniformemente continua son pequeñas.
Dejamos al lector el precisar esta idea de demostración para la proposición siguiente.

Proposición 11.3.7. Sea f : (X ,U )→ (Y ,U ′) una aplicación uniformemente continua.
SiF es un filtro de Cauchy sobre X , entonces la base de filtro f {F} es de Cauchy en Y .

Nota. Sabemos por (11.1.3) que la imagen continua de un filtro de Cauchy, en general,
no es de Cauchy. Podría pensarse que una aplicación continua que aplica a todo filtro
de Cauchy en una base de filtro de Cauchy tiene que ser uniformemente continua.
Pero esto es falso, como muestra toda aplicación f : R→R que sea continua sin ser
uniformemente continua (p. ej., f (x ) = e x ). En efecto, sobre R todo filtro de Cauchy
es convergente, luego su imagen continua es un filtro convergente.

El importante papel que juega el criterio de convergencia de Cauchy en el cálculo
(sobre R) nos induce a pensar que la clase de los espacios uniformes, para los cuales
se cumple el mismo criterio, es importante para la generalización de los métodos del
análisis a espacios más generales (análisis funcional). Estudiaremos ahora esta clase
de espacios uniformes.
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Definición 11.3.8 (espacio uniforme completo). Un espacio uniforme (X ,U ) se llama
completo si todo filtro de Cauchy sobre X es convergente. Un espacio enyugado se
llama completo si el espacio uniforme asociado es completo.

Entonces los espacios completos son precisamente aquellos para los cuales puede
invertirse la Proposición 11.3.5.

Ejemplo 11.3.9. Rn es completo (n ≥ 1) pues siF es un filtro de Cauchy sobre Rn ,
entonces contiene un subconjunto acotado, luego también un subconjunto compacto
lo cual implica (8.1.1) que tiene un punto de adherencia en Rn . Ahora basta aplicar la
Proposición (11.3.6).

Ejemplo 11.3.10. Sea (X ,X ) un T2−espacio compacto,UX la estructura uniforme
correspondiente. Entonces (X ,UX ) es completo, puesto que todo filtro de Cauchy
sobre X tiene un punto adherente en X .

Está claro que no todo espacio completo es compacto (ver por ejemplo R). Anali-
zaremos brevemente qué condición debe cumplir un espacio completo (X ,U ) para
ser compacto.

Decimos que un espacio uniforme es precompacto si puede aproximarse unifor-
memente tanto como se quiera por un conjunto finito.

Definición 11.3.11 (espacio precompacto). Un espacio uniforme (X ,U ) se llama
precompacto si para todo entorno U ∈U existe una cubierta finita de X , formada por
conjuntos pequeños de orden U . Un subconjunto A ⊂ (X ,U ) se llama precompacto si
es precompacto como subespacio uniforme.

Por tanto (X ,U ) es precompacto si para todo entorno V ∈U existe una familia
finita (xi )i=1,...,n en X tal que

X =
n
∪

i=1
V (xi ) (11.34)

Ejemplo 11.3.12. Todo espacio compacto es precompacto con respecto a su estructura
uniforme.

Ejemplo 11.3.13. Un espacio métrico (X , d ) es precompacto si y sólo si para to-
do ϵ > 0 posee una ϵ−red {x1, . . . , xn} (8.1.7). En particular, todo espacio métrico
precompacto es acotado. Sin embargo, un espacio métrico acotado no es necesa-
riamente precompacto como muestra el espacio métrico R provisto de la métrica
d ′(x , y ) = ı́nf{1, |x − y |}.

Ejemplo 11.3.14. Un subconjunto A ⊂Rn es precompacto si y sólo si es acotado.

Un subespacio X del espacio uniforme Rn es compacto si y sólo si es cerrado y
acotado. Si expresamos esta caracterización a partir de propiedades intrínsecas del
subespacio uniforme X , vemos que X ⊂ Rn es compacto si y sólo si es completo y
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precompacto. Probaremos que esta caracterización es válida para cualquier espacio
uniforme.

Proposición 11.3.15. Un espacio uniforme (X ,U ) es compacto si y sólo si es completo
y precompacto.

Demostración. Sólo queda probar que estas condiciones son suficientes. Sea (X ,U )
completo y precompacto. Verificaremos que (X ,XU ) cumple el criterio (C6) de compa-
cidad. SeaQ un ultrafiltro sobre X . Por ser (X ,U ) completo, basta demostrar queQ
es un filtro de Cauchy. En efecto para todo U ∈U existe una cubierta finita (A1, . . . , An )
de X tal que los conjuntos Ai son todos pequeños de orden V . Por serQ un ultra-
filtro, uno de estos conjuntos debe pertenecer aQ (3.5.20). Por lo tanto, para todo
V ∈U ,Q contiene un elemento pequeño de orden V , de donde se concluye queQ
es de Cauchy.

En particular, obtenemos un nuevo criterio de compacidad para los espacios
métricos (compárese con 8.1.7).

Corolario 11.3.16. Un espacio métrico es compacto si y sólo si es completo y posee, para
todo ϵ > 0, una ϵ−red.

Mencionemos otro corolario.

Corolario 11.3.17. En un espacio completo un subconjunto es precompacto si y sólo si
es relativamente compacto.

Ejercicio 11.3.18. Probar que para un espacio uniforme son equivalentes las proposi-
ciones siguientes:

i) (X ,U ) es precompacto.

ii) Todo ultrafiltro sobre X es de Cauchy.

Después de aclarar la relación existente entre espacios completos y espacios com-
pactos mediante el concepto de precompacto, analizaremos ahora la hereditabilidad
de la completitud.

El subespacioQ⊂Rmuestra que un subespacio de un espacio completo en general
no es completo. Sin embargo, tenemos:

Proposición 11.3.19 (subespacios completos). Todo subespacio cerrado de un espa-
cio completo es completo. Recíprocamente todo subespacio completo de un espacio
uniforme de Hausdorff es cerrado.
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Demostración. Sea (X ,U ) un espacio uniforme y C ⊂ X . Supongamos que (X ,U ) es
completo y C cerrado. Puesto que todo filtro de CauchyF sobre C es una base de
filtro de Cauchy sobre X ,F converge a un punto x0 ∈ X , que debe pertenecer a C por
ser C cerrado (4.1.3).

Supongamos ahora que (X ,U ) es de Hausdorff y C completo. Si x0 ∈C entonces
la trazaFC = {C ∩ F | F ∈F} es un filtro de Cauchy sobre C , entonces converge a un
punto x1 ∈ C . Además, FC evidentemente converge en (X ,U ) al punto x0. Por ser
(X ,U ) de Hausdorff, tenemos la unicidad del límite. Luego x1 = x0 ∈C .

Añadamos otra propiedad de herencia.

Proposición 11.3.20 (caracterización de los productos completos). Sea ((Xα,Uα))α∈I

una familia de espacios uniformes.
∏

α∈I
(Xα,Uα) es completo si y sólo si todos los espacios

(Xα,Uα) son completos.

Demostración. Supongamos que todos los (Xα,Uα) son completos (α ∈ I ). SiF es un
filtro de Cauchy sobre X , entonces todo filtro πα{F} es de Cauchy, luego convergente
en Xα. Por (5.2.6),F es convergente en X . Si inversamente X es completo entonces
todo (Xα,Uα) es completo por ser isomorfo a un subespacio cerrado en X .

Ejemplo 11.3.21. El espacioRX de todas las funciones reales sobre un conjunto X es
completo respecto a la estructura uniforme producto.

La importancia de los espacios completos se verá acentuada mucho más en las
secciones siguientes. Nos contentamos por ahora con aplicar este concepto al pro-
blema de prolongación continua que ya se trató en diversos capítulos anteriores. El
resultado siguiente es básico para muchas aplicaciones.

Teorema 11.3.22 (prolongación de una función uniformemente continua). Sea A un
subespacio de un espacio uniforme (X ,U ) y (Y ,U ′) un T2−espacio completo. Entonces
toda aplicación uniformemente continua

f : (A,UA)→ (Y ,U ′)

tiene una única prolongación continua f : A→ Y . Además, f es uniformemente conti-
nua.

Demostración. La prolongación, si existe, es única, por (7.2.5). Puesto que (Y ,XU ′ ) es
un espacio regular, para probar la existencia es suficiente probar que la imagen de toda
trazaVA(x ) de un filtro de vecindadesV (x ) (x ∈ A) sobre A es convergente. Pero esto es
evidente, porque VA(x ) es un filtro de Cauchy sobre A y f : A→ Y es uniformemente
continua; de donde f {VA(x )} es un filtro de Cauchy en el espacio completo (Y ,U ′).
Queda sólo por probar que la prolongación continua f : A → Y es uniformemente
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continua. Para ello, sea W un entorno cerrado cualquiera de (Y ,U ′). Por hipótesis y
(11.1.23), existe un entorno abierto U ∈U tal que

( f × f )[U ∩ (A×A)]⊂W ;

luego
( f × f )[U ∩ (A×A)]⊂W =W .

Puesto que U es abierto, tenemos U ∩ (A×A) ⊃ U ∩ (A × A), lo cual implica que
U ∩ (A×A) es un entorno sobre A. Por lo tanto, f verifica el criterio (11.24) para el
sistema fundamental de los entornos cerrados en (Y ,U ′).

Corolario 11.3.23. Sean X y Y subespacios densos de T2−espacios completos (X̂ ,Û ) y
(Ŷ ,Û ′). Entonces todo isomorfismo uniforme f : X → Y se prolonga de manera única
en un isomorfismo uniforme f de X̂ sobre Ŷ .

Demostración. Sea g = f −1 · f y g poseen prolongaciones uniformemente continuas
f : X̂ → Ŷ y g : Ŷ → X̂ . Evidentemente g ◦ f y f ◦ g son prolongaciones continuas
de las aplicaciones identidad 1X y 1Y de X̂ e Ŷ respectivamente. Por la unicidad de

estas prolongaciones, tenemos g ◦ f = 1X̂ y f ◦ g = 1Ŷ . Luego f
−1
= g . Por ser ambas

aplicaciones uniformemente continuas, f es un isomorfismo uniforme.

Diversas aplicaciones de los dos resultados anteriores serán estudiados en las
próximas secciones.

11.4. Espacios métricos completos

Estamos acostumbrados a decir que un espacio métrico es competo si en él toda
sucesión de Cauchy es convergente. Esta definición es consecuente con la dada ante-
riormente para espacios uniformes según nos muestra la siguiente:

Proposición 11.4.1. Sea (X , d ) un espacio seudométrico. Entonces son equivalentes:

i) (X ,Ud ) es completo.

ii) Toda sucesión de Cauchy en (X , d ) es convergente.

Demostración. i)⇒ ii) es trivial.
ii)⇒ i): SeaF un filtro de Cauchy en X . Para cada n ∈N, tomemos An ∈F tal que

An ×An ⊂U1/n , (11.35)

donde
U1/n =
�

(x , y ) ∈ X 2 | d (x , y )< 1/n
	

(11.1.10)
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El filtroF ′ ⊂ F generado por (An )n∈N es evidentemente de Cauchy. AdemásF
tiene base numerable y, por lo tanto, puede expresarse como la intersección de todos
los filtros elementales más finos que él (3.5.8).

SiF ′′ es un filtro elemental más fino queF ′, entoncesF ′′ es de Cauchy y, por
tanto convergente a un punto x ∈ X (por i)). Evidentemente, x es punto adherente del
filtro más gruesoF ′; por lo tanto es un punto de convergencia deF ′, por (11.3.6). Por
serF más fino queF ′, se tiene queF converge a x , de lo que se desprende i).

Los espacios métricos completos utilizados en la práctica poseen generalmente
una estructura vectorial. De especial importancia son la clase de los espacios normados
completos llamados Espacios de Banach y de los espacios prehilbertianos completos
llamados Espacios de Hilbert.

Veremos ahora un ejemplo importante para cada una de estas clases de espacios
métricos completos.

Ejemplo 11.4.2. El espacio l2(N) de las sucesiones (xn ) de números reales tales que
∞
∑

n=0
|xn |2 <∞ es de Hilbert.

Sabemos que dicho espacio es prehilbertiano (1.2.6). Demostremos que l2(N) es
también completo. En efecto, sea (x (m )) = (x (m )n ) una sucesión de Cauchy en l2(N). Esto
significa que para cada ϵ > 0 existe un m0 tal que:

p , q ≥m0⇒
∞
∑

n=0

�

�x (p )n − x (q )n

�

�

2 ≤ ϵ (11.36)

Para cada n fijo esto implica, en primer lugar, que la sucesión (x (m )n ) es de Cauchy en
R y, por tanto, converge hacia un límite xn .

En segundo lugar, dejando p ≥m0 fijo y haciendo tender q a∞ en
n
∑

n=0

�

�x (p )n −x (q )n

�

�

2

(n ∈N) obtenemos, por la continuidad del módulo que
n
∑

n=0

�

�x (p )n − xn

�

�

2 ≤ ϵ para todo

n ∈N, entonces
∞
∑

n=0

�

�x (p )n − xn

�

�

2 ≤ ϵ para p ≥m0.

Esto demuestra que la sucesión (x (p )n − xn ) pertenece a l2(N); por tanto, x = (xn )
pertenece también a l2(N) y se tiene que x (m )→ x en l2(N).

Ejemplo 11.4.3. Dado un conjunto A y un espacio métrico (X , d ), el espacio

B (A, X ) = { f | f : A→ X acotada} (11.37)

provisto de la métrica de la convergencia uniforme.

d∞( f , g ) = sup
x∈A
( f (x ), g (x )) (11.38)
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es completo si (X , d ) es completo. En efecto, supongamos que (X , d ) es completo
y sea ( fn ) una sucesión de Cauchy en B (A, X ). Es claro que ( fn ) es también una su-
cesión de Cauchy en X A . Por la Proposición (11.3.20) tenemos que la sucesión ( fn )
converge puntualmente a una cierta función f . Demostremos que fn converge a f
uniformemente.

En efecto, por ser ( fn )de Cauchy en B (A, X ), dado ϵ > 0 existe n0 tal que si m , n ≥ n0,
entonces

∀ x ∈ A, d ( fm (x ), fn (x ))≤ ϵ (11.39)

Dejando n fijo y haciendo tender m→∞ en (11.39), se obtiene para n ≥ n0:

∀ x ∈ A, d ( f (x ), fn (x ))≤ ϵ (11.40)

Concluimos que ( fn ) converge a f uniformemente y que f ∈ B (A, X ).

En particular, si (E ,∥ · ∥) es un espacio de Banach, entonces el espacio vectorial
B (A, E ) provisto de la norma de la convergencia uniforme:

∥ f ∥∞ = sup
x∈A
∥ f (x )∥

es un espacio de Banach.

Ejercicio 11.4.4. Demostrar que para todo espacio normado (E ,∥·∥) su dual topológico
(E ′, | ∥ · ∥ |) es completo donde:

| ∥u∥ |= sup
∥x∥≤1

|u (x )|

El siguiente teorema nos muestra, dentro de las caracterizaciones teóricas de un
espacio métrico completo, una de las más usadas (11.6.4).

Proposición 11.4.5 (Cantor). Un espacio métrico (X , d ) es completo si y sólo si toda
sucesión decreciente (Fn ) de subconjuntos cerrados no vacíos con (δ(Fn )) → 0 tiene
intersección no vacía. Más exactamente

⋂

n∈N
Fn se reduce a un punto.

Demostración. Supongamos que (X , d ) es completo. Evidentemente la condición de
que el diámetro de que los Fn tiende a cero implica que el filtro generado por la base
(Fn ) es de Cauchy y, por tanto, convergente a un cierto punto x0 en (X , d ). Por ser x0 un
punto adherente a dicho filtro, se tiene que x0 ∈ Fn = Fn para todo n , o sea

⋂

n∈N
Fn ̸= ;

Si y0 ∈ Fn para todo n , entonces:

d (x0, y0)≤δ(Fn ); n ∈N
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y, por tanto, x0 = y0.
Recíprocamente supongamos que se cumple la condición expuesta en el teorema.

Sea (xn ) una sucesión de Cauchy en (X , d ). Si (Sn ) es la sucesión de secciones finales
asociadas a (xn ), entonces la familia (S n ) satisface dichas condiciones y, por tanto,
existe x0 ∈
⋂

n∈N
S n . Esto significa que x0 es un punto adherente a la sucesión (xn ) y, por

(11.3.6), se tiene: ĺım
n

xn = x0.

Nota. Los espacios compactos cumplen que
⋂

n∈N
Fn ̸= ; para toda sucesión (Fn ) de-

creciente de cerrados no vacíos, sin ninguna hipótesis adicional. La diferencia entre
ambas clases de espacios, los compactos y los completos se refleja en el teorema
anterior mediante la hipótesis complementaria de que δ(Fn )→ 0, necesaria para los
espacios métricos completos. El hecho de que ser completo sea una propiedad unifor-
me y no topológica, se manifiesta en esta hipótesis que depende esencialmente de la
estructura uniforme definida por la métrica d .

La siguiente condición necesaria para que un espacio métrico sea completo es un
resultado muy usado en topología, y tiene una gran aplicación en análisis, sobre todo
en la demostración de teoremas de existencia (11.6.5).

Teorema 11.4.6 (de Baire). En un espacio métrico completo la intersección de cualquier
familia numerable de conjuntos abiertos densos es densa.

Demostración. Sea (X , d ) un espacio métrico completo y (Dn ) una sucesión de con-
juntos densos y abiertos en (X , d ).

Probaremos que U ∩ (
⋂

n∈N
Dn ) ̸= ; para todo abierto no vacío U en (X , d ). En efecto,

por ser U ∩D1 ̸= ;, existe una bola abierta B1 tal que B 1 ⊂U ∩D1 y δ(B 1)≤ 1. Proce-
diendo por inducción, se puede construir una sucesión (Bn ) de bolas abiertas tales
que:

B n ⊂ Bn−1 ∩Dn y δ(B n )≤ 1/n (11.41)

Entonces:
⋂

n∈N
B n ⊂ (U ∩ (
⋂

n∈N
Dn )); (11.42)

pero las B n satisfacen las condiciones del Teorema de Cantor y, por tanto,
⋂

n∈N
B n ̸= ;

con lo cual queda probado el teorema.

Debido a la importancia del corolario anterior, introduciremos la siguiente defini-
ción.



11. Espacios uniformes y espacios métricos completos 377

Definición 11.4.7 (espacio de Baire). Un espacio topológico (X ,X ) es de Baire si para
cualquier familia numerable (Un ) de conjuntos abiertos densos en X , se tiene que
⋂

n∈N
Un es densa en X .

Ejercicio 11.4.8. Probar que todo espacio localmente compacto y T2 es de Baire.

Se dice que un subconjunto A de un espacio topológico es denso en ninguna parte

si
◦
A = ;. Por ejemplo, todo subconjunto finito de R es denso en ninguna parte. El

siguiente ejercicio nos muestra algunas propiedades de los espacios de Baire en los
cuales utilizaremos los conjuntos densos en ninguna parte.

Ejercicio 11.4.9. 1. Probar que si (X ,X ) es un espacio de Baire entonces se cumple:

i) La unión de cualquier familia numerable de conjuntos densos en ninguna parte
en (X ,X ) tiene interior vacío.

ii) Si X =
⋃

n∈N
An donde cada An es cerrado, entonces al menos uno de ellos tiene

interior no vacío.

iii) X no se puede poner como unión numerable de conjuntos densos en ninguna
parte.

iv) Toda unión numerable de conjuntos cerrados con interior vacío tiene interior
vacío.

2. Decir cuál de estas proposiciones es también suficiente para que un espacio sea de
Baire.

Ejemplo 11.4.10. Se dice que un espacio topológico (X ,X ) es topológicamente com-
pleto si existe una métrica d sobre X tal queX =Xd y (X ,Ud ) es completo. Según el
Teorema de Baire, todo espacio topológicamente completo es de Baire. La propiedad
de Baire puede por lo tanto utilizarse como una condición necesaria para que un es-
pacio sea topológicamente completo. Veremos en lo siguiente que, según este criterio,
el espacioQ no es topológicamente completo. En efecto, basta observar queQ es la
unión numerable de sus conjuntos unitarios que son conjuntos cerrados para ver que
Q no es de Baire.

11.5. Completamiento de un espacio métrico

Evidentemente no todo espacio métrico es completo. En el ejemplo 11.4.10 vimos que
Q no es completo para ninguna distancia topológicamente equvalente a la usual. Sin
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embargo, es por todos conocido el proceso de completamiento deQ que da lugar a
los números reales.R es, en cierto sentido, el menor espacio métrico completo que
contiene aQ. Este proceso, mediante el cual obtenemos R a partir deQ, no es más
que de un tipo particular de extensión (8.6.1) la cual conserva no sólo las propiedades
topológicas, sino también las propiedades uniformes de Q. Hay que destacar esta
propiedad porque existen otras extensiones topológicas que no se comportan de la
misma forma. En el ejemplo 8.6.7, vimos una extensión (compactificación) deQ que
no conserva sus propiedades uniformes, ya que identifica puntos irracionales arbitra-
riamente lejanos. Introduzcamos por lo tanto el concepto de extensión uniforme.

Definición 11.5.1 (inmersión y extensión uniformes). Sean (X ,U ) y (Y ,U ′) dos espa-
cios uniformes:

i) f : (X ,U )→ (Y ,U ′) se llama inmersión uniforme de (X ,U ) si

f : (X ,U )→ ( f [X ],U ′f [X ])

es un isomorfismo uniforme.

ii) El par ( f , (Y ,U ′)) se llama extensión uniforme de (X ,U ) si f : (X ,U )→ (Y ,U ′)
es una inmersión uniforme y f [X ] es denso en (Y ,XU ′ ).

En esta sección nos interesan solamente aquellas extensiones uniformes que son
completas.

Definición 11.5.2 (completamiento). Dado un espacio uniforme (X ,U ) se dice que
la extensión ( f , (Y ,U ′)) es un completamiento de (X ,U ) si (Y ,U ′) es un espacio com-
pleto.

Nota. Para facilitar el lenguaje en determinadas ocasiones convendremos en llamar
completamiento de (X ,U ) solamente al espacio (Y ,U ′).

Un resultado teórico importante nos dice que todo espacio uniforme separado
posee un completamiento único salvo isomorfismo uniforme. No daremos aquí la
demostración en el caso general, sino solamente en el caso de un espacio métrico,
pues es éste en realidad el único resultado que utilizaremos. No obstante, invitamos
al lector a probar el enunciado general en forma de ejercicio orientado (E11.19).

Exigiremos del completamiento de un espacio métrico que conserve no sólo las
propiedades uniformes sino tambén las propiedades métricas del mismo. En efecto,
tenemos el siguiente:

Teorema 11.5.3 (completamiento de un espacio métrico). Todo espacio métrico (X , d )
tiene un completamiento (i , (Y , d )), donde (Y , d ) es un espacio métrico completo e
i : X → i [X ] es una isometría. Además, el completamiento de un espacio métrico es
único salvo isometrías.
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Demostración. Demostraremos primero la unicidad del completamiento. Sean
(i1, (Y1, d1)) y (i2, (Y2, d2)) dos completamientos de (X , d ) (fig. 11.4).

),( 22 dY
! "2 xi

! "1 xi

1
12
#$ iii !

2i

1i
),( 11 dY),( dX

Figura 11.4:

Evidentemente i = i2◦i−1
1 : i1[X ]→ i2[X ] es una isometría y, por tanto, un isomorfis-

mo uniforme. Por el Corolario 11.3.16, i puede extenderse a un isomorfismo uniforme
i : (Y1, d1)→ (Y2, d2) que por continuidad, es claramente una isometría.

Pasemos ahora a probar la existencia del completamiento. Sea x0 ∈ X fijo y defina-
mos la aplicación:

i : X → B (X ,R) (11.43)

que asocia a todo x ∈ X la función g x definida por:

g x (y ) = d (y , x )−d (y , x0) (11.44)

Es claro que g x ∈ B (X ,R) pues

sup
y ∈X
|g x (y )|= sup

y ∈X
|d (y , x )−d (y , x0)| ≤ d (x , x0) (11.45)

Además, i es una isometría de X sobre i [X ], pues

d∞(g x , g x ′ ) = sup
y ∈X
|d (y , x )−d (y , x ′)|= d (x , x ′) (11.46)

Por lo tanto, el par (i , i [X ]) es un completamiento de (X , d ).

Podemos caracterizar ahora los espacios métricos para los cuales su completa-
miento es una compactificación.

Proposición 11.5.4. Un espacio métrico es precompacto si y sólo si su completamiento
es compacto.
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Demostración. Se desprende de 11.3.17.

Nota. Hemos visto en la demostración constructiva del Teorema 11.5.3, que todo
espacio métrico (X , d ) tiene un completamiento que es un subespacio de un espacio
normado. En el caso en que la métrica d venga definida por una norma o un producto
escalar, podemos precisar aún más este resultado, como veremos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 11.5.5. Para cada espacio normado (E ,∥ · ∥) y cada espacio prehilbertiano
(H ,< ·>), existen completamientos (Ẽ ,∥·∥c ) y (H̃ ,< ·>c ) que son, respectivamente, un
espacio de Banach y un espacio de Hilbert tales que ∥ · ∥c y < ·>c son prolongaciones
continuas de ∥ · ∥ y < ·>.

En efecto, siguiendo la demostración del Teorema 11.5.3, considerando (E ,∥ · ∥) en
vez de (X , d ) y x0 = 0, tendremos que E se identifica con el subespacio vectorial i [E ]
de B (E ,R) formado por las funciones g x definidas en (11.44). De (11.45) se desprende
que ∥g x ∥∞ = ∥x∥. Luego, la restricción de la norma de i [E ] = Ẽ a i [E ] coincide con la
norma de E . Pero ∥ · ∥ : i [E ]→R es una aplicación uniformemente continua y, por el
Teorema 11.3.15, tiene una prolongación continua a Ẽ , que por unicidad tiene que
coincidir con la norma ∥ · ∥c de dicho completamiento.

De lo anterior se desprende que todo espacio prehilbertiano (H ,< · >) tiene un
completamiento que es un espacio de Banach, cuya norma es una extensión de la
norma definida por el producto escalar < · >. Por ser dicho producto escalar una
aplicación uniformemente continua de H ×H enRpuede prolongarse continuamente
a H̃ × H̃ , donde H̃ es el completamiento de H . Está claro que esta extensión es un
producto escalar < · >c en H̃ y, por continuidad de la norma definida por < · >c , es
pecisamente la norma de H̃ .

Ejemplo 11.5.6. Consideremos el espacio C([0, 1],R) provisto del producto escalar

< f , g >2=

∫ 1

0

f (t )g (t )dt (11.47)

Es fácil probar (ejercicio E1.4) que C([0,1],R) < · >2) es un espacio prehilbertiano.
Probaremos que no es completo. Para ello definamos la sucesión de funciones ( fn )
donde (11.5):

fn (x ) = ínf
�

(2x )n , 1
	

(11.48)

La sucesión ( fn ) es de Cauchy en C([0, 1],R) ya que si definimos f mediante

f (x ) =

¨

0 si 0≤ x < 1/2;

1 si 1/2≤ x < 1
(11.49)
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2f

1f

Figura 11.5: Gráficas de fn (x ) = ínf{(2x )n , 1

entonces
∫ 1

0

| fn (x )− f (x )|2d x =

∫ 1/2

0

(2x )2n d x =
1

2(2n +1)
→ 0,

de donde se obtiene:





 fn − fm







2
≤

�

∫ 1

0

| fn (x )− f (x )|2d x

�1/2

+

�

∫ 1

0

| fm (x )− f (x )|2d x

�1/2

= 1/2
�

1

2n +1
+

1

2m +1

�

→ 0

Supongamos que existe una función continua g tal que:




 fn − g






2
→ 0

La desigualdad

�

∫ 1

0

�

� f (x )− g (x )
�

�

2
d x

�1/2

≤

�

∫ 1

0

�

� f (x )− fn (x )
�

�

2
d x

�1/2

+

�

∫ 1

0

�

� fn (x )− g (x )
�

�

2
d x

�1/2

prueba que:
∫ 1

0

�

� f (x )− g (x )
�

�

2
d x = 0

Por ser el integrando una función continua salvo en x = 1/2 se obtiene que f y g
pueden diferir solamente para x = 1/2, lo cual contradice la continuidad de g en dicho
punto.
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El espacio prehilbertiano C([0, 1],R),< ·>2) admite un completamiento que deno-
taremos por L2[0, 1] y que es un espacio de Hilbert.

Un resultado interesante es que el producto escalar en L2[0,1] puede expresarse
mediante una integral más general llamada integral de Lebesgue, que coincide para
las funciones continuas con la integral de Cauchy, a partir de la cual se define < ·>2.

11.6. Aplicaciones

Daremos ahora algunas aplicaciones importantes de la noción de completitud a
diversas ramas de la matemática.

Aplicación 1. Teorema del punto fijo

Comenzaremos esta sección con un teorema de gran importancia en análisis numéri-
co; pero para ello necesitamos introducir algunos conceptos. Una aplicación f de un
espacio métrico (X , d ) se dice que es contractante de razón k , si k < 1 y

d ( f (x ), f (y ))≤ k d (x , y ) ∀ x , y ∈ X

Claramente una tal aplicación es uniformemente continua.
Dada una aplicación g : (X , d )→ (X , d ), a cada punto x ∈ X tal que g (x ) = x se

llama un punto fijo de g .

Teorema 11.6.1 (del punto fijo). Cada aplicación contractante f de razón k definida
en un espacio métrico completo (X , d ), tiene un punto fijo único x0, caracterizado por
la siguiente propiedad:

Para cada punto x ∈ X la sucesión de valores iterados

[ f n (x )] = f ◦ f ◦ · · · ◦ f (x ) n−veces

converge al punto x0 con el error de aproximación:

d ( f n (x ), x0)≤
k n

1−k
d [x0, f (x0)] (11.50)

Demostración. Dividiremos la demostración en tres partes:

i) Para todo x ∈ X , ( f n (x )) converge a un cierto punto x0 con el error de aproxima-
ción (11.50).

En efecto, del hecho que

d ( f (x ), f (y ))≤ k d (x , y ) ∀ x , y ∈ X
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se deduce sucesivamente:

d ( f (x ), f 2(x ))≤ k d (x , f (x ))

d ( f n (x ), f n+1(x ))≤ k n d (x , f (x ))

y por tanto de la desigualdad triangular se obtiene:

d ( f n (x ), f n+p (x ))≤ k n (1+k +k 2+ · · ·+k p−1) d (x , f (x ))≤
k n

1−k
d
�

x , f (x )
�

(11.51)

Esto prueba que ( f n (x )) es una sucesión de Cauchy y, por tanto, convergente a un
cierto punto x0 ∈ X para el cual, por (11.51), se cumple:

d ( f n (x ), x0)≤
k n

1−k
d [x , f (x )]

ii) f (x0) = x0.
Si sustituimos x por x0 en la estimación del error tendremos:

d [ f n+1(x0), f (x0)]≤ k d ( f n (x0), x0)≤
k n+1

1−k
d [x0, f (x0)],

lo que implica que la sucesión ( f n (x0)) converge a x0 y f (x0), o sea x0 = f (x0).

iii) Unicidad del punto fijo.
Si y0 fuera otro punto fijo de f , entonces:

d (x0, y0) = d ( f (x0), f (y0))≤ k d (x0, y0)< d (x0, y0)

que es una contradicción.

Aplicación 2. Existencia y unicidad de solución para ecuaciones dife-
renciales de primer orden.

Expondremos ahora un teorema clásico relativo a la existencia de solución local única
para ciertos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. El teorema que de-
mostraremos no es más que una aplicación del teorema del punto fijo desarrollado
anteriormente.

Teorema 11.6.2. Sea f una función continua con valores reales definida sobre un
subconjunto abierto U de R2. Supongamos que existe un número positivo M tal que:

�

� f (x , y1)− f (x , y2)
�

�≤M
�

�y1− y2

�

� .



384 11.6. Aplicaciones

Dado (x0, y0) ∈U , sean b , c y K tales que

S = [x0− c , x0+ c ]× [y0− b , y0+ b ]⊂U

K = sup
��

� f (x , y )
�

� | (x , y ) ∈ S
	

+1.

Entonces, para todo 0< a <mín{c , 1/M , b /K }, existe una función

y : [xo −a , x0+a ]→R

tal que:
y (x0) = y0 (11.52)

y ′(x ) = f (x , y (x )) ∀x ∈ [x0−a , x0+a ] (11.53)

Además, y es la única función que satisface (11.52) y (11.53) sobre el intervalo
[x0−a , x0+a ].

Demostración. Haremos algunas observaciones preliminares.
Para probar este teorema, consideraremos la solución de la siguiente ecuación

integral para y

y (x ) = y0+

∫ x

x0

f (t , y (t ))dt (11.54)

El lector puede fácilmente comprobar que una función y satisface (11.54) si y sólo si
satisface (11.52) y (11.53).

Nuestra estrategia será hallar un espacio completoG de funciones y una aplicación
contractanteψ,ψ: G →G que tenga la siguiente propiedad: si existe una solución y
de (11.54), entonces y ∈G y, además, y es solución de (11.54) si y sólo siψ(y ) = y . Para
complementar esto notemos que cualquier solución y debe ser tal que (x , y (x )) ∈U
para todo x en el dominio de y de manera que f (x , y (x )) esté definido.

Otras consideraciones relativas a la elección del espacioG quedarán claras al lector
en el desarrollo de la demostración.

Sea (x0, y0) ∈U . Por ser U abierto existen b y c tales que el rectángulo:

S = [x0− c , x0+ c ]× [y0− b , y0+ b ]⊂U

Sea a un número cualquiera tal que:

0< a <mı́n
¦

c ,
1

M
,

b

K

©

Notemos que (fig. 11.6)

[x0−a , x0+a ]× [y0− b , y0+ b ]⊂U
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Figura 11.6:

El espacio (C([x0−a , x0+a ],R), d∞) es completo por ser cerrado en a ([x0−a , x0+
a ],R) (11.37), pero este no es el espacio adecuado para nuestros propósitos.

Definamos G como el subespacio de C([x0−a , x0+a ],R)) formado por todos los
elementos y tales que:

y (x ) ∈ [y0− b , y0+ b ], ∀ x ∈ [x0−a , x0+a ].

Evidentemente G es completo por ser cerrado en C([x0 − a , x0 + a ],R), y si y ∈ G ,
entonces (x , y (x )) ∈U para todox ∈ [x0−a , x0+a ].

Definiremosψ sobre G de la siguiente forma:

ψ(g )(x ) = y0+

∫ x

x0

f (t , g (t ))dt (11.55)

El lector puede comprobar queψ[G ]⊂G . Por otra parteψ: G →G es una contracción.
En efecto, si g1, g2 ∈G

�

�ψ(g1)(x )−ψ(g2)(x )
�

�=
�

�

�

∫ x

x0

( f (t , g1(t ))− f (t , g2(t )))dt
�

�

�

≤M

∫ x

x0

�

�g1(t )− g2(t )
�

�dt

≤Mad∞(g1, g2).

Como la desigualdad se cumple independientemente de x ∈ [x0−a , x0+a ], se obtiene:

d∞(ψ(g1),ψ(g2))≤Mad∞(g1, g2)
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lo que implica, queψ es contractante pues de la definición de a , Ma = k < 1. Por el
teorema del punto fijo existe una función y única en G que cumple

ψ(y ) = y

o sea y satisface (11.52) y (11.53).
Si y1 es otra función sobre [x0−a , x0+a ] que satisface (11.52) y (11.53) entonces:

y1(x ) = y0+

∫ x

x0

f (t , y1(t ))dt , ∀ x ∈ [x0−a , x0+a ],

y por tanto:

|y1(x )− y (x )|=
�

�

�

∫ x

x0

f (t , y1(t ))− f (t , y2(t ))dt
�

�

�

≤M a d∞(y1, y2), ∀ x ∈ [x0−a , x0+a ],

de donde
d∞(y1, y2)< d∞(y1, y2),

que es una contradicción.

Aplicación 3. Teorema del vector minimizante

El siguiente teorema es una herramienta fundamental en el estudio de los problemas
de la mejor aproximación en espacios de Hilbert.

Teorema 11.6.3. Sea x un vector en un espacio de Hilbert H y sea K un subconjunto
cerrado y convexo de H . Entonces existe un único vector k0 ∈ K tal que

∥x −k0∥ ≤ ∥x −k∥

para todo k ∈ K . Más aún la condición necesaria y suficiente para que k0 sea el único
vector minimizante es que < x −k0, k −k0 >≤ 0 para todo k ∈ K .

Demostración. (fig. 11.7).
Para probar la existencia sea (kn ) una sucesión en K tal que:

∥x −kn∥→δ= ı́nf
k∈K
∥x −k∥

Por la ley del paralelogramo se tiene:

∥ki −k j ∥2 = 2∥ki − x∥2+2∥k j − x∥2−4







x −
ki +k j

2










2
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Figura 11.7: Distancia mínima a un cerrado convexo

Por la convexidad de K ,
ki +k j

2
está en K y por tanto:








x −
ki +k j

2








≥δ,

de donde

∥ki −k j ∥2 ≤ 2∥ki − x∥2+2∥k j − x∥2−4δ2 −→ 0

En fin, la sucesión (kn ) es de Cauchy y por tanto convergente a un elemento k0 ∈ K .
Por continuidad, ∥x −k0∥=δ.
Para probar la unicidad supongamos que existe k1 ∈ K tal que ∥x −k1∥=δ.
La sucesión:

kn =

¨

k0 si n es par

k1 si n es impar

cumple ∥x − kn∥ → δ, por el argumento anterior (kn ) es de Cauchy y por lo tanto
convergente. Esto sólo puede ocurrir si k0 = k1. Probaremos que si k0 es el único vector
minimizante entonces:

< x −k0, k −k0 >≤ 0

para todo k ∈ K . Supongamos por el contrario que existe un vector k1 ∈ K tal que
< x −k0, k1−k0 >= ϵ > 0. Consideremos el vector kα = (1−α)k0+αk1 (0≤α≤ 1).

Por ser K convexo, kα ∈ K , para 0≤α≤ 1. Además:

∥x −kα∥2 = ∥(1−α)(x −k0) +α(x −k1)∥2

= (1−α)2∥x −k0∥2+2α(1−α)< x −k0, x −k1 >+α
2∥x −k1∥2.
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α 7→ ∥x −kα∥2 es una función diferenciable de α con derivada en α= 0 igual a

d

dα
∥x −kα∥2|α=0 =−2∥x −k0∥2+2< x −k0, x −k1 >

=−2< x −k0, k1−k0 >

=−2ϵ

< 0

)(R!

U

R

Figura 11.8:

Entonces para algún α positivo pequeño ∥x − kα∥ < ∥x − k0∥ lo cual contradice
la propiedad minimizante de k0. Inversamente supongamos que k0 ∈ K es tal que
< x −k0, k −k0 >≤ 0 para todo k ∈ K . Entonces para cualquier k ∈ K , k ≠ k0 tenemos:

∥x −k∥2 = ∥x −k0+k0−k∥2

= ∥x −k0∥2+2< x −k0, k0−k >+∥k0−k∥2

≥ ∥x −k0∥2,

de donde k0 es el único vector minimizante.

Aplicación 4. Teorema de Goursat

El teorema que expondremos a continuación es de gran importancia en el desarrollo
de la teoría de las funciones holomorfas de una variable compleja. La demostración
se basa en el teorema de Cantor.

Teorema 11.6.4 (de Goursat). Si f es holomorfa en un abierto U de C, entonces la
forma diferencial f (z )d z es localmente exacta en U .
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Demostración. Para probar el teorema basta demostrar que la integral de f (z )dz a
lo largo del borde de cada rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados es
nula (fig. 11.9).

)4(R
)3(R

)2(R

)1(R

U

Figura 11.9:

Sea R un rectángulo con lados paralelos a los ejes coordenados y sea Γ (R) el camino
en U formado recorriendo los lados de R en sentido contrario a las manecillas del
reloj. Sea

α(R ) =

∫

Γ (R )

f (z )dz .

Debemos probar que α(R ) = 0
Dividiendo R en cuatro rectángulos tales que

Γ (R ) = Γ (R (1)) + Γ (R (2)) + Γ (R (3)) + Γ (R (4)),

deducimos que existe al menos uno de ellos, llamémosle R (i ) tal que |α(R (i ))| ≥ 1/4|α(R )|.
Repitiendo este procedimiento se construye una sucesión (Rn ) de rectángulos encaja-
dos en U con lados paralelos a los ejes tales que |α(Rn )| ≥ 1/4n |α(R )| (fig.11.7).

Por el teorema de Cantor existe un punto z0 único común a todos los rectángu-
los Rn .

De la derivabilidad de f en z0 se deduce que dado ϵ > 0, existe un entorno V (z0)
de z0 tal que:

| f (z )− f (z0)− (z − z0) f
′(z0)|< ϵ |z − z0|, ∀z ∈V (z0).

Para n suficientemente grande Rn ⊂V (z0). Las formas diferenciales dz y zdz = d (z 2/2),
siendo exactas en U tienen integral nula sobre Γ (Rn ), entonces

|α(R )|=
�

�

�

∫

Γ (Rn )

f (z )d z
�

�

�≤ ϵ
�

�

�

∫

Γ (Rn )

|z − z0|d z
�

�

�≤ ϵ Ln sup
z∈Γ (Rn )

|z − z0|,
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donde LΓ (Rn ) es la longitud de Γ (Rn ).
Pero si d y P son las longitudes de la diagonal y el perímetro de Γ (R n ) entonces

Ln = 2−n P y sup
z∈Γ (R n )

|z − z0| es menor que la diagonal de Rn cuya longitud es 2−n d .

Finalmente |α(Rn )| ≤ ϵ4−n P d . Pero por construcción de los rectángulos
Rn : |α(Rn )| ≥ 4−n |α(R )| de lo cual se deduce |α(R )| ≤ ϵ Pd . Siendo ϵ > 0 arbitrario
el teorema queda probado.

Aplicación 5. Existencia de funciones en C([0, 1],R) que no son deriva-
bles en ningún punto

Como ejemplo de aplicación al Análisis del teorema de Baire veremos el siguiente
teorema de existencia.

Teorema 11.6.5. Existen funciones reales y continuas sobre [0, 1] que no son derivables
en ningún punto de [0, 1].

Demostración. Para cada n = 1, 2, . . . definamos Nn ⊂C([0, 1],R)mediante:

Nn :=
¦

f ∈C([0, 1],R) | ∃ x ∈ [0, 1−1/n ] :∀h ∈ [0, 1/n ]
�

�

�

f (x +h )− f (x )
h

�

�

�≤ n
©

(11.56)

Las únicas funciones de C([0, 1],R) que tienen derivada en algún punto son aquellas
que pertenecen a algún Nn . Nosotros probaremos que

C([0, 1],R) \
⋃

n∈N
Nn ̸= ;

y para ello nos basaremos en el ejemplo 11.4.10.
Es decir, probaremos que cada Nn es denso en ninguna parte y como C([0, 1],R) es

completo no podrá ser igual a
⋃

n∈N
Nn .

1. Cada Nn es cerrado

Es fácil comprobar que la función evaluación W : C([0,1],R) × I → R es conti-
nua (E11.6).

Para cada punto fijo h0 ∈ (0, 1
n ] se tiene que las aplicaciones de

C([0, 1],R)×
�

0, 1−
1

n

�

→R

dadas por

( f , x ) 7→
1

h
· f (x +h0)
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( f , x ) 7→
1

h
f (x )

son también continuas, luego también lo será

( f , x ) 7→
�

�

�

f (x +h0)− f (x )
h0

�

�

�

y por tanto
¦

( f , x )
�

�

�

f (x +h0)− f (x )
h0

�

�

�≤ n
©

es cerrado en C([0, 1],R)×
�

0, 1− 1
n

�

.

La proyección de este conjunto paralela al eje compacto
�

0, 1− 1
n

�

es entonces
cerrada en C([0, 1],R) (E8.10) y es precisamente

N (h0) =
¦

f | ∃ x ∈ [0, 1−1/n ] :
�

�

�

f (x +h0)− f (x )
h0

�

�

�≤ n
©

(11.57)

Como Nn =∩
�

N (h0) | h0 ∈ (0, 1/n ]
	

esto prueba 1.

2. Cada Nn tiene interior vacío

Si f ∈Nn probaremos que en cada bola B ( f ,ϵ) (tomando las bolas con respecto a
la distancia d∞) existe g ∈C([0, 1],R) N)n ; esto es, existe g tal que

i) d∞( f , g )< ϵ

ii) ∀ x ∈ [0, 1− 1
n ] ∃hx ∈ ]0, 1/n ]:

�

�

�

g (x +hx )− g (x )
hx

�

�

�> n

Por el teorema de Weierstrass de aproximación por polinomios que el lector puede
encontrar detallado en el último capítulo existe un polinomio p tal que d∞( f , p )< ϵ/3;
de esta manera necesitamos una función que esté a una distancia menor que ϵ/3 de
p y teniendo la propiedad ii).

Como la derivada p ′ es continua sobre I tenemos:

M =máx{|p ′(x )| | 0≤ x ≤ 1} (11.58)

y definamos S (x ) como una función continua no negativa sobre I cuya gráfica consta
de segmentos de recta, siendo el valor absoluto de la pendiente de cada segmento
M +n +1. La gráfica nunca se eleva más de ϵ/3 unidades por encima del eje x .
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Entonces: d∞(p + s , p )< ϵ/3 y p + s es la función buscada ya que

�

�

�

p (x +h ) + s (x +h )− s (x )−p (x )
h

�

�

�≥
�

�

�

s (x +h )− s (x )
h

�

�

�−
�

�

�

p (x +h )−p (x )
h

�

�

�

y para cada x ∈ [0, 1−1/n ] podemos evidentemente hallar h ∈ [0, 1/n ] tal que el lado
derecho sea mayor o igual que M +n +1−M = n +1.



12
Espacios funcionales

De acuerdo con nuestra motivación inicial para el estudio de los espacios métricos, y
los espacios topológicos y con el carácter de las aplicaciones dadas hasta el momento,
concluimos este libro con un capítulo dedicado completamente a la aplicación de los
resultados obtenidos en los capítulos anteriores a los espacios funcionales.

De esta forma volvemos también al origen histórico del Análisis Funcional.
La idea de considerar las funciones como puntos de un espacio topológico cons-

tituyó el punto de partida para el Análisis Funcional, así como el paso intermedio
esencial para la definición abstracta de los espacios métricos y más tarde de los es-
pacios topológicos. Esta idea surgió como resultado de un largo proceso histórico de
abstracción. Aún a principios del siglo XIX solamente era conocida la noción de una
función arbitraria. Los diferentes conceptos de convergencia (puntual y uniforme)
no se distinguieron con precisión antes de los años 1840/50. El estudio formal de
la convergencia uniforme (encabezado por la escuela italiana: Dini, Arzela, Ascoli)
comenzó en el último tercio del siglo XIX y no fué hasta finales de siglo que utilizaron
sistemáticamente topologías sobre conjuntos de funciones.

En la sección 12.1 veremos que los conceptos de convergencia uniforme y con-
vergencia puntual se derivan de estructuras uniformes sobre el espacio funcional
ℑ(X , Y ) = Y X .

Estudiaremos un método general para introducir estructuras uniformes sobre tales
espacios, las llamadas estructuras uniformes de la σ−convergencia, que compren-
den toda una serie de estructuras uniformes importantes en Análisis Funcional (de
convergencia puntual, convergencia compacta, convergencia acotada, convergencia
uniforme). Expondremos sus propiedades elementales y aplicaremos enseguida los
resultados obtenidos a los subespacios de Y X formados por las funciones acotadas,
las funciones continuas y las funciones multiliniales.

En la sección 12.2 analizaremos una topología sobre ℑ(X , Y ) llamada topología
compacta-abierta que no presupone una estructura uniforme sobre el codominio
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Y sino solamente una topología. En comparación con las estructuras uniformes de
la sección 12.1 que se estudiaron implícitamente desde que se inició en análisis la
investigación de los sucesiones y series de funciones, la topología compacta abierta
es un concepto relativamente reciente. Su importancia en la topología (p. ej., para la
teoría de homotopía) ha crecido considerablemente desde que FOX [69] descubrió las
propiedades básicas que la caracterizan. La topología compacta-abierta en general
no se deriva de una estructura uniforme, pero en el caso de que el codominio sea un
espacio uniforme coincide con la topología de la convergencia compacta.

Los resultados expuestos en la sección 12.2 profundizan a la vez nuestros conoci-
mientos sobre esta topología.

Continuaremos el estudio de la topología de la convergencia compacta en la sec-
ción 12.3 donde deduciremos los resultados clásicos de Ascoli sobre los conjuntos de
funciones que son compactos en esta topología. Presentaremos además en la sección
12.3 dos aplicaciones del teorema de Ascoli, una en análisis complejo y otra en la
teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias, a saber: la caracterización de las familias
normales de Montel y el teorema de existencia de Peano.

La última sección 11.4 expone el tratamiento sistemático de M. H. Stone, sobre
la aproximación uniforme de funciones reales continuas definidas sobre un espacio
compacto. Esta exposición culmina con el teorema de Stone-Weierstrass que genera-
liza el teorema de Weierstrass sobre la aproximación uniforme de una función real
continua por polinomios en un intervalo compacto [a , b ]. Aplicaremos este teorema
para estudiar la relación entre la estructura algebraica del anillo C(X ,R) y la estructura
topológica del espacio (X ,X ). El método presentado en esta parte constituye una
herramienta básica de dos ramas del Análisis Funcional: la teoría de los anillos de
funciones reales continuas y la teoría de las álgebras uniformes (complejas).

12.1. Estructuras uniformes sobre espacios funcionales

Sean X un conjunto y (Y , d ) un espacio seudométrico. Hasta el momento conocemos
dos conceptos de convergencia sobre el espacio ℑ(X , Y ) = Y X , la convergencia unifor-
me y la convergencia puntual que no sólo corresponden a dos topologías diferentes
(véase Capítulo 1), sino también a dos estructuras uniformes diferentes sobre ℑ (X , Y ).
Analizaremos ahora detalladamente el proceso de definición de ambas estructuras
uniformes con vista a desarrollar un método general para la introducción de estructu-
ras uniformes en los espacios funcionales ℑ(X , Y ) que comprenda a ambas estructuras
uniformes como casos particulares.

Si (Y , d ) es un espacio métrico entonces la topología de la convergencia uniforme
sobre un subconjunto A ⊂ X (1.4.6) está definida por una estructura uniforme sobre
ℑ(X , Y ).
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Ejemplo 12.1.1. Sea (Y , d ) un espacio (seudo)métrico y A ⊂ X . Decimos que f y g
son vecinos de orden ϵ (ϵ > 0) sobre A si

dA( f , g ) = sup{d ( f (x ), g (x )) | x ∈ A} ≤ ϵ (12.1)

Para todo ϵ > 0, los pares ( f , g ) con esta propiedad forman un entorno

W (A,ϵ) := {( f , g ) | f , g ∈ ℑ(X , Y ) ∧ dA( f , g )≤ ϵ} (12.2)

La colección de estos entornos

Bu/A := {W (A,ϵ) | ϵ > 0}

es un sistema fundamental de entornos para una estructura uniformeUu/A que se
llama estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre A. El espacio ℑ(X , Y )
provisto de esta estructura uniforme se denota por ℑA(X , Y ).

La topología de ℑA(X , Y ) es precisamente la topología de la convergencia uniforme
sobre A definida por la seudométrica dA (1.4.6) (fig. 12.1)

!

X

A

g

f

Figura 12.1: ( f , g ) ∈W (A,ϵ)

Tenemos fn −→ f en ℑA(X , Y ) si y sólo si

∀ϵ > 0 ∃N ∈N : ( fn , f ) ∈W (A,ϵ) para n ≥N (12.3)

Es evidente cómo hay que generalizar la definición de la estructura uniformeUu/A si
tenemos como codominio un espacio uniforme (Y ,U ) en vez de un espacio métrico
(Y , d ). Se verifica fácilmente que la colección de todos los entornos

W (A, V ) := {( f , g ) ∈ ℑ(X , Y ))2 | ∀ x ∈ A : ( f (x ), g (x )) ∈V } (12.4)



396 12.1. Estructuras uniformes sobre espacios funcionales

donde V recorreU , verifica las condiciones BU 1-BU 3 para un sistema fundamental
de entornos. Por lo tanto podemos hacer la siguiente definición (ver 11.1.8).

Definición 12.1.2 (estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre A). Sea X
un conjunto, A ⊂ X y (Y ,U ) un espacio uniforme. Entonces la estructura uniforme
Uu/A sobre ℑ(X , Y ) definida por el sistema fundamental

{W (A, V ) |V ∈U } (12.5)

se llama estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre A. El espacio ℑ(X , Y )
provisto de esta estructura uniforme se denota por ℑA(X , Y ) y la topología correspon-
diente se llama topología de la convergencia uniforme sobre A. Se dice que una base
de filtroL sobre ℑ(X , Y ) converge uniformemente sobre A a f ∈ ℑ(X , Y ) (Notación:
L →

u/A
f ) siL converge a f con respecto a esta topología.

Nota. Si A = X se habla de convergencia uniforme sin especificar que es sobre X . En
este caso se utilizan las notaciones siguientes ℑu (X , Y ),Xu/X ,Uu yL →

u
f en vez de

ℑX (X , Y ),Xu/X yL →
u/X

f .

Consideremos ahora, brevemente, la estructura uniforme asociada al segundo
concepto clásico de convergencia, la convergencia puntual. Este concepto viene a
estar definido por la estructura uniforme producto sobre ℑ(X , Y ) = Y X . Con vista a
hallar un enfoque unificado para ambas estructuras uniformes analizaremos ahora la
estructura uniforme producto en el lenguaje del ejemplo y la definición anterior.

Ejemplo 12.1.3. Sea X un conjunto y (Y ,U ) un espacio uniforme. La estructura
uniforme productoUp sobre ℑ(X , Y ) = Y X es la más gruesa con respecto a la cual
todas las aplicaciones evaluación f 7→ f (x ) de ℑ(X , Y ) en (Y ,U ) son uniformemente
continuas (x ∈ X ). Los entornos:

W ({x }, V ) = {( f , g ) ∈ (ℑ(X , Y ))2 | ( f (x ), g (x )) ∈V } (12.6)

(x ∈ X , V ∈U ) constituyen una subbase deUp , que se llama estructura uniforme de
la convergencia puntual.

Obtenemos un sistema fundamental de entornos paraUp si formamos todas las
intersecciones finitas

n
∩

i=1
W ({xi }, V ) =W ({x1, . . . , xn}, V ) (12.7)

V ∈U ; n ∈N; x1, . . . , xn ∈ X

Si fijamos el subconjunto finito F = {x1, . . . , xn} ⊂ X y dejamos variar V en U , los
entornos (12.7) definen precisamente la estructura uniformeUu/F de la convergencia
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uniforme sobre F en ℑ(X , Y ). Resulta que podemos caracterizarUp también como la
estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre todos los subconjuntos finitos
de X , o sea, como el supremo de todas las estructuras uniformesUu/F donde F recorre
todos los subconjuntos finitos de X . Esto es:

Up = sup{Ux | x ∈ X }= sup{Uu/F | F ⊂ X finito} (12.8)

y se tiene:
F −→ f en ℑp (X , Y )⇐⇒∀ x ∈ X :F (x )−→ f (x ) (12.9)

⇐⇒∀F ⊂ X finito :F | F −→
u

f | F

Ahora esta claro cómo se puede generalizar el procedimiento anterior para definir
Up de tal manera que el método obtenido comprenda también la definición deUu .

En vez de considerar sólo la convergencia uniforme sobre subconjuntos finitos F
de X podemos estudiar la convergencia uniforme sobre los conjuntos de cualquier
colección dadaσ⊂P (X ). La estructura,Uu/A de convergencia uniforme sobre A ⊂ X
se obtiene poniendo sencillamenteσ= {A}.

Y

!

g

f

X
nx3x

2x1x

!

Figura 12.2: ( f , g ) ∈W (A,ϵ)

Definición 12.1.4 (estructura uniforme de laσ−convergencia). Sea X un conjunto,
σ ⊂ P (X ) y (Y ,U ) un espacio uniforme. Entonces la estructura uniforme supre-
ma de todas las estructuras uniformes Uu/A(A ∈ σ) se llama estructura uniforme
de la σ−convergencia sobre ℑ(X , Y ) (notación Uσ). La topología asociada se llama
σ−topología (notación:Xσ). Se dice que una base de filtroL sobre ℑ(X , Y ) converge
uniformemente sobre los conjuntos deσ a una función f : X −→ Y , siL converge a
f en el espacio uniforme ℑσ(X , Y ) := (ℑ(X , Y ),Uσ) (Notación:L −→

σ
f ).
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De esta definición, se obtiene un sistema fundamental de entornos paraUσ to-
mando todas las intersecciones

n
∩

i=1
W (Ai , V ) =W
� n
∪

i=1
Ai , V
�

(12.10)

donde V recorre un sistema fundamental de entornos de U y {A1, . . . , An} es una
subcolección finita deσ (11.2.10).

Si denotamos por restA la aplicación f → f | A de ℑ(X , Y ) en ℑA(A, Y ) entonces
Uσ es la estructura uniforme más gruesa sobre ℑ(X , Y ) tal que todas las aplicaciones
restA(A ∈σ) son uniformemente continuas, o seaUσ es la estructura uniforme inicial
sobre ℑ(X , Y ) definida por la familia (restA)A∈σ:

Uσ =U (restA ,ℑA(X , Y ))A∈σ (12.11)

De aquí resulta, por 11.2.10, queUσ define efectivamente la topología de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos deσ:

F −→ f en ℑA(X , Y )⇐⇒∀A ∈σF | A−→
u

f | A (12.12)

Por (12.10),Uσ no cambia si añadimos aσ todas las uniones finitas de conjuntos de
σ (saturación por uniones finitas), o si añadimos todos los subconjuntos de conjuntos
deσ (saturación por subconjuntos):

σ= {S ∈P (X ) | ∃A1, . . . , An ∈σ : S ⊂
n
∪

i=1
Ai }=⇒Uσ =Uσ (12.13)

En el caso de queσ sea saturada, ya los entornos

W (A,V ) (A ∈σ,V ∈U ) (12.14)

forman un sistema fundamental de entornos deUσ.
Si (Y , d ) es un espacio seudométrico entonces la estructura uniformeUσ sobre

ℑ(X , Y ) se define mediante la colección de seudométricas.

µσ = {dA | dA = sup{dx | {x ∈ A}∧A ∈σ} (12.15)

Veremos ahora, como ejemplo, los cuatro tipos deσ−convergencia que más se utilizan
en las aplicaciones.

Ejemplo 12.1.5 (estructura uniforme de la convergencia uniforme). Seaσ= {X }. En-
toncesℑσ(X , Y ) = ℑu (X , Y ) está provisto de la estructura uniforme deσ−convergencia
más fina que existe sobre ℑ(X , Y ). Hemos visto que ℑu (X , Y ) es seudometrizable si lo
es (Y ,U ) (ejemplo 12.1.1).



12. Espacios funcionales 399

Ejemplo 12.1.6 (estructura uniforme de la convergencia puntual). Seaσ= {{x } | x ∈
X } la colección de todos los subconjuntos unitarios de X . Entonces, por el ejemplo
12.1.3, ℑσ(X , Y ) = Y X . Por (12.12) y (12.13) Uσ es la más gruesa de las estructuras
uniformes deσ−convergencia tal queσ es una cubierta de X . La saturaciónσ deσ
es la colección de todos los subconjuntos finitos de X , luego la caracterización (12.8)
deUp es sólo un caso particular de (12.13).

Ejemplo 12.1.7 (estructura uniforme de la convergencia compacta). Supongamos
ahora que (X ,X ) es un espacio topológico. Siσ es la colección de todos los subconjun-
tos compactos de (X ,X ),Uσ (resp.Xσ) se llama estructura uniforme (resp. topología)
de la convergencia compacta sobre ℑ(X , Y ) (notaciónUc ; ℑc (X , Y );Xc ). Puesto queσ
es saturado por uniones finitas (8.1.15), los entornos W (C , V ) con (C ⊂ X ) compacto
y (V ∈U ) forman un sistema fundamental de entornos paraUc . Por lo tanto, si (Y ,U )
es seudometrizable y si (X ,X ) esσ−compacto, entonces ℑc (X , Y ) es seudometrizable.
La estructura uniformeUc es más fina queUp pero más débil queUu . La convergencia
compacta se caracteriza por:

F −→
c

f ⇐⇒∀C ⊂ (X ,X ) compacto: F |C −→
u

f |C (12.16)

Ejemplo 12.1.8 (estructura uniforme de la convergencia acotada). Supongamos ahora,
más específicamente, que (X , d ) es un espacio seudométrico (para mayor generalidad
podríamos considerar un espacio bornológico (X ,L )). Entonces se emplea a veces
sobre ℑ(X , Y ) la estructura uniforme de la convergencia acotada Ua definida por
la colección σ = {A ∈ P (X ) | δ(A) <∞} de todos los subconjuntos acotados de
(X , d ). Esta estructura uniforme depende no sólo de la topología sino también de la
seudométrica específica sobre X .

Sea x0 ∈ X fijo y Bn := B (x0, n ) para n ∈N. La sucesión de bolas (Bn ) recubre X de
tal manera que todo subconjunto acotado B ⊂ (X , d ) está contenido en alguna bola
Bn . Concluimos que los entornos

W (Bn , V ) (n ∈N, V ∈U ) (12.17)

contituye un sistema fundamental paraUa . Por lo tanto ℑa (X , Y ) := (ℑ(X , Y ),Ua ) es
seudometrizable siempre que (Y ,U ) lo sea.

Para todo espacio seudométrico (X , d ) tenemos sobre ℑ(X , Y )

Up ⊂Uc ⊂Ua ⊂Uu (12.18)

La convergencia acotada se caracteriza por

F −→
a

f ⇐⇒∀B ⊂ X ,δ(B )<∞ :F | B −→
u

f | B (12.19)
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Nota. Observemos que las estructuras uniformesUσ constituyen únicamente una
clase de estructura uniformes sobre ℑ(X , Y ). Existen otras estructuras uniformes dife-
rentes y son importantes especialmente para subespacios de ℑ(X , Y ). Por ejemplo, las
estructuras uniformes definidas por la convergencia en media o en media cuadrática
consideradas en la Sección 1.1.

La importancia de la definición de las estructuras uniformes deσ−convergencia, se
basa en su papel unificador que permite encontrar propiedades comunes de diversas
estructuras uniformes sobreℑ(X , Y ), sin reparar en las exigencias particulares que cada
una efectúe sobre X . Deduciremos en lo que sigue una serie de resultados, excluyendo
los casos triviales donde ∪σ= ; o card Y ≤ 1.

Proposición 12.1.9. El espacio ℑσ(X , Y ) es de Hausdorff si y sólo si (Y ,Xu ) es de Haus-
dorff y X =∪σ (suponiendo que Card Y ≥ 2).

Demostración. Sea 〈Y 〉 el subespacio de todas las aplicaciones constantes 〈y 〉: x 7→ y
de X en Y . La biyecciónϕ : y →〈y 〉 de (Y ,U ) sobre 〈Y 〉 es uniformemente bicontinua.
Luego (Y ,U ) es isomorfo a 〈Y 〉 como espacio uniforme. De aquí se concluye que
(Y ,Xu ) es de Hausdorff si ℑσ(X , Y ) lo es.

Supongamos ahora que (Y ,Xu ) es de Hausdorff. Si X ̸= ∪σ entonces Xσ ⊃ Xp ,
entonces ℑσ(X , Y ) es de Hauusdorff, por 7.2.8. Inversamente, si existe x0 ∈ X \ ∪σ,
entonces dos funciones f , g : X → Y que no coincidan en x0 sobre Uσ no pueden
separarse en ℑσ(X , Y ).

Teorema 12.1.10. Para un filtro (resp. base de filtro)F sobre ℑσ(X , Y ) son equivalentes
los siguientes enunciados:

i) F −→
σ

f ;

ii) F es de Cauchy y para toda x ∈∪σ :F (x )−→ f (x ). Esta caracterización permi-
te reducir la σ−convergencia a la convergencia puntual en ∪σ, si sabemos de
antemano queF es de Cauchy.

Demostración. i)=⇒ ii): SiF→
σ

f , entoncesF es de Cauchy por 11.3.5 yF (x )−→ f (x )
para todo x ∈ ∪σ por ser ex : u 7→ u (x ) de ℑσ(X , Y ) en (Y ,U ) continuas para todo
x ∈∪σ.

ii) =⇒ i): Sea V ∈U cerrado y A ∈σ. Por hipótesis existe F ∈ F tal que F × F ⊂
W (A, V ) o sea:

(u (x ), v (x )) ∈V para todos u , v ∈ F ∧ x ∈ A

Puesto que F (x ) −→ f (x ), f (x ) es punto adherente de F (x ) = {v (x ) | v ∈ F } para
todo x ∈ A. Pero V es un entorno cerrado. Luego (u (x ), f (x )) ∈ V para todo u ∈ F y
todo x ∈ A. Esto significa que F ⊂W (A, V )( f ). Concluimos que para todo entorno
W =W (A, V ) deUσ existe F ∈F contenido en W ( f ), o seaF −→ f .
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Corolario 12.1.11. Si (Y ,U ) es completo entonces ℑσ(X , Y ) es completo.

Demostración. SeaF un filtro de Cauchy sobre ℑσ(X , Y ). Para todo x ∈∪σ la base de
filtro de CauchyF (x ) = ex {F} converge a un punto y = y (x ) en (Y ,U ) por ser éste
completo. Definamos f : X → Y mediante f (x ) = y (x ) para x ∈ ∪σ y f (x ) = y0 ∈ Y
arbitrario fijo si x ∈ X \ (∪σ). EntoncesF (x )−→ f (x ) sobre ∪σ. EntoncesF −→

σ
f por

el teorema anterior.

Dejamos al lector comprobar que la hipótesis del corolario anterior es también
necesaria en el caso de que ℑσ(X , Y ) sea de Hausdorff.

Ejercicio 12.1.12. Sea 〈Y 〉 el subespacio de las funciones constantes en ℑ(X , Y ) y
σ una cubierta de X . Probar que 〈Y 〉 es cerrado en ℑσ(X , Y ) si y sólo si (Y ,U ) es
de Hausdorff. Concluir de aquí que el espacio ℑσ(X , Y ) es T2−completo si y sólo si
(Y ,U ) es T2−completo. Aplicaremos ahora estos resultados a algunos subespacios
importantes de ℑ(X , Y ).

Aplicación 1. Subespacio B (X , Y ) de aplicaciones acotadas.

Supongamos que (Y , d ) es un espacio seudométrico. Entonces denotamos por B (X , Y )
al espacio de todas las aplicaciones acotadas f : X → (Y , d ). En lo que sigue consi-
deraremos solamente la estructura uniforme Uu de la convergencia uniforme en
B (X , Y ).

Proposición 12.1.13. B (X , Y ) es a la vez abierto y cerrado en ℑu (X , Y ).

Demostración. Sea f ∈ ℑ(X , Y ). Entonces la bola abierta

B ( f , 1) = {u ∈ ℑ(X , Y ) | d∞(u , f )< 1}

contiene solamente funciones acotadas si f es acotada y solamente funciones no
acotadas si f no es acotada. Por lo tanto, B (X , Y )⊂ℑu (X , Y ) y ∁B (X , Y )⊂ Fu (X , Y ) son
abiertos.

Como aplicación del Corolario 12.1.11 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 12.1.14. El espacio B (X , Y ) provisto de la estructura uniforme inducida por
Uu (Notación Bu (X , Y )) es completo, si (Y ,U ) es completo.

La estructura uniforme de Bu (X , Y ) coincide con la estructura uniforme definida
por la seudométrica canónica sobre Bu (X , Y ):

d∞( f , g ) = sup{d ( f (x ), g (x )) | x ∈ X } (12.20)
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(Este supremo es siempre un número real, pues f y g son acotadas). d∞ es una métrica
en Bu (X , Y ) siempre que d sea una métrica sobre Y . Si Y es un espacio normado
(E ,∥ · ∥), entonces d∞ se deriva de la norma canónica ∥ · ∥∞ sobre Bu (X , E ) definida
por

∥ f ∥∞= sup{∥ f (x ) ∥ | x ∈ X } (12.21)

(B (X , E ), ∥ · ∥∞) es un espacio normado que tiene la misma estructura uniforme que
Bu (X , E ). Recuperamos entonces, mediante el Corolario 12.1.14, el siguiente resultado
de que (B (X , E ),∥ · ∥∞) es un espacio de Banach si y sólo si (E ,∥ · ∥) es un espacio de
Banach (11.4.3).

Consideremos ahora el caso particular en que E =R ó E =C. Entonces B (X , E ) es
un álgebra conmutativa unitaria (con respecto al producto f ·g (x ) = f (x )g (x )) cuya
norma cumple la propiedad característica de un álgebra normada.

∥ f · g ∥∞≤∥ f ∥∞ · ∥ g ∥∞ (12.22)

Además, (B (X , E ),∥ · ∥∞) es completo, o sea es un álgebra de Banach.

Aplicación 2. Subespacio C(X , Y ) de aplicaciones continuas.

Supongamos ahora que (X ,X ) es un espacio topológico, (Y ,U ) un espacio uniforme
yσ⊂P (X ). Entonces denotamos por Cσ(X , Y ) al subespacio de todas las funciones
continuas u : X → Y en ℑσ(X , Y ). El conocido teorema del Análisis que dice que todo
límite uniforme de una sucesión de funciones continuas, es continua, se enuncia a
continuación en forma más general.

Teorema 12.1.15. C(X , Y ) es cerrado en ℑu (X , Y ).

Demostración. Copiaremos sencillamente la demostración conocida del análisis. Sea
g ∈ C(X , Y ) en ℑu (X , Y ) y x0 ∈ X . Basta probar que g es continua en x0. Sea V un
entorno cualquiera deU . Existe f ∈C(X , Y ) tal que ( f (x ), g (x )) ∈V para todo x ∈ X .
Por ser f continua, existe U ∈V (x0) tal que ( f (x ), f (x0)) ∈V para todo x ∈U . De aquí
se concluye que

(g (x0), f (x0)) ∈V ∧ ( f (x0), f (x )) ∈V ∧ ( f (x ), g (x )) ∈V

entonces (g (x0), g (x )) ∈
3

V . Puesto que los entornos
3

V (V ∈U ) en (Y ,U ) forman un
sistema fundamental de entornos deU (11.1), tenemos que g ∈C(X , Y ).

Este resultado no se generaliza para σ−topologías Xσ cualesquiera. De hecho
sabemos queC(X , Y ) en general no es cerrado enℑp (X , Y ), puesto que el límite puntual
de una sucesión ( fn ) de funciones continuas no es necesariamente continua. Sin
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embargo, si g ∈ C(X , Y ) entonces g es continua en todo punto x0 contenido en el

interior
◦
A de cualquier conjunto A ∈σ. En efecto, basta aplicar el teorema anterior al

espacio C(
◦
A, Y ) en ℑu (A, Y ) para ver que g | ◦

A
∈C(

◦
A, Y ) =C(A, Y ). En particular se tiene

el siguiente resultado.

Corolario 12.1.16. Seaσ⊂P (X ) tal que ∪{
◦
A | A ∈σ}= X . Entonces C(X , Y ) es cerrado

en ℑσ(X , Y )

De aquí se deduce inmediamente.

Corolario 12.1.17. Sea (X ,X ) localmente compacto. Entonces C(X , Y ) es cerrado en
ℑc (X , Y ). Además Cc (X , Y ) es completo si (Y ,U ) es completo.

Corolario 12.1.18. Sea (X , d ) un espacio seudométrico. Entonces C(X , Y ) es cerrado en
ℑa (X , Y ). Además ℑa (X , Y ) es completo si (Y ,U ) es completo.

Ejemplo 12.1.19. Sobre el álgebra C(Rn ,R) las estructuras uniformesUc yUa coinci-
den (Ejemplo 12.1.8). Y

Cc (Rn ,R) =Ca (Rn ,R) es metrizable.

Concluimos, a partir del corolario anterior, que Cc (Rn ,R) es un espacio completo
metrizable. En particular, es un espacio de Baire.

Aplicación 3. Subespacio de las funciones multilineales continuas.

Sean (E ,∥ · ∥), (Ei ,∥ · ∥i ) (i = 1, . . . , n ) espacios normados sobreR o C. Una aplicación

f : (x1, . . . , xn )→ f (x1, . . . , xn ) de E1× · · ·×En en E

se llama n−lineal si es lineal con respecto a cada una de las coordenadas x j . Denote-
mos por L (X , E ) al espacio de las aplicaciones n−lineales continuas de

X = E1× · · ·×En en E .

En este espacio, contrariamente a los anteriores, la estructura uniforme fundamental
es la de la convergencia acotada.

Las tres proposiciones que siguen son ejercicios sencillos de aplicación de los
conceptos estudiados en esta sección.

Proposición 12.1.20. La norma canónica sobre L (X , E ):

∥ f ∥L= sup{∥ f (x1, . . . , xn ) ∥ : ∥ xi ∥i≤ 1 para i = 1, . . . , n} (12.23)

define sobre L (X , E ) la estructura uniforme de la convergencia acotada.
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Demostración. Ejercicio.

Proposición 12.1.21. L (X , E ) es cerrado enℑ(X , E )para la topología de la convergencia
acotada.

Demostración. Ejercicio.

Corolario 12.1.22. (L (X , E ),∥ · ∥L ) es de Banach si y sólo si (E ,∥ · ∥) es de Banach.

Ejemplo 12.1.23. Sea (F,∥ · ∥) un espacio normado. Entonces el espacio dual F ′ =
L (F,R) provisto de la norma canónica

∥ y ∥= sup{| y (x ) |:∥ x ∥≤ 1} (y ∈ F ′)

es un espacio de Banach.

12.2. La topología compacta abierta

En la sección anterior hemos introducido toda una serie de estructuras uniformes
diferentes sobre ℑ(X , Y ). En esta sección cambiaremos nuestro enfoque, No analizare-
mos estructuras uniformes sino una topología sobre C(X , Y ) que en cierto sentido es
una generalización de la topología de la convergencia compacta.

Partimos del problema siguiente. Sean (X ,X ), (Y ,Y ), (Z ,Z ) espacios topológicos
y ( fy )y ∈Y una familia indizada de aplicaciones continuas fy : X → Z . Tal familia puede
representarse por medio de una aplicación f : (x , y ) 7→ f (x , y ) = fy (x ) de X × Y en
Z o de forma equivalente por una aplicación f̃ : y 7→ fy de Y en ℑ(X , Z ). Si f es
continua decimos que ( fy )y ∈Y es una familia (continuamente) parametrizada (p.ej.,las
homotopías, véase 6.4.1 y 6.5). Nos planteamos el problema de ver si es posible proveer
a ℑ(X , Y ) de una topología con respecto a la cual la continuidad de f se exprese
equivalentemente por la continuidad de f̃ .

Veremos que este problema se resuelve, para espacios localmente compactos
(X ,X ), definiendo la topología siguiente sobre ℑ(X , Y ).

Definición 12.2.1 (topología compacta-abierta). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topoló-
gicos. Entonces la topologíaXca sobre ℑ(X , Y ) generada por la subbase de todos los
conjuntos

F (K ,U ) := { f ∈ ℑ(X , Y ) | f [K ]⊂U } (K ⊂ X compacto, U ∈Y ) (12.24)

se llama topología compacta-abierta sobre ℑ(X , Y ). (Notación: ℑca(X , Y )).
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Para todo subconjunto H ⊂ℑ(X , Y ) la topología inducida porXca se llama topolo-
gía compacta-abierta sobre H y se denotará también porXca cuando no haya lugar a
dudas.

⇝Nota. A pesar de la similitud existente en la notación entre los entornos W (A, V )
de lasσ−topologías y los conjuntos F (K ,U ), estos últimos son solamente abiertos en
la topologíaXca. En general no constituyen una base sino una subbase deXca.

! "Kg

U

0f

g

K

X

Figura 12.3: g ∈ F (K ,U ) con V ( f0[K ])

La idea intuitiva, precisada en la definición anterior, es la de considerar una apli-
cación g : X → Y ‘cerca’ de f : X → Y (sobre un compacto K ⊂ X ) si g [K ] se mantiene
dentro de una vecindad dada U de f [K ] (fig. 12.3).
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Figura 12.4: Función g de una vecindad de f0 en Fp (X , Y )
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Resulta instructivo compararXca sobre ℑ(X , Y ) = Y X con la topología producto
Xp . Un sistema fundamental de vecindades de una función f0 : X → Y en el espacio
ℑp (X , Y ) = Y X está formado por los conjuntos:

n
∩

i=1
F ({xi },Ui ) =

n
∩

i=1
π−1

xi
[Ui ] (xi ∈ X ,Ui ∈ Y ) (12.25)

Estos conjuntos contienen todas las funciones f : X → Y que ‘pasan por las puertas
Ui en los puntos xi ’ según nos muestra la figura 12.4.

En cambio, un sistema fundamental de vecindades de f0 en ℑca(X , Y ) viene dado
por los conjuntos

n
∩

i=1
F (Ki ,Ui ) =

n
∩

i=1
∩

Ki∈X
π−1

Ki
[Ui ] (Ki ⊂ X compacto)

Ui ∈ B0( f [Ki ]) (12.26)

Como veremos en la siguiente figura, estos conjuntos contienen todas las funciones
que pasan por los túneles en Ui a lo largo de los compactos Ki (fig. 12.5).
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Figura 12.5: Función g de una vecindad de f0 en Fc a (X , Y )

Si (X ,X ) es un espacio indiscreto, entonces las topologías Xp y Xca coinciden
evidentemente sobre ℑ(X , Y ).

Ejercicio 12.2.2. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos. Entonces la aplicación
y 7→ 〈y 〉 que asocia a todo y ∈ Y la función constante 〈y 〉: x 7→ y de X en Y es una
inmersión de (Y ,Y ) en ℑca(X , Y ).

Ejercicio 12.2.3. Sean (X ,X ) y (Y ,Y ) espacios topológicos. Probar que
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i) ℑca(X , Y ) es de Hausdorff si y sólo si (Y ,Y ) es de Hausdorff.

ii) Fca(X , Y ) es regular si y sólo si (Y ,Y ) es regular.

(Indicación: probar que F (K ,U )⊂ F (K ,U )).

iii) Ninguno de los axiomas T4, AN1, AN2 ni la compacidad ni la conexidad se
heredan de (Y ,Y ) a ℑca(X , Y ).

Teorema 12.2.4 (de Fox). Sean (X ,X ), (Y ,Y ) y (Z ,Z ) espacios topológicos y sea f una
aplicación de X ×Y en Z .

i) Si f es continua entonces la aplicación f̃ : y 7→ fy de (X ,X ) en Cca(X , Z ) que
asocia a cada y ∈ Y la función parcial (continua) fy : x 7→ f (x , y ) es continua.

ii) Si (X ,X ) es localmente compacto, entonces se tiene la equivalencia:

f : X ×Y → Z continua ⇐⇒ f̃ : Y →Cca(X , Z ) continua.

Demostración. i) Sea f continua. Entonces fy ∈C(X , Z ) para todo y ∈ Y . Para probar
la continuidad de f̃ : y 7→ fy en un punto y0 ∈ Y basta demostrar que toda vecindad
de fy0

en Cca(X , Z ) de la forma F (K ,U ) contiene a una imágen f̃ [W ] (W ∈ V (y0)).
Notemos que fy0

∈ F (K ,U ) significa que K ×{y0} ⊂ f −1[U ] ∈X×Y . Podemos entonces
aplicar el teorema de Wallace (8.3.6) para afirmar que existe W ∈V (y0) tal que K ×W ⊂
f −1[U ]; entonces f̃ [W ]⊂ F (K ,U ).

ii) Sea f̃ continua y (X ,X ) localmente compacto. Sean x0 ∈ X , y0 ∈ Y y U una
vecindad abierta de f (x0, y0) en (Z ,Z ). Como fy0

∈C(X , Y ), existe una vecindad com-
pacta K ∈ V (x0) tal que f [K × {y0}] ⊂ U . Por ser f̃ continua existe W ∈ V (y0) tal
que f̃ [W ] ⊂ F (K ,U ); por lo tanto f [X ×W ] ⊂ U , de donde concluimos que f es
continua.

En el caso de que (X ,X ) sea localmente compacto, el teorema anterior permite
caracterizar la topología compacta-abierta como la topología más gruesa para la cual
la aplicación evaluación es continua.

Corolario 12.2.5 (caracterización de la topología compacta abierta). Sean (X ,X ), (Z ,Z )
espacios topológicos.

i) Toda topologíaX ′ sobre un subespacio H ⊂C(X , Z ) para la cual la evaluación:

e : (x , u ) 7→ u (x ) de X ×H en Z

sea continua, es más fina queXca.
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ii) Si (X ,X ) es localmente compacto, entoncesXca es la topología más gruesa sobre
H para la cual la evaluación e es continua.

Demostración. i) Por el teorema anterior, aplicado a los espacios (X ,X ), (H ,X ′) y
(Z ,Z ), la continuidad de e : X ×H 7→ Z implica la continuidad de ẽ : u 7→ eu de H en
Cca(X , Z ). Pero eu : x 7→ u (x ) es igual a u . Por lo tanto, la inyección canónica ẽ : u 7→ u
de (X ,X ′) en Cca(X , Z ) es continua, lo que muestra i).

ii) Sólo queda por probar que e es continua siX ′ =Xca. En este caso, ẽ : u 7→ u de
(H ,Xca(X , Z )) en Cca(X , Z ) es continua. Por lo tanto e también lo es (Teorema 12.2.4).

Recomendamos al lector resolver el ejercicio siguiente, cuyo tercer enunciado
puede considerarse una generalización de la caracterización ii) del corolario anterior.

Ejercicio 12.2.6. Sean (X ,X ), (Y ,Y ), (Z ,Z ) espacios topológicos. Supongamos que
para todo f ∈ ℑ(X , Y ) y todo g ∈ ℑ(Y , Z ) la composición g ◦ f ∈ ℑ(X , Z ) está definida.
Probar que:

i) g 7→ g ◦ f0 es una aplicación continua de ℑca(Y , Z ) en ℑca(X , Z ) para toda función
f0 ∈ ℑ(X , Y ) fija.

ii) f 7→ g0◦ f es una aplicación continua deCca(X , Y ) enCca(X , Z )para toda función
g0 ∈C(Y , Z ) fija.

iii) Si (X ,X ), (Z ,Z ) son de Hausdorff e (Y ,Y ) es localmente compacto entonces la
aplicación ( f , g ) 7→ g ◦ f de Cca(X , Y )×Cca(Y , Z ) en Cca(X , Z ) es continua.

iv) Tomando como X un conjunto unitario deducir 12.2.5 ii) de iii).

v) Dados dos espacios uniformes de Hausdorff (X ,U ) (Z ,U ′′) y un espacio uni-
forme localmente compacto (Y ,U ′), son uniformemente continuas las aplica-
ciones definidas en i), ii) y iii), con respecto a la estructura uniformeUc sobre
ℑ(X , Y ),ℑ(Y , Z ) y ℑ(X , Z ).

Veremos a continuación, mediante un ejemplo, cómo el Teorema 12.2.4 se aplica
en la teoría de homotopía.

Ejemplo 12.2.7. Sean (X ,X ) y (Z ,Z ) espacios topológicos. Dos aplicaciones f , g : X →
Z son homótopas si existe una aplicación continua h : X ×[0, 1]→ (Z ,Z ) tal que f = h0

y g = h1. Esto significa que existe una aplicación continua h̃ : [0, 1]→Cca(X , Z ) tal que
h̃ (0) = f y h̃ (1) = g (Teorema 12.2.4). Concluimos que f y g son homótopas si y sólo si
pertenecen a la misma componente conexa por caminos en Cca(X , Z ).

Si Y no sólo tiene una topología sino también una estructura uniforme, entonces,
además de Xca, puede definirse sobre ℑ(X , Y ) la topología Xc de la convergencia
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uniforme sobre cada compacto. Veremos finalmente que sobre C(X , Y ) ambas topo-
logías coinciden (Aunque son diferentes en general, sobre ℑ(X , Y )). De esta forma
los resultados anteriores nos proporcionan a la vez caracterizaciones y propiedades
importantes para la topologíaXc .

Teorema 12.2.8. Sean (X ,X ) un espacio topológico y (Y ,U ) un espacio uniforme.
Entonces la topología compacta-abiertaXca y la topología de la convergencia compacta
Xc coinciden sobre C(X , Y ).

Demostración. Probaremos primero que toda vecindad W de una función f0 en
Cc (X , Y ) es una vecindad de f0 en Cca(X , Y ). Existe un compacto K ⊂ X y un en-
torno simétrico V ∈U tal que { f ∈C(X , Y ) | ( f (x ), f0(x )) ∈V .∀ x ∈ K } ⊂W entonces
podemos suponer que W tenga esta forma. Además, existe un entorno abierto simé-

trico U ∈U tal que
3

U ⊂V . Por ser f0 | K : K → Y uniformemente continua, existe una
cubierta finita de K por compactos Ki (i = 1, . . . , n ) tal que f [Ki ] es pequeño de orden
U para todo i = 1, . . . , n . Los abiertos Ui =U ( f0[Ki ]) ∈V ( f0[Ki ]) son pequeños de orden

3
U . Por otra parte

n
∩

i=1
F (Ki ,Ui ) es una vecindad de f0 en Cca(X , Y ). Si f ∈

n
∩

i=1
F (Ki ,Ui ),

entonces ( f0(x ), f (x )) ∈Ui ×Ui ⊂
3

U ⊂V para todo x ∈ Ki (i = i , . . . , n ). Puesto que los

Ki recubren K , concluimos que f ∈W ( f0). Entonces
n
∩

i=1
F (Ki ,Ui )⊂W ( f0).

Veremos ahora que toda vecindad de la forma F (K ,U ) ∈V ( f0) (K ⊂ X ) compacto
U ∈ Xu en Cca(X .Y ) es vecindad de f0 en Cc (X .Y ). Sabemos que existe un entorno
simétrico V ∈ U tal que V ( f0[K ]) ⊂ U . Sea f ∈ C(X , Y ) tal que ( f , f0) ∈ W (K , V ).
Entonces ( f (x ), f0(x )) ∈ V para todo x ∈ K . Entonces f [K ] ⊂ V (F0[K ]) ⊂ U . Esto
prueba que W (K , V )( f0)∩C(X , Y )⊂ F (K ,U ).

Del teorema anterior y del ejemplo 12.1.7 se deduce inmediatamente el siguiente
criterio de metrizabilidad para Cca(X , Y ).

Corolario 12.2.9. Sea (X ,X ) un espacio localmente compacto numerable al infinito y
sea (Y , d ) un espacio métrico. Entonces Cca(X , Y ) es metrizable.

La siguiente figura nos muestra gráficamente el método de demostración utilizado
en el Teorema 12.2.8, además, de una manera significativa, nos pone de manifiesto la
relación existente entre las topologíasXca yXc .
Los túneles paralelos 1 y 2 representan vecindades de f ∈Xca, mientras que enXc

también puede haber túneles inclinados (3 y 4), por los cuales pasan funciones que se
acercan uniformemente a f sobre K3 y K4.

Para probar queXc ⊂Xca se construyen los Ki del Teorema 12.2.8 siguiendo el
procedimiento dibujado en el túnel 3, de manera que f pase también por una sucesión
de túneles consecutivos con lados paralelos a X .
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Figura 12.6:

12.3. Subconjuntos compactos en C(X , Y )

El teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual describe los subconjuntos compactos en
R, es uno de los teoremas topológicos fundamentales del Análisis elemental. En gene-
ral, siempre que se quieren aplicar los resultados de la topología general a espacios
topológicos concretos, se necesitan caracterizaciones específicas de sus subconjun-
tos compactos. El objetivo fundamental de esta sección es el de caracterizar a los
subconjuntos compactos de Cc (X , Y ).

El criterio que estableceremos se basa en la noción de equicontinuidad.

Definición 12.3.1 (conjunto equicontinuo). Sea (X ,X ) un espacio topológico y (Y ,U )
un espacio uniforme. Un subconjunto H ⊂ℑ(X , Y ) se llama equicontinuo en x ∈ X si
para todo entorno V ∈U existe una vecindad Ux ∈ V (x ) tal que para todo f ∈H se
cumple

y ∈Ux ⇒ ( f (x ), f (y )) ∈V (12.27)

H se llama equicontinuo si es equicontinuo en todo x ∈ X .

⇝ La definición muestra que todas las funciones de un conjunto equicontinuo H ⊂
ℑ(X , Y ) son continuas. Pero el inverso no se cumple. Los subconjuntos H ⊂C(X , Y ) en
general no son equicontinuos. Si H ⊂C(X , Y ), entonces existe, para toda función f ∈H
individualmente, una vecindad Uf ∈V (x0) tal que se cumple (12.31). Sin embargo las
vecindades en general no contienen una vecindad común U ⊂Uf ( f ∈H ).

Ejemplo 12.3.2. Todo conjunto finito G ⊂C(X , Y ) es equicontinuo.
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Ejemplo 12.3.3. Sean (X , d ), (Y , d ′) espacios seudométricos. Una función f : X → Y
se llama lipschitziana de razón k > 0 si d ( f (x ), f (y )) ≤ k (x , y ) para cualesquiera
x , y ∈ X .

Todo conjunto de funciones lipschitzianas de razón k > 0 es equicontinuo. Las
gráficas siguientes de subconjuntos C(R,R) ilustran bien la diferencia entre conjuntos
equicontinuos, y conjuntos de aplicaciones continuas que no son equicontinuos.

Ejemplo 12.3.4. i) H = { fb ∈C(R,R) | fb (x ) = a x + b , b ∈R} para a prefijado, es
equicontinuo.

ii) H = { fa | fa (x ) = a x + b , a ∈R} para b prefijado, no es equicontinuo.

iii) H = { fa | fa (x ) = a x + b , a ∈R |a | ≤M } para cualquier número fijo M > 0, es
equicontinuo.
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Figura 12.7:

Con la orientación gráfica del ejemplo anterior (fig. 12.7), será fácil para el lector
resolver el siguiente ejercicio.

Ejercicio 12.3.5. Probar que:

i) H = { fα ∈C([1,∞),R) | fα(x ) = x α; α≤ 1} es equicontinuo.

ii) H = { fα ∈C([1,∞),R) | fα(x ) = x α; α> 1} no es equicontinuo.

Observemos que la equicontinuidad es una propiedad definida independiente-
mente de la topología sobre H y sólo depende de la topología de X y de la estructura
uniforme de Y . Pero como las topologías de uso práctico sobre H están comúnmente
relacionadas de alguna manera con las de X y Y , existe de hecho una relación entre la
equicontinuidad y dichas topologías que se pone de manifiesto para la topologíaXc ,
como nos muestran los resultados siguientes.
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Proposición 12.3.6. Sea (X ,X ) un espacio topológico y sea (Y ,U ) un espacio uniforme.
Si H ⊂ℑ(X , Y ) es equicontinuo en x0 ∈ X , entonces la adherencia H p de H en ℑp (X , Y )
es también equicontinua en x0.

Demostración. Sea W un entorno cerrado simétrico de (Y ,U ) y g ∈ H p . Por ser H
equicontinuo existe una vecindad U ∈V (x0) en (X ,X ) tal que ( f (x ), f (x0)) ∈W para
todo x ∈U y todo f ∈H ; en particular para toda f ∈H , f ∈ ( f (x ), f (x0)) ∈Vp (g )∩H .
Pasando al límite puntual en este filtro se tiene que f (x0)→ g (x0) y f (x )→ g (x ) donde
x ∈U arbitrario, pero fijo. Entonces ( f (x ), g (x0)) ∈W por ser W cerrado.

Aplicando la proposición anterior, obtenemos conjuntos equicontinuos más am-
plios a partir de un conjunto equicontinuo dado.

Ejemplo 12.3.7. Sea (X ,X ) un espacio topológico, (E ,∥ · ∥) un espacio normado y
H ⊂ℑ(X , E ) un conjunto equicontinuo. Entonces la envoltura convexa cerrada c (H )
en el espacio vectorial topológico ℑρ(X , E ) es equicontinua.

Ejemplo 12.3.8. Sea (X ,X ) un espacio topológico y H ⊂F (X ,R) un conjunto equi-
continuo. Entonces el conjunto formado por todos los supremos e ínfimos finitos de
funciones de H y todos los límites puntuales finitos de filtros sobre H es también
equicontinuo.

Proposición 12.3.9. Sea (X ,X ) un espacio topológico, (Y ,U ) un espacio uniforme y
H ⊂C(X , Y ) equicontinuo. Entonces:

i) La aplicación e : (x , f ) 7→ f (x ) de X ×H en Y es continua si proveemos a H de la
topologíaXP .

ii) XP yXc coinciden sobre H .

Demostración. ii) se concluye de i) por 12.2.5 y 12.2.8, puesto queXp ⊂Xc .
i) Sea f0 ∈H , x0 ∈ X y W ∈U arbitrario. Existe W̃ ∈U simétrico tal que W̃ ◦W̃ ⊂W .

Por definición deXp existe una vecindad V de f0 en (H ,Xp ) tal que f (x0) ∈ W̃ ( f0(x0))
para todo f ∈V . Por la equicontinuidad de H existe U ∈V (x0) tal que

( f (x ), f (x0)) ∈ W̃ para todo f ∈H .

Concluimos que

( f (x ), f0(x0)) = ( f (x ), f (x0)) ◦ ( f (x0), f0(x0)) ∈ W̃ ◦ W̃ ⊂W (12.28)

o sea
e (x , f ) = f (x ) ∈W ( f0(x0))

para todo f ∈V y x ∈U . Entonces existen, para todo W ∈U , vecindades U ∈V (x0),
V ∈Vp ( f0), tales que e [U ×V ]⊂W ((x0, f0)).
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Corolario 12.3.10. Sea (X ,X ) un espacio topológico, (Y ,U ) un espacio uniforme y
H ⊂ C(X , Y ) equicontinuo. Entonces la adherencia de H en FP (X , Y ) respecto a la
topología de la convergencia puntual es igual a la adherencia de H en Cc (X , Y ) con
respecto a la topología de la convergencia compacta.

Demostración. Sea H p la adherencia de H enℑp (X , Y ). H p es equicontinuo por 11.3.6.

La adherencia H c de H en Cc (X , Y ) está contenida en H p . Por otro lado, por la propo-
sición anterior, la topologíaXc coincide conXp sobre H p . Entonces H p = H c .

De los resultados anteriores se deduce, mediante el teorema de Tikhonov, un
primer criterio suficiente para la compacidad de H ⊂C(X , Y ).

Corolario 12.3.11 (Ascoli). Sea (X ,X ) un espacio topológico, (Y ,U ) un espacio uni-
forme y H ⊂ C(X , Y ) equicontinuo. Entonces, si H (x ) es relativamente compacto en
(Y ,XU ) para cada x ∈ X , se tiene que H es relativamente compacto en Cc (X , Y ).

Demostración. H como subespacio de ℑ(X , Y ) = Y X , está contenido en
∏

{H (x ) | x ∈
X } ⊂ Y X . Por el teorema de Tikhonov, el subespacio producto

∏

{H (x ) | x ∈ X } en
ℑP (X , Y ) es compacto (con respecto a la topologíaXP ). Por lo tanto, la adherencia
H P de H en ℑP (X , Y ) es compacta. De los dos resultados anteriores se desprende que
H c =H P es compacta con respecto aXc .

Bajo una hipótesis más fuerte sobre (X ,X ), obtenemos una caracterización com-
pleta de los subconjuntos relativamente compactos de Cc (X , Y ).

Teorema 12.3.12 (de Ascoli). Sea (X ,X ) un espacio localmente compacto y (Y ,U )
un espacio uniforme de Hausdorff. Entonces, para H ⊂ C(X , Y ), son equivalentes las
propiedades siguientes:

i) H es relativamente compacto en Cc (X , Y ).

ii) H es equicontinuo y, para todo x ∈ X , el conjunto H (x ) ⊂ Y es relativamente
compacto.

Demostración. ii) =⇒ i) es una consecuencia inmediata de 12.3.11. i) =⇒ ii). Sea H ⊂
Cc (X , Y ) relativamente compacto y H su adherencia compacta. H (x ) es la imágen del
compacto H por la aplicación continua f 7→ f (x ) de Cc (X , Y ) en Y , luego es compacto
(y cerrado). Por tanto H (x )⊂H (x ) es compacto.

Queda por probar que H es equicontinuo en cualquier punto x0 ∈ X . Sea V ∈U
un entorno simétrico cualquiera y sea K una vecindad compacta de x0. Por ser H
relativamente compacto existe una cubierta finita (H1, . . . , Hn )de H formada por partes
pequeñas de orden W (K , V ). De cada Hi seleccionamos una función fi ∈ Hi (i =
1, . . . , n ). Existe una vecindad U de x0 en (X ,X ) tal que ( fi (x ), fi (x0)) ∈ V para todo
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x ∈U , por ser el conjunto finito { f1, . . . , fn} ⊂C(X , Y ) equicontinuo. Para todo h ∈H
existe i ∈ {1, . . . , n} tal que ( fi (x ), h (x )) ∈V sobre K . Entonces se cumple que:

(h (x0), h (x )) = (h (x0), fi (x0)) ◦ ( fi (x0), fi (x )) ◦ ( fi (x ), h (x )) ∈
3

V (12.29)

para todo x ∈ U . Puesto que los conjuntos
3

V (V = V −1 ∈ U ) forman un sistema
fundamental de entornos deU , (12.29) significa que H es equicontinuo sobre x0.

En forma de ejemplos, daremos ahora algunos casos particulares para la aplicación
del teorema de Ascoli.

Ejemplo 12.3.13. Sea (X ,X ) localmente compacto y (Y ,U ) un espacio uniforme de
Hausdorff. Entonces, sobre todo subconjunto equicontinuo H ⊂ C(X , Y ), todas las
topologías deσ−convergencia más finas queXp son iguales. O sea H es relativamente
compacto en Cu (X , Y ), con respecto a la topología de la convergencia uniforme, si y
sólo si H es equicontinuo y H (x )⊂ Y es relativamente compacto para todo x ∈ X .

Ejemplo 12.3.14. Sea (X ,X ) compacto e (Y ,U ) un espacio uniforme T2−compacto.
Entonces los subconjuntos relativamente compactos en Cc (X , Y ) coinciden con los
subconjuntos equicontinuos.

Ejercicio 12.3.15. Sea (X ,X ) un espacio localmente compacto, numerable al infinito.
Probar que si H es un subconjunto equicontinuo y puntualmente acotado de C(X ,R)
(es decir, H (x )⊂R acotado para todo x ∈ X ), entonces toda sucesión ( fn ) de funciones
fn ∈H posee una subsucesión que converge uniformemente sobre todo compacto a
una función continua f : X → Y (es decir: H es compacto y sucesionalmente compacto
con respecto aXc ).

Si (X ,X ) es además conexo, basta que para un punto x0 ∈ X , H (x0) sea acotado:

Ejercicio 12.3.16. Sea (X ,X ) un espacio localmente compacto conexo. Probar que
H ⊂ Cc (X ,R) es relativamente compacto si y sólo si H es equicontinuo y existe un
punto x0 ∈ X tal que H (x0)⊂ Y es acotado.

Concluimos esta sección con dos aplicaciones del teorema de Ascoli al análisis
complejo y a la teoría de ecuaciones diferenciales.

Aplicación 1: Caracterización de las familias normales.

Sea U un abierto en el plano complejo y Hc (U ) el espacio vectorial complejo de
todas las funciones holomorfas h : U →C provisto de la topología de la convergencia
compacta. Por 12.1.7,Hc (U ) es metrizable.
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Un subconjunto A ⊂Hc (U ) se llama acotado, si es uniformemente acotado sobre
todo compacto K contenido en U , o sea ∪{A(x ) | x ∈ K } es acotado en C para todo
compacto K ⊂U .

Un subconjunto H ⊂Hc (U ) se llama familia normal (de Martel) si toda sucesión
de funciones de H contiene una subsucesión que converge uniformemente sobre todo
compacto K ⊂U a una función holomorfa h ∈H . Es decir, H es una familia normal
si y sólo si H es compacta. La caracterización siguiente es el teorema fundamental de
la teoría de las familias normales.

Teorema 12.3.17. H ⊂Hc (U ) es normal si y sólo si es cerrado y acotado con respecto a
la topología de la convergencia compacta.

Demostración. Las condiciones impuestas son evidentemente necesarias ya que si
H es normal la evaluación e : (x , f ) 7→ f (x ) de U ×H en C es continua (por 12.3.9).
Entonces la imágen e [K ×H ] = ∪{H (x ) | x ∈ K } es compacta para todo compacto
K ⊂U .

Inversamente, sea H ⊂Hc (U ) acotado. Por el teorema de Ascoli, basta probar que
H es equicontinuo para completar la demostración.

Sea z0 un punto cualquiera de U y sea K = K (z0, r ) un cuadrado de centro z0 y de

lado 4r > 0 tal que K ⊂U . Entonces para dos puntos z ′, z ′′ ∈
◦

K y para toda función
f ∈H , se cumple, por la fórmula de Cauchy,

f (z ′′)− f (z ′) =
1

2πi

∫

∂ K

f (ξ)
ξ− z ′′

dξ−
1

2πi

∫

∂ K

f (ξ)
ξ− z ′

dξ

Si M = sup{| f (z )| | z ∈ ∂ K ∧ f ∈H } y si z ′, z ′′ varían en el disco D = {z ∈C | |z − z0| ≤
r } entonces |ξ− z ′| ≥ r y |ξ− z ′′| ≥ r para todo ξ ∈ ∂ K , entonces

| f (z ′′)− f (z ′)| ≤
16M

πr
|z ′′− z ′| ,

de donde se concluye la equicontinuidad de H (fig. 12.8).

Aplicación 2. Teorema de existencia de Peano.

En el capítulo anterior demostramos el teorema fundamental de la teoría de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, que afirma la existencia y unicidad de la solución para el
caso en que la función f en la ecuación

y ′(x ) = f (x , y (x ))

sea lipschitziana.
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Figura 12.8:

La existencia puede probarse también bajo la hipótesis más débil de que f sola-
mente es continua. Este resultado constituye un segundo teorema fundamental de la
teoría de las ecuaciones diferenciales.

Teorema 12.3.18 (Peano). Sea:

d y (x )
d x

= f (x , y (x )) (12.30)

una ecuación diferencial dada.
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Figura 12.9:

Si la función f es continua en un abierto G ⊂ R2, entonces existe para cada punto
(x0, y0) ∈G un intervalo J = (x0−δ, x0+δ) (δ > 0) y una función derivable ϕ : J →R
tal que

dϕ(x )
d x

= f (x ,ϕ(x )) para todo x ∈ J y ϕ(x0) = y0 (12.31)

Demostración. Podemos suponer que | f (x , y ) |<M para (x , y ) ∈G (si no, conside-
ramos f definida solamente sobre una bola de centro (x0, y0) cuya cerradura esté
contenida en G ).
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Tracemos por el punto (x0, y0) las rectas con pendiente M y−M . Tracemos, además,
las rectas verticales x = a y x = b de manera que los dos triángulos con vértice común
en (x0, y0) que ellas producen pertenezcan íntegramente a la región G .

Construyamos ahora para la ecuación dada los llamados polígonos de Euler del
siguiente modo: tracemos por el punto (x0, y0) la recta de pendiente f (x0, y0). Tomemos
en esta recta un punto (x1, y1) y tracemos a través de él una recta de pendiente f (x1, y1).
En esta recta tomemos un punto (x2, y2) y tracemos una recta de pendiente f (x2, y2),
etc. Consideremos ahora una sucesión de polígonos de Euler Lk que pasen por el
punto (x0, y0) y tales que la longitud del mayor de los eslabones de la curva poligonal
Lk tienda a cero cuando k →∞. Sea ϕk la función cuya gráfica es la curva Lk . Las
funciones ϕk (k ∈N) cumplen:

1. Están definidas en un mismo segmento [a , b ].

2. Tienen una cota superior y una cota inferior común.

3. Forman un conjunto equicontinuo H ⊂Ca ([a , b ],R).

Por el ejercicio 12.3.15, H es sucesionalmente compacto con respecto a la topología
de la convergencia uniforme. Por lo tanto existe una subsucesión (ϕnk

) de (ϕk ) uni-
formemente convergente. Un cálculo un poco complicado aunque rutinario muestra
que el límite uniforme.

ϕ = ĺım (ϕnk
)

verifica la ecuación diferencial (12.30) y la condición inicial ϕ(x0) = y0.
Diferentes subsucesiones de (ϕk ) pueden converger a diferentes soluciones de la

ecuación (30). Por eso la solución no está determinada de manera única.

12.4. Aproximación de funciones reales continuas

Daremos en esta sección una primera introducción a problemas de aproximación
exponiendo una serie de resultados básicos sobre la aproximación de funciones reales
continuas, junto con algunas aplicaciones al problema de aproximación de funciones
complejas continuas. Estudiaremos solamente problemas de aproximación uniforme
sobre un espacio compacto dado (X ,X ), es decir, limitaremos nuestras consideracio-
nes al espacio Cu (X ,R) (resp. Cw (X ,C), de las funciones reales (resp. complejas) conti-
nuas sobre el compacto (X ,X ) provisto de la norma ∥ f ∥=∥ f ∥∞= sup{| f (x )| : x ∈ X }.

Veremos que el problema propiamente topológico de la aproximación en (C(X ,R),
∥ · ∥∞) está fuertemente ligado a la estructura algebraica y al orden de C(X ,R), lo cual
no es más que un reflejo de las correspondientes estructuras en R.

Como consecuencia de la proposición y de la aplicaciones 2 y 3 en la Sección 12.1,
se obtienen los resultados siguientes:
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Proposición 12.4.1. Sea (X ,X ) un espacio compacto. Entonces (C(X ,R),∥ · ∥∞) (resp.
C(X ,C),∥ · ∥∞) es un álgebra real (resp. compleja) completa bajo las siguientes defini-
ciones:

( f + g )(x ) = f (x ) + g (x )

(λ f )(x ) =λ f (x )

( f · g )(x ) = f (x )g (x )

∥ f ∥∞ = sup{| f (x )| | x ∈ X }

(Obsérvese que C(X ,R) ⊂ B (X ,R) y que ∥ · ∥∞ define la estructura uniforme de la
convergencia uniforme sobre X ).

Proposición 12.4.2. C(X ,R) es una retícula para el orden inducido por el orden pro-
ducto.

f ≤ g ⇐⇒∀ x ∈ X : f (x )≤ g (x ) .

Para f , g ∈ C(X ,R) se tiene en (C(X ,R),≤) que ı́nf( f , g )(x ) = mı́n{ f (x ), g (x )} y
sup( f , g )(x ) =máx{ f (x ), g (x )}; ∀ x ∈ X .

Para estructurar mejor la materia, bastante compleja, de esta sección, subdividimos
lo que sigue en secciones cuyo contenido se señala en sus propios subtítulos.

Envolturas superiores e inferiores de funciones reales continuas.

El teorema que expondremos a continuación es una muestra de la relación que existe
entre el orden y la aproximación sobre C(X ,R).

Sabemos que en general la envoltura superior h = sup H de funciones reales con-
tinuas sobre un espacio topológico (X ,X ) es una función solamente semicontinua
inferiormente (2.4.22) con valores en R. Sabemos además que h es continua siem-
pre que sea límite uniforme de funciones de H . El inverso se mantiene si (X ,X ) es
compacto y H es filtrante superiormente.

Teorema 12.4.3 (Dini). Sea (X ,X )un espacio compacto y H ⊂C(X ,R)filtrante superior-
mente (resp. inferiormente). Si f = sup H (resp. f = ı́nf H ) entonces puede aproximarse
uniformemente por funciones de H .

Demostración. Para todo ϵ > 0 y todo x ∈ X existe ux ∈H tal que

f (x )− ϵ < ux (x )

Para cada x ∈ X sea Vx una vecindad abierta de x tal que la desigualdad se cumpla
para todo y ∈Ux . Un número finito de Vxi

(i = 1, . . . , n ) recubre el compacto X . Por
ser H filtrante superiormente existe h ∈H tal que uxi

≤ h para i = 1, . . . , n . Tenemos:

f (y )− ϵ < uxi
(y )≤ h (y )≤ f (y )
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∀ y ∈Vxi
(i = 1, . . . , n ). Puesto que los Vxi

recubren X , se concluye que ∥ sup H −h ∥∞<
ϵ con lo que queda probado el teorema.

En particular para sucesiones se tiene el siguiente corolario.

Corolario 12.4.4. Sea (hn ) una sucesión creciente (resp. decreciente) de funciones con-
tinuas de un compacto (X ,X ) en R. Si la envoltura f = sup (hn ) (resp.f = ı́nf (hn )) es
finita y continua sobre X entonces (hn ) converge uniformemente a f sobre X .

El contraejemplo siguiente muestra que las condiciones de que (X ,X ) sea compac-
to y de que f sea continua son ambas indispensables para que se cumpla la conclusión
del teorema de Dini.

Contraejemplo 12.4.5. i) La sucesión (hn )de las funciones hn : x 7→ x 1/n de [1,∞)
enR decrece puntualmente a la función constante (luego continua) 〈1〉= ı́nf(hn ),
pero no uniformemente. El intervalo [1,∞) no es compacto.

ii) La sucesión (hn ) de las funciones hn : x 7→ x n sobre el intervalo compacto [0, 1]
decrece puntualmente a la función f = ı́nf(hn ): x 7→ 0 si x ̸= 1 (1 7→ 1), pero no
uniformemente pues f es semicontinua superiormente, pero no es continua
(fig. 12.10).
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Figura 12.10:

El teorema de Dini es un teorema con un enfoque completamente del análisis, pues
nos sirve para determinar la convergencia uniforme de una sucesión de funciones
dada, a una cierta función límite. Cambiaremos ahora de enfoque.

Adoptando el punto de vista característico del análisis funcional estudiaremos
todos los límites uniformes de sucesiones de un conjunto dado H de funciones reales
continuas sobre (X ,X ), o sea estudiaremos la cerradura de H en (Cu (X ,R)).
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Tres problemas de aproximación uniforme.

Comenzaremos precisando los tipos de problemas que vamos a analizar. Sea H ⊂
(C(X ,R).
Primer problema: ¿Cuándo es posible aproximar uniformemente una función continua

f por funciones pertenecientes al conjunto H ? Es decir, ¿Cuándo f ∈H en (Cu (X ,R)?

Segundo problema: ¿Cuándo es posible aproximar uniformemente una función conti-
nua f por combinaciones lineales de funciones de H ? Es decir ¿Cuándo f ∈ L (H ) en
Cu (X ,R) donde L (H ) es el subespacio lineal de C(X ,R) generado por H ?

Tercer problema: ¿Cuándo es posible aproximar uniformemente una función f por
polinomios de funciones de H ? Es decir ¿Cuándo f ∈ A(H ) en (Cu (X ,R) donde A(H )
es el álgebra generada por H en C(X ,R)?.

Para resolver estos problemas son importantes los siguientes conceptos que es-
tablecen un vocabulario descriptivo de conjuntos de funciones. Estos conceptos no
están expresamente construidos para funciones continuas, aunque son éstas las que
nos ocupan de momento.

Definición 12.4.6 (ceros de un conjunto de funciones). Sea X un conjunto y H ⊂
ℑ(X ,R). Decimos que x ∈ X es un cero del conjunto H si h (x ) = 0 para todo h ∈H . El
conjunto de todos los ceros de H se denota por ZH .

Definición 12.4.7 (conjunto separante). Sean X , Y dos conjuntos y H ⊂ ℑ(X , Y ).
Decimos que H separa al par (x , y ) ∈ X 2 cuando existe h ∈ H tal que h (x ) ̸= h (y ).
Denotamos por RH al conjunto de todos los pares (x , y ) ∈ X 2 que no son separados
por H .

RH = {(x , y ) ∈ X 2 | ∀h ∈H : h (x ) = h (y )} (12.32)

H se llama separante si RH =△X o sea para todo par (x , y ) ∈ X 2, x ̸= y existe h ∈H
tal que h (x ) ̸= h (y ).

Resulta evidente que RH ⊂ X 2 es una relación de equivalencia sobre X :

x RH y ⇐⇒∀h ∈H : h (x ) = h (y ) (12.33)

H es separante si y sólo si RH es la relación identidad.

Ejemplo 12.4.8. Un conjunto unitario { f } ⊂ ℑ(X ,R) es separante si y sólo si f es
inyectiva.

Ejemplo 12.4.9. Si (X ,X ) es completamente regular entonces el conjuntoC(X , [0, 1])⊂
C(X ,R) es separante.

Una noción más fuerte que separante es la siguiente:
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Definición 12.4.10 (arbitrariamente separante). H ⊂ F (X ,R), se llama arbitraria-
mente separante si para todo par (x1, x2) ∈ X 2\△X y todo par (y1, y2) ∈ Y 2\△Y existe
h ∈H tal que h (x1) = y1 y h (x2) = y2.

Ejemplos 12.4.11. i) El conjunto P ⊂ C(R,R) de las funciones polinomiales de
una variable es arbitrariamente separante.

ii) El conjunto de las funciones afines x 7→ a x +b deR enR tales que | a |≤ k (k > 0
fijo) y b ∈R es separante, pero no es arbitrariamente separante.

En las secciones siguientes se confirmará de nuevo la importancia que tiene el
concepto de separación para la existencia de funciones reales continuas (compárese
con capítulo 7), en este caso para la existencia de aproximaciones uniformes de una
función dada f por funciones h ∈H .

Resultados relacionados con el primer problema.

La demostración del teorema de Dini nos sugiere el siguiente resultado.

Lema 12.4.12 (fundamental). Sea (X ,X ) compacto, H una subretícula de C(X ,R) y
f ∈C(X ,R). Si para cada ϵ > 0 y para cada par (x , y ) ∈ X 2 existe una función hx ,y ∈H
tal que

hx ,y (y )< f (y )+ ϵ ∧ f (x )− ϵ < hx ,y (x ) (12.34)

entonces f puede aproximarse uniformemente por funciones de H , es decir f ∈H u en
Cu (X ,R).

Demostración. Sea ϵ > 0 y fijemos primeramente x ∈ X . Para cada y ∈ X :

Uy := {z ∈ X | f (z )− ϵ < hx ,y (z )}

es una vecindad de y ∈ X . Por la compacidad de (X ,X ) existe una familia finita de
Uyi
(i = 1, . . . , n ) que recubre X .

Pongamos hx = sup{hx ,yi
| i = 1, . . . , n}. Claramente hx está en H por ser H una

subretícula de C(X ,R), además cumple que:

f (z )− ϵ < hx (z ) para todo z ∈ X

Ahora bien, nuestra x fijo también satisface hx (x )< f (x )+ ϵ pues para cada hx ,yi
se

tiene hx ,yi
(x )< f (x ) + ϵ. Podemos por tanto repetir el procedimiento anterior. De esta

forma para cada x ∈ X existe un hx tal que hx (x )< f (x ) + ϵ y además f (z )− ϵ < hx (z )
para todo z ∈ X . Sea Ux el abierto {z ∈ X | hx (z ) < f (z ) + ϵ}. Por la compacidad de
(X ,X ) existe una subcubierta finita {Uxi

| i = 1, . . . , m} de X .
Poniendo h = ı́nf{hxi

| i = 1, . . . , m} obtenemos simultaneamente f (z )− ϵ < h (z )<
f (z )+ ϵ para toda z ∈ X .
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La condición encontrada aquí es núcleo de todos los resultados restantes. De inme-
diato es posible obtener los dos siguientes corolarios. El primero de ellos nos identifica
completamente la cerradura de H en Cu (X ,R) en términos de la convergencia puntual.

Proposición 12.4.13. Sea (X ,X ) compacto. Para toda subretícula H de C(X ,R) la ce-
rradura H u en Cu (X ,R) y la cerradura H p en Cp (X ,R) coinciden. Es decir, toda función
real continua sobre X que pueda aproximarse puntualmente por funciones de H , puede
también aproximarse uniformemente por funciones de H .

Demostración. Si f ∈H p entonces existe, para todo ϵ > 0 y todo par (x , y ) ∈ X 2, una
función hx ,y ∈H que aproxima a f en los puntos x y y con un error de aproximación
menor que ϵ. Entonces f y h cumplen la hipótesis del lema anterior.

⇝ Esta proposición tiene cierta similitud con el resultado 12.3.10 que conduce al
teorema de Ascoli. Sin embargo, hay que destacar una diferencia esencial. La cerradura
H p de H con respecto a la topología de la convergencia puntual se toma aqui dentro
del espacio C(X ,R) y no en el espacio más amplioF (X ,R) como sucede en 12.3.10.
Esto es necesario, porque puede ser que H no sea equicontinuo.

Como segundo corolario del lema fundamental obtenemos un criterio suficiente
para que toda función real continua sobre (X ,X ) pueda aproximarse uniformemente
por funciones de H .

Proposición 12.4.14. Sea (X ,X ) compacto. Entonces toda subretícula arbitrariamente
separante de Cu (X ,R) es denso en Cu (X ,R).

Más explícitamente, esto significa que si H tiene las dos propiedades siguientes:

i) f , g ∈H ⇒ ı́nf( f , g ) ∈H ∧ sup( f , g ) ∈H .

ii) Para todo par (x , y ) ∈ X 2 y todo par de números (α,β ) ∈R2 existe hx ,y ∈H tal que

hx ,y (x ) =α ∧ hx ,y (y ) =β ,

entonces toda función f ∈C(X ,R) puede aproximarse uniformemente por fun-
ciones de H . En las secciones siguientes estudiaremos condiciones más sencillas
de comprobar, que implican i) y ii) y permiten aplicar este resultado a muchos
espacios funcionales concretos.

Resultados relacionados con el problema segundo.

Si H es un subespacio lineal de C(X ,R) la condición de ‘ser una subretícula’ adquiere
una expresión más operativa gracias al lema siguiente.

Lema 12.4.15. Sea (X ,X ) un espacio topológico y H un subespacio vectorial de C(X ,R).
Entonces H es una subretícula si y sólo si para todo h ∈H se tiene | h |∈H .
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Demostración. Si H es una subretícula, entonces | h |= sup (h ,−h ) está en H .
Inversamente, sean f , g ∈H , entonces

sup ( f , g ) = 1/2( f + g+ | f − g |)
ı́nf ( f , g ) = 1/2( f + g− | f − g |)

se encuentran en H .

De la misma forma la propiedad de ser arbitrariamente separante se reduce a la
propiedad de ser separante si H ⊂ C(X ,R) es un espacio vectorial que contiene las
constantes. Esto es la idea básica en la demostración del siguiente:

Teorema 12.4.16. Sea (X ,X ) compacto, f ∈ C(X ,R) y H un subespacio vectorial de
C(X ,R) que contiene las constantes y es cerrado para la aplicación h 7→| h |. Entonces

f ∈H u ⇐⇒RH ⊂R f (12.35)

Es decir: f ∈C(X ,R) puede aproximarse uniformemente por funciones de H si y sólo si
todo par (x , y ) ∈ X 2 separado por f es también separado por H .

Demostración. La implicación⇒ es evidente.
⇐=: Supongamos que RH ⊂R f para f ∈C(X ,R). Según el lema anterior H es una

subretícula de C(X ,R). Verifiquemos la hipótesis (12.34) del lema fundamental. Sea
(x , y ) ∈ RH , o sea tal que f (x ) = f (y ). Entonces la función hx ,y = f (x )〈1〉 = f (y )〈1〉
cumple (12.34) idénticamente para todo ϵ > 0.

Sea (x , y ) ∈ X 2\RH . Entonces existe h ∈H tal que h (x ) ̸= h (y ). Definiendo hx ,y ∈H
por

hx ,y (z ) =
f (y )

h (y )−h (x )
[h (z )−h (x )] +

f (x )
h (y )−h (x )

[h (y )−h (z )] (12.36)

se cumple hx ,y (x ) = f (x ) y hx ,y (y ) = f (y ), entonces hx ,y cumple (12.34) igualmente
para todo ϵ > 0. Con esto quedan probadas las hipótesis del lema fundamental para f
y H de donde concluimos que f ∈H u .

Corolario 12.4.17 (teorema de Stone). Sea (X ,X ) compacto y sea H un subespacio
vectorial de C(X ,R) tal que:

i) Las funciones constantes pertenecen a H .

ii) Si h ∈H entonces | h | ∈H .

iii) H separa los puntos de X .

Entonces cada función continua f : X → R puede aproximarse uniformemente por
funciones de H .
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Resultados relacionados con el tercer problema.

En muchas ocasiones la hipótesis ii) del teorema de Stone obstaculiza su aplicación
directa en problemas concretos de aproximación uniforme. Por ejemplo, el espacio
vectorial P [a , b ] de todas las funciones polinomiales sobre el compacto [a , b ] no veri-
fica esta hipótesis. Por suerte, P [a , b ] es un álgebra y veremos que se puede prescindir
de la hipótesis ii) en el caso de que H ⊂C(X ,R) sea un álgebra. Para comprobar esto
necesitamos los dos lemas siguientes:

Lema 12.4.18. Existe una sucesión de polinomios (pn (t )) sin término constante (es decir
pn (0) = 0) que converge uniformemente sobre [0, 1] a la función t 7→

p
t .

Demostración. Definamos por inducción

p
0
(t ) = 0

pn+1(t ) = pn (t )+1/2(t −pn (t ))

Probaremos que se cumple

0≤
p

t −pn (t )≤
2
p

t

2+n
p

t
(12.37)

y que bastará para probar la convergencia uniforme, pues sobre [0, 1] se tiene

2
p

t

2+n
p

t
≤

2

2+n

Las desigualdades (12.37) son ciertas para n = 0. Supongámos que son ciertas también
para n y probemos que lo son para n +1. En primer lugar, si para 0≤ k ≤ n , se cumple
0≤
p

t −pk (t ) entonces
p

t −pn+1(t ) =
p

t −pn (t )−1/2(t −p 2
n (t ))

= (
p

t −pn (t ))[1−1/2(
p

t +pn (t ))]

Por hipótesis de inducción se tiene 0≤
p

t −pn (t )≤
p

t , entonces 0≤ pn (t )≤
p

t y
por tanto

p
t −pn+1(t )≥ 0. En segundo lugar:






























p
t −pn+1(t ) =

p
t −pn (t )−1/2[t −p 2

n (t )]
= (
p

t −pn (t ))
�

1−1/2(
p

t +pn (t ))
�

≤
2
p

t

2+n
p

t

�

1−
p

t

2

�

≤
2
p

t

2+n
p

t

�

1−
p

t

2+ (n +1)
p

t

�

=
2
p

t

2+ (n +1)
p

t

con lo cual queda probado el lema.
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Lema 12.4.19. Para cada a > 0 existe una sucesión de polinomios sin término constante,
que converge uniformemente sobre [−a , a ] a la función t 7→| t |.

Demostración. Utilizando la sucesión de polinomios construida en el lema anterior

definamos los polinomios p̃n por p̃n (t ) = a pn

�

t 2

a 2

�

(t ∈ R). Entonces tenemos por
(12.37)

0≤ | t | −p̃n (t ) = a

�√

√ t 2

a 2
−pn

�

t 2

a 2

�

�

≤
2a

√

√ t 2

a 2

2+n
q

t 2

a 2

≤
2a

2a +n
.

Veremos ahora que podemos prescindir de las suposiciones: h ∈H ⇒ |h | ∈H y
〈1〉 ∈H , en el Teorema de Stone, si H es un álgebra.

Teorema 12.4.20. Sea (X ,X ) compacto y A una subálgebra de C(X ,R). Entonces:

f ∈ Au ⇐⇒ (ZA ⊂ Z f ∧ RA ⊂R f ) (12.38)

Demostración. Queda por probar la condición suficiente. Probemos ante todo que
A := Au es una subretícula de C(X ,R). En efecto, si h ∈ A entonces existe α> 0 tal que
h [X ] ⊂ [−α,α]; entonces existe una sucesión de polinomios sin término constante
(pn ) tal que (pn ◦h ) converge uniformemente a |h |. Las funciones pn ◦h : t 7→ pn (h (t ))
pertenecen a A porque no tienen término constante y A es una subálgebra de C(X ,R).
Resulta que |h | ∈ A de donde (12.4.15) A es una subretícula.

Apliquemos ahora el lema fundamental.

Caso 1: x , y ∈ ZA . En este caso cualquier h ∈ A sirve como el hx ,y del lema pues para
todas se tiene h (x ) = 0= f (x ) y h (y ) = 0= f (y ), por (12.38).

Caso 2: x /∈ ZA , y ∈ ZA .
Sea h ∈ A tal que h (x ) ̸= 0. Forzosamente h (y ) = 0. Definiendo hx ,y = h (x )−1 f (x )h

se tiene, por (12.38)
hx ,y (x ) = f (x ) y hx ,y (y ) = 0= f (y )

Caso 3: x , y /∈ ZA , (x , y ) /∈RA

Aunque A no contenga las constantes podemos encontrar h tal que h (x ) = h (y ) = 1
pues como existe h1 ∈ A tal que h1(x ) ̸= 0 entonces definimos hx = h1(x )−1h1.

Análogamente podemos encontrar hy tal que hy (y ) = 1. La función h deseada es
entonces:

h = hx +hy −hx hy ∈ A.

Por otro lado existe h ∈ A tal que h (x ) ̸= h (y ) y definiendo

hx ,y =
f (y )h (x )− f (x )h (y )

h (x )−h (y )
h +

f (x )− f (y )

h (x )−h (y )
h
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obtenemos: hx ,y (x ) = f (x ) y hx ,y (y ) = f (y ).

Caso 4: x , y /∈ ZA y (x , y ) ∈RA .
Por (12.38) se tiene que f (x ) = f (y ). Como existe h ∈ A tal que h (x ) = h (y ) = 1 (por

el caso 3) podemos definir hx ,y = f (x )h = f (y )h para obtener una función hx ,y ∈ A
que cumpla hx ,y (x ) = f (x ) y hx ,y (y ) = f (y ).

Con esto queda probado que para toda f ∈C(X ,R) que satisfaga (12.38) y para cada
par de puntos (x , y ) ∈ X 2 \△ puede hallarse una función hx ,y ∈ A ⊂ A que verifique

(12.34) igualmente para todo ϵ > 0. Por ser A una subretícula de C(X ,R) concluimos

por el lema fundamental que f ∈ A = A.

Nota. Hemos utilizado en la demostración anterior que la cerradura de una subálgebra
A en Cu (X ,R) es un álgebra. La deducción de este resultado es trivial (E.12.3).

El teorema anterior es un resultado muy satisfactorio porque nos permite deter-
minar completamente la cerradura uniforme de cualquier subálgebra A en Cu (X ,R).
Como consecuencia inmediata obtenemos la siguiente combinación del teorema
de Stone (12.4.17) con el clásico Teorema de Weierstrass sobre la aproximación de
funciones continuas f : [a , b ]→R por polinomios:

Corolario 12.4.21 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea (X ,X ) un compacto y A una
subálgebra de C(X ,R) que separa los puntos de X y contiene para todo x ∈ X una
función que no se anula en x . Entonces A es denso en Cu (X ,R).

Notemos que si H ⊂ C(X ,R) entonces existe una única subálgebra menor (resp.
subálgebra unitaria) A(H ) (resp. A1(H )) de C(X ,R) que contiene a H . En efecto, C(X ,R)
es un álgebra unitaria y A(H ) (resp. A1(H )) es la intersección de todas las subálgebras
(resp. subálgebras unitarias) de C(X ,R) que contienen a H .

A(H ) (resp. A1(H )) se llama subálgebra (resp. subálgebra unitaria) generada por H .
Dejamos al lector comprobar las siguientes caracterizaciones de A(H ) y A1(H ) en

términos de H .

Lema 12.4.22. A(H ) es el subconjunto de C(X ,R) formado por todas las funciones de
la forma

p ( f1, . . . , fn ): x 7→ p ( f1(x ), : , fn (x )) (x ∈ X ) (12.39)

donde
n ∈N, f1, . . . , fn ∈H y p (x1, . . . , xn ) =

∑

finita

ai1
, . . . , ain

x i1 , . . . , x in

es un polinomio real de n variables sin término constante. Si se admiten en (12.39) tam-
bién polinomios con término constante, se obtiene el álgebra unitaria A1(H ) generada
por H .
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Ahora, podemos dar al corolario anterior una forma más cercana al teorema clásico
de Weierstrass.

Corolario 12.4.23 (2a . versión del Teorema de Stone-Weierstrass). Sea (X ,X ) un
espacio compacto y H un subconjunto separante en C(X ,R). Entonces cada función
continua f : X →R puede aproximarse uniformemente por polinomios de funciones de
H .

Demostración. Por el lema anterior los polinomios de funciones de H :

x 7→ p ( f1(x ), . . . , fn (x )) (x ∈ X )

(n ∈N, fi ∈H , p polinomio de n variables), constituyen el álgebra unitaria separante
A1(H ).

Nota. Todos los teoremas de aproximación uniforme sobre el espacio compacto
(X ,X ) pueden trivialmente traducirse a espacios topológicos cualesquiera (X ,X ) si
se considera sobre C(X ,R) la estructura uniformeUu .

En efecto las hipótesis se cumplen entonces para las restricciones de H y de f a

cada subconjunto compacto K de (X ,X ) de donde se concluye que f | K ∈H | K
u

por los teoremas obtenidos, lo que implica que f ∈H
c

.

Aproximación compleja.

Sabemos que C(X ,C) es un álgebra de Banach unitaria compleja con la norma del
supremo si (X ,X ) es compacto (12.4.1).

⇝ Sin embargo, el Teorema de Stone-Weierstrass no se cumple para las subálgebras de
C(X ,C). A primera vista esto puede parecer sorprendente, pero hay que recordar que
en la dedución de los teoremas de aproximación expuestos en párrafos anteriores, la
relación de orden sobreR ha jugado un papel fundamental y tal orden no lo tenemos
sobre C.

Veremos ahora un ejemplo de subálgebra A de C(X ,C) que es separante y contiene
las constante sin ser densa en C(X ,C).

Ejemplo 12.4.24. Sea X = {z ∈C | |z | ≤ 1} el disco cerrado unitario en el plano com-
plejo. SeaH (U ) el álgebra de todas las funciones continuas en X que son analíticas
sobre el interior U = {z ∈C | |z |< 1} de X . El álgebra A := {h ∈C(X ,C) : h |U ∈H (U )}
es cerrada en Cu (X ,C), porque el límite uniforme de funciones analíticas es a su
vez analítica. Por otro lado, A contiene las constantes y es separante, porque con-
tiene la aplicación identidad 1X . Por lo tanto A cumple la hipótesis del Teorema de
Stone-Weierstrass en el caso complejo sin ser densa en C(X ,C); al contrario A = A es
solamente una parte muy reducida del ágebra C(X ,C).
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Este ejemplo ya nos indica que la teoría de aproximación para los espacios com-
plejos C(X ,C), tiene un carácter muy diferente de la teoría de aproximación real que
hemos desarrollado en esta sección. Los resultados anteriores pueden aplicarse aquí
solamente en el caso relativamente trivial de un álgebra A ⊂ C(X ,R) que contenga
un álgebra de funciones reales que tenga las propiedades requeridas. Explicaremos
brevemente este caso.

Definición 12.4.25. Sea (X ,X ) un espacio topológico, A una subálgebra de C(X ,C).
Llamamos álgebra de las funciones reales de A al álgebra real

Ar = { f ∈ A | I m f = 0}.

Proposición 12.4.26. Sea (X ,X ) un espacio topológico y A una subálgebra compleja
C(X ,C). Entonces:

(∀h ∈ A : h ∈ A)⇐⇒ A = Ar + i Ar (12.40)

En caso de cumplirse estas condiciones se tiene además:

ZA = ZAr
y RA =RAr

(12.41)

Demostración. ⇒: Sea f : f1+ i f2 ( f1, f2 ∈C(X ,R)).
Como f1 = 1/2( f + f ) ∈ A y f2 = 1/2i ( f − f ) ∈ A entonces f1, f2 ∈ Ar . Así A ⊂ Ar +i Ar ,

entonces A = Ar + i Ar , pues la otra inclusión es siempre válida.

⇐=: Si f = f1+ i f2 ∈ Ar + i Ar

entonces
f = f1+ i (−( f2)) ∈ Ar + i Ar

Finalmente ZAr
⊃ ZA , RAr

⊃RA son inclusiones evidentes. Por otro lado si x ∈ ZAr

tenemos hx = h1(x ) + i h2(x ) = 0 para todo h ∈ A, entonces x ∈ ZA . De la misma forma
se prueba que RAr

⊂RA .

La proposición anterior permite trasladar los resultados de la sección previa
(12.4.20–12.4.23) a las álgebras complejas A ⊂C(X ,C) que cumplen h ∈ A =⇒ h ∈ A.

Teorema 12.4.27. Sea (X ,X ) compacto f ∈C(X ,C) y A ⊂C(X ,C) una subálgebra tal
que h ∈ A para todo h ∈ A. En tal caso:

f ∈ A⇐⇒ (ZA ⊂ Z f ∧RA ⊂R f )

Demostración. Sólo queda probar la implicación⇐=: Sea f = f1 + i f2 ( f1, f2 ∈ Ar ).
Como ZAr

= ZA ⊂ Z f ⊂ Z f ⊂ Z f1
y RAr

= RA ⊂ R f ⊂ R f1
se tiene que f

1
∈ Ar ⊂ A,

análogamente f2 ∈ A, por lo tanto f = f1+ i f2 ∈ A.
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Corolario 12.4.28. Sea (X ,X ) compacto y A ⊂C(X ,C) una subálgebra compleja que
cumple:

i) h ∈ A =⇒ h ∈ A

ii) A es separante.

iii) Para todo x ∈ X existe h ∈H tal que h (x ) ̸= 0.

Entonces toda aplicación continua f : X →C puede aproximarse uniformemente por
funciones de A.

Pregunta. ¿Cuál de las suposiciones del corolario anterior no se cumple para el álgebra
A definida en el ejemplo 12.4.24?

Ejercicio 12.4.29. Sea (X ,X ) un espacio localmente compacto, no compacto. Sea
C0(X ,C) = { f ∈C(X ,C) | ĺım

x→∞
f (x ) = 0} y A una subálgebra C0(X ,C) con las propieda-

des siguientes:

i) h ∈ A =⇒ h ∈ A.

ii) A es separante.

iii) Para todo x ∈ X existe h ∈H tal que h (x ) ̸= 0.

Probar que cada función f ∈C0(X ,C) puede aproximarse uniformemente sobre
X por funciones de A. (Aqui∞ denota el punto que se adjunta a X en su compactifi-
cación de Alexandrof).

Aplicaciones. Consideremos primeramente algunos casos clásicos del teorema de
Stone-Weierstrass y después una aplicación de los resultados obtenidos en la teoría de
los anillos de funciones reales continuas.

Aplicación 1. Aproximación de funciones continuas f : R→R.

Sea P [x ] el álgebra de todas las funciones polinomiales

p : x 7→
n
∑

k=0

ax x k (x ∈R)

(n ∈N;ak ∈R). P [x ] = A({〈1〉,1R}) contiene las constantes y es separante porque 1R
separa los puntos de R. Por 12.4.23 P [x ] es denso en C(R,R).

En particular, tenemos sobre el intervalo compacto I = [0, 1] el siguiente resultado
clásico.
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Teorema 12.4.30 (de Weierstrass). Para toda función continua f : I →R y todo ϵ > 0
existe una función polinomial Pϵ tal que | f (t )−Pϵ(t )| ≤ ϵ para todo t ∈ I .

Ejercicio 12.4.31. Probar que para toda función continua f : [0,∞)→R existe una
sucesión (hn ) de funciones de la forma:

hn (x ) =
n
∑

k=0

ak e −k x (x ∈ [0,∞))

que converge a f uniformemente sobre cada compacto K ⊂ [0,∞).

Aplicación 2. Aproximación de funciones continuas f : Rn →R.

Sea P [x1, . . . , xn ] el álgebra de todas las funciones polinomiales reales sobre Rn .

P (x1, . . . , xn ) 7→
∑

finita

ai1,...,in
, x i1

1 · · · x
in
n ; (ai1,...,in

∈R)

Esta álgebra está generada por la función constante 〈1〉 y las n proyeccionesφi : x 7→ xi

de Rn en R (i = 1,2, . . . , n ). Puesto que estas proyecciones separan los puntos de Rn ,
P [x1, . . . , xn ] verifica las hipótesis del teorema de Stone-Weierstrass. Por lo tanto es
denso en Cc (Rn ,R). En otras palabras:

Teorema 12.4.32 (forma n−dimensional del teorema de Weierstrass). Sea K ⊂ Rn

compacto. Entonces existe para toda función f ∈ C(K ,R) y todo ϵ > 0 una función
polinomial pϵ ∈ P [x1, . . . , xn ] tal que

| f (x1, . . . , xn )−pϵ(x1, . . . , xn )| ≤ ϵ para todo (x1, . . . , xn ) ∈ K .

Aplicación 3. Aproximación de funciones continuas periódicas f : Rn →
R.

Si f ∈C(Rn ,R) es periódica en cada variable, entonces puede aproximarse uniforme-
mente por los llamados polinomios trigonométricos reales.

Proposición 12.4.33. Toda función continua f : Rn →R con período 2π en cada varia-
ble puede aproximarse uniformemente por funciones de la forma

x 7→
∑

j∈Zn f i ni t a

α j cos( j · x ) +β j sen ( j · x ) (x ∈Rn ) (12.42)

donde

j · x :=
n
∑

k=1

jk xk (12.43)
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Demostración. El conjunto de todas las funciones (12.42) es una subálgebra A de
funciones continuas de período 2π pues:

sen α sen β = 1/2(cos(α+β )− cos(α−β )).
sen α cosβ = 1/2(sen (α+β )− sen (α−β )).
cosα cosβ = 1/2(cos(α+β ) + cos(α−β )).

Apliquemos 12.4.20. Evidentemente NA = ; ⊂ Nf ; para toda f ∈ C(Rn ,R), pues
〈1〉 ∈ A.

Además si (x , y ) ∈ RA , es decir si h (x ) = h (y ) para todo h ∈ A entonces cos xi =
cos yi y sen xi = sen yi para (i = 1, . . . , n ) entonces x − y = 2π j donde j ∈Zn y por lo
tanto f (x ) = f (y ) pues f es de periodo 2π.

Concluimos por 12.4.20, que f puede aproximarse por funciones de la forma
(12.42) uniformemente sobre todo compacto deRn , entonces especialmente sobre K =
[0, 2π]n . Pero una aproximación uniforme sobre [0, 2π]n implica, por la periodicidad
una aproximación uniforme sobre todo Rn .

Aplicación 4. Aproximación de funciones reales continuas sobre un
producto.

Las funciones reales continuas (x , y ) 7→ f (x , y ) sobre un producto de espacios com-
pactos (no necesariamente de Hausdorff), pueden aproximarse uniformemente por
combinaciones lineales de productos de dos funciones, que dependen cada una sólo
de una coordenada x o y .

Proposición 12.4.34. Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios compactos. Entonces toda función
h ∈C(X ×Y ,R) puede aproximarse uniformemente por funciones de la forma

(x , y ) 7→
k
∑

i=1

fi (x )g i (y ) ((x , y ) ∈ X ×Y ) (12.44)

(k ∈N, fi ∈C(X ,R); g i ∈C(Y ,R))

Demostración. Ejercicio.

(Indicación: Probar primeramente que RC(X ,R)×RC(Y ,R) =RC(X×Y ,R)).

Pregunta. ¿Cómo puede generalizarse esta proposición a productos cualesquiera?
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Aplicación 5. Los anillos C(X ,R).

Resulta fácil comprobar que las álgebras C(X ,R) y C(Y ,R) son algebraicamente iso-
morfas si los dos espacios topológicos (X ,X ) y (Y ,Y ) son homeomorfos. En efec-
to, si f : X → Y es un homeorfismo entonces f ∗ : C(Y ,R) → C(X ,R), definido por
f ∗(g ) = g ◦ f (g ∈C(X ,R)), es un isomorfismo.

Aplicando el Teorema 12.4.20 probaremos en este párrafo el resultado inverso
cuando (X ,X ) y (Y ,Y ) son compactos. O sea, en este caso, si C(X ,R) y C(Y ,R) son
algebraicamente isomorfas, entonces (X ,X ) y (Y ,Y ) son homeomorfos.

Más generalmente, analizaremos la estrecha relación existente entre la estructura
algebraica del anillo C(X ,R) y la estructra topológica del espacio (X ,X ).

Supongamos en lo que sigue que (X ,X ) es un T2−espacio compacto. Antes de
comenzar la presentación de los resultados recordaremos algunas definiciones alge-
braicas.

Un subconjunto J de un anillo conmutativo A se llama un ideal propio de A si
cumple:

J ̸=A (12.45)

(a ∈ A ∧ x ∈J ) =⇒ a x ∈J (12.46)

Tal ideal no puede contener un elemento inversible en A ya que en este caso:

a−1 ∈J =⇒A =A a a−1 ⊂J (12.47)

lo que contradice (12.45).
Un ideal propio M ⊂ A se llama maximal si no existe otro ideal propioJ de A tal

que M ⊂J y M ≠J . Por el lema de Zorn, todo ideal propioJ de A está contenido
en algún ideal maximal M de A.

Si A es un álgebra real conmutativa y unitaria, entonces todo idealJ de A es a la
vez una subálgebra de A.

En lo que sigue estudiaremos especialmente la correspondencia entre los ideales
J del álgebra C(X ) :=C(X ,R) y los conjuntos ZJ de sus ceros.

Proposición 12.4.35. SiJ es un ideal de C(X ) y ZJ = ;, entoncesJ =C(X ).

Demostración. Tomemos para todo x ∈ X , un hx ∈J tal que hx (x )> 0. Los abiertos
Ux = {y ∈ X | hx (y )> 0} (x ∈ X ) cubren X . Entonces existen puntos x1, . . . , xn ∈ X (N ∈

N) tales que X = ∪{Uxi
| i = 1, . . . , n}. La función h =

n
∑

i=1
h 2

xi
∈ J es estrictamente

positiva sobre X . Puesto que h tiene un inverso en C(X ) concluimos queJ =C (X )
por (12.47).

Esta proposición puede considerarse como un resultado más preciso del Teorema
12.4.20 para ideales en vez de subálgebras en general. Esto ya nos indica que la relación
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RJ puede obviarse si analizamos la aproximación uniforme de f ∈C(X ) por funciones
de un idealJ ⊂C(X ). En efecto, en este caso, RJ adquiere una expresión trivial según
nos muestra el siguiente resultado.

Proposición 12.4.36. SeaJ un ideal de C(X ) y seaJ su cerradura en Cu (X ). Entonces:

RJ =△X ∪ (ZJ ×ZJ ) (12.48)

J = { f ∈C(X ) | f | Z J ≡ 0} (12.49)

Demostración. La afirmación (12.49) es una consecuencia de (12.48), por el Teorema
12.4.16. Queda por probar (12.48) donde la inclusión ⊃ se cumple siempre. Inver-
samente sean x , y ∈ X tales que ni x ni y pertenecen ZJ , se tiene que (x , y ) /∈ RJ .
Supongamos que x ≠ y y x ∈ X \ZJ . En este caso existen funciones hx y hy en J
tales que hx (x ) ̸= 0, hy (y ) ̸= 0. Sean h = h 2

x + h 2
y ∈ J y f : X → [0,1] una función

continua tal que f (x ) = 0 y f (y ) = 1 que existe por ser (X ,X ) normal. Entonces
g = f h ∈J cumple g (x ) = 0 ̸= g (y ), lo que contradice (x , y ) ∈RJ . En fin concluimos
que RJ ⊂△x ∪ (ZJ ×ZJ ).

SeaH la colección de todos los ideales de C(X ). La aplicación J 7→ ZJ envia a
todo J ∈H un conjunto cerrado. Inversamente podemos asociar a todo conjunto
A ∈P (X ) el conjunto de todas las funciones que se anulan sobre A.

JA := { f ∈C(X ) | f |A = 0}

JA es un ideal cerrado en Cu (X ).

Proposición 12.4.37. Las aplicaciones i : A 7→JA deP (X ) enH y v :J 7→ZJ deH
enP (X ) cumplen las propiedades siguientes:

i) i ◦ v (J ) =J para J ∈H . (12.51)

ii) v ◦ i (A) = A para A ∈P (X ). (12.52)

iii) Las aplicacionesJ 7→v [J ] y C 7→ i [C ] son biyecciones inversas del conjuntoH
de los ideales cerrados en C(X ) sobre el conjunto de los cerrados en (X ,X ), resp.
deL sobreH .

iv) i y v son decrecientes con respecto a la relación de orden ⊂ sobreP (X ) yH .

v) La aplicación x 7→ Ix :=J{x } es una biyección de X sobre el conjunto M de los
ideales maximales en C(X ). Luego los ideales maximales en C(X ) son cerrados.
Un idealJ ∈H es cerrado si y sólo si es la intersección de los ideales maximales
que lo contienen.
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Demostración. Ejercicio.
(Indicación: (X ,X ) es completamente regular, luego las funciones f ∈C(X ) separan

los puntos de X .)

De esta proposición se deduce que la estructura topológica de X puede determi-
narse completamente a partir de la estructura algebraica de C(X ). En efecto, tenemos

x ∈ Z f ⇐⇒ f ∈ Ix (12.53)

y en general
x ∈ ZJ ⇐⇒J ⊂Ix . (12.54)

Puesto que todos los cerrados C ∈L tiene la forma ZJ (J ∈H ), los cerrados C en
(X ,X ) están determinados de manera única por las subcolecciones

MJ := {M ∈M |J ⊂M }

deM definidas por los idealesJ ∈H . Más formalmente, esta correspondencia se
describe como sigue: Tomando {MJ | J ∈H } como colección de cerrados se define
de manera puramente algebraica sobre el espacioM de los ideales maximales de
C(X ) una topologíaXS , llamada la topología de Stone.XS está ahora determinada de
manera única como la preimágen deXS por la biyección x 7→ Ix de X sobreM .

Se obtienen así los siguientes resultados:

Teorema 12.4.38. Sean (X ,X ), (X̃ ,fX ) T2−espacios compactos. Si C(X ) y C(X̃ ) son alge-
braicamente isomorfos, entonces (X ,X ) y (X̃ ,fX ) son homeomorfos.

Demostración. Basta mencionar que el isomorfismo algebraico entre C(X ) y C(X̃ )
implica evidentemente la homeomorfía de los ‘espacios de Stone’ correspondientes
(M ,XS )≃ ( ÝM ,fXS ).

Nota. Aunque nos hemos limitado en esta aplicación al anillo C(X ) de las funcio-
nes reales continuas pueden probarse resultados análogos para los anillos C(X ,C),
(E.12.18). Así, la exposición anterior puede servir como una introducción a dos áreas
del análisis funcional estrechamente vinculadas con problemas de aproximación : la
teoría de los anillos de funciones reales continuas y la teoría de las álgebras uniformes
(complejas).

Dejamos al lector comprobar que el método desarrollado en esta sección se ex-
tiende a espacios topológicos y a anillos más generales.

Ejercicio 12.4.39. Sea R un anillo conmutativo con elemento neutro 1. Denotemos
porH al conjunto de todos los ideales de R y porM al conjunto de todos los ideales
maximales de R . Probar:
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i) SobreM existe una única topologíaXS (llamada de Stone) tal que los cerrados
de (X ,XS ) son precisamente los conjuntos

CJ = {M ∈M |J ⊂M } (J ∈H ) (12.55)

ii) La cerradura de un subconjuntoQ en (M ,XS ) se determina por

Q = {M ∈M |M ⊃ (∩Q)} (12.56)

(El idealJ =∩Q se llama núcleo deQ, inversamente, para todo idealJ ∈H
el conjunto (12.55) se llama envoltura deJ , por tanto la topología de Stone se
llama también topología de envoltura-núcleo.)

iii) (M ,XS ) es un T1−espacio.

iv) (M ,XS ) es de Hausdorff si y sólo si para dos ideales maximales distintos M1, M2

∈M existen elementos a1, a2 ∈R tales que a1 /∈M1, a2 /∈M2 y a1, a2 ∈ ∩M . Si
R =Z entoncesM no es de Hausdorff.

v) (M ,XS ) es compacto

Ejercicio 12.4.40. Sean (X ,X ) un espacio completamente regular yM el espacio de
los ideales maximales de C(X ,R) provisto de la topología de Stone. Probar:

i) M es T2−compacto

ii) La aplicación ϕ : x 7→ Ix = { f ∈ C(X ,R) | f (x ) = 0} es un homeomorfismo de
(X ,X ′) sobre un subconjunto denso de (M ,XS ), entonces (ϕ,M ,XS )es una
compactificación de (X ,X ).





13
Métodos Topológicos en Ciencia de

Datos

13.1. Introducción

En el presente libro se han abordado numerosos temas que conciernen al estudio
de espacios topológicos. Todos estos temas pueden parecer muy abstractos y con
poca utilidad en aplicaciones a problemas reales. Sin embargo, en años recientes han
aparecido numerosas aplicaciones de la topología a problemas tan variados que van
desde la representación de moléculas de ADN mediante nudos y curvas en el espacio,
hasta el modelado de redes (sociales, de comunicaciones, etc.), mediante gráficas y
complejos simpliciales, pasando por el modelado y desarrollo de materiales usando
estructuras topológicas. En particular, algunas aplicaciones de la topología que ha
tenido un auge muy importante en los últimos años son aquellas relacionadas con la
ciencia de datos y la inteligencia artificial.

Algunos métodos clásicos en aprendizaje automático ya utilizan conceptos comu-
nes en topología, tales como la distancia y la dimensión. Otros métodos, como los
árboles de decisión, utilizan estructuras topológicas para llevar a cabo los procesos de
aprendizaje. Sin embargo, estos métodos no explotan toda la información topológica
que puede tener una nube de puntos o un conjunto de datos. Pensemos en el ejemplo
que se presenta en la Figura 13.1, en donde se tiene una colección de puntos distribui-
dos en dos clases. El problema consiste en encontrar la clase correspondiente a un
punto x , del que se desconoce su clase. Uno de los métodos clásicos que se pueden
usar para clasificar a x es el método de los k vecinos más cercanos (o kNN). Sin em-
bargo, para valores de k entre 10 y 20 (valores que suenan razonables), el clasificador
nos diría que le corresponde la clase 2, aunque la intuición tal vez nos indique que a x
le corresponde la clase 1. Al usar otros métodos más sofisticados en aprendizaje auto-
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Figura 13.1: La topología de un conjunto de datos

mático, como una máquina de soporte vectorial o DBSCAN, nos daría como resultado
que a x le corresponde la clase 1. Sin embargo, ni siquiera estos métodos detectarían
que los dos cúmulos que representan a cada clase son topológicamente diferentes
(tienen distinta “forma”). En la Sección 13.2 se presentarán algunos métodos clásicos
de aprendizaje automático en los que ciertos conceptos de topología son relevantes.
Cada uno de los métodos presentados aquí se implementó en el conjunto de datos
Iris.

Basándose en la filosofía de que en muchos conjuntos de datos, la topología del
conjunto determina propiedades y relaciones entre los puntos, es como surge el análsis
topológico de datos (TDA por sus siglas en inglés). Los dos métodos principales en
TDA son las gráficas Mapper y la homología persistente. Ambos métodos se basan
en la construcción de estructuras topológicas para inferir propiedades y relaciones
en los conjuntos de datos. En la Sección 13.3 se describen dos variantes de gráficas
Mapper, la clásica y la gráfica Ball Mapper. Finalmente, en la Sección 13.4 se describe
la manera en la que se realiza el análisis de datos en homología persistente, desde
las construcciones de los complejos simpliciales filtrados asociados a un conjunto de
datos, hasta la representación gráfica de la evolución de las características topológicas
a lo largo de un complejo simplicial filtrado.

13.2. Topología en Aprendizaje Automático

En el campo de la inteligencia artificial (AI), el aprendizaje automático (en inglés ma-
chine learning o ML) es un conjunto de métodos y algoritmos que tienen la capacidad
de aprender a partir de un conjunto de datos iniciales para encontrar estructuras, pa-
trones y generalizaciones que se pueden usar sobre datos desconocidos. Dependiendo
de la naturaleza de los datos y los resultados esperados en el método de aprendizaje
automático, éstos se acostumbran dividir en tres categorías: aprendizaje supervisado,
aprendizaje no supervisado y aprendizaje por refuerzo. En el aprendizaje supervisado
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se suelen conocer las etiquetas, categorías o valores a determinar desde antes de apli-
car el método de aprendizaje automático. Los dos principales campos de aplicación
del aprendizaje supervisado son los problemas de clasificación y los de regresión.
En el aprendizaje no supervisado no se conocen las categorías o valores posibles a
priori. Dentro de los métodos de aprendizaje no supervisado más conocidos se en-
cuentran los métodos de clustering (o agrupamiento) y los métodos de reducción
de dimensiones. Finalmente, en el aprendizaje por refuerzo se tiene una interacción
dinámica con el espacio ambiente y en cada etapa del aprendizaje se usan criterios de
penalización y recompensa para la toma de decisiones. Un ejemplo de aprendizaje
por refuerzo es la conducción de un coche autónomo en donde la computadora del
auto se alimenta de manera continua con la información del entorno para definir las
acciones de conducción en cada momento.

Algunos métodos clásicos en aprendizaje automático utilizan conceptos de topolo-
gía y geometría dentro de los procesos de aprendizaje tales como métrica, dimensión,
gráfica, función continua, proyección, separación, entre otros. A continución presenta-
remos algunos métodos clásicos en aprendizaje automático, tanto supervisado como
no supervisado, en los que la topología juega un papel muy importante. Como ejemplo
se muestran estos métodos en el conjunto de datos Iris. Las implementaciones de
los algoritmos y visualizaciones se realizaron usando la biblioteca Scikit-learn para
Python [154].

13.2.1. El conjunto de datos Iris

Figura 13.2: El conjunto de datos Iris

El conjunto de datos de la flor iris (o simplemente Iris), es una colección de datos
muy usado para la evaluación de modelos en ciencia de datos, desde que fue introdu-
cido por Ronald Fisher en 1936 [68]. El conjunto Iris consta de 150 registros de flores de
género Iris, dividido en tres especies con 50 ejemplares cada una: I. setosa, I. virginica
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e I. versicolor. Cada uno de los registros consta de cuatro características o descriptores:
longitud del sépalo, ancho del sépalo, longitud del pétalo y ancho del pétalo, medidos
en centímetros (cm). En la Figura 13.2 se muestran los primeros registros del conjunto
Iris, mientras que en la Figura 13.3 se gráfica el conjunto tomando en cuenta solo el
ancho y largo del sépalo. Dado que Iris es un conjunto de datos pequeño, con clases
balanceadas y diferenciadas, se suele usar para la evaluación de varios métodos de
aprendizaje automático, en particular para el problema de clasificación.

Figura 13.3: Las clases del conjunto Iris

13.2.2. Árboles de decisión

Los árboles de decisión constituyen una técnica clásica en aprendizaje supervisado
que se basa en el uso de estructuras topológicas y combinatorias conocidas como
árboles (gráficas conexas y libres de ciclos). Gracias a su simplicidad y facilidad para
ser interpretados, los árboles de decisión son muy usados en modelos predictivos,
tanto de clasificación como de regresión.

En la Figura 13.4 se muestra el resultado de la implementación de un clasificador
a partir de un árbol de decisión para el conjunto de datos Iris con una partición en
un conjunto de entrenamiento (80%) y otro de evaluación (20%). Como se puede
ver en la figura, en la raíz del árbol de decisión aparece la condición “longitud del
pétalo ≤ 2.45”. Si se quiere clasificar un nuevo registro, se eligirá la rama (arista) que
corresponda a la veracidad de dicha condición, lo cual conducirá a un nuevo nodo
del árbol. Dicho nodo puede tener un nuevo enunciado condicional, en cuyo caso se
repite el proceso, o bien, puede ser una hoja del árbol (nodo final del que no emergen
nuevas aristas), en tal caso, en dicho nodo se debe indicar la clase que se asignará a
ese registro. Por ejemplo, en el segundo nivel del árbol de decisión del conjunto Iris
aparece una hoja, en la que se indica que termina el proceso de clasificación y la clase
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asignada es “setosa”. En este ejemplo, el árbol de decisión es binario, pero también se
pueden implementar clasificadores que tengan más aristas en cada nodo. De hecho,
hay diversas implementaciones de árboles de decisión en los que se pueden establecer
distintos parámetros: número de aristas y nodos, profundidad del árbol, etc.

Como desventajas del método de árboles de decisión podemos mencionar que
es poco robusto (ligeros cambios en el conjunto de entrenamiento pueden producir
grandes diferencias en el predictor), y que tiende al sobreajuste, es decir, el método se
ajusta demasiado al conjunto de entrenamiento que se vuelve inflexible para hacer
predicciones sobre datos nuevos.

Los árboles son importantes, no solo en aprendizaje automático, sino en estruc-
turas de datos. Datos estructurados a lo largo de árboles optimizan algoritmos de
almacenamiento y búsqueda en bases de datos. En particular, dos de las bibliote-
cas más usadas en homología persistente (Sección 13.4.3), Gudhi [130] y Ripser [17],
almacenan los complejos simpliciales en estructuras de árbol.

Figura 13.4: Un árbol de decisión para el conjunto Iris

13.2.3. Análisis de Componentes Principales (PCA)

Análisis de componentes principales (PCA por sus siglas en inglés) es uno de los
métodos más usados en reducción de dimensiones que resulta muy útil para la vi-
sualización, análisis exploratorio o como una etapa de preprocesamiento de datos.
En esencia, si se tiene una colección de puntos X = {x1, x2, . . . , xk } ⊂Rn , el algoritmo
PCA se ocupa de encontrar una proyección lineal óptima p: Rn →Rm , m < n , de tal
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manera que se preserve, tanto como sea posible, la distribución (información) de los
puntos en X . Podemos describir el algoritmo PCA en los siguientes pasos:

1) Se centra el conjunto X alrededor del promedio de los puntos, µ= (1/k )
∑

i xi ,
al tomar x̄i = xi −µ.

2) Para la matríz de covarianza

C =
1

k −1

k
∑

i=1

x̄i x̄ T
i

se calculan los primeros m vectores propios {v1, . . . , vm} que se toman como una
base de un espacio afín Am ⊂Rn de dimensión m y centrado en µ.

3) La proyección ortogonal p: Rn →Am ∼=Rm determina la reducción de dimen-
siones p(X ) de X .

En resumen, el método de reducción de dimensiones PCA proyecta un conjunto finito
X ⊂Rn de manera lineal sobre el espacioRm , m < n , definido por una base ortonormal
ordenada {v1, v2 . . . , vm}, que representa las direcciones en las que se maximiza la
varianza de X .

En la Figura 13.5 se muestra el resultado de aplicar el algoritmo PCA para reducir
las cuatro dimensiones del conjunto Iris a solo tres dimensiones al proyectar sobre las
tres primeras componentes principales. Compare esta proyección usando PCA con la
proyección del conjunto Iris sobre el subespacio de dimensión dos definido por los
descriptores ancho-largo del sépalo de la Figura 13.3.

13.2.4. Máquina de Soporte Vectorial (SVM)

Las máquinas de soporte vectorial (SVM por sus siglas en inglés) son una colección de
métodos en aprendizaje supervisado que priorizan la búsqueda de subsespacios en el
espacio de características que separen al conjunto de datos dado en subconjuntos
con características comunes, como puede ser el pertenecer a una misma clase.

Dado un conjunto de datos X ⊂Rn , los algoritmos de aprendizaje de máquinas de
soporte vectorial se pueden resumir en los siguientes casos:

i) Si X tiene dos clases que son linealmente separables, entre todos los hiperplanos
en Rn que separan las clases de X , se busca el hiperplano H que maximiza
la distancia a las dos clases de X , de manera simultánea. Así se obtiene un
clasificador lineal basado en los subconjuntos en los que H divide a Rn .

ii) En caso de que las clases de X no sean linealmente separables, primero se mapea
X en un espacioRm con m > n , mediante una función no linealϕ, de tal manera
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Figura 13.5: Algoritmo PCA en el conjunto Iris

que ϕ(X ) ⊂ Rm sea linealmente separable. En Rm se aplica el algoritmo SVM
descrito en el inciso (i ) al conjunto ϕ(X ).

Al algoritmo SVM descrito en el inciso (i ) se le conoce como SVM lineal o con un
núcleo (kernel) lineal. Para el algoritmo descrito en (i i ) se dice que la función ϕ es el
núcleo o kernel del método SVM. Dentro de las funciones kernel más utilizadas se
encuentran las funciones polinomiales, sigmoides y de base radial Gaussiana (RBF).

En la Figura 13.6 se muestran las regiones de clasificación para el conjunto de datos
Iris, usando máquinas de soporte vectorial con distintos núcleos (lineal, polinomial
y RBF). Nótese como cambian los resultados del clasificador al considerar distintos
núcleos.

13.2.5. Agrupamiento Espacial Basado en Densidad de Aplicaciones
con Ruido (DBSCAN)

Agrupamiento Espacial Basado en Densidad de Aplicaciones con Ruido, o simplemen-
te DBSCAN, es uno de los métodos más usados en procesos de clustering (agrupa-
miento), dentro del aprendizaje no supervisado. Este método de agrupamiento está
basado en la densidad de puntos del conjunto dado, es decir, agrupa en el mismo
cúmulo a los puntos que se encuentran cercanos entre si.
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Figura 13.6: Algoritmo SVM el conjunto Iris con distintos núcleos

El algoritmo DBSCAN aplicado a un conjunto finito X contenido en un espacio
métrico tiene como parámetros: un número mínimo de puntos, m ∈ N, y un radio
ε> 0. Los pasos que describen al algoritmo son los siguientes:

i) Para cada punto p ∈ X , se encuentra el número de puntos de X en una vecindad
de radio ε de p , B (p ,ε)∩X . Si ese número de puntos es al menos m , se dice que
p es un punto núcleo.

ii) Un punto q ∈ X es alcanzable desde un punto núcleo p si existe una sucesión
de puntos distintos en X , p1, p2, . . . , pn , tales que p1 = p , pn = q , pi es un punto
núcleo para i = 1, 2, . . . , n −1, y d (pi , pi+1)<ε para i = 1, . . . , n −1.

iii) Los puntos que son alcanzables desde un punto núcleo, pertenecen al cúmulo
(cluster) de dicho núcleo, mientras que los puntos que no son alcanzables desde
ningún punto núcleo se consideran puntos aislados (outliers).

De alguna manera, la partición de un espacio métrico discreto X en cúmulos
mediante un método de clustering, nos recuerda la noción de componentes conexas
en un espacio topológico. Algunas ventajas del método DBSCAN son su dependencia
de solo dos parámetros (el mínimo número de puntos m y el radio ε), así como la
noción de puntos aislados y su robustez.
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Figura 13.7: Algoritmo de clustering DBSCAN en el conjunto Iris

En la Figura 13.7 se muestra la ejecución del algoritmo DBSCAN en el conjunto
Iris. Como se puede notar en este ejemplo, en ciertos conjuntos de datos, los cúmulos
obtenidos a partir de un método de clustering están relacionados con las clases del
conjunto de datos en cuestión.

13.3. Análisis Topológico de Datos I: Gráficas Mapper

Análisis topológico de datos, por sus siglas en inglés TDA, es una colección de técnicas
y algoritmos en ciencia de datos e inteligencia artificial que explotan las características
topológicas de un conjunto de datos para llevar a cabo los procesos de aprendizaje,
tanto supervisado como no supervisado. Dentro de las técnicas de TDA, hay dos que
destacan por su aplicabilidad a distintos problemas y su desarrollo durante los últimos
años: gráficas Mapper y homología persistente.

La homología persistente se fundamenta en construcciones y resultados de topolo-
gía algebraica. Gracias a esto, los algoritmos en homología persistente cuentan con un
importante soporte teórico que se traduce en robustez y explicabilidad de los mismos.
Adicionalmente, se han podido desarrollar nuevos métodos y marcos teóricos que
hacen de la homología persistente un campo activo de investigación. Una desventaja
de los métodos en homología persistente es que tienden a ser complejos y requieren
de una capacidad de cómputo considerable, aunque en la actualidad se cuenta con
recursos de cómputo suficientes para realizar bastantes implementaciones.
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Por otro lado, las gráficas Mapper constan de técnicas y algoritmos en TDA usados
para el análisis exploratorio y la visualización de conjuntos de datos de alta dimensión.
A diferencia de la homología persistente, las gráficas Mapper tienen un fundamento
teórico menos sofisticados, lo cual se refleja en métodos limitados en relación al
aprovechamiento de la información topológica de un conjunto de datos. Sin embargo,
una ventaja de las gráficas Mapper es que el costo computacional de estos métodos
suele ser mucho menor que el de los métodos de homología persistente, pero pueden
proporcionar una buena noción general de la estructura de los datos.

En la presente sección se describen dos variantes de las gráficas Mapper. Primero
se presenta el algoritmo Mapper clásico, para pasar enseguida a una implementación
más reciente conocida como algoritmo Ball Mapper.

13.3.1. Gráficas Mapper

El algoritmo para la construcción de gráficas Mapper fue introducido en 2007 en [171],
y se puede considerar como una aproximación discreta de las gráficas de Reeb para
espacios topológicos.

Definición 13.3.1 (Gráfica de Reeb). Sea X un espacio topológico y sea h : X → R
una función continua. Definimos la relación de equivalencia en X , p ∼ q , si p y q
pertenecen a la misma componente conectable por trayectorias de h−1(t ) para cierto
t ∈R. La gráfica de Reeb de X es el espacio cociente bajo esta relación de equivalencia.

Figura 13.8: Construcción de la gráfica de Reeb

En la Figura 13.8 se muestra la gráfica de Reeb de un toro T ⊂R3, donde la función
continua para obtener la gráfica de Reeb es la proyección sobre el eje z . Nótese que la
gráfica de Reeb preserva parte de la topología del toro.

Las gráficas Mapper son el equivalente a las gráficas de Reeb pero para espacios
métricos finitos (como pueden ser subconjuntos finitos de un espacio euclidiano
Rn ). Sea X ⊂ Rn un subconjunto finito y sea f : X → Rm una función, llamada una
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Figura 13.9: Constucción de la gráfica Mapper

función lente o función filtro (ver Figura 13.9). Para fines prácticos se suele tomar m
igual a 1 o 2. Sea {Uα} una cubierta del rango de la función f (por ejemplo, si m = 1, la
cubierta suele ser una colección de intervalos). A continuación se elige un algoritmo
de clustering en X (por ejemplo, el algoritmo DBSCAN). El proceso para obtener la
gráfica Mapper de X con los parámetros descritos se puede resumir como:

i) Aplicar el método de clustering a f −1(Uα) para cada α, para descomponerlo en
clusters Cα,i donde i recorre el número de clusters en la preimágen de Uα.

ii) Construir la gáfica Mapper G = (V , E ) con un vértice vα,i ∈ V por cada cluster
Cα,i y una arista entre vα,i y vβ , j si Cα,i ∩Cβ , j ̸= ;.

Figura 13.10: Información topológica en una gráfica Mapper

Como se puede ver, el algoritmo para la construcción de gráficas Mapper es simple
pero puede dar una muy buena aproximación de la topología del conjunto de datos
en cuestión. Una de las desventajas del método Mapper es que consta de varios
parámetros: además del conjunto de datos X , se requiere una función lente f : X →Rm ,
una cubierta {Uα} del rango de f y un método de clustering. La construcción de las
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gráficas Mapper suele ser sensible a la elección de dichos parámetros, lo que la vuelve
inestable. Sin embargo, si los parámetros involucrados se afinan adecuadamente, se
puede obtener una gráfica Mapper que represente propiedades topológicas relevantes
del conjunto de datos. Por ejemplo, de la gráfica Mapper de la Figura 13.10, se puede
recuperar la topología de una nube de puntos tomada sobre una mano, donde se
aprecia que se tienen subgráficas de la gráfica Mapper que corresponden a los dedos
y la palma de la mano.

13.3.2. Gráficas Ball Mapper

Como una propuesta para atender las limitaciones del algoritmo Mapper, se propuso
en 2019 el algoritmo Ball Mapper [58]. Este algoritmo se basa en la construcción de
una ε-red en conjunto de datos dados.

Definición 13.3.2 (ε-red). Sea X un espacio métrico finito y sea ε> 0. Una ε-red de
X de radio ε es un subconjunto L ⊂ X , tal que d (li , l j ) > ε para cada par de puntos
li , l j ∈ L , y para cada x ∈ X existe algún l ∈ L tal que d (x , l )≤ ε.

Existen varios algoritmos para obtener ε-redes para un conjunto X dado. A conti-
nuación describimos un algoritmo codicioso (greedy en inglés) para la construcción
de una ε-red sobre X :

i) Se inicializa el conjunto de puntos distinguidos (landmarks en inglés), L = ;.

ii) Mientras exista algún punto x ∈ X tal que d (x , l )>ε para cada l ∈ L , se actualiza
L = L ∪{x }.

iii) Cuando cualquier punto de X diste a lo más ε de algún punto de L , el algoritmo
termina.

Figura 13.11: Construcción de la gráfica Ball Mapper

La gráfica Ball Mapper G = (V , E ) asociada a un espacio métrico finito X a partir de una
ε-red L ⊂ X se conforma por: un vértice v j ∈V por cada elemento l j ∈ L , y una arista
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ei , j entre los vértices vi y v j siempre que B (li ,ε)∩ B (l j ,ε) ̸= ;. En la Figura 13.11 se
muestra el proceso para la construcción de una gráfica Ball Mapper para un conjunto
de puntos X (figura de la izquierda). En la figura central se obtiene una ε-red para
X (ya sea por el algoritmo codicioso u otro). Finalmente, en la derecha se muestra la
gráfica Ball Mapper construida para X a partir de la ε-red L .

El algoritmo Ball Mapper depende únicamente del parámetro ε (una vez que el
método para obtener la ε-red ha sido determinado), lo que lo convierte en un método
más factible de afinar que el método Mapper original. Además, la gráfica Ball Mapper
se puede interpretar como el 1-esqueleto del nervio de la cubierta {B (l ,ε)}l∈L de X , lo
que asegura estabilidad al método (ver el Teorema del Nervio, Teorema 13.4.47 de la
Sección 13.4.3).

13.3.3. Aplicaciones de Gráficas Mapper

1. Gráfica Mapper sobre datos de expresión de genes en cáncer de mama

Desde que fueron introducidas en 2007 en [171], las gráficas Mapper han resultado
muy útiles en problemas aplicados en biología y medicina. En particular, cuando
se estudian distintos tipos de cáncer desde una perspectiva molecular, se tiene la
dificultad de tener datos en espacios de muy alta dimensión. Por ejemplo, una de las
técnicas usadas consiste en registrar la expresión de ciertos genes en muestras tomadas
de distintos tumores correspondientes a ciertos tipos de cáncer, lo cual determina
una dimensión por cada gen que se considera (se pueden considerar varios miles de
genes a la vez). Clasificar a los tumores por la expresión de ciertos genes suele tener
gran relevancia clínica, ya que permite, por ejemplo, sugerir tratamientos y terapias
focalizadas.

Uno de los casos de éxito de las gráficas Mapper en el estudio del cáncer mediante
marcadores de expresión de genes apareció en [152]. En este trabajo, los autores
analizaron una muestra de 295 tumores de cáncer de mama con vectores de expresión
de genes enR24,479 (que posteriormente se reduce a 262 dimensiones). En el artículo
se propone un método llamado PAD (Progression Analysis of Disease) que consta, entre
otras técnicas, de un visualizador de gráficas Mapper. La gráfica Mapper obtenida
después del análisis se muestra en la Figura 13.12. El tamaño de cada nodo indica
la densidad del cúmulo que representa, y el color indica la desviación promedio del
cúmulo con respecto a la expresión de los genes de la muestra de tejido normal,
siendo el azul oscuro el color que indica mayor similitud con el tejido normal. La rama
de la izquierda representa las muestras de tejido que tienen mayor similitud con el
tejido normal (como el color lo indica). A la derecha se encuentran las ramas que
corresponden a baja expresión del receptor de estrógeno (ER-), y a una alta expresión
del mismo receptor (ER+).
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Figura 13.12: Gráfica Mapper en el estudio del cáncer de mama

El éxito de las gráficas Mapper en este estudio fue la detección de un subgrupo de
ER+ correspondiente a una alta expresión de c-MYB+. Este subgrupo no había sido
detectado previamente por otras técnicas analíticas. Este tipo de cáncer de mama
resultó relevante por presentar bajos niveles de metástasis y un muy buen pronóstico
de supervivencia para los pacientes.

2. Gráfica Ball Mapper en el análisis de imágenes

Se considera una collección de 72 imágenes de tamaño 128×128 pixeles en escala
de grises de una figurilla de un gato de la suerte desde todos los ángulos múltiplos
de 5◦ en una circunferencia centrada en la figurilla. En la Figura 13.13 se muestran
las imágenes del conjunto correspondientes a ángulos múltiplos de 45◦. Enseguida
se vectorizan las imágenes por el valor de cada pixel para obtener un conjunto de
datos X ⊂ R 16,348. Dada la alta dimensión, se construye la gráfica Ball Mapper para
X usando un radio ε= 5000 con un algoritmo codicioso para obtener la ε-red. En la
Figura 13.14 se muestra la gráfica Ball Mapper obtenida, donde el tamaño del nodo
indica el número de puntos del nodo y el color representa el ángulo promedio del
nodo. Como se puede observar, las imágenes tomadas desde ángulos cercanos tienden
a agruparse en los mismos nodos. También se distingue que los nodos cercanos a 180◦

contienen más puntos, lo que se interpreta como un menor detalle en las fotografías
del gato tomadas por la espalda.
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Figura 13.13: Conjunto de imágenes de un gato desde distintos ángulos

3. Gráfica Ball Mapper en el estudio de invariantes de nudos

Las técnicas de análisis de datos empiezan a tomar gran relevancia, no únicamente
en ciencias aplicadas, sino como una guía para la intuición en problemas teóricos en
Matemáticas que son difíciles de abordar con técnicas analíticas y en las que se tiene
una cantidad masiva de información.

En [59] se presenta una aplicación de gráficas tipo Ball Mapper en el estudio de
invariantes de nudos. Un nudo es un encaje suave de S1 en R3, y dos nudos son equi-
valentes si existe una isotopía de ambiente que lleva uno en el otro. Hay una gran
variedad de invariantes que nos permiten distinguir entre varias clases de isotopía
de nudos, entre los que se encuentran invariantes numéricos, polinomiales, geomé-
tricos, etc. Un problema muy importante (y muchas veces muy difícil), es encontrar
relaciones entre invariantes de nudos de distinta naturaleza. Una pregunta relevante
es determinar si la signatura de un nudo, que es un invariante numérico, se puede
obtener de algún invariante polinomial. La creencia mayoritaria entre los topólogos es
que el polinomio de Jones sí determina a la signatura pero el polinomio de Alexander
no, aunque no se ha demostrado.

En [59] utilizan las tablas de nudos de hasta 17 cruces (9,755,329 en total), para
construir bases de datos de los polinomios de Jones y Alexander (además del polino-
mio HOMFLYPT), al representar un polinomio enRn , n lo suficientemente grande,
mediante el vector de sus coeficientes. La gráfica Ball Mapper que se obtiene para el
conjunto de los polinomios de Jones (coloreada por el valor de la signatura) se muestra
en la Figura 13.15 (ilustración tomada de [59]). Como se puede apreciar en esta gráfica,
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Figura 13.14: Gráfica Ball Mapper de las imágenes del gato coloreada por ángulo de la
imágen

los distintos valores de signatura se agrupan en regiones en forma de hojas o flamas.
Esto refuerza de manera experimental la conjetura referida. En contraste, al construir
la misma gráfica para el polinomio de Alexander no se aprecia el mismo fenómeno.

13.4. Análisis Topológico de Datos II: Homología Persis-
tente

La mayoría de lo métodos clásicos en aprendizaje automático no explotan comple-
tamente la información geométrica y topológica de un conjunto de datos dado. Los
métodos más elementales solo utilizan la noción de proximidad para las tareas de
regresión o clasificación (como puede ser el método kNN). Otros métodos como
k -means o una máquina de soporte vectorial (SVM) con núcleo lineal solo utilizan
subespacios lineales para realizar las tareas de aprendizaje (ver Sección 13.2). Pense-
mos, por ejemplo, que nuestro conjunto de datos X es una muestra finita tomada de
una variedad M (como puede ser una esfera, un toro, o una variedad de dimensión
superior), y que esta condición sea relevante para el proceso de aprendizaje. Los mé-
todos mencionados no pueden capturar esta información eficientemente. Se puede
pensar en usar una SVM con algún otro núcleo (como puede ser polinomial), o pasar
directamente a una red neuronal con alguna arquitectura específica. Sin embargo,
como es bien sabido, afinar métodos más complejos e interpretarlos pueden ser tareas
difíciles.
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Figura 13.15: Gráfica Ball Mapper del polinomio de Jones, coloreada por valor de
signatura

Es en este campo donde surgen los métodos de análisis topológico de datos (TDA),
los cuales utilizan estructuras combinatorias construidas a partir de un conjunto de
datos X que naturalmente capturan información topológica y geométrica del con-
junto. La homología persistente es una colección de herramientas en TDA que se
fundamenta en construcciones en topología algebraica (complejos simpliciales, gru-
pos de homología, etc.). Dado que topología algebraica es una rama de la topología
muy desarrollada, las aplicaciones de ésta al análisis de datos suelen ser robustas y
más fáciles de interpretar que otras técnicas comunes. El concepto de homología per-
sistente fue introducido por Edelsbrunner et al. [63] en 2002, junto con un algoritmo
para el cálculo de la persistencia y un método de visualización conocido como diagra-
mas de persistencia. En 2004, Zomorodian y Carlsson [206] reformularon la noción de
persistencia en términos algebraicos e introdujeron una nueva visualización conocida
como código de barras de persistencia.

En el siguiente esquema se sintetizan las etapas y construcciones que usualmente
se utilizan en homología persistente. Comenzando con el conjunto de datos (espacio
métrico finito), a partir del cual se construye una familia de complejos simpliciales
filtrados. Se analiza la evolución de las características topológicas a lo largo de la
filtración y esta información se sintetiza en representaciones gráficas, como pueden
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ser diagramas de persistencia, códigos de barras o paisajes de persistencia.

�

Espacio Métrico Finito

Ejemplo: subconjunto de Rn

�

−→
�

Complejos Simpliciales Filtrados

Ejemplo: complejos de Čech o Vietoris-Rips

�

−→
�

Invariantes Algebraicos

Ejemplo: grupos de homología

�

−→
�

Representaciones Gráficas

Ejemplo: diagramas de persistencia

�

La intención de esta sección es presentar los conceptos y resultados propios pa-
ra introducir al lector a las técnicas en homología persistente. De esta manera, se
empezará abordando el tema de complejos simpliciales, para introducir enseguida
los conceptos de homología simplicial. Al final de la sección se aborda el tema de
persistencia en homología y como se utiliza en ciencia de datos.

13.4.1. Complejos simpliciales

Definición 13.4.1 (Complejo simplicial abstracto). Un complejo simplicial abstracto
(finito) es una colección K de subconjuntos no vacíos de un conjunto finito V de tal
manera que siσ ∈ K y τ⊂σ, entonces τ ∈ K . Siσ ∈ K y |σ|= p +1, diremos queσ es
un p -simplejo abstracto y τ⊂σ se llama una cara deσ.

Por simplicidad abreviaremos complejo simplicial abstracto como c.s.a.

Ejemplo 13.4.2. i) Sea V = {x1, x2, x3}, los conjuntos

K = {{x1, x2, x3},{x1, x2},{x2, x3},{x3, x1},{x1},{x2}.{x3}}
y K ′ = {{x1, x2},{x2, x3},{x1},{x2}.{x3}}

son complejos simpliciales abstractos en el conjunto V .

ii) Sean K ⊂ 2X y L ⊂ 2Y dos complejos simpliciales abstractos, donde X y Y son
conjuntos finitos. El conjunto K ∪ L es un complejo simplicial abstracto en el
conjunto X ∪Y

Siempre que se tenga un c.s.a. K , la dimensión de K se define como dim(K ) =
máx{|σ| |σ ∈ K }−1. Al conjunto de todos los p -simplejos de K lo denotaremos por
Kp , mientras que el p -esqueleto de K será el conjunto K p :=∪ j≤p K j . A K0 le llamamos
el conjunto de vértices de K .

Ejercicio 13.4.3. Sea K un c.s.a. de dimensión n . Demostrar que K p es un c.s.a. para
cada 0≤ p ≤ n .

Definición 13.4.4 (Vectores afínmente independientes). Un conjunto de vectores
{v0, v1, . . . , vn} en Rm se dice afínmente independiente (abreviado a.i.), si el conjunto
de vectores {v1− v0, v2− v0, . . . , vn − v0} es linealmente independiente.
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Nótese que si {v0, v1, . . . , vn} es un conjunto de vectores a.i. enRm , entonces n ≤m .

Definición 13.4.5 (Simplejo geométrico). Sea {v0, v1, . . . , vn} un conjunto de vectores
a.i. en Rm . El n-simplejo geométrico generado por {v0, v1, . . . , vn} se define como:

∆n = [v0, v1, . . . , vn ] := {x =
n
∑

i=0

λi · vi |
n
∑

i=0

λi = 1 y λi ≥ 0 ∀i }

Los números reales {λi }ni=0 se conocen como las baricéntricas baricéntricas de x
en ∆n .

Ejemplo 13.4.6. Si X = {v0, v1, v2, v3} es un conjunto de vectores a.i. en Rm , enton-
ces [v0] contiene solo a v0, [v0, v1] es el segmento de recta que conecta v0 con v1,
[v0, v1, v2] es el triángulo en el plano afín deRm que contiene a {v0, v1, v2}. El 3-simplejo
[v0, v1, v2, v3] es el tetraedro con vértices {v0, v1, v2, v3} en el espacio afín de dimensión
3 en Rm que contiene a X .

En general, si X = {v0, v1, . . . , vn} es una colección de vectores afínmente indepen-
dientes en Rm , el n-simplejo ∆n = [v0, v1, . . . , vn ] es la generalización de un triángu-
lo o un tetraedro con vértices {v0, v1, . . . , vn} en el espacio afín de dimensión n en
Rm que contiene a X . Nótese que [v0, v1, . . . , vn ] es homeomorfo al cono topológi-
co construido sobre [v0, v1, . . . , vn−1] (Sección 5.4). También se puede demostrar que
[v0, v1, . . . , vn ] ⊂ Rm es la envoltura convexa en Rm del conjunto {v0, v1, . . . , vn} (ver
Sección 7.5).

Una cara de∆n es un simplejo generado por un subconjunto de X de cardinalidad
k ≤ n +1, donde la cara será propia si k < n +1.

Lema 13.4.7. Sea∆n = [v0, v1, . . . , vn ]⊂Rm un n-simplejo y sea An ⊂Rm el subespacio
afín de dimensión n que contiene a∆n . Si int y fr son el interior y la frontera topológica
en An , entonces:

i) fr∆n es la unión de todas las caras propias de∆n .

ii) int∆n =∆n \ fr∆n = {x =
∑

λi vi |
∑

λi = 1,λi > 0 ∀i }.

Definición 13.4.8 (Complejo simplicial geométrico). Un complejo simplicial geomé-
trico (c.s.g.) en Rm es una colección K de simplejos geométricos que satisfacen:

i) Siσ ∈ K y τ es cara deσ, entonces τ ∈ K .

ii) Siσ1,σ2 ∈ K yσ1 ∩σ2 ̸= ;, entoncesσ1 ∩σ2 es una cara común aσ1 yσ2.
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Figura 13.16: Complejos Simpliciales

Si K ⊂Rm es un c.s.g. y K ′ ⊂ K es a su vez un c.s.g. se dice que K ′ es un subcomplejo
de K . La realización geométrica de K es el subespacio de Rm definido como

|K | :=
⋃

σ∈K

σ⊂Rm

El ejemplo de la izquierda de la Figura 13.16 no es un c.s.g. ya que los dos 2-
simplejos no se intersectan en una cara común. En el centro se muestra un c.s.g.
formado por un simplejo σi de dimensión i para i = 1,2,3, y todas sus caras. En la
ilustración de la derecha se muestra una triangulación de la 2-esfera, representada
como un octaedro en el que cada cara es un 2-simplejo. Este último ejemplo forma
parte de un conjunto muy importante de complejos simpliciales obtenidos como
triangulaciones de variedades topológicas. En general, una triangulación (finita) de
un espacio topológico X es un c.s.g. K tal que X ∼= |K | (homeomorfos).

La relación entre complejos simpliciales abstractos y geométricos queda estableci-
da en el siguiente teorema.

Teorema 13.4.9. i) Sea K un c.s.g. con vértices K0 = {v0, . . . , vn}, entonces existe un
c.s.a. K̃ asociado a K , con K̃0 = K0 tal que {vi0

, . . . , vis
} ∈ K̃ ⇔ [vi0

, . . . , vis
] ∈ K .

ii) Si K̃ es un c.s.a. con K̃0 = {x0, . . . , xn}, entonces existe un c.s.g. K que realiza a K̃ ,
es decir, existe una función biyectiva f de K̃0 en K0 tal que {xi0

, . . . , xis
} ∈ K̃ ⇔

[ f (xi0
), . . . , f (xis

)] ∈ K .

Por el teorema anterior, podemos pensar indistintamente en complejos simplicia-
les abstractos o geométricos. Ahora definiremos las operaciones en la categoría de
complejos simpliciales.

Definición 13.4.10 (Función simplicial). Sean K y L dos c.s.g. (finitos). Una función
simplicial f : K → L es una función inducida por una función f0 : K0→ L0 tal que siσ=
[v0, v1, . . . , vn ] ∈ K , entonces { f (v0), f (v1), . . . , f (vn )} son los vértices de un simplejo τ ∈
L . En este caso, escribimos f (σ) =τ. En caso de que f0 sea biyectiva y [v0, v1, . . . , vn ] ∈
K ⇔ [ f0(v0), f0(v1), . . . , f0(vn )] ∈ L , decimos que f es un isomorfismo de complejos
simpliciales.
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Figura 13.17: Funciones simpliciales

Ejemplo 13.4.11. Sean K y L los c.s.g. mostrados en la Figura 13.17. Nos preguntamos
si existe una función simplicial entre K y L . Una primera propuesta es tomar g0 : K0→
L0 definida como g0(vi ) =wi para i = 0, 1, 2, 3, 4, sin embargo, es fácil ver que la imágen
de los vértices de [v1, v2, v3] bajo g0 no determinan un simplejo en L , así que g0 no
induce una función simplicial. Por otro lado, la asignación f0 : K0 → L0 definida en
v0, v1, v2, v3 y v4 como w0, w1, w1, w2 y w3, respectivamente, sí determina una función
simplicial de K en L . Nótese que una función simplicial no necesariamente preserva
la dimensión de los complejos simpliciales.

Figura 13.18: Funciones simpliciales suprayectivas

Ejercicio 13.4.12. Considere los c.s.g. K , L y M de la Figura 13.18. Decida si exis-
te una función simplicial suprayectiva de K en L . ¿Existirá una función simplicial
suprayectiva de K en M? ¿Y de M en L?

Ejercicio 13.4.13. ¿Existirá un isomorfismo simplicial entre las triangulaciones de un
anillo y una banda de Möbius de la Figura 13.19?.

Figura 13.19: Triangulaciones de un anillo y una banda de Möbius
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Parte de la importancia de las funciones simpliciales es que inducen funciones
continuas en las realizaciones geométricas.

Lema 13.4.14. Sea f : K → L una función simplicial entre los c.s.g. K y L. Entonces f
induce una función continua en las realizaciones geométricas | f |: |K | → |L |.

Dicha función | f | se obtiene al definirla localmente en cada simplejo de manera
lineal usando las coordenadas baricéntricas de cada simplejo y aplicando el Corolario
5.1.18 para asegurar la continuidad. En particular, si existe un isomorfismo simplicial
f : K → L , entonces | f | es un homeomorfismo entre |K | y |L |.

Para concluir esta introducción a complejos simpliciales, se presentarán dos temas
que son muy útiles en topología computacional, a saber, las subdivisiones y colapsos
en complejos simpliciales. Cada vez que se tenga un c.s.g. K , una subdivisión de dicho
complejo simplicial es otro complejo simplicial L tal que |L | = |K | y todo simplejo
en L está enteramente contenido en un simplejo en K . Una de las subdivisiones
de complejos simpliciales geométricos más útiles se basa en el baricentro de los
simplejos. Siσ= [v0, v1, . . . , vn ]⊂Rm es un n-simplejo, se define su baricentro, b (σ),
como el punto enσ con coordenadas baricéntricas iguales a 1/(n +1), es decir, b (σ) =
∑

i (1/(n + 1)) · vi . Por ejemplo, si σ = [v0, v1] es un 1-simplejo, entonces b (σ) es el
punto medio del segmento que conecta v0 con v1. Mientras que siσ es un 2-simplejo,
entonces b (σ) es el punto de intersección de las medianas del triánguloσ.

Definición 13.4.15 (Subdivisión baricéntrica). La subdivisión baricéntrica Sd (K ) del
c.s.g. K es la subdivisión de K que tiene por vértices el conjunto {b (σ) |σ ∈ K } y un
simplejo [b (σ0), b (σ1), . . . , b (σs )], dondeσ0,σ1, . . . ,σs ∈ K , yσi es una cara propia de
σi+1 para i = 0, 1, . . . , s −1.

Figura 13.20: Subdivisión baricéntrica

Ejemplo 13.4.16. En la Figura 13.20, se muestran tres complejos simpliciales, Ki ,
i = 1, 2, 3, donde Ki está compuesto por un i -simplejo y todas sus caras. En cada caso
se muestra la subdivisión baricéntrica Sd (Ki ). Se puede verificar que Sd (K1) contiene
dos simplejos de dimensión uno, mientras que Sd (K2) contiene seis simplejos de
dimensión dos. ¿Cuántos simplejos de dimensión tres tiene Sd (K3)?
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Un simplejo σ en un c.s.g. K se dice que es principal si σ no es cara propia de
otro simplejo en K . Si σ ∈ K , una cara libre de σ es una cara propia τ de σ con
d i m (τ) = d i m (σ)−1 tal que τ no es cara propia de otro simplejo de K .

Definición 13.4.17 (Colapsos simpliciales). Sean K un c.s.g., σ ∈ K un simplejo
principal y τ una cara libre de σ. El conjunto K ′ = K \ {σ,τ} es un c.s.g. y diremos
que se obtiene de K mediante un colapso elemental de σ a lo largo de τ. En este
caso escribimos K ↘e K ′. A una sucesión finita de colapsos elementales K ↘e K ′↘e

· · · ↘e K (n−1)↘e K (n ) le llamaremos un colapso y lo denotaremos por K ↘ K (n ).

Figura 13.21: Colapsos en complejos simpliciales

Ejemplo 13.4.18. En la Figura 13.21 se muestra una sucesión de colapsos elementales.
En cada paso se remarcan el simplejo principal y la cara libre por la que se lleva a
cabo el colapso elemental. Nótese que en el complejo simplicial final ya no es posible
realizar colapsos pues no tiene caras libres.

Como se vio en la Sección 6.4, dos espacios topológicos X y Y son homotópica-
mente equivalentes o del mismo tipo de homotopía si existen funciones continuas
f : X → Y y g : Y → X tales que g ◦ f ≃ 1X y f ◦g ≃ 1Y (Definición 6.4.10). En particular,
si existe una retracción por deformación de X en un subespacio A ⊂ X , entonces X
y A son homotópicamente equivalentes, A ≃ X (Ejemplo 6.4.13). Si X es del tipo de
homotopía de un conjunto con un solo punto, se dice que X es contraible.

En el caso de un c.s.g. K en Rm , sabemos que su realización geométrica es un
subespacio de Rm . Más aún, si K ′ se obtine de K mediante un colapso elemental,
entonces se puede construir una retracción por deformación de |K | en |K ′|, es decir:

Proposición 13.4.19. Sean K un c.s.g.,σ ∈ K un simplejo principal y τ una cara libre
deσ. Si K ′ se obtiene de K mediante un colapso elemental deσ a lo largo de τ, entonces
|K | ≃ |K ′|.

Podemos concluir de la proposición anterior que si existe un colapso de complejos
simpliciales K ↘ L , entonces |K | ≃ |L |. Luego, si K es colapsable (a un vértice), enton-
ces |K | es contraible. ¿Será cierto que si |K | es contraible, entonces K es colapsable?
La respuesta no es obvia, pero no es afirmativa en general como se puede ver en el
siguinte ejemplo.
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Figura 13.22: La casa de Bing

Ejemplo 13.4.20. La casa de Bing es el subespacio B ⊂ R3 de la Figura 13.22. Está
formada por “paredes” (incluyendo el techo y piso) de dimensión dos y consta de dos
habitaciones, cada una con entrada independiente por arriba y abajo de la estructura,
como se muestra en la figura. Sea K una triangulación de B , basta con dividir cada
pared de B en triángulos o 2-simplejos. Es fácil ver que K no admite colapsos, ya que
no existen caras libres en K , en particular, no es colapsable. Sin embargo, si N (B )
es una vecindad regular de B en R3, entonces N (B ) es homeomorfa a una 3-bola B 3

(el lector se puede convencer de esto, aunque es todo un desafío). Concluimos que
B ≃N (B )∼= B 3, como una 3-bola es contraible, concluimos que B es contraible.

13.4.2. Homología simplicial

En la presente sección daremos una breve revisión sobre los principales conceptos y
resultados en homología simplicial. Comenzaremos con orientaciones de simplejos
que es una extensión del concepto de orientabilidad en espacios euclidianos.

Definición 13.4.21 (Orientación de un simplejo). Una orientación de un simplejo
σ = [v0, v1, . . . , vn ] es una clase de equivalencia de ordenamientos de {v0, v1, . . . , vn},
donde (vi0

, vi1
, . . . , vin

)∼ (vα(i0), vα(i1), . . . , vα(in )) si α ∈ Sn+1 y sgn (α) = 1.

Figura 13.23: Orientaciones de un 2-simplejo
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Ejemplo 13.4.22. Seaσ= [v0, v1, v2]⊂R2. Hay seis ordenamientos de los vértices de
σ divididas en dos familias:

O1 = {(v0, v1, v2), (v1, v2, v0), (v2, v0, v1)} y O2 = {(v0, v2, v1), (v2, v1, v0), (v1, v0, v2)} .

Nótese que al pasar de uno de los ordenamientos a otro de la misma familia se re-
quiere una permutación par, sin embargo, al pasar de un ordenamiento de una de las
familias a un ordenamiento de la otra familia, la permutación requerida es impar. En
la ilustración izquierda de la Figura 13.23 se muestra la orientación enσ inducida por
los ordenamientos de la familia O1, representada por un giro antihorario, mientras
que a la derecha se muestra la orientación correspondiente a O2.

En general, si σ = [v0, v1, . . . , vn ], hay (n +1)! ordenamientos de los vértices de σ
y cada orientación tiene (n +1)!/2 representantes. Por convención, si se presenta un
simplejo orientadoσ= [v0, v1, . . . , vn ], se asume queσ tiene la orientación dada por el
ordenamiento (v0, v1, . . . , vn ).

A partir de ahora, cada vez que se presente un c.s.g. K , se asumirá que todos los
simplejos de K están orientados.

Definición 13.4.23 (Grupo de cadenas). Las i -cadenas, Ci (K ;Z), de un c.s.g. K con
coeficientes en Z es el grupo abeliano generado por los i -simplejos orientados de K ,
donde, siσ es un i -simplejo orientado de K , entonces al cambiar la orientación deσ
tenemos −σ ∈Ci (K ;Z).

En la definición anterior, Z se puede cambiar por otras estructuras algebraicas
como puede ser un anillo o un campo F, en cuyo caso, Ci (K ;F) sería un F-módulo o
un F-espacio vectorial, respectivamente. En las implementaciones computacionales
para el cálculo de homología simplicial, se suele tomar F=Zp , un campo finito.

Ejemplo 13.4.24. Sea K = {[v0], [v1], [v2], [v0, v1], [v1, v2]}.

Las 0-cadenas de K son C0(K ;Z) = {a0[v0] +a1[v1] +a2v2 | a0, a1, a2 ∈Z}.

Las 1-cadenas de K son C1(K ;Z) = {b1[v0, v1] + b2[v1, v2] | b1, b2 ∈Z}.

Las 2-cadenas de K son C2(K ;Z) = {0}, ya que no hay 2-simplejos en K .

Definición 13.4.25 (Operador frontera). Dado un c.s.g. K , el i -ésimo operador frontera
∂i : Ci (K ;Z)→Ci−1(K ;Z) es el homomorfismo de grupos definido en los generadores
de Ci (K ;Z) como

∂i ([v0, v1, . . . , vi ]) =
i
∑

j=0

(−1) j [v0, . . . , v̂ j , . . . , vi ]

donde v̂ j representa la ausencia de v j en el simplejo.
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Figura 13.24: Operador frontera en una 2-cadena de simplejos.

Ejemplo 13.4.26. i) Considere el c.s.g. K = {[v0.v1], [v0], [v1]}, entonces

∂1([v0.v1]) = (−1)0[v1] + (−1)1[v0] = [v1]− [v0]

ii) Sea K = {[v0, v1, v2], [v0, v1], [v1, v2], [v2, v0], [v0], [v1], [v2]}, entonces

∂2([v0, v1, v2]) = [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1] = [v1, v2] + [v2, v0] + [v0, v1]

Al aplicar una vez más el operador frontera:

∂1(∂2([v0, v1, v2])) = ∂1([v1, v2])+ ∂1([v2, v0])+ ∂1([v0, v1])

= ([v2]− [v1])+ ([v0]− [v2])+ ([v1]− [v0]) = 0

iii) Sea K el c.s.g. formado por dos 2-simplejos orientados coherentemente como
en la Figura 13.24.

∂2([v0, v2, v1] + [v0, v3, v2]) = ([v2, v1]− [v0, v1] + [v0, v2])

+([v3, v2]− [v0, v2] + [v0, v3])

= [v2, v1] + [v1, v0] + [v0, v3] + [v3, v2]

Como se puede ver en este ejemplo, al aplicar el operador frontera a la cadena
formada por los dos simplejos coherentemente orientados que comparten una
cara se obtiene el borde del cuadrilátero formado por dichos simplejos.

Se puede demostrar que al componer dos veces el operador frontera, se obtiene el
homomorfismo cero, como se vio en el ejemplo anterior, es decir:

Proposición 13.4.27. Dado un c.s.g. K , los operadores frontera definidos en las cadenas
{Ci (K ,Z)}i≥0, satisfacen ∂i−1 ◦ ∂i = 0, el homomorfismo cero.

Como corolario de la proposición previa, se tiene que im (∂i )⊆ ker(∂i−1) para i ≥ 2.
A los elementos del conjunto ker(∂i ) le llamamos los ciclos (de dimensión i ) y a los ele-
mentos de im (∂i+1) le llamamos las fronteras (de dimensión i ). Entonces, concluimos
que toda i -frontera es un i -ciclo y podemos definir los grupos de homología como
grupos cociente.
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Definición 13.4.28 (Grupos de homología). Dado un c.s.g. K , el i -ésimo grupo de
homología de K con coeficientes en Z es

Hi (K ;Z) := ker(∂i )/ im (∂i+1)p a r a i ≥ 1

H0(K ;Z) :=C0(K ;Z)/ im (∂1).

Ejemplo 13.4.29. 1) Sea K = {[v0, v1], [v0], [v1]}. Entonces

C0(K ;Z) = {a0[v0] +a1[v1] | a0, a1 ∈Z} ∼=Z⊕Z
C1(K ;Z) = {b [v0, v1] | b ∈Z} ∼=Z

Al aplicar el operador frontera a una 1-cadena

∂1(b [v0, v1]) = b ([v1]− [v0]) ̸= 0 ∀b ̸= 0 ∴H1(K ;Z)∼= ker(∂1)∼= {0}

Ahora calculamos el grupo de homología de dimensión cero:

H0(K ;Z) =C0(K ;Z)/i m (∂1)∼= 〈[[v0]], [[v1]] | [[v1]]− [[v0]]〉 ∼= 〈[[v0]]〉 ∼=Z

2) Sea K = {[v0], [v1], [v2], [v0, v1], [v1, v2], [v2, v0]}.

C0(K ;Z) = {a0[v0] +a1[v1] +a2[v2] | a0, a1, a2 ∈Z}
C1(K ;Z) = {b1[v0, v1] + b2[v1, v2] + b3[v2, v0] | b1, b2, b3 ∈Z}

H0(K ;Z)∼= 〈[[v0]], [[v1]], [[v2]] | [[v1]]− [[v0]], [[v2]]− [[v1]], [[v0]]− [[v2]]〉 ∼= 〈[[v0]]〉 ∼=Z

Aplicamos el operador frontera a una 1-cadena:

∂1(b1[v0, v1] + b2[v1, v2] + b3[v2, v0]) = b1([v1]− [v0])+ b2([v2]− [v1])+ b3([v0]− [v2])

= (b1− b2)[v1] + (b2− b3)[v2] + (b3− b1)[v0] = 0⇔ b1 = b2 = b3

∴H1(K ;Z)∼= ker(∂1)∼= 〈[v0] + [v1] + [v2]〉 ∼=Z

Como se vio en los ejemplos, el rango del grupo de homología simplicial en di-
mensión cero, indica el número de componentes conectables por trayectorias en la
realización geométrica del simplejo (Sección 9.5), ya que aplicar el operador frontera
a un 1-simplejo, obtenemos la 0-cadena formada por la diferencia de sus vértices, así
que las clases de dichos vértices son iguales en H0(K ;Z). En resumen, tenemos:

Proposición 13.4.30. Sea K un c.s.g., entonces H0(K ;Z)∼=⊕mZ, donde m es el número
de componentes conectables por trayectorias de |K |.



464 13.4. Análisis Topológico de Datos II: Homología Persistente

Figura 13.25: Grupos de homología de superficies

Ejercicio 13.4.31. Para cada uno de los c.s.g. de dimensión dos de la Figura 13.25, tome
una orientación coherente de sus 2-simplejos. K1 corresponde a una triangulación de
la 2-esfera dada por un icosaedro y K2 es una triangulación del toro. Demuestre que
H2(Ki ;Z)∼=Z, para i = 1, 2.

El resultado anterior se puede generalizar para variedades orientables de cualquier
dimensión, es decir, tenemos que:

Teorema 13.4.32. Sea M n una n-variedad compacta, conexa, sin frontera, orientable
y triangulable. Si K es una triangulación de M n con n-simplejos orientados de manera
coherente, entonces Hn (K ;Z)∼=Z.

Figura 13.26: Cadenas homólogas en el toro

Si se tienen dos j -ciclos C1, C2 ∈ ker(∂ j ) en un c.s.g. K , se dice que C1 y C2 son
homólogos, y se denota por C1 ∼ C2 si [C1] = [C2] ∈H j (K ;Z), o equivalentemente, si
C1 =C2+∂ j+1(D ) para alguna cadena D ∈C j+1(K ;Z). Por ejemplo, en la Figura 13.26 se
muestra una triangulación del toro en el que se orientan todos los 2-simplejos de una
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manera coherente. Las cadenas C1 =α1+α2+α3 y C1 =α4+α5+α6 son homólogas ya
que ∂2(τ1+τ2+τ3+τ4+τ5+τ6) =C2−C1. ¿Será cierto que la cadena C3 =β1+β2+β3

es homóloga a C1?

Ejercicio 13.4.33. Sea C4 = γ1+γ2+γ3 la 1-cadena de la Figura 13.26. Encontrar un
1-ciclo homólogo a C4 pero en términos de C1 y C3.

Ya vimos que una función simplicial entre complejos simpliciales f : K → L induce
una función continua entre realizaciones geométricas | f |: |K | → |L |. Ahora veremos
que también induce un homomorfismo de grupos f∗ : Hn (K ;Z)→Hn (L ;Z), para n ≥ 0.
Para tal fin, es necesario definir un homomorfismo auxiliar f♯ : Cn (K ;Z)→ Cn (L ;Z).
Dicho homomorfismo lo definimos en un n-simplejo orientadoσ como f♯(σ) = f (σ)
si f preserva la dimensión deσ, y se define como cero en otro caso.

Proposición 13.4.34. Sea f : K → L una función simplicial entre los complejos simpli-
ciales K y L. Entonces f induce un homomorfismo de grupos f∗ : Hn (K ;Z)→Hn (L ;Z)
para n ≥ 0.

El homomorfismo f∗ se define en un elemento [α] ∈Hn (K ;Z) como f∗([α]) = [ f♯(α)].
Para ver que f∗ está bien definida se hace uso de la propiedad de f♯: f♯ ◦∂i = ∂i ◦ f♯ para
i ≥ 0.

La asociación de un c.s.g. K con sus grupos de homología Hn (K ;Z), es funtorial
de acuerdo al siguiente lema.

Lema 13.4.35. Sean K , M y L complejos simpliciales, entonces:

i) Si se tienen funciones simpliciales f : K → L y g : L→M , entonces (g ◦ f )∗ = g∗◦ f∗.

ii) Si 1K : K → K es la función identidad, entonces (1K )∗ : Hn (K ;Z)→Hn (K ;Z) es el
morfismo identidad para n ≥ 0.

Concluimos esta sección con un resultado muy importante en topología algebraica
conocido como el Teorema de Invarianza Homotópica. Dicho resultado se puede
consultar en la referencia clásica Algebraic Topology de Allen Hatcher [87](Teorema
2.10).

Teorema 13.4.36. Si f , g : K → L son funciones simpliciales entre complejos simplicia-
les, tales que | f |, |g |: |K | → |L |, las funciones inducidas en las realizaciones geométricas,
son homotópicas, entonces f∗ = g∗ : Hn (K ;Z)→Hn (L ;Z) para cada n ≥ 0.

Como consequencias directas de Teorema de Invarianza Homotópica tenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 13.4.37. Si f : K → L y g : L→ K son funciones simpliciales tales que | f | y
|g | son una equivalencia homotópica entre |K | y |L |, entonces Hn (K ;Z)∼=Hn (L ;Z) para
n ≥ 0.
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En particular, si K ′ se obtiene a partir de K mediante un colapso elemental, se
tiene que |K | y |K ′| son homotópicamente equivalentes (Proposición 13.4.19), así que
se tiene:

Corolario 13.4.38. Si K ′ se obtiene de K mediante un colapso (elemental), entonces
Hn (K ;Z)∼=Hn (K ′;Z) para n ≥ 0.

Corolario 13.4.39. Si K es colapsable a un vértice, entonces

Hn (K ;Z)∼=Hn ({[v ]};Z)∼=

¨

Z n = 0

{0} n ≥ 1

Estos resultados son muy útiles para las implementaciones computacionales en el
cálculo de homología simplicial. Por ejemplo, si K es un complejo simplicial con alta
dimensión o que contiene muchos simplejos, el cálculo de los grupos de homología
de K puede ser muy costoso computacionalemente. Sin embargo, si es posible realizar
colapsos hasta llegar a un complejo L con una dimensión mucho menor o un menor
número de simplejos donde es menos costoso calcular los grupos de homología,
primero se lleva a cabo la simplificación de K en L , y luego se calcula la homología.

13.4.3. Homología Persistente

En la presente sección se describirán los conceptos más importantes en homología
persistente, así como las herramientas que se han desarrollado para analizar conjuntos
de datos a partir de construcciones propias de topología algebraica. Comenzaremos
describiendo maneras de construir complejos simpliciales a partir de un conjunto
discreto de puntos entre los que se tiene una noción de distancia, es decir, espacios
métricos finitos (ver Capítulo 1 de este libro). Aunque se han desarrollado varias cons-
trucciones a partir de un espacio métrico finito, aquí nos centraremos en las dos
construcciones clásicas más usadas en análisis topológico de datos: el complejo de
Čech y el complejo de Vietoris-Rips.

Figura 13.27: La topología de un conjunto de puntos

Imagine el lector que se tiene un conjunto finito de puntos X = {x1, . . . , xl } ⊂Rn

como en la Figura 13.27 . Nos planteamos la pregunta: ¿cuál es la topología o forma del
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conjunto X ? Evidentemente, la topología que tiene X es la de un conjunto discreto, sin
embargo, es claro que la distribución de los puntos tiene cierta estructura (en nuestro
ejemplo, podemos decir que los puntos están distribuidos a lo largo de una figura del
número 8 y otro cúmulo con siete puntos). Gracias a que la distancia entre los puntos
del conjunto está definida, podemos asociar a X construcciones topológicas que nos
proporcionen más información sobre el conjuto de datos, por ejemplo:

Se puede considerar la unión de las bolas de dimesión n y radio ε> 0 centradas
en los puntos de X , es decir, considerar el subespacio N =∪i B (xi ,ε). Sin embar-
go, rápido encontramos dificultades al considerar dicha construcción, como el
determinar el valor de ε que nos brinde más información sobre el conjunto X .
También es difícil implementar herramientas computacionales para el estudio
del espacio N .

Construir a partir de X un complejo simplicial finito (abstracto o geométrico)
que nos ayude a analizar las propiedades topológicas y geométricas que tenga el
conjunto X en cuestión. El hecho de que dichos complejos tengan una descrip-
ción combinatoria a partir de un conjunto finito de puntos, los vértices, facilita
su manipulación computacionalmente.

Definición 13.4.40 (Complejo simplicial de Čech). Sea X un subespacio finito de Rn

y sea ε > 0. El complejo de Čech sobre el conjunto X y con radio ε, Cε(X , dX ), es el
complejo simplicial abstracto dado por:

i) Un vértice por cada elemento de X .

ii) Un k -simplejo {v0, v1, . . . , vk }, donde vi ∈ X , i = 0, . . . , k , siempre que

k
⋂

i=0

B (vi ,ε) ̸= ;

Definición 13.4.41 (Complejo simplicial de Vietoris-Rips). Sea (X , dX ) un espacio mé-
trico finito y sea ε> 0. El complejo de Vietoris-Rips sobre X y con radio ε, V Rε(X , dX ),
es el complejo simplicial abstracto definido por:

i) Un vértice por cada elemento de X .

ii) Un k -simplejo {v0, v1 . . . , vk }, con vi ∈ X , i = 0, . . . , k , si y solo si

B (vi ,ε)∩B (v j ,ε) ̸= ; p a r a 0≤ i , j ,≤ k

es decir, si dX (vi , v j )< 2ε para 0≤ i , j ≤ k .
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Figura 13.28: Complejo de Čech y Vietoris-Rips

Ejemplo 13.4.42. Sea X = {v0, v1, . . . , v10} el subespacio de R2 de la Figura 13.28. En
la ilustración de la izquierda se muestra la construcción del complejo de de Čech,
Cε(X , dX ), para cierto valor real ε> 0. A la derecha se muestra el complejo de Vietoris-
Rips V Rε(X , dX ). De la definición de los complejos, es claro que Cε(X , dX )⊂V Rε(X , dX ),
pero la igualdad de conjuntos no siempre es cierta.

Algo remarcable del complejo de Vietoris-Rips es que para que un subconjunto
{v0, v1 . . . , vk } ∈ X determine un k -simplejo en V Rε(X , dX ), es una condición nece-
saria y suficiente que para cada pareja de vértices distintos {vi , v j } ⊂ {v0, v1 . . . , vk }
se tiene que {vi , v j } ∈ V Rε(X , dX ), es decir, el complejo simplicial V Rε(X , dX ) está
completamente determinado por el 1-esqueleto. Los complejos simliciales que es-
tán determinados por su 1-esqueleto se conocen como complejos bandera. Notar el
complejo de Čech no es un complejo bandera.

Cada una de las construcciones de complejos simpliciales descritos arriba tiene
una ventaja sobre la otra:

V Rε(X , dX ) es un complejo bandera, y dado que solo es necesario calcular la
distancia entre cualesquiera dos puntos en X para conocer todo el complejo
simplicial, resulta computacionalmente tratable.

La construcción de Cε(X , dX ) se fundamenta en el Teorema del Nervio (Teore-
ma 13.4.47), ésto garantiza propiedades de estabilidad en la construcción.

Entre los complejos de Čech y Vietoris-Rips existen relaciones de contención que
resultan muy útiles cuando se busca entender las propiedades de cada complejo,
como se aprecia en el siguiente lema.

Lema 13.4.43. Sean (X , dX ) un espacio métrico finito y ε> 0. Se tienen las siguientes
contenciones de complejos simpliciales

Cε(X , dX )⊆V Rε(X , dX )⊆C2ε(X , dX )
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Ejercicio 13.4.44. Sea X = {e 2πi/6}5i=0 ⊂R
2. Determinar los valores ε1 <ε2, tales que

|Cε(X , dX )| ≃ S 1 para ε1 <ε< ε2.

Ejercicio 13.4.45. Sea X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8} ⊂ R con dX la distancia euclidiana
restringida a X . Construya el complejo V R3/2(X , dX ).

Ahora describiremos la construcción del nervio de una cubierta de un espacio
topológico dado. Enseguida se presenta el Teorema del Nervio que relaciona el tipo
de homotopía de un espacio topólogico X con el nervio de una cubierta de X que
satisface ciertas condiciones. Los detalles de la demostración del Teorema del Nervio
se pueden revisar en el Teorema 5.3.2 de [197].

Definición 13.4.46 (Nervio de una cubierta). Sea {Ui } una cubierta convexa del es-
pacio topológico X . El nervio N ({Ui }) de la cubierta {Ui } es el complejo simplicial
abstracto (posiblemente infinito) definido por:

i) Un vértice por cada elemento de la cubierta {Ui }.

ii) Un k -simplejo {i0, i1, . . . , ik } siempre que Ui0
∩Ui1

∩ · · · ∩Uik
̸= ;.

Teorema 13.4.47 (Teorema del Nervio). Sean X un espacio topológico y {Ui } una
cubierta de X . Si todas las intersecciones finitas y no vacías Ui0

∩Ui1
∩ · · · ∩Uik

son
contraibles, entonces |N ({Ui })| ≃ X (mismo tipo de homotopía).

Figura 13.29: El nervio de un espacio topológico

En la Figura 13.29, se muestra un subespacio X de R2 con una cubierta finita
{Ui }. Se verifica que la realización geométrica del nervio de la cubierta es del tipo de
homotopía de X .

Es claro de las definiciones que el complejo de Čech es una construcción particular
del nervio de una cubierta dada por bolas de radio ε. En particular, del Teorema del
Nervio tenemos el siguiente corolario.

Corolario 13.4.48. Sea X ⊂Rn un subespacio finito y sea ε> 0. Entonces

|Cε(X , dX )| ≃
⋃

x∈X

B (x ,ε)
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Ya sabemos como construir complejos simpliciales a partir de espacios métricos
finitos. Sin embargo, aún no queda claro cual radio εnos conviene tomar para asegurar
que Cε(X , dX ) o V Rε(X , dX ) capturan la información topológica más relevante del
conjunto X . En realidad, puede haber más de un radio que sea relevante para conocer
la topología del conjunto X . Es así como en homología persistente se suele tomar una
colección de complejos simpliciales construidos en distintas escalas al elegir distintos
radios ε, es decir, se considera una filtración de complejos simpliciales:

Definición 13.4.49 (Filtración de un complejo simplicial). Sea K un complejo sim-
plicial (abstracto o geométrico). Una filtración (discreta) de K es una sucesión de
subcomplejos de K :

K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn−1 ⊆ Kn = K

Figura 13.30: Filtración en el complejo de Vietoris-Rips

Ejemplo 13.4.50. En la Figura 13.30 (izquierda) tenemos un subconjunto finito X ⊂R2

formado por seis puntos equidistribuidos en una circunferencia. Para un valor de ε0

pequeño tendríamos una colección de discos disjuntos. Al incrementrar el parámetro
a ε1, obtenemos los 1-simplejos entre puntos consecutivos de X . Finalmente, en un
parámetro ε2 > ε1 aparecen los 2-simplejos en la filtración. ¿Que tanto podemos
incrementar el parámetro ε y cuál es el complejo simplicial maximal que podemos
obtener?

Si se tiene una filtración de complejos simpliciales K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn , existen
inclusiones naturales ιi , j : Ki → K j , para 0 ≤ i ≤ j ≤ n , que son simpliciales. Co-
mo se vio en la Sección 13.4.2, la función ιi , j induce homomorfismos de grupos
(ιi , j )♯ : Cp (Ki ;Z) → Cp (K j ;Z) y f p

i , j = (ιi , j )∗ : Hp (Ki ;Z) → Hp (K j ;Z) para p ≥ 0. En re-
sumen, se tiene que:

Lema 13.4.51. Dada una filtración de un complejo simplicial K , K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn = K ,
y dados p ≥ 0 y 0 ≤ i ≤ j ≤ n, existen homomorfismos de grupos f p

i , j : Hp (Ki ;Z) →
Hp (K j ;Z) que satisfacen f p

i ,k = f p
j ,k ◦ f p

i , j para 0≤ i ≤ j ≤ k .
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Dado un complejo simplicial K , a un generador de Hp (K ;Z) le llamamos una
característica topológica de dimensión p , mientras que al rango del grupo Hp (K ;Z) le
llamamos el p -ésimo número de Betti de K y lo denotamos por βp . Ahora podemos
introducir la noción de persistencia en los grupos de homología a lo largo de una
filtración.

Definición 13.4.52 (Grupos de persistencia). Sea K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn = K una filra-
ción del complejo K . Los p -ésimos grupos de persistencia son las imágenes de los
homomorfismos f p

i , j : Hp (Ki ;Z)→Hp (K j ;Z) para todos los índices 0≤ i ≤ j ≤ n . Los

p -ésimos números de Betti de persistencia,βp
i , j , son los rangos de los homomorfismos

f p
i , j .

Figura 13.31: Complejo simplicial filtrado

Ejemplo 13.4.53. En la Figura 13.31 se muestra una filtración de complejos simplicia-
les K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ K3. Los números de Betti de dimensión cero, es decir, los números
de componentes conexas, a lo largo de la filtración son 2, 3, 2 y 2. Mientras que los nú-
meros de Betti de dimensión 1 son 0, 1, 2 y 1. Con relación a la persistencia, podemos
ver que im ( f 0

0,3)
∼=Z, así que β 0

0,3 = 1, es decir, las dos componentes conexas de K0 se
conectan en K3, así que solo persiste uno de los generadores de homología en dimen-
sión cero. Por otro lado, Im( f 1

2,3)
∼=Z y β 1

2,3 = 1, es decir, uno de los dos generadores de
1-homología en K2 se vuelve una frontera en K3. El 1-ciclo en K1 se trivializa en K3, así
que Im( f 1

1,3)
∼= {0}.

Definición 13.4.54 (Nacimiento y muerte de características topológicas). Sea K el
complejo simplicial filtrado K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn = K y sea α ∈Hp (K j ;Z) un elemento no
trivial, se dice que:

i) α nació en el nivel i ≤ j , si está en la imágen de Hp (Ki ;Z)→Hp (K j ;Z), pero no
está en la imágen Hp (Ki−1;Z)→Hp (K j ;Z).

ii) αmuere en i > j si f p
j ,i (α) = 0 y f p

j ,i−1(α) ̸= 0, o bien, si su imágen en Hp (Ki ;Z)
coincide con la imágen de otra clase que nació antes.
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iii) Si α nace en el nivel de la filtración b y muere en d , al intervalo [b , d ) ⊂ R le
llamamos el tiempo de vida de α.

Por convención, si α ∈Hp (K j ;Z) es una característica topológica tal que f p
j ,n (α) ̸=

0 ∈Hp (Kn ;Z), es decir, α no muere a lo largo de la filtración, se dice que α es inmortal
en la filtración y se escribe d =∞. Sin embargo, para fines prácticos, sobre todo en las
implementaciones computacionales, se suele tomar d = n +1, u otro nivel fuera de la
filtración. En el caso particular de que la filtración esté determinada por un sucesión de
radios 0≤ ε0 ≤ ε1 ≤ · · · ≤ εn , como en los complejos de Čech o Vietoris-Rips, entonces
b , d ∈ {ε0,ε1, . . . ,εn}.

El objetivo principal de la homología persistente es analizar la evolución de las
características topológicas a lo largo de la filtración de un complejo simplicial fil-
trado. Hay dos representaciones principales de la evolución de estas características
topológicas: códigos de barras y diagramas de persistencia. Dada una filtración de
un complejo simplicial K0 ⊆ · · · ⊆ Kn = K , el código de barras (de persistencia) de
K es el multiconjunto (es decir, se permiten elementos repetidos), de los intervalos
de tiempo de vida [b , d ) o [b ,∞) de las características topológicas de K . Por otro
lado, el diagrama de persistencia de K es el multiconjunto de los puntos (b , d ) ∈R2

de los niveles de nacimiento y muerte de las características topológicas en K . En la
Figura 13.32 se muestra el código de barras (izquierda) y el diagrama de peristencia
(derecha) de la filtración del ejemplo en la Figura 13.31. Como se puede ver, pasar
de una de las representaciones de la evolución de la homología en la filtración a la
otra representación es sencillo. Existen otras representaciones de la evolución de las
características topológicas en una filtración tales como los paisajes y las imágenes de
persistencia.

Figura 13.32: Código de barras y diagrama de persistencia

Ejercicio 13.4.55. Sea X = {e 2πi/8}7i=0 ⊂R
2. Para la filtración

V R0(X , dX )⊆V R0.4(X , dX )⊆V R0.75(X , dX )⊆V R1.2(X , dX )

construir el diagrama de código de barras y el diagrama de persistencia.
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La principal idea de la homología persistente es usar los diagramas de persistencia
o códigos de barras para decidir que espacios métricos finitos son parecidos y realizar
tareas propias de aprendizaje automático. Para este fin, es necesario contar con una
distancia entre espacios métricos finitos y otra distancia para diagramas de persis-
tencia. En la categoría de los espacios métricos finitos, una distancia conocida es la
distancia de Gromov-Hausdorff. Esta distancia se basa en la distancia de Hausdorff
entre dos subconjuntos finitos A y B de un espacio métrico (X , dX ):

dH (A, B ) :=máx{máx
b∈B

mı́n
a∈A

dX (a , b ), máx
a∈A

mı́n
b∈B

dX (a , b )}

La distancia de Gromov-Hausdorff para espacios métricos finitos que no necesa-
riamente están contenidos en un espacio métrico ambiente se define como:

Definición 13.4.56 (Distancia de Gromov-Hausdorff). Sean A y B dos espacios métri-
cos finitos. La distancia de Gromov-Hausdorff entre A y B se define como

dG H (A, B ) := ı́nf
f ,g
{dH ( f (A), g (B ))}

donde el ínfimo se toma sobre todos los encajes isométricos f y g de A y B , respecti-
vamente, sobre todo espacio métrico X .

Ahora definiremos la distancia cuello de botella (bottleneck) entre diagramas de
persistencia. Para esto diremos que un emparejamiento parcial entre los conjuntos
finitos A y B es una función biyectiva ϕ : A′→ B ′ donde A′ ⊆ A y B ′ ⊆ B .

Definición 13.4.57 (Distancia de cuello de botella). La distancia cuello de botella
entre dos diagramas de persistenciaP1 yP2 se define como

dB (P1,P2) :=mı́n
ϕ

máx{máx
x∈P ′1
{d∞(x ,ϕ(x ))}, máx

x∈P1\P ′1
{d∞(x , x̄ )},

máx
y ∈P2\ϕ(P ′1 )

{d∞(y , ȳ )}}

donde el mínimo se toma entre todos los emparejamientos parciales entreP1 yP2,
ϕ : P ′1 → P

′
2 con P ′1 ⊆ P1 y P ′2 ⊂ P2, x̄ es la proyección ortogonal de x sobre la

diagonal del plano y d∞((a , b ), (c , d )) =máx{|a − c |, |b −d |} para (a , b ), (c , d ) ∈R2.

Ejemplo 13.4.58. En la Figura 13.33 se muestran tres emparejamientos parciales
entre los diagramas de persistenciaP1 yP2. Todos los puntos enP1 oP2 que no se
encuentran emparejados con algún punto del otro diagrama se deben emparejar con
su proyección sobre la diagonal para poder calcular la distancia cuello de botella. Se
puede verificar que el emparejamiento que realiza la distancia cuello de botella entre
los diagramas es el que aparece a la derecha.
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Figura 13.33: Distintos emparejamientos de dos diagramas de persistencia

Una propiedad importante de las construcciones en homología persistente es la
estabilidad. En el caso de los diagramas de persistencia, la estabilidad se refiere a que si
se toman dos espacios métricos finitos que se encuentren cercanos en la distancia de
Gromov-Hausdorff, después de construir filtraciones sobre dichos conjuntos (usando
métodos como el de Vietoris-Rips), entonces los diagramas de persistencia deben
estar cercanos al considerar ciertas métricas, como puede ser la distancia de cuello de
botella. La estabilidad queda garantizada por resultados como el siguiente:

Teorema 13.4.59. Sean (X , dX ) y (Y , dY ) dos espacios métricos finitos. Entonces

DB (Pk (V R (X , dX )),Pk (V R (Y , dY )))≤DG H (X , Y )

dondePk (V R (X , dX )) es el diagrama de persistencia de dimensión k en la filtración de
Vietoris-Rips sobre (X , dX ).

13.4.4. Aplicaciones de Homología Persistente

1. Homología persistente de una muestra aleatoria con ruido de puntos sobre cir-
cunferencias

En esta aplicación se muestra como utilizar homología persistente para inferir
propiedades topológicas de un conjunto de puntos y usarla para decidir que conjuntos
se encuentran más cercanos al comparar sus diagramas de persistencia con la métrica
de cuello de botella.
Se construyeron de manera artificial cuatro conjuntos de puntos en el plano. Cada
conjunto consta de una muestra de 300 puntos tomados de manera aleatoria y con un
factor de ruido alrededor de dos circunferencias (una de radio 4 y la otra de radio 8).
Los centros de la circunferencia pequeña varían en cada conjunto. En la Figura 13.34
se muestran los cuatro conjuntos. Se utiliza la filtración de Vieroris-Rips, limitando
la dimensión de los complejos simpliciales a 2. En la Figura 13.35, se muestran los
diagramas de persistencia obtenidos para cada conjunto de puntos. Como se puede
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notar, cuando las circunferencias originales no se intersectan (muestras 1 y 4), hay
dos características topológicas de dimensión cero que persisten más que las otras, en
contraste con las muestras 2 y 3. También en dimensión uno, se pueden identificar
diferencias en la topología de los conjuntos de datos. Por ejemplo, en la tercera muestra
aparecen tres caracteísticas topológicas relevantes de dimensión 1, mientras que en
el resto de los conjuntos de puntos solo aparecen dos características relevantes de
dimensión 1.

Figura 13.34: Muestras aleatorias de puntos sobre dos circunferencias

Para verificar cuales de los conjuntos son más parecidos con relación a la homolo-
gía persistente, calculamos la distancia de cuello de botella entre los diagramas de
persistencia. En dimensión cero, entre los diagramas 2 y 3 se tiene una distancia de
cuello de botella de 0.1047, que es menor a la distancia entre cualesquiera otro par de
diagramas (que es de almenos 0.2827). En dimensión 1, la menor distancia se tiene
entre los diagramas 2 y 4, con un valor 0.4221. Notar que los diagramas 2 y 4 son los
que presentan las circunferencias separadas.

Como se aprecia en este ejemplo, los diagramas de persistencia nos ayudan a
determinar que tan distintos son dos conjuntos de puntos (espacios métricos fini-
tos), con respecto a las características topológicas de complejos simpliciales filtrados
construidos en dichos conjuntos de datos.
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Figura 13.35: Diagramas de persistencia de muestras aleatorias sobre circunferencias

2. El estudio estructural de la proteína de unión de maltosa mediante homología
persistente

La proteína de unión de maltosa (MBP por sus siglas en inglés) es una biomolécula
formada por 370 residuos de aminoácidos que se encuentra en la Escherichia coli
que tiene por función el transporte eficiente de móleculas de azúcar a través de la
membrana celular. Una molécula de MBP puede ser modelada por 370 puntos en
R3, que representan los 370 residuos de aminoácidos. Sin embargo, la estructura de
la mólecula no es estática sino que se modifica dependiendo de condiciones físicas
y biológicas. Es por esto, que en lugar de usar la distancia física entre dos residuos
de aminoácidos, se utiliza mejor una distancia dinámica dada por una matríz de
correlación [Ci , j ] de tamaño 370×370 en donde Ci , j representa la correlación entre los
residuos de aminoácidos i y j de dicha configuración; la matríz de distancia dinámica
[Di , j ] estará dada por Di , j = 1− |Ci , j |. Una vez que se tiene la distancia dinámica para
una configuración de la mólecula MBP, los autores en [113] proponen usar homología
persistente para construir una filtración de Vietoris-Rips y el diagrama de persistencia
correspondientes a dicha configuración.
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Se sabe que la molécula BMP presenta dos formas principales, abierta y cerrada,
cada una con su relevancia en la función biológica de la proteína. Los autores usaron
14 configuraciones de la mólecula BMP (siete correspondientes a la forma cerrada de
la mólecula y siete a la forma abierta). Mediante una novedosa representación de la
persistencia conocida como paisajes de persistencia, se promediaron los paisajes de
cada una de las dos familias de configuraciones de la mólecula BMP y se obtuvieron
los diagramas de la Figura 13.36 (tomada de [113]). Como se puede apreciar, hay claras
diferencias entre los promedios de los paisajes de las dos formas de la mólecula BMP.
Una herramienta muy útil para construir paisajes de persistencia es JavaPlex [80].

Figura 13.36: Paisajes de persistencia de configuraciones de la proteína BMP





Ejercicios finales

Capítulo 1

Los ejercicios siguientes tienen como fin introducir al lector a algunos problemas
métricos elementales del Análisis Funcional.

E.1.1 * Una métrica d sobre un conjunto no vacío X se llama ultramétrica si verifica
la propiedad:

x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ z ∈ X ⇒ d (x , z )≤máx{d (x , y ), d (y , z )}

Muestre que si d es ultramétrica:

i) d (x , y ) ̸= d (y , z ) =⇒ d (x , y ) =máx{d (x , y ), d (y , z )}.
ii) Toda bola es a la vez abierta y cerrada.

iii) Todo punto de una bola es centro de la misma.

iv) Si dos bolas no son disjuntas, una está incluida en la otra.

v) La distancia p−ádica sobreQ (1.2.7) es una ultramétrica.

E.1.2 Probar que para una aplicación bilinealω ∈ L (E × F ;G ), E , F,G espacios nor-
mados son equivalentes:

i) ω es continua.

ii) ω es continua en un punto.

iii) Existe M > 0, tal que

x ∈ E ∧ y ∈ F =⇒∥ω(x , y ) ∥≤M ∥ x ∥ ∥ y ∥

E.1.3 Sean E , F y G espacios normados. Probar:
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i) Sobre el espacio vectorial L (E , F ) de las aplicaciones lineales continuas de
E en F

∥ f ∥:= sup{∥ f (x ) ∥ | x ∈ E , ∥ x ∥≤ 1}

define una norma (L (E , F ) se provee canónicamente de esta norma).

ii) Sobre el espacio vectorial L (E × F ;G ) de las aplicaciones bilineales conti-
nuas de E × F en G

∥ω ∥:= sup{∥ω(x , y ) ∥ | x ∈ E , y ∈ F, ∥ x ∥≤ 1, ∥ y ∥≤ 1}

define una norma (L (E × F ;G ) se provee canónicamente de esta norma).

iii) Según el ejemplo 1.4.6 pueden considerarse sobre L (E , F ) las seudomé-
tricas de convergencia uniforme sobre subconjuntos B ⊂ E . ¿Para qué
subconjunto B ⊂ E tenemos:

∥ g − f ∥= dB ( f , g )

para todas las f , g ∈ L (E , F )?

E.1.4 Probar que el espacio C([a , b ],C) de todas las funciones complejas continuas
sobre [a , b ]⊂R es un espacio prehilbertiano con respecto al producto interior:

( f , g ) 7→
∫ b

a

f (t )g (t ) dt

¿Cuál es la norma correspondiente?

E.1.5 Sobre C([0, 1];R) se tienen las siguientes normas:

∥ f ∥∞ = sup{| f (x )| | x ∈ [0, 1]}

∥ f ∥1 =

∫ 1

0

| f (x )| dx

∥ f ∥2 =

�

∫ 1

0

| f (x )|2 dx

�

1/2

Probar:

i) ∥ f ∥1≤∥ f ∥2;∥ f ∥2≤∥ f ∥∞
ii) ∥ · ∥1 no es equivalente a ∥ · ∥∞, ni ∥ · ∥2 es equivalente a ∥ · ∥∞.
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E.1.6 Sea E el espacio de las funciones reales definidas sobre I = [0, 1] y lipschitzianas,
es decir que

sup
§ | f (x )− f (y )|

|x − y |
| (x , y ) ∈ I × I ; x ̸= y

ª

= K f <+∞.

Probar las siguientes afirmaciones.

i) E es un espacio vectorial de C(I ,R).

ii) N ( f ) :=∥ f ∥∞ +K f define una norma sobre E .

iii) Las normas ∥ · ∥∞ y N no son equivalentes. (Indicación: constrúyase una
sucesión de funciones fn tal que K f sea constante para todo n y ∥ fn ∥∞→
0).

E.1.7 Probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz para un espacio prehilbertiano H :

x ∈H ∧ y ∈H =⇒ |〈x , y 〉| ≤∥ x ∥ ∥ y ∥

E.1.8 Sea H un espacio prehilbertiano y (xn ) y (yn ) sucesiones en H . Probar que:

xn → x ∧ yn → y =⇒



xn , yn

�

→



x , y
�

E.1.9 Sea E un espacio normado. Probar que la norma sobre E proviene de un pro-
ducto escalar si y sólo si dicha norma cumple la ley del paralelogramo:

x ∈ E ∧ y ∈ E =⇒∥ x + y ∥2 + ∥ x − y ∥2= 2 ∥ x ∥2 +2 ∥ y ∥2

Indicación : Definir




x , y
�

=
1

4
(∥ x + y ∥2 − ∥ x − y ∥2) +

i

4
(∥ x + i y ∥2 − ∥ x − i y ∥2).

E.1.10 Sea H un espacio prehilbertiano. Se dice que dos elementos x , y ∈H son orto-
gonales (notación: x ⊥ y ) si




x , y
�

= 0.

Probar la siguiente ley de Pitágoras :

x ⊥ y =⇒∥ x + y ∥2=∥ x ∥2 + ∥ y ∥2

para todo x , y de H .
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E.1.11 *Dos subconjuntos A, B de un espacio pre-hilbertiano H se llaman ortogonales
si verifican:

a ∈ A ∧ b ∈ B =⇒ a ⊥ b .

Sean M un subespacio vectorial de H y x ∈H . Probar que un punto m0 es el
punto más cercano a x en M si y sólo si x −m0 es ortogonal a M :

d (x , M ) =∥ x −m0 ∥⇐⇒ (x −m0)⊥M .

E.1.12 Sea H un espacio pre-hilbertiano. A todo y ∈H le podemos asociar la forma
lineal ŷ : x 7→



x , y
�

sobre H . Al espacio vectorial de todas estas formas lineales
lo denotaremos por Ĥ . Probar que:

i) Las formas lineales ŷ son continuas.

ii) Si proveemos a Ĥ de la norma canónica inducida por la norma canónica
de L (H ,R)

∥ ŷ ∥:= sup{| ŷ (x )| | x ∈H ,∥ x ∥≤ 1} (y ∈ Ĥ ),

entonces la aplicación lineal y 7→ ŷ es una isometría de H sobre su imagen.

E.1.13 Un conjunto C de un espacio vectorial real o complejo se llama convexo si

x ∈C ∧ y ∈C ∧ 0≤ t ≤ 1=⇒ t x + (1− t )y ∈C

Probar:

i) Si P es una seminorma sobre E , entonces toda bola abierta o cerrada,
definida por P , es convexa.

ii) Si C es un subconjunto convexo de E , entonces la función PC : E → [0,+∞]
definida por

PC (x ) =

¨

ı́nf{α |α> 0, x ∈αC } si x ∈αC

+∞ si x /∈αC para ningún α

• Cumple:

a) PC (x )≥ 0 para todo x ∈ E y PC (0) = 0.

b) PC (λx ) =λPC (x ) para todo x ∈ E y todo λ> 0.

c) PC (x + y )≤ PC (x )+PC (y ).

• PC se llama funcional de Minkowski para C .
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iii) Si C es convexo y simétrico (x ∈C =⇒−x ∈C ) entonces PC es una semi-
norma.

iv) Si C es un subconjunto convexo, simétrico de un espacio normado E , que
contiene al 0 en su interior, entonces PC es una seminorma real continua

sobre E y se cumple que
◦

C= {x ∈ E | PC (x )< 1}.

v) Si C es además acotado, entonces P es una norma sobre E .

Capítulo 2

E.2.1 Sean (X ,X ), (Y ,Y ) dos espacios topológicos. ¿Es la colección

{A×B | A ∈X ∧B ∈Y }

una topología sobre X ×Y ?

E.2.2 Probar que los subconjuntos A ⊂N con la propiedad:

n ∈ A ∧ m/n =⇒m ∈ A

forman una topologíaD sobre N, que no es la discreta.

E.2.3 Consideremos sobre [0, 1]2 el orden lexicográfico

x ≤ y ⇔ x1 < y1 ∨ (x1 = y1 ∧ x2 ≤ y2),

que es una relación de orden total.

Describa los abiertos de la topología de orden asociada. ¿Por qué conviene
llamarla topología de televisión?

E.2.4 Probar que una topologíaX sobre un conjunto X es la discreta si y sólo si todo
punto constituye un conjunto abierto en (X ,X ).

E.2.5 SeaR∗ la colección de todos los intervalos reales (x ,+∞), (−∞, y ) con x , y ∈Q.
Probar queR∗ genera la topología usual de R.

E.2.6 * Probar que todo abierto de R con la topología usual es unión numerable de
intervalos abiertos disjuntos.

E.2.7 Mostrar que la topología engendrada en R por la topología usual y el conjunto I
de los irracionales (I=R \Q) no es la discreta.
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E.2.8 Sea (X ,≤) un conjunto ordenado. Definamos para todo x ∈ X

Ai (x ) := {y ∈ X | y ≤ x } y Ad (x ) := {y ∈ X | x ≤ y }.

Probar las siguientes afirmaciones:

i) Las colecciones {Ai (x ) | x ∈ X } (resp. {Ad (x ) | x ∈ X }) forman bases para
topologíasXi resp. (Xd sobre X ).

ii) A ⊂ X esXi−abierto si y sólo si cumple:

x ∈ A ∧ y ≤ x =⇒ y ∈ A

iii) En la topologíaXi , la intersección de una familia cualquiera de abiertos es
abierto.

iv) La unión de ambas topologíasXi yXd genera la topología discreta.

v) Si X tiene más de un elemento las topologíasXi yXd no son comparables.

E.2.9 Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos tales que X ⊂ Y y sea i : X → Y la
inyección canónica. Probar que i es continua si y sólo si, para todo abierto
A ∈Y , la intersección A ∩X es abierta en X .

E.2.10 Consideremos sobre el conjunto de los naturalesN la topologíaD del ejercicio
E2.2. Probar que una aplicación f : (N,D)→ (N,D) es continua si y sólo si cumple:

m/n =⇒ f (m )/ f (n )

E.2.11 Sea X un conjunto ordenado provisto de la topologíaXi definida en el ejercicio
E2.8. Dar una condición necesaria y suficiente para que f : (X ,Xi )→ (X ,Xi ) sea
continua.

E.2.12 Sea X ̸= ; un conjunto, T la topología de los complementos finitos sobre X . Dar
una condición necesaria y suficiente para que una aplicación f : (X ,T )→ (X ,T )
sea continua.

E.2.13 Sea (X ,X ) un espacio topológico, f : X →R una función tal que

{x ∈ X | f (x )> r }

es abierto para todo r ∈Q. Probar que f es semicontinua inferiormente.

E.2.14 * Sea f :R→R definida por

f (x ) :=

�

0 si x = 0 o x irracional
1
q si x = p

q , q > 0, p y q primos relativos

Probar que f es semicontinua superiormente pero no inferiormente.
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E.2.15 * Sean En una partición numerable de un espacio topológico X , f : X →R y (an )
una sucesión en R tal que an+1 > an para todo n y f [En ] = {an}.

Hallar una condición necesaria y suficiente sobre los En para que f sea supe-
riormente continua.

E.2.16 * Sea C′([0,1]) el conjunto de las funciones reales y continuamente derivables
sobre [0,1]. Probar que:

i) La colección de todos los conjuntos

U ( f ;ϵ) = {g ∈C′([0, 1]) | f ∈C′([0, 1]), x ∈ [0, 1],ϵ > 0⇒ | f (x )− g (x )|< ϵ},

donde f ∈C′([0, 1]) y ϵ>0, es base de una topologíaX sobre C′([0, 1]).

ii) La aplicación L : f 7→ L ( f ) =
∫ 1

0

p

1+ f ′(x )2 dx , que asocia a toda función
f ∈C′([0,1]) la longitud de la curva {(x , f (x )) | x ∈ [0,1]} definida por f es
semicontinua inferiormente.

E.2.17 Separar el alfabeto en clases homeomorfas:

AB C D E F G H I J K LM N O PQ RST U V W X Y Z

E.2.18 *Sea f : [0, 1]→ [0, 1] un homeomorfismo. Probar que:

f (0) = 0 o f (0) = 1, y f [(0, 1)] = (0, 1)

Capítulo 3

E.3.1 Sea (X ,X ) un espacio topológico, A ⊂ X ,χA : X→R la función característica
de A. Probar:

χA continua en x ⇐⇒∃V ∈V (x ), V ⊂ A ∨V ⊂ ∁A

E.3.2 SeaC la siguiente colección de subconjuntos de R:

i) Partes contenidas en [0, 1)

ii) Partes abiertas usuales de (1,+∞)

iii) Partes de la forma [1, a )∪B , donde a > 1 , B ⊂ [0,1) y [0,1) \B es finito o
numerable.
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Probar que C es base de una topología para la cual 1 no admite un sistema
fundamental de vecindades numerable pero que existe una sucesión (xn ) tal
que xn → 1 en esta topología, con xn ̸= 1 para todo n ∈N.

E.3.3 Describa los filtros en un conjunto finito. ¿Cuántos filtros hay en un conjunto
de n elementos?

E.3.4 Muestre que la intersección de dos filtrosF1 yF2 en un conjunto X viene dada
por:

F1 ∩F2 = {M ∪N |M ∈F1 ∧ N ∈F2}

E.3.5 Sean F1 y F2 dos filtros en un conjunto X . Probar que si F1 y F2 tiene un
supremoF en el conjunto de todos los filtros sobre X , entonces

F = {M ∩N |M ∈F1 ∧N ∈F2}

E.3.6 Sea X un conjunto infinito.F el filtro de los complementos finitos, A el conjunto
de todas las sucesiones φ en X , cuyos términos son todos distintos y Fφ los
filtros elementales asociados a las sucesionesφ ∈ A. Probar:

F = ∩
φ∈A
Fφ

E.3.7 i) Sea ϕ una colección cuyos elementos son topologías sobre un conjunto X .
Mostrar que el filtro de vecindades de un punto x ∈ X con respecto a ∩ϕ es más
grueso que la intersección de los filtros de vecindades de x con respecto a las
topologías de ϕ.

ii) SeaX1 la topología de orden sobreQ2 con el orden lexicográfico (E.2.3) yX
2

la
topología sobreQ2 que se obtiene transportandoX

1
por la simetía (p , q ) 7→ (q , p ).

Muestre que siX es la intersección deX1 yX2, el filtro de vecindades de un
punto deQ2 con respecto aX es estrictamente más grueso que la intersección
de filtros de vecindades de dicho punto respecto deX1 yX2.

E.3.8 Dar un ejemplo en un conjunto infinito no numerable de dos filtros, uno más
fino que el otro, donde el más fino tiene base numerable y el más grueso no.

E.3.9 i) Probar que todo ultrafiltro que es más fino que la intersección de un número
finito de filtros es más fino que al menos uno de ellos.

ii) Dar un ejemplo de un ultrafiltro que sea más fino que la intersección de una
familia infinita de ultrafiltros, pero que no sea igual a ninguno de los ultrafiltros
de la familia.

(Indicación: Considerar la familia de ultrafiltros en un conjunto infinito cada
uno de los cuales tiene una base formada por un elemento).
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E.3.10 Muestre que la intersección de todos los conjuntos de un ultrafiltro contiene a
lo sumo un punto. Si contiene un punto, entonces es el ultrafiltro de los super-
conjuntos de dicho punto.

E.3.11 Sea X un conjunto y (xn ) una sucesión en X cuyos términos son todos distintos.
Probar que el filtro elemental asociado a (xn ) no es un ultrafiltro.

E.3.12 * i) Sea f : N → N sobreyectiva tal que f −1(m ) es finito para todo m ∈ N. Si
(xn ) es una sucesión en un conjunto X , sea yn = x f (n ). Muestre que los filtros
elementales asociados a las sucesiones (xn ) y (yn ) son iguales.

ii) Deducir que si (an ) y (bn ) son sucesiones de un conjunto X tal que el filtro
asociado con (bn ) es más fino que el filtro asociado con (an ), entonces el filtro
asociado con (bn ) es igual al filtro asociado con una subsucesión de (an ).

Capítulo 4

E.4.1 Determinar la adherencia del conjunto unitario

{x } (x ∈R)

en el espacio (R,X1)

E.4.2 Sea C =
§

1

m
+

1

n
|m , n ∈N∗
ª

. Determinar C ′ y C ′′ enR con la topoloogía usual.

E.4.3 Sea (X ,X ) un espacio topológico y A ∈X . Probar que:

A ∩B ⊂ A ∩B

para todo B ⊂ X .

E.4.4 Un subconjunto C de un espacio topológico (X ,X ) se llama perfecto si es cerra-
do y no tiene puntos aislados. Probar:

i) Si A ⊂ (X ,X ) no tiene puntos aislados, entonces A es perfecto.

ii) Si (X ,X ) no tiene puntos aislados, entonces tampoco los subconjuntos
abiertos o densos en (X ,X ).

E.4.5 Sea (X ,X ) un espacio topológico (Y , d ) un espacio métrico. Proveamos al es-
pacio C(X , Y ) (funciones continuas de X en Y ) de la topología definida por la
seudométrica:

d∞( f , g ) := sup{d ( f (x ), g (x )) | x ∈ X }.

Probar que:
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i) El subconjunto Cb (X ,Y ) de todas las funciones continuas y acotadas de
X en Y es a la vez abierto y cerrado en C(X , Y ).

ii) d∞ induce una métrica sobre C(X ,Y ).

E.4.6 Dar un ejemplo en R con la topología usual de dos abiertos A, B tal que los
conjuntos

A ∩B , B ∩A, A ∩B y A ∩B

sean todos distintos.

E.4.7 *Sea (X ,X ) un espacio topológico y A ⊂ X , B ⊂ X . Sea α(A) =
◦
A, β (A) =

◦
A. Sabe-

mos que
A ⊂ B =⇒α(A)⊂α(B ) ∧ β (A)⊂β (B ).

Probar que:

i) Si A es abierto , entonces A ⊂α(A) y, si A es cerrado, entonces β (A)⊂ A.

ii) Deducir de i) que si A es una parte cualquiera de X entonces,

α(α(A)) =α(A) yβ (β (A)) =β (A)

iii) Dar un ejemplo de una parte de R con la topología usual, donde

A,
◦
A, A, α(A), β (A), β (A), α(

◦
A)

sean todos distintos, con sólo las siguientes inclusiones:

◦
A⊂ A ⊂ A,

◦
A⊂α(

◦
A), β (A)⊂ A,

◦
A⊂α(A)⊂β (A)⊂ A, α(

◦
A)⊂α(A), β (A)⊂β (A).

E.4.8 Sea (X ,X ) un espacio topológico, A ⊂ X , B ⊂ X . Probar que:

i) fr (A)⊂ fr (A); fr (
◦
A)⊂ fr (A).

Dar un ejemplo en R con la topología usual donde los tres conjuntos sean
distintos.

ii) fr (A ∪B )⊂ fr (A)∪ fr (B ).

Dar un ejemplo en R con la topología usual donde los tres conjuntos sean
distintos.

iii) A ∩B =⇒ fr (A ∪B ) = fr (A)∪ fr (B ).
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E.4.9 Sea X un conjunto infinito no numerable y τ la topología de los complementos
finitos sobre X . Probar que (X ,τ) es separable, pero no tiene base numerable.

E.4.10 * Probar que el espacio l∞ de las sucesiones (xn ) de números complejos, acota-
das, con la norma ∥ xn ∥∞= sup

n∈N
|xn |, no es separable.

E.4.11 * Sea (X ,X ) un espacio topológico. Consideremos las cuatro propiedades si-
guientes:

a) X tiene base numerable.

b) X es separable.

c) Todo A ⊂ X que contiene solamente puntos aislados es numerable.

d) Toda colección de abiertos dos a dos disjuntos es numerable.

Probar que:

i) a ) =⇒ b ) =⇒ d ).
a ) =⇒ c ) =⇒ d ).

ii) En un espacio métrico las cuatro propiedades son equivalentes.

E.4.12 Sean (X ,X ), (Y ,Y ) y (Z ,Z ) espacios topológicos y f : X → Y y g : Y → Z aplica-
ciones. Probar que:

i) Si g ◦ f es abierta (resp. cerrada) y f una sobreyección continua, entonces
g es abierta (resp. cerrada).

ii) Si g ◦ f es abierta (resp. cerrada) y g una inyección continua, entonces g
es abierta (resp. cerrada).

E.4.13 Sean (X ,X ), (Y ,Y ) espacios topológicos f : X → Y una aplicación abierta (resp.
cerrada) y sea A ⊂ X la imagen inversa de un subconjunto B ⊂ Y por f . Probar
que la restricción f | A : A→ B es una aplicación abierta (resp. cerrada).

E.4.14 En R con la topología usual, probar que:

i) Toda biyección continua f : R→R es abierta.

ii) Toda función polinomial P : R→R es cerrada.

E.4.15 Sean f : R→C, R y C con sus topologías usuales,

ϕ(x ,δ) = sup{| f (s )− f (t )| | t ∈ (x −δ, x +δ)} y

ϕ(x ) = ı́nf{ϕ(x ,δ) |δ > 0}.
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Probar:

i) ϕ es superiormente semicontinua.

ii) f continua en x ⇐⇒ϕ(x ) = 0.

iii) El conjunto de puntos de continuidad de una función arbitraria de R en C
es un Gδ.

Capítulo 5

E.5.1 Sea (Xα,Xα)α∈I una familia de espacios topológicos y sea X =
∏

{Xα |α ∈ I }.

i) Muestre que las partes de X de la forma
∏

{Uα |α ∈ I } (Uα ∈Xαpara cadaα)

forma la base de una topologíaX en X .

ii) Muestre que la topología producto en X es más gruesa que la topología
X en X .

iii) Muestre que la topología es discreta si cada factor Xα tiene la topología
discreta.

iv) Muestre que existen filtros no convergentesF sobre X tales que cada una
de sus proyecciones converge.

E.5.2 Sean Y y Z subespacios de un espacio topológico X tales que X = Y ∪Z . Muestre
que si un conjunto M de Y ∩Z es abierto (resp. cerrado) en Y y en Z , entonces
M es abierto (resp. cerrado) en X .

E.5.3 Sean Y y Z subespacios de un espacio topológico X tales que X = Y ∪ Z y
A ∩B = B ∩A = ;, donde A = Y ∩ ∁Z y B = Z ∩ ∁Y .

i) Muestre que si M es cualquier subconjunto de X , entonces la cerradura
de M en X es la unión de la cerradura de M ∩Y en Y y de la cerradura de
M ∩Z en Z . Deduzca que si M ∩Y es cerrado (resp. abierto) en Y y M ∩Z
es cerrado (resp. abierto) en Z , entonces M es cerrado (resp. abierto).

ii) Sea f una aplicación de X en un espacio topológico X ′. Muestre que si
f |Y y f |Z son continuas, entonces f es continua.

E.5.4 Sea (Xα)α∈I una familia infinita de espacios topológicos tal que cada Xα contiene
al menos dos puntos distintos aα, bα y tal que existe una vecindad de bα que no
contiene a aα.
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i) Sean C = {xβ | β ∈ I } y Cβ ∈ X = ×{Xα | α ∈ I } tal que πβ (xβ ) = bβ y
πα(xα) = aα,α ̸=β .

Muestre que todo punto de C es aislado.

ii) Deduzca de i) que la topología de X tiene base numerable si y sólo si I es
numerable y la topología de cada Xα tiene base numerable.

iii) Muestre que si el conjunto de índices I no es numerable, el punto b = (bα)
de X no tiene un sistema fundamenltal de vecindades numerable.

E.5.5 Sea R una relación de equivalencia en R definida por x R y si existe n ∈ Z tal
que x , y ∈ (n , n +1]. Probar que la aplicación canónica ϕ : R −→R/R no es ni
abierta ni cerrada.

E.5.6 Sean (X ,X ) un espacio topológico, D = {x ∈ X | {x } ∈X } y E = X \D . Muestre
que

X =F(iE )⇐⇒ E ∈X ,

donde iE es la inyección canónica.

E.5.7 Sea T la relación de equivalencia enQ que se obtiene identificando todos los
puntos de Z. Muestre que T es cerrada y que si U es la relación de igualdad en
Q, entonces la biyección canónica de Q×Q/U ×T sobre Q× (Q/T ) no es un
homeomorfismo.

E.5.8 Sean (X ,X ) un espacio topológico, (Xα,Xα)α∈I una familia de espacios topológi-
cos y ( fα)α∈I una familia de funciones de X en Xα. Muestre queX =J ( fα)α∈I si
y sólo si para todo filtroF ∈ X ,F → a equivale a que fα{F}→ fα(a ) para todo
α ∈ I .

E.5.9 i) Sean (Xα)α∈I conjuntos y para todo α ∈ I , sea Fα un filtro en Xα. SeaB la
colección en X =

∏

{Xα |α ∈ I } cuyos elementos son de la forma
∏

{Fα |α ∈ I },
donde Fα = Xα excepto para un número finito de índices y Fα ∈Fα para todo α.
Muestre queB es una base de filtro en X (el filtroF generado porB se llama
filtro producto de los filtrosFα).

ii) Muestre que en i) es suficiente que la colecciónB esté formada por productos
∏

{Fα |α ∈ I }, donde Fα ∈Bα yBα es una base deFα.

iii) Muestre que el filtro de vecindades de un punto cualquiera x = (xα) ∈ X en
∏

Xα es el producto de los filtros de vecindades de cada una de los xα ∈ Xα.

E.5.10 Sea (X ,X ) un espacio topológico. Probar que la unión de una familia localmente
finita de cerrados es cerrada.
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Capítulo 6

E.6.1 Sean A y B subconjuntos de un espacio topológico (X ,X ).

i) Demostrar que si A y B son cerrados tales que A ∪ B y A ∩ B son cone-
xos, entonces A y B son conexos. Mostrar mediante un ejemplo que no
obtenemos el mismo resultado si uno de los conjuntos no es cerrado.

ii) Supongamos que A y B son conexos y que A ∩B ≠ ;. Demostrar entonces
que A ∪B es conexo.

E.6.2 Para cada par de enteros positivos a y b, sea U (a , b ) = {a n +b n ∈Z}∪N. Probar
que:

i) {U (a , b ) | a es primo relativo con b } es una base para una topologíaX en
N.

ii) Para cada número primo p , el conjunto {k p | k ∈N} es cerrado en (N,X ).

iii) Si p es el conjunto de todos los números primos, entonces
◦

P = ;.
iv) (N ,X ) es conexo. (Indicación: Probar que si W ∈X y si W ∩U (a , b ) = ;,

entonces ningún múltiplo de a puede pertenecer a W ).

E.6.3 Utilizando la caracterización v) de los espacios conexos, demostrar el siguiente
resultado:

Sea ( fn ) una sucesión de funciones derivables definidas sobre un intervalo (a , b )
y con valores en R. Supóngase que:

i) Existe un punto x0 ∈ (a , b ) tal que la sucesión ( fn (x0)) converge.

ii) Para todo x ∈ (a , b ) existe un entorno V (x ) de x en (a , b ) tal que en V (x )
la sucesión de las derivadas ( f ′n ) converge uniformemente.

Probar que para todo x ∈ [a , b ) la sucesión ( fn ) converge uniformemente en
V (x ). Además, si para x ∈ (a , b ), f (x ) = ĺım

n
fn (x ) y g (x ) = ĺım

n
f ′n (x ), entonces

g (x ) = f ′(x ) para cada x ∈ (a , b ).

Concluir que en particular si
∞
∑

n=0
Un (x ) es una serie uniformemente convergente

en cada subintervalo cerrado y acotado de (a , b ) de funciones derivables que
cumple ii) (sustituyendo ( f ′n ) por (

∑n
k=0 U ′

k (x )), entonces para todo x ∈ (a , b ) se
tiene:

�∞
∑

n=0

Un (x )

�′

=
∞
∑

n=0

U ′
n (x )
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E.6.4 Sean (X ,X ), (Y ,D) espacios topológicos conexos y A y B subconjuntos propios
de X y Y respectivamente. Mostrar que en el espacio producto X × Y el com-
plemento de A×B es un conjunto conexo.

E.6.5 Probar que un espacio topológico (X ,X ) es conexo si y sólo si para cualquier
cubierta abierta (Uα)α∈I y cualquier par de puntos x , y ∈ X existe una subfamilia
finita α1,α2, ...,αk de I tal que:

x ∈Uα1 ∧ y ∈Uαk ∧ (Uα j ∩Uαi ̸= ;⇐⇒| j − i |≤ 1)

E.6.6 Sea (X ,X ) un espacio topológico y R una relación de equivalencia sobre X tal
que toda clase de equivalencia según R esté contenida en una componente co-
nexa de X . Demostrar que los componenetes conexas de X /R son las imágenes
canónicas de los componentes conexas de X .

E.6.7 Probar que toda aplicación continua f de un espacio conexo en C tal que e f

sea constante es constante.

E.6.8 Sean (X ,X ) e (Y ,D) conexos y f una aplicación de X × Y en (Z ,Z ) tal que
cada una de las aplicaciones parciales fy : X → Z y fx : Y → Z son continuas.
Demostrar que f [X ×Y ] es conexo.

E.6.9 Demostrar que toda aplicación continua de E 1 enR alcanza el mismo valor al
menos en dos puntos opuestos de E 1.

E.6.10 Sea (X ,X ) localmente conexo y A ⊂ Y . Si ∂ A es localmente conexo probar que
A es localmente conexo.

E.6.11 Sea (X ,X ) localmente conexo, X = A ∪B , donde A y B son cerrados y A ∩B es
localmente conexo. Probar que entonces ambos conjuntos A y B son localmente
conexos.

E.6.12 En el plano R2 sea el subespacio

E = {(x , y ) | (x =π ∧ y ∈ [0, 1]) ∨ (x ∈Q ∧ y ∈ [−1, 0] )}

i) Probar que E es conexo pero no localmente conexo.

ii) Si t 7→ ( f (t ), g (t )) es una aplicación continua de [0,1] en E , probar que f
es constante.

(Indicación: Si existen puntos t0 ∈ [0,1] tales que g (t0)< 0, considérese el con-
junto abierto U ⊂ [0, 1] de todos los t tales que g (t )< 0 y aplíquese el hecho de
que todo abierto de R se puede poner como una unión a lo más numerable de
intervalos abiertos disjuntos).
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E.6.13 Definir una topología sobreRmás fina que la usual para la cualR sea conexo
pero no localmente conexo.

E.6.14 Sea α un número irracional. Se considera la aplicación f de R en el toro T 2

que a todo t ∈ R, le hace corresponder la imagen canónica en T 2 del punto
(t ,αt ) ∈R2.

Claramente f es inyectiva y continua. Demostrar que para la topología inicial
X definida por f en R, (R,X ) es conexo, pero no localmente conexo.

E.6.15 Se dice que un espacio topológico de Hausdorff es extremadamente disconexo
si en él la cerradura de todo abierto es también un conjunto abierto.

Probar que un espacio extremadamente disconexo no contiene ningún subes-
pacio homeomorfo al subespacio deR formado por los números 1

n (n ∈Z∗) y el
número 0.

Deducir que entre los espacios metrizables, los discretos son los únicos extre-
madamente disconexos. (Estos espacios adquieren importancia en la teoría de
álgebras uniformes.)

Capítulo 7

E.7.1 Sea F : (X ,X )→ (Y ,D) una sobreyección continua. ¿Si (X ,X ) es un Ti−espacio
(i = 0,1,2), entonces (Y ,D) es necesariamente un Ti−espacio? ¿Si (Y ,D) es un
Ti−espacio, entonces (X ,X ) es necesariamente un Ti−espacio?.

E.7.2 Sea (X ,X ) un espacio de Hausdorff. Probar: Si x1, . . . , xn son puntos distintos
de (X ,X ), entonces existen abiertos mutuamente disjuntos U1, . . . ,Un tales que
xi ∈Ui .

E.7.3 Probar: Todo espacio de Hausdorff infinito contiene un subespacio infinito
discreto.

E.7.4 Sean (X ,X ) de Hausdorff y A ⊂ X . Probar: A′ es cerrado.

E.7.5 Probar: Si (X ,X ) es de Hausdorff, entonces el cono C X es de Hausdorff.

E.7.6 Probar: Si (X ,X ) es regular, entonces dos puntos distintos x , y ∈ X pueden
separarse por dos vecindades cerradas disjuntas. Dar un ejemplo de un espacio
topológico que cumple esta propiedad sin ser regular.

E.7.7 Sea R una relación de equivalencia sobre un espacio regular (X ,X ) tal que
la aplicación canónica ϕ : X → X /R es abierta y cerrada. Entonces el espacio
cociente X /R es de Hausdorff.
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E.7.8 Sea (X ,X ) un espacio completamente regular y seaCb (X ) el conjunto de todas
las funciones reales continuas acotadas sobre (X ,X ). Para todo x ∈ X , f ∈
Cb (X ), sea

U (x , f ,ϵ) = {y | | f (x )− f (y )|< ϵ}.

Probar que {U (x , f ,ϵ) | f ∈Cb (X ), x ∈ X , ϵ > 0} es una subbase deX .

E.7.9 Sea (X ,X ) completamente regular y sea f : X →R semicontinua inferiormente.
Probar que f = sup( fα) para una familia apropiada ( fα)α∈I de funciones conti-
nuas.

Inversamente: Si toda función semicontinua inferiormente sobre un espacio to-
pológico (X ,X )puede representarse como supremo de una familia de funciones
continuas, entonces (X ,X ) es completamente regular.

Capítulo 8

E.8.1 Sea ≺ la relación de orden lexicográfica sobre X = [0, 1]2 definida por

(x , y )≺ (x ′, y ′)⇔ x < x ′ ∨ (x = x ′ ∧ y ≤ y ′)

Probar que X provisto de la topología de orden asociada es compacto.

E.8.2 Sea (E ,∥ · ∥) un espacio normado. Probar: Si K ⊂ E es compacto y C ⊂ E es
cerrado, entonces K +C es cerrado en E .

Mostrar mediante un ejemplo que en general la suma de dos cerrados no es
cerrado.

E.8.3 Sea (X ,X ) compacto y H ⊂C(X ,R) tal que

i) f , g ∈H =⇒ f g ∈H .

ii) Para todo x ∈ X existe una vecindad Ux ∈ V (x ) y una función fx ∈H tal
que fx [Ux ] = {0}.

Probar: H contiene la función constante f ≡ 0.

E.8.4 Sea (X ,X ) compacto y conexo y sea C ⊂ X cerrado. Probar que existe un cerrado
conexo mínimo B tal que B ⊂C .

E.8.5 Probar que todo T2−espacio localmente compacto es regular.

E.8.6 Probar:
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i) Todo AN2 espacio localmente compacto es numerable al infinito.

ii) Un espacio localmente compacto es numerable al infinito si y sólo si es de
Lindelöf.

E.8.7 Sea (X ,X ) completamente regular, C ⊂ X compacto y U ∈ V (C ). Probar que
existe una función continua f : X → [0,1] tal que f (x ) = 0 para todo x ∈ C y
f (x ) = 1 para todo x ∈ X \U .

E.8.8 Sea f : (X ,X )→ (Y ,D) continua y (Cn ) una sucesión decreciente de subconjun-
tos compactos de (X ,X ). Probar que

f
h

∩
n∈N

Cn

i

= ∩
n∈N

f [Cn ]

E.8.9 Sean (X ,X ) compacto, R una relación de equivalencia sobre X y ϕ : X → X /R
la aplicación canónica.

Probar: X /R es de Hausdorff si y sólo si ϕ es cerrada.

E.8.10 Sabemos que las proyecciones sobre un espacio producto en general son abiertas
pero no cerradas. Veremos ahora que las proyecciones paralelas a espacios
coordenados compactos son cerradas.

Probar: Si (X ,X ) es un compacto (Y ,D) un T2−espacio, entonces la proyección
(x , y ) 7→ y de X ×Y sobre Y es cerrada.

E.8.11 Sea f una aplicación de un espacio(X ,X ) en un T2−epacio (Y ,D). Probar:

i) Si f es continua, entonces la gráfica de f es cerrada en X ×Y pero el inverso
no se cumple necesariamente (dar un contraejemplo para X = Y =R).

ii) Si (Y ,D) es T2−compacto entonces una aplicación f : X → Y es continua
si y sólo si su gráfica es cerrada en X ×Y .

Indicación: Utilizar ejercicio E.8.10.

E.8.12 Sean (X ,X ) un T2−espacio (Y ,D) compacto y f : X ×Y →R continua. Probar:
Las aplicaciones

M (·) = sup{ f (., y ) | y ∈ Y } y m (.) = ı́nf{ f (., y ) | y ∈ Y }

son continuas.

Indicación: Para todo real r ∈Rdefina Sr = {(x , y ) | f ((x , y ))≥ r } y utilice ejerci-
cio E.8.10.
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E.8.13 Sean (X ,X ), (Y ,D) espacios compactos y sea f una aplicación de X ×Y en un
T2−espacio (Z ,Z ) tal que para todo x ∈ X la aplicación y 7→ f (x , y ) es inyectiva.
Sea z0 ∈ Z . Probar:

i) El conjunto C = {x ∈ X | ∃ y ∈ Y , ( f (x , y ) = z0)} es cerrado en (X ,X ).
ii) La ‘función implícita’ ϕ : C → Y definida por f (x ,ϕ(x )) = z0 (x ∈ C ) es

continua sobre C .

E.8.14 Sean (X ,X ) numerablemente compacto (Y ,D) un AN 1 espacio. Probar: Toda
biyección continua f : X → Y es un homeomorfismo.

E.8.15 Sea X = I I el espacio de todas las funciones x : [0,1] → [0,1] provisto de la
topología producto. Sea B el conjunto de todos los x ∈ X para los cuales existe
un subconjunto numerable N ⊂ I tal que πt (x ) = 0 para todos los t ∈ N y
πt (x ) = 1 para todos los t ∈ I \N . Probar: B es numerablemente compacto pero
no es compacto.

E.8.16 Probar: un espacio (X ,X ) es de Lindelöf (resp. compacto), si y sólo si toda
cubierta abierta de X tiene un refinamiento numerable (resp. finito).

E.8.17 Probar: la compactificación de Stone-Cěch es conexa si y sólo si X es conexo.

E.8.18 Probar que la compactificación de Stone-Cĕch βX de (X ,X ) está caracterizada
por la propiedad siguiente: Toda aplicación continua f de X en [0, 1] tiene una
(única) prolongación continua F : βX → [0, 1].

E.8.19 Sean (X ,X ) un espacio normal, C ⊂ X cerrado y f una aplicación continua de C
en un espacio completamente regular (Y ,D). Probar que f puede prolongarse
a una aplicación continua F : X → Y donde Y es un espacio compacto que
contiene a (Y ,D).

E.8.20 Sean (X ,X ), (Y ,D) espacios localmente compactos y (X ∗,X ∗) (resp.(Y ∗,D∗))
las compactificaciones de Aleksandrov obtenidas por adjunción de los puntos
infinitos ω (resp.ω′). Una aplicación f : X → Y puede prolongarse continua-
mente a X ∗ poniendo f (ω) =ω′ si y sólo si para todo compacto K ⊂ Y la imagen
recíproca f −1[K ] es compacta. (Las aplicaciones con esta propiedad se llaman
aplicaciones propias.)

Capítulo 10

E.10.1 Sea (X ,X ) un espacio regular que puede ser cubierto por una sucesión (Cn ) de
subconjuntos compactos. Probar que (X ,X ) es paracompacto.
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E.10.2 Probar que si todo subconjunto abierto de un espacio topológico (X ,X ) es
compacto entonces todo subespacio de (X ,X ) es paracompacto.

E.10.3 Sea (X ,X ) paracompacto y A ⊂ X cerrado. Probar que X /A es paracompacto.

E.10.4 Sea (X ,X ) paracompacto y A ⊂ X un conjunto con la siguiente propiedad: Para
cada abierto U ⊃ A, existe un Fσ−conjunto F con A ⊂ F ⊂U . Probar que A es
paracompacto.

E.10.5 * Un espacio es llamado numerablemente paracompacto si cada cubierta abierta
numerable tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Prueba: (X ,X ) es numerablemente paracompacto si y sólo si para toda sucesión
decreciente de cerrados Fn tal que ∩Fn = ; existe una sucesión decreciente de
abiertos Gn tal que Gn ⊃ Fn para todo n y ∩Gn = ;.

Indicación: Para probar la necesidad basta tomar B como un refinamiento lo-
calmente finito de {X \ Fn | n ∈N} y construir Gn convenientemente.

Para probar la suficiencia, dado un cubrimento abierto {Un | n ∈ N}, poner

Fn = X \
n
∪

i=1
Ui y hallar una familia conveniente (Gn ) de abiertos tales que Gn ⊃ Fn .

Entonces la familia (Gn ∩Un+1) es el refinamiento buscado.

E.10.6 (Particiones de unidad diferenciables). Probar que en una variedad diferenciable
de clase Ck existen particiones de unidad diferenciables de clase Ck subordina-
das a cada cubierta abierta.

Indicación: Ver ejercicio 7.6.13.

E.10.7 Sean (X ,X ) un espacio metrizable y R una relación de equivalencia cerrada
en X . Probar que si las clases de equivalencia de la relación R son compactas,
entonces el espacio X /R es metrizable.

E.10.8 Probar que un espacio compacto (X ,X ) es metrizable si y sólo si la diagonal de
X ×X es un Gσ−conjunto.

Indicación: Sea△= ∩
n∈N

Gn , donde Gn es abierto en X ×X para todo n .

Definir para cada n una cubierta abierto finitaDn de X tal que U ×U ⊂Gn para
cada U ∈Dn .

E.10.9 * Se dice que un espacio topológico es perfectamente normal si es normal y si
además en él todo cerrado es un Gσ.

Probar:
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i) Si el producto X × Y de dos espacios topológicos cualesquiera (X ,X ) y
(Y ,D) es tal que todos sus subespacios son normales, entonces o todo
subconjunto numerable de X es cerrado o Y es perfectamente normal.

Indicación: Suponer que existe un conjunto numerable M ⊂ X tal que M \M ̸= ;
y un cerrado N ⊂ Y que es un Gσ. Considerar los conjuntos

A =M ×N y B = {x }×Y \N ,

donde x ∈M \M .

ii) Usando los ejercicios 8 y 9i) demostrar que un espacio compacto (X ,X ) es
metrizable si y sólo si el producto X ×X ×X es perfectamente normal.

Capítulo 11

E.11.1 Sea X un conjunto y R ⊂ X ×X una relación de equivalencia sobre X . Probar:

i) B := {R n | n ∈ N} es un sistema fundamental de vecindades para una
estructura uniformeUR sobre X .

ii) Si X es finito, toda estructura uniforme sobre X se define de tal forma por
una relación de equivalencia.

E.11.2 Sea X =Z y p ∈Z un número primo. Para n ≥ 1 sea Un = {(x , y ) ∈Z2 | x − y ≡ 0
mod p n}.
Probar:

i) B = {Un | n ∈ N∗} es un sistema fundamental de vecindades para una
estructura uniformeUp (llamada p−ádica) sobre Z.

ii) Determinar una métrica sobre Z tal queUp =Ud .

iii) Sean p , p ′ dos números primos diferentes. Probar que las estructuras uni-
formesUp yUp ′ no son comparables.

E.11.3 SeanUi (i = 1, ..., 5) las 5 estructuras uniformes siguientes sobre R:

i) U1 =Ud , donde d (x , y ) = |y − x |.
ii) U2 =Ud ′ , donde d ′(x , y ) = |arctan x −arctan y |

iii) U3 =U{d f ,dg }, donde f (x ) = 2x
1+x 2 y g (x ) = 1−x 2

1+x 2

iv) U4 =U{d f | f : R→Rcontinua}
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v) U5 =U{d f | f :R→Rcontinua y acotada}

Probar: Todas estas estructuras uniformes definen sobreR la topología usual.
Dibujar el gráfico del conjunto ordenado ({Ui | i = 1, . . . ,5}, C ). Determinar
cuáles son las aplicaciones informemente continuas de (R,Ui ) en (R,U1) (i =
1, . . . , 5).

E.11.4 Proveamos a R de su estructura uniforme aditiva. Probar:

i) U = {(x , y ) ∈R2 || x − y |≤ 1 ∨ x y ≥ 1} es un entorno cerrado en R2.

ii) U ({n ∈N | n ≥ 2}) no es cerrado aunque {n ∈N | n ≥ 2} es cerrado en R.

E.11.5 Sea (X ,X ) un espacio completamente regular. Probar:

i) La estructura uniforme más finaU sobre X que define la topologíaX está
caracterizada por la propiedad universal: Para cualquier espacio uniforme
(X ′,U ′), toda aplicación continua f : (X ,X )→ (X ′,X ′u ′) es uniformemen-
te continua de (X ,U ) en (X ′,U ′).

ii) La estructura uniforme inducida sobre X por la estructura uniforme de su
compactificación de Stone-Cech eX es la estructura uniforme más gruesa
para la cual todas las funciones continuas f : X → [0, 1] son uniformemente
continuas.

E.11.6 Sea (X ,X ) un AN 2−espacio localmente compacto de Hausdorff. Probar que
existe una métrica d tal queX =Xd y que (X ,Xd ) es completo.

E.11.7 Sean X un conjunto y (X ′,U ′) un espacio uniforme. Probar:

i) Para toda aplicación f de X en X ′ la base de filtro

B = {( f × f )−1[W ] |W ∈U ′}

define una estructura uniformeU ( f , (X ′,U ′)) sobre X (llamada estructura
uniforme inducida por f sobre X ).

ii) U ( f , (X ′,U ′)) es la estructura uniforme más gruesa sobre X para la cual
f : X → X ′ es uniformemente continua.

E.11.8 Sea ( fα)α∈I una familia de aplicaciones de un conjunto X en un espacio seudo-
métrico (Y , d ). Entonces la estructura uniforme inicialU definida por ( fα)α∈I

sobre X es igual a la estructura uniformeUµ definida por la colección de seudo-
métricas µ= {d fα |α ∈ I }, donde

d fα (x , y ) = d ( fα(x ), fα(y )).
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E.11.9 Sea ((Xα,Uα))α∈I una familia de estructuras uniformes. Se define sobre la suma
X = ⊔Xα de (Xα)α∈I la estructura uniforme suma como la estructura unifor-
me más fina U para la cual todas las inyecciones canónicas iα : Xα → X son
uniformemente continuas. Probar queU define la topología suma sobre X .

E.11.10 Sea G un grupo yF un filtro sobre G que cumple:

i) V ∈F =⇒∃W ∈F : W ·W = {x · y | x , y ∈W } ⊂V .

ii) V ∈F =⇒V −1 = {x−1 | x ∈V } ∈F .

iii) a ∈G ∧ V ∈F =⇒ a V a−1 = {a x a−1 | x ∈V } ∈F .

Probar: Existe una única topologíaX sobre G (compatible con la estructura del
grupo) tal queF es el filtro de vecindades del elemento neutro e en el grupo
topológico (G ,X ).

E.11.11 Sea (G ,X ) un grupo topológico. Probar:

i) Los filtros de vecindades V (a ) de a ∈G se obtienen por multiplicación de
a por el filtro V (e ), donde e es el neutro de G : V (a ) = aV (e ) =V (e )a .

ii) Las aplicaciones x 7→ x a , x 7→ a x , x 7→ a x a−1 son homeomorfismos de
(G ,X ) (a ∈G ).

E.11.12 Probar: Todo grupo topológico es completamente regular.

E.11.13 Sea (G ,X ) un grupo topológico. Probar:

i) Si G ′ ⊂G es un subgrupo de G , entonces G ′ es un subgrupo de G .

ii) Todo subgrupo abierto de G es cerrado.

iii) Sean (G ,X ), (G ′,X ′) dos grupos topológicos y h : G →G ′ un homomorfis-
mo continuo en e (neutro de G ). Entonces h es uniformemente continuo.

E.11.14 Sea (G ,X ) un grupo topológico. Probar: la componente conexa del elemento
neutro e es un subgrupo normal cerrado.

E.11.15 Probar: Todo grupo localmente compacto (G ,X ) es completo con respecto a las
dos estructuras uniformes canónicamente asociadasU1 yU2 (ejemplo 10.1.11).

E.11.16 * Sea (G ,X ) un grupo conmutativo localmente compacto.

Se llama carácter sobre G a todo homomorfismo continuoX de G en el grupo
del círculo T = {z ∈C | |z |= 1} provisto de la topología inducida.

Probar:
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i) El conjunto
⌢
G de todos los caracteres sobre G forma un grupo conmutativo

con respecto a la multiplicación puntual.

ii) Los conjuntos U (K ,ϵ) := {χ ∈
⌢
G | |χ(x )− 1| < ϵ para todo x ∈ K } (K ⊂ G

compacto ϵ > 0) forman un sistema fundamental de vecindades del neutro
e para una topología X compatible con la estructura de grupo de G .

iii) (
⌢
G ,
⌢
X ) es localmente compacto.

iv) Si G es compacto, entonces
⌢
G es un grupo discreto (i.e.

⌢
X es la topología

discreta).

v) Si G es discreto, entonces
⌢
G es compacto.

vi)
⌢
R=R;

⌢
N= T ;

⌢
T=N.

E.11.17 Sea (E ,X ) un espacio vectorial topológico sobre R. Probar:

i) Si p : E →R es una seminorma continua, entonces

Bp := Bp (0, 1) = {x ∈ E | p (x )≤ 1}

es una vecindad convexa cerrada de 0 que es simétrica, i.e. −Bp = Bp .

ii) Inversamente, si B es una vecindad convexa simétrica de 0 en (E ,X ), enton-
ces el funcional de Minkowsky pB asociado a B (E1.13) es una seminorma
continua sobre (E ,X ) tal que Bp = B .

iii) Si B1, . . . , Bn son vecindades convexas simétricas de 0 y p1, . . . , pn los funcio-
nales de Minkowsky correspondientes, entonces p : x 7→ sup{p1(x ), . . . , pn (x )}
es el funcional de Minkowsky para B = B1 ∩ . . .∩Bn .

iv) La estructura uniforme de un espacio vectorial topológico localmente
convexo (E ,X )puede definirse mediante una colecciónP de seminormas,
o seaUP =UX y, por tanto,XP =X .

E.11.18 Demostrar que un espacio métrico (X , d ) es completo si y sólo si toda inmersión
por isometría de (X , d ) en otro espacio métrico es cerrada.

E.11.19 * El siguiente ejercicio expone otro método de completamiento de un espacio
métrico.

i) Sea (X , d ) un espacio métrico. Dos sucesiones de Cauchy (xn ) y (yn ) en
(X , d ) se dice que son equivalentes si ĺım d (xn , yn ) = 0. Demostrar que esta
relación es una relación de equivalencia.



Ejercicios finales 503

ii) Probar que el conjunto cociente X̃ asociado a dicha relación con la métrica
d̃ ((xn ), (yn )) = ĺım d (xn , yn ) es un espacio métrico completo.

iii) Probar que la aplicación:

i : X → i (X )⊂ X̃
x 7→ (xn )

donde xn = x (n ∈N) es una isometría y que el par (i , i (X )) es por tanto un
completamiento de (X , d ).

iv) Generalizar este proceso de completamiento a T2−espacios uniformes
cualesquiera sustituyendo sucesiones de Cauchy por filtros de Cauchy.

E.11.20 Demostrar que un espacio métrico (X , d ) es compacto si y sólo si (X ,δ) es com-
pleto para cualquier métrica δ topológicamente equivalente a d .

E.11.21 Sea (xα)α∈I una familia de puntos en un espacio de Hilbert (H , 〈.〉). Probar que
son equivalentes

i) (xα)α∈I es un conjunto total.

ii) 〈xα, x 〉= 0,∀α⇒ x = 0.

Si la familia es ortonormal, entonces i) y ii) son equivalentes a

iii) (xα)α∈I es una familia ortonormal maximal.

E.11.22 Demostrar que todo espacio de Hilbert separable tiene un subconjunto total
numerable.

E.11.23 Utilizando la aplicación 3 de la sección 11.6 demostrar que para todo subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert (H , 〈·〉) se tiene H =M ⊕M ⊥, donde:

M ⊥ = {y ∈H | ∀x ∈M



x , y
�

= 0}

es llamado ortogonal de M .

E.11.24 Utilizando el ejercicio E11.23 demostrar que para un espacio de Hilbert (H , 〈·〉)
se tiene el siguiente resultado, que precisa el ejercicio E1.12:

La aplicación
H → H ′ (dual topológico de H)
a 7→ a ′ (a ′(x ) = 〈x , a 〉)

es una isometría.
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E.11.25 Sea (an ) un sistema ortonormal total en un espacio de Hilbert (H , 〈·〉). Probar:

i) La serie
∑∞

n=1 | 〈x , an 〉 |2 es convergente y se tiene que

∞
∑

n=1

| 〈x , an 〉 |2 =∥ x ∥2

∞
∑

n=1

〈x , an 〉



y , an

�

=



x , y
�

ii) La serie de término general 〈x , an 〉an es convergente en H y se tiene que

x =
∞
∑

n=1

〈x , an 〉an

Recíprocamente, para cualquier sucesión de escalares (λn ) tal que
∞
∑

n=1
|λn |2

es convergente, existe un único vector x ∈H tal que 〈x , an 〉=λn para todo
n .

E.11.26 * i) Sea (X , d ) un espacio ultramétrico (E1.1). Probar que para que una sucesión
(xn ) en X sea de Cauchy es necesario y suficiente que ĺım

n
d (xn , xn+1) = 0.

ii) Sean A un conjunto arbitrario y X el conjunto de todas las sucesiones infinitas
x = (xn ) de elementos de A. Para cada par de elementos distintos x = (xn ), y =
(yn ) de X , sea k (x , y ) el menor entero tal que xn ̸= yn . Sea

d (x , y ) =
1

k (x , y )
si x ̸= y ; d (x , y ) = 0 si x = y .

Demostrar que d es una distancia ultramétrica en X y que el espacio métrico
(X , d ) es completo.

E.11.27 * Sean E = {a1, a2, ...,} un conjunto numerable y

d (ap , ap ) = 0; d (ap , aq ) = 10+
1

p
+

1

q
si p ̸= q .

i) Probar que d es una métrica en E y que (E , d ) es completo.

ii) Sea f : E → E definida por f (ap ) = ap+1. Probar que d ( f (x ), f (y ))< d (x , y ),
pero que f no tiene ningún punto fijo en E .



Ejercicios finales 505

iii) Modificando un poco este ejemplo, construir un espacio métrico (F,δ) y
una aplicación f de F en sí mismo tal que δ( f (x ), f (y )) < δ(x , y ) y que
además posea un punto fijo a ∈ F y sin embargo para todo x ̸= a la sucesión
de valores iterados ( f n (x )) no tienda hacia a .

E.11.28 Demostrar que el espacio normado (E , N ) definido en el ejercicio E1.6 es com-
pleto.

E.11.29 Sea (X ,U ) un espacio uniforme tal que toda toda sucesión de puntos en X tenga
al menos un punto adherente en X . Probar que X es precompacto.

(Indicación: Por reducción al absurdo).

E.11.30 * Sea (X ,U ) un espacio uniforme. Para todo V ∈U sea Ṽ ⊂P (X )×P (X ) forma-
do por los pares (M , N )de subconjuntos de X tales que se tiene simultáneamente
que M ⊂V (N ) y N ⊂V (M ).

i) Mostrar que los conjuntos Ṽ constituyen un sistema fundamental de en-
tornos de una estructura uniforme Ũ sobreP (X ).

ii) Sea F(X ) el conjunto de las partes cerradas no vacías de X provisto de la
estructura uniforme inducida por la estructura uniforme Ũ . Demostrar
que si X es precompacto, también lo es F(X ).

E.11.31 Probar que si todo punto de un espacio topológico (X ,X ) tiene una vecindad la
cual es un espacio de Baire, entonces (X ,X ) es un espacio de Baire.

E.11.32 Sea X el subespacio de R2 formado por los puntos (r, 0) con r ∈Q y los puntos
�

k

n
,

1

n

�

donde n ≥ 1 y k ∈Z. Probar que X es un espacio de Baire.

E.11.33 * Sea (X ,X )un espacio de Baire y sea ( fα)una familia de funciones semicontinuas
inferiormente sobre X tales que, en todo punto x ∈ X , supα fα(x ) es finito. Probar
que todo conjunto abierto no vacío en X contiene un conjunto abierto no vacío
en el cual la familia ( fα) es uniformementre acotada superiormente.

E.11.34 * Un espacio topológico (X ,X ) se llama polaco si es metrizable con base nume-
rable y si existe una métrica compatible con la topológia de X para la cual X es
completo.

Probar las siguientes propiedades:

i) Todo subespacio cerrado de un espacio polaco es polaco.

ii) Todo subespacio abierto de un espacio polaco es polaco.
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iii) El producto de una familia numerable de espacios polacos es polaco.

iv) Si (X ,X ) es de Hausdorff, entonces la intersección de una sucesión (An )
de subespacios polacos de X es un subespacio polaco.

Concluir de iv) que I considerado como subespacio de R es un espacio polaco.

E.11.35 * Probar que un subespacio Y de un espacio polaco (X ,X ) es polaco si y sólo si
Y es la intersección de una familia numerable de conjuntos abiertos en X .

Concluir que un espacio X es polaco si y sólo si es homeomorfo a una intersec-
ción numerable de conjuntos abiertos en el cubo I N, donde I es el intervalo
[0, 1].

Capítulo 12

E.12.1 Sea X un conjunto y sea (Y ,U ) un espacio uniforme de Hausdorff con card
Y ≠ 2. Sean σ1 y σ2 ⊂ P (X ) colecciones saturadas por uniones finitas y por
subconjuntos tales que σ1 ⊂ σ 2 y σ1 ̸= σ2 . Probar queUσ1

, es estrictamente
más gruesa sobre F(X , Y ) queUσ2

. En particular:

i) Si (X ,X ) es un T2−espacio no compacto, entoncesUc es estrictamente
más gruesa queUu .

ii) Si (X ,X ) es un T2−espacio que contiene un subconjunto infinito compacto,
entoncesUp es estrictamente más gruesa queUc .

E.12.2 Sea I = [0, 1]. Determinar un subconjunto denso numerable de Fp (I , I ). ¿Fu (I , I )
es tambien separable?

E.12.3 Sean (X ,X ) un espacio topológico y A una subálgebra de C(X ,R). Entonces la
cerradura A de A en Cu (X ,R) es una subálgebra de C(X ,R).

E.12.4 Sean (X ,X ) un espacio topológico, σ ⊂ P (x ) y (Y ,U ) un espacio uniforme.
Probar:

i) Siσ= {A | A ∈σ}, entonces las estructuras uniformes inducidas por Uσ y
Uσ en C(X , Y ) son iguales.

ii) Si (Y ,U ) es de Hausdorff y ∪σ es denso en X , entonces Cσ(X , Y ) es de
Hausdorff.

E.12.5 Sea I = [0, 1]. ¿Cuáles de los siguientes subespacios de Fp (I , I ) son compactos?

i) { f ∈F(I , I ) | f (0) = 0}.
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ii) { f ∈C(I , I ) | f (0) = 0}.
iii) { f ∈C(I , I ) | f es derivable y | f ′(x ) |≤ 1 para todo x ∈ I }.

E.12.6 Sean (X ,X ) un espacio topológico y (Y ,U ) un espacio uniforme.

Probar que la aplicación:

e : X ×Cc a (X , Y )→ Y

definida por e (x , f ) = f (x ) no es necesariamente continua si (X ,X ) no es local-
mente compacto.

(Indicación: Tomar X =Q, Y = [0, 1]).

E.12.7 Sean (X ,X ) e (Y ,D) espacios topológiccos. Para todo A ∈β (X ) y B ∈β (Y ) sea

F (A, B ) = {u ∈C(X , Y ) | u [A]⊂ B }.

Sea D una cubierta abierta de Y .

Denotaremos porXD a la topología sobre C(X , Y ) generada por todos los con-
juntos F (C , V ), donde V ∈ D y C es un subconjunto cerrado en (X ,X ) cuya
imagen está contenida en al menos un U ∈D.

Probar:

i) XD es más fina queXc a . Si (X ,X ) es regular entonces la aplicación (u , x ) 7→
u (x ) de C(X , Y )×X en Y es continua si C(X , Y ) es provisto de la topología
XD.

ii) Sea (X ,X ) completamente regular. Probar que si existe una topologíaX ′
más gruesa sobre C(X ,R) con respecto a la cual la aplicación (u , x ) 7→ u (x )
es continua, entoncesX ′ =Xc a .

E.12.8 Probar que para todo M > 0, el conjunto

H = { f ∈C([0, 1],R) | | f ′(x )| ≤M para todo x ∈ [0, 1]}

es equicontinuo.

E.12.9 Sean (X ,X ) un espacio topológico y (E ,∥ · ∥) un espacio normado sobreR o C.
Sean H ⊂F(X , E ) equicontinuo en x0 ∈ X y k > 0. Entonces el conjunto:

Hk =

¨

∑

i

ci Ui |Ui ∈H ,
∑

i

|Ci | ≤ k

«

es equicontinuo en x0.
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E.12.10 Sea I = [−1, 1] y sea para todo n ∈N∗

fn : R+→ I

definida por:
fn (x ) = sen(
p

(x +4n 2π2)).

Probar que { fn | n ∈ N∗} es una sucesión equicontinua de funciones que es
relativamente compacta en Cc (R+, I ) pero que no lo es en Cu (R+, I ).

E.12.11 Sean (X ,X ) un espacio compacto y ( fn ) una sucesión de aplicaciones continuas
de X en X que converge puntualmente pero no uniformemetne a una función
continua. Probar que { fn | n ∈N} es relativamente compacto en Cp (X ,X ) pero
no en Cu (X , X ) =Cc (X , X ).

E.12.12 Sean (X ,U ) e (Y ,U ′) espacios uniformes y H ⊂ F (X , Y ). Se dice que H es
uniformemente equicontinuo si:

∀V ∈U ′ ∃U ∈U : (x , x ′) ∈U =⇒ ( f (x ), f (x ′)) ∈V

para toda f ∈H .

Probar: H es uniformemente equicontinuo si y sólo si la aplicación (x , h ) 7→ h (x )
de X ×H en Y es uniformemente continua con respecto a la estructura uniforme
Uu inducida sobre H .

E.12.13 Sean (X ,X ) un espacio de Lindelöf y H ⊂C(X ,R) un conjunto filtrante inferior-
mente con respecto al orden ≤ tal que ı́nf H es equicontinuo. Probar que existe
una sucesión ( fn ) ( fn ∈H ) que converge puntualmente.

E.12.14 Sean I un intervalo compacto en R y ( fn ) una sucesión creciente de funciones
fn ∈F(I ,R)que converge puntualmente sobre I a una función continua g .Probar
que g es monótona y que ( fn ) converge uniformemente a g .

E.12.15 Sean (X ,X ) un T2−espacio compacto, (E ,∥ · ∥) un espacio normado real y H ⊂
C(X ,R). Probar: Si H es denso en Cu (X ,R), entonces toda f ∈ C(X , E ) puede
aproximarse uniformemente por combinaciones lineales de funciones de H
con coeficientes en E de la forma

x 7→
n
∑

i=1

ai ui (x ) (ai ∈ E , ui ∈H ).

(Indicación: Considerar una cubierta finitaD de X tal que δ[ f [U ]]< ϵ para todo
U ∈D).
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E.12.16 Sea (X ,X ) un espacio compacto. Probar: Si ℑ es un ideal cerrado del álgebra
de Banach compleja C(X , C ), entonces f ∈ ℑ implica f ∈ ℑ (obsérvese que f es
límite uniforme de funciones de la forma g f ).

Probar los resultados de la aplicación 5 para C(X , C ) en vez de C(X ,R).

E.12.17 Sean (X ,X ), (Y ,Y )espacios compactos. Entonces toda función continua f : X →
Y induce una aplicación:

f ∗ : C(Y )→C(X )

definida por
f ∗(h ) = h ◦ f (h ∈C(Y )).

Probar:

i) f ∗ es un homemorfismo del álgebra C(Y ) en C(X ).

ii) f es sobreyectiva si y sólo si f ∗ es un isomorfismo de C(Y ) sobre una
subálgebra de C(X ) que contiene a < 1>.

iii) f es inyectiva si y sólo si f ∗ es sobreyectiva.

iv) Si f es isomorfismo, entonces ( f −1)∗ = ( f ∗)−1.

E.12.18 Sea (X ,X ) un espacio compacto. Probar:

i) Para todo homomorfismo h : C(X ,R)→ R diferente de 0 existe un único
punto x ∈ X tal que h ( f ) = f (x ) para todo f ∈C(X ,R).

ii) Si (Y ,D) es otro espacio compacto, entonces para todo homomorfismo
deR−álgebras ϕ : C(Y ,R)→C(X ,R) que aplica el elemento < 1> sobre el
elemento < 1> existe una única aplicación continua f : X 7→ Y tal que:

ϕ(g ) = g ◦ f para toda g ∈C(Y ,R).





A
Conceptos sobre teoría de conjuntos

Supondremos al lector familiarizado con los conceptos básicos de la teoría de conjun-
tos. No obstante reuniremos en este apéndice algunos de los resultados y conceptos
fundamentales de dicha teoría, que hemos utilizado a lo largo del libro. Aprovechare-
mos para informar también al lector de la simbología empleada.

Los símbolos siguientes los utilizamos a veces como abreviaturas de frases más
largas del lenguaje corriente:

«⇋» (leemos: está definido por), declara una definición.

«:=≫» lo empleamos cuando expresamos una definición con una igualdad.

«⇒» denota la implicación lógica.

«⇐⇒» denota la equivalencia lógica.

«∨» denota la disyunción.

«∧» denota la conjunción.

«∃ x ∈ X » denota al cuantificador existencial.

«∀ x ∈ X » denota al cuantificador universal.

A.1. Conjuntos

A.1.1 Denotamos a los conjuntos con letras mayúsculas y a sus elementos con letras
minúsculas.

En particular muchos conjuntos importantes se denotan por símbolos fijos,
entre ellos los siguientes:
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;: Conjunto vacío.

N: Números naturales (incluyendo al cero).

Z: Números enteros.

Q: Números racionales.

I: Números irracionales.

R: Números reales.

C: Números complejos.

A.1.2 El símbolo siguiente:
{a , b , c }

denota al conjunto que está formado por los elementos a , b y c y sólo estos.
Análogamente para un número finito cualquiera de elementos empleamos la
notación

{a , d , h , . . . ,}

Cuando un conjunto está formado por los elementos de un cierto conjunto X
que cumplen una cierta función proposicional P (x ), empleamos la notación

{x ∈ X | P (x )}

Cuando esté claro del contexto cuál es el conjunto X escribimos simplemente

{x | P (x )}

A.1.3 Dados los conjuntos A y B , se dice que A es un subconjunto (parte) de B y que
B es un superconjunto de A (notación:≪ A ⊂ B ≫ o ≪ B ⊃ A≫) si

x ∈ A⇒ x ∈ B

Se dice que A es un subconjunto propio de B si:

(A ⊂ B )∧ (A ̸= B )

A.1.4 Se llama conjunto potencia de un conjunto X y se denota por ≪ P (X ) ≫ al
conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de X . En particular ; ∈P (X ) y
X ∈P (X ).
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A.1.5 Se definen para dos conjuntos A ∈ P (X ) y B ∈ P (X ) las operaciones unión,
intersección y diferencia:

A ∪B := {x ∈ X | x ∈ A ∨ x ∈ B }
A ∩B := {x ∈ X | x ∈ A ∧ x ∈ B }
A \B := {x ∈ X | x ∈ A ∧ x /∈ B }

Si B ⊂ A, A \B se llama complemento de B con respecto a A. En particular X \A
se denota por≪ ∁A≫.

La unión e intersección se generalizan de manera natural a un número finito de
subconjuntos de X .

A.1.6 Algunas propiedades:

A ∪B = B ∪A; A ∩B = B ∩A (conmutatividad)

A ∪ (B ∪C ) = (A ∪B )∪C = A ∪B ∪C (asociatividad)

A ∩ (B ∩C ) = (A ∩B )∩C = A ∩B ∩C (asociatividad)

A ∪ (B ∩C ) = (A ∪B )∩ (A ∪C ) (distributividad)

A ∩ (B ∪C ) = (A ∩B )∪ (A ∩C ) (distributividad)

∁A ∪A = X ; A ∩ ∁A = ;
A ⊂ B ⇒ ∁A ⊃ ∁B

∁(A ∪B ) = ∁A ∩ ∁B ; ∁(A ∩B ) = ∁A ∪ ∁B

A.2. Colecciones de conjuntos

A.2.1 Empleamos la palabra colección para designar a los subconjuntos deP (X ), es
decir los elementos de una colección son partes de X .

A.2.2 Dada una colección F⊂P (X ) se definen la unión y la intersección de la colec-
ción F por:

∪F :=∪{F | F ∈F} := {x ∈ X | ∃F ∈F, tal que x ∈ F }
∩F :=∩{F | F ∈F} := {x ∈ X | ∀F ∈F, x ∈ F }

Cuando F está formada por un número finito de elementos, obtenemos la unión
e intersección ya definida para conjuntos.
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A.2.3 Para la unión e intersección de una colecciónF⊂P (X ) se cumplen las siguientes
propiedades:

∁(∪F) =∩{∁F | F ∈F}
∁(∩F) =∪{∁F | F ∈F}

(∪F)∩ (∪F′) =∪{F ∩ F ′ | F ∈F∧ F ′ ∈F′}
(∩F)∪ (∩F′) =∩{F ∪ F ′ | F ∈F∧ F ′ ∈F′}

A.2.4 A un subconjunto de una colección dada F ⊂ P (X ) se le llama subcolección
de F.

A.2.5 Una colección F ⊂ P (X ) constituye un cubrimiento de una parte A ⊂ X , si
A ⊂∪F. En particular F es un cubrimiento de X si y sólo si ∪F= X .

A.2.6 Se llama partición de X a un cubrimiento F de X tal que:

i) ∀F ∈F, F ̸= ;.

ii) F ∈F∧G ∈F∧ (F ̸=G )⇒ F ∩G = ;.

La última condición se expresa diciendo que los elementos de F son dos a dos
disjuntos.

A.3. Relaciones

A.3.1 Para dos conjuntos X e Y se define la operación producto cartesiano y se denota
≪ X ×X ≫ por:

X ×Y := {(x , y ) | (x ∈ X ) ∧ (y ∈ Y )}

Los elementos del conjunto X ×Y se llaman pares ordenados. Dos pares (x , y )
y (x ′, y ′) son iguales si y sólo si x = x ′ y y = y ′.

Llamamos diagonal de X ×X y la denotamos por∆ al subconjunto de X ×X
dado por

∆ := {(x , x ) ∈ X ×X | x ∈ X }

Una importante propiedad es la siguiente:

X ×Y = ;⇐⇒ X = ;∨Y = ;



A. Conceptos sobre teoría de conjuntos 515

A.3.2 Dados dos conjuntos X y Y , un subconjunto R de X ×Y se llama una relación
entre X e Y . En lugar de (x , y ) ∈R se emplea a veces la notación x R y .

Cuando X = Y , una relación R entre X e Y se llama una relación sobre X .

Dada una relación R sobre X y A ⊂ X , la relación R ∩ (A × A) sobre A se llama
relación inducida sobre A por R y se denota RA .

Dadas dos relaciones R y S sobre los conjuntos X e Y respectivamente, podemos
definir la relación producto sobre X ×Y , que se denota≪R ×S ≫ por

(x , y )R ×S (x ′, y ′)⇋ (x R x ′)∧ (y S y ′)

A.3.3 Una relación R sobre X se llama de equivalencia si

1. ∀ x ∈ X , x R x (reflexiva).

2. (x R y )⇒ (y R x ) (simétrica).

3. (x R y )∧ (y R z )⇒ x R z (transitiva).

Si x R y se dice que x y y son equivalentes.

A.3.4 Una relación R sobre X se llama de preorden si

1. ∀ x ∈ X , x R x (reflexiva).

2. (x R y )∧ (y R z )⇒ x R z (transitiva).

Una relación de orden R sobre un conjunto X es una relación de preorden con
la condición adicional de

3. (x R y )∧ (y R x )⇒ x = y

Al par formado por un conjunto y una relación de preorden (respectivamente
de orden) dada, se llama conjunto preordenado (respectivamente ordenado).

Para las relaciones de preorden y de orden se emplean indistintamente las
notaciones≪ x ≺ y ≫ o ≪ y ≻ x ≫, que se leen respectivamente≪ x anterior
a y ≫ y ≪ y posterior a x ≫ y también≪ x ≤ y ≫ o ≪ y ≥ x ≫ que se leen
respectivamente≪ x menor que y ≫ y≪ y mayor que x ≫.

Dada una relación ≤ sobre X , x , y ∈ X , el símbolo x < y o y > x que se lee
respectivamente≪ x estrictamente menor que y ≫ y≪ y estrictamente mayor
que x ≫ significa

(x ≤ y )∧ (x ̸= y )

La única relación que es a la vez de equivalencia y de orden es la igualdad.

Si A ⊂ X y R es una relación de equivalencia (respectivamente de preorden y de
orden) sobre X , entonces RA es una relación de equivalencia (respectivamente
de preorden y de orden) sobre A.
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A.4. Conjunto cociente

A.4.1 Dados un conjunto X , x ∈ X y una relación de equivalencia R sobre X , el
conjunto

[x ] := {y ∈ X | y R x }
se llama clase de equivalencia del punto x con respecto a la relación R .

A un elemento cualquiera y ∈ [x ] se le llama un representante de la clase.

A.4.2 La colección formada por las clases de equivalencia forman una partición de X ,
es decir se cumple que

1. ∪{[x ] | x ∈ X }= X

2. ∀ x ∈ X , [x ] ̸= ;
3. x , y ∈ X , [x ] ̸= [y ]⇒ [x ]∩ [y ] = ;

Recíprocamente, si F es una partición de X , la relación R dada por

x R y ⇋ ∃F ∈F, (x ∈ F )∧ (y ∈ F )

es una relación de equivalencia sobre X , para la cual F es la colección de las
clases de equivalencia.

A.4.3 Dado un conjunto X y una relación de equivalenciaR sobre X , al conjunto X /R
de todas las clases de equivalencia se llama conjunto cociente de X por R.

La formación de conjuntos cociente es uno de los métodos más importantes
utilizados en la matemática para introducir nuevos conceptos y estructuras
matemáticas. Por ejemplo, a toda relación de preorden ≤ sobre un conjunto X
puede asociarse una relación de orden:

[x ]≤ [y ]⇋ x ≤ y

sobre el conjunto cociente X /R definida por la relación de equivalencia R so-
bre X .

x R y ⇋ (x ≤ y )∧ (y ≤ x )

A.4.4 Dada una relación de equivalencia R sobre un conjunto X y A ⊂ X , se llama
saturado de A con respecto a R y se denota≪ satR A≫ al conjunto

satR A =∪{[x ] | x ∈ A}

es el conjunto de todos los y ∈ X que son equivalentes con algún x ∈ A.

Se llama a A ⊂ X saturado con respecto a R o simplemente saturado si

A = satR A
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A.5. Funciones

A.5.1 Dados dos conjuntos X y Y , una relación G ⊂ X × Y la llamamos relación
funcional si

(x , y ) ∈G ∧ (x , y ′) ∈G ⇒ y = y ′

Una función o aplicación f es una terna (X , Y ,G ( f )) donde X y Y son conjuntos
y G ( f ) es una relación funcional para la cual se cumple que

∀ x ∈ X ,∃ y ∈ Y tal que (x , y ) ∈G ( f )

Dado x ∈ X , primer elemento de un par ordenado en G , está unívocamente
determinado su segundo elemento y , que denotamos por f (x ).

La relación funcional G ( f ) se llama el gráfica de f y se denota por≪G f ≫

G f = {(x , f (x )) | x ∈ X }

El conjunto X se llama dominio de f y Y se llama codominio de f . Decimos
que f toma valores en Y .

Dos aplicaciones (X1, Y1,G ( f1)) y (X2, Y2,G ( f2)) son iguales si y sólo si X1 = X2,
Y1 = Y2 y G ( f1) =G ( f2).

Para una aplicación f se emplea la notación f : X → Y o X
f
→Y , donde X es el

dominio y Y es el codominio de f . También para una aplicación se emplea la
notación:

x 7→ f (x )

A.5.2 Dada una aplicación f : X → Y y A ⊂ X , llamamos imagen de A por f y la
denotamos≪ f [A]≫, al conjunto

f [A] := { f (x ) | x ∈ A}

Cuando A = X se llama f [X ] imagen o rango de f .

Si f : X → Y y F es una colección de conjuntos de X , llamamos imagen de F por
f y la denotamos≪ f {F}≫ al conjunto

f {F} := { f (x ) | ∃A ∈F ∧ x ∈ A}

A.5.3 Decimos que una aplicación f : X → Y es sobreyectiva si

∀ y ∈ Y , ∃ x ∈ X , tal que f (x ) = y
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Decimos que una aplicación f : X → Y es inyectiva si

f (x ) = f (z )⇒ x = z

Decimos que una aplicación f : X → Y es biyectiva si es a la vez sobreyectiva e
inyectiva.

A.5.4 Dada una aplicación f : X → Y y B ⊂ Y , se llama imagen inversa de B por f y se
denota por≪ f −1(B )≫ al conjunto

f −1[B ] := {x ∈ X | f (x ) ∈ B }

En particular si B ∩ f [X ] = ;, entonces f −1[B ] = ;.
Si B = {y } se denota a f −1[{y }] por≪ f −1(y )≫.

A.5.5 Algunas propiedades importantes son las siguientes:

i) ∀A ⊂ X , A ⊂ f −1[ f [A]]. (la igualdad ocurre si f es inyectiva).

2. ∀B ⊂ Y , f [ f −1[B ]]⊂ B . (la igualdad ocurre si f es sobreyectiva).

3. ∀F⊂P (X ), f [∪{F | F ∈F}] =∪{ f [F ] | F ∈F}.
4. ∀F⊂P (X ), f [∩{F | F ∈F}]⊂∩{ f [F ] | F ∈F}.
5. ∀F⊂P (Y ), f −1[∪{G |G ∈F}] =∪{ f −1[G ] |G ∈F}.
6. ∀F⊂P (Y ), f −1[∩{G |G ∈F}] =∩{ f −1[G ] |G ∈F}.
7. ∀B ⊂ Y , f −1[∁B ] = ∁ f −1[B ].

A.5.6 Si f : X → Y es inyectiva se puede definir la función inversa de f , que se denota
por f −1. Tiene por dominio a f [X ] y por rango a X y su gráfica viene dada por

G ( f −1) = {(y , x ) ∈ f [X ]×X | (x , y ) ∈G ( f )}

A.5.7 Dadas dos funciones f : X → Y y g : Y → Z , se define la función compuesta
g ◦ f : X → Z cuya gráfica viene dada por

G (g ◦ f ) = {(x , z ) ∈ X ×Z | ∃ y ∈ Y tal que (x , y ) ∈G ( f )∧ (y , z ) ∈G (g )}

Si g ◦ f es sobreyectiva (respectivamente inyectiva), entonces necesariamente g
es sobreyectiva (respectivamente f es inyectiva).

Si f y g son inyectivas, entonces g ◦ f también lo es y se tiene

(g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g −1
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A.5.8 Dada una aplicación f : X → Y y A ⊂ X , se define la restricción f |A : A→ Y cuya
gráfica viene dada por

G f |A := {(x , y ) ∈G f | x ∈ A} :=G f ∩A×Y

En el otro sentido si A ⊂ X y g : A→ Y es una aplicación dada, una aplicación
f : X → Y tal que f |A = g se llama una prolongación de g a X con respecto a Y .

A.5.9 Una aplicación f : X → Y se llama constante si para un elemento fijo a ∈ Y se
tiene que

∀ x ∈ X , f (x ) = a

(Notación≪< a >≫).

A.5.10 Se llama aplicación identidad o idéntica en X y se denota 1X : X → X a la bi-
yección: 1X (x ) = x . Dado A ⊂ X la restricción de la identidad 1X |A se llama
inyección canónica y se denota iA .

A.5.11 Dados dos conjuntos X y Y , la aplicaciónπ1 : X×Y → X determina porπ1(x , y ) =
x se llama proyección sobre X . Análogamente se define π2.

A.5.12 Si R es una relación de equivalencia sobre X se define la sobreyección canónica
ϕR : X → X /R por:

ϕR (x ) = [x ]

Cuando quede claro del contexto se denota simplemente por ϕ.

Si A ⊂ X , satR A =ϕ−1[ϕ[A]].

A.6. Descomposición canónica

A.6.1 Si R es una relación de equivalencia sobre X y f : X → Y es una aplicación,
diremos que f es compatible con R si f (x ) = f (y )⇒ x R y .

Recíprocamente si definimos la relación R f por x R f y ⇋ f (x ) = f (y ), la relación
R f es de equivalencia sobre X y se llama relación de equivalencia asociada a f .
Es claro que f es compatible con R f .

A.6.2 Si denotamos por ϕ la sobreyección canónica asociada a R f se tiene la siguien-

te descomposición llamada descomposición canónica de f : f = f ◦ϕ donde
f : X /R f → Y viene dada por

∀ [x ] ∈ X /R f f ([x ]) = f (x )
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Esta composición se expresa diciendo que el siguiente diagrama es conmutativo.

X
f //

""

Y

f
��

X /R f

Es importante destacar que f siempre es inyectiva y que, si f es sobreyectiva,
entonces f es biyectiva.

A.7. Familias de conjuntos

A.7.1 Dado un conjunto X , una familia de partes de X viene dada por una aplicación
α 7→ Xα cuyo dominio es un conjunto arbitrario I , llamado conjunto de índices,
y su codominio esP (X ). Se denota por

(Xα)α∈I

Llamamos subfamilia de (Xα)α∈I a la restricción (Xα)α∈ j de (Xα)α∈I a un subcon-
junto J de I .

A toda familia de conjunto (Xα)α∈I se le puede hacer corresponder la colección,
llamada colección asociada, {Xα|α∈I }.

Recíprocamente dada una colección F y tomando como conjunto de índices a
la propia colección, la aplicación identidad nos define una familia de conjuntos.

Para familias de conjuntos se definen a través de su colección asociada las
operaciones de unión e intersección, así como los conceptos de partición y
cubierta. Dada una familia (Xα)α∈I la notación empleada es

∪
α∈I

Xα :=∪{Xα |α ∈ I } (unión)

∩
α∈I

Xα :=∩{Xα |α ∈ I } (intersección)

Por definición se tiene que

∪{Xα |α ∈ ;}= ; (unión vacía)

∩{Xα |α ∈ ;}= X (intersección vacía)
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A.8. Producto

Dados dos conjuntos X1 y X2, el producto Cartesiano X1×X2 puede interpretarse como
el conjunto de funciones x : {1, 2}→ X1∪X2 con la propiedad x (1) ∈ X1, x (2) ∈ X2. Este
concepto puede extenderse a una familia arbitraria de conjuntos:

A.8.1 Se define como producto Cartesiano de la familia (Xα)α∈I y se denota por
∏

α∈I
Xα al conjunto de funciones x : I →∪{Xα | α ∈ I } con la propiedad de que

para todo α, x (α) = xα ∈ Xα.

Los elementos de
∏

α∈I
Xα suelen denotarse por (xα)α∈I y cuando no hay dudas

del conjunto de índices sencillamente (xα). El conjunto Xα se llama el α−ésimo
factor del producto y a xα ∈ Xα la α-ésima coordenada.

Si Aα ⊂ Xα, para todo α, se tiene
∏

{Aα |α ∈ I } ⊂
∏

{Xα |α ∈ I }.
Si la familia de conjuntos es constante, es decir si Xα = X para todo α ∈ I , el
producto
∏

{Xα | α ∈ I } se denota por X I y por definición es el conjunto de
todas las funciones de I en X . En particular X N es el conjunto de las sucesiones
de elementos de X .

A.8.2 Para cada α ∈ I se define la α−ésima proyección como la aplicación

πα : X {Xα |α ∈ I }→ Xα

al que para todo x = (xα) ∈ X {Xα |α ∈ I }

πα(x ) = xα

Si A ⊂ Xα, π−1
α [A] se llama cilindro de base A.

Las aplicaciones proyección tienen las siguientes propiedades:

1. Son sobreyectivas.

2. Si A ⊂
∏

{Xα |α ∈ I }, entonces A ⊂
∏

{πα[Aα] |α ∈ I }.
3. Si Aαk ⊂ Xαk (1≤ k ≤ n ), entonces

∪{π−1
αk [Aαk ] | 1≤ k ≤ n}=

∏

{Yα |α ∈ I }
donde Yα = Xα si α ̸=αk , Yαk = Aαk .

A.8.3 Sea la aplicación f : X → X {Xα | α ∈ I }, entonces para cada α ∈ I , la función
compuesta

fα =πα ◦ f : X → Xα

se llama α−ésima coordenada de la función f . Una función f de X en×{Xα |α ∈
I } puede expresarse por la familia de funciones ( fα)α∈I de X en Xα.
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A.8.4 En muchas ramas de la matemática, la Topología entre ellas, es de uso frecuente
el llamado axioma de elección que puede ser enunciado de la manera siguiente.

Si {Xα |α ∈ I } es una familia de conjuntos no vacíos, entonces

∏

{Xα |α ∈ I } ̸= ;

Esto puede interpretarse de la manera siguiente: si para todo α ∈ I , Xα ̸= ;,
entonces existe una aplicación que asigna a cada α ∈ I un elemento xα ∈ Xα. El
axioma de elección tiene muchas formulaciones equivalentes.

A.9. Suma

A.9.1 Sea (Xα)α∈I una familia de conjuntos. Entonces un conjunto X se llama suma
de esta familia si posee una partición {X ′α |α ∈ I } tal que existe para cada α ∈ I
una biyección

jα : Xα→ X ′α ⊂ X

En este caso las aplicaciones jα se llaman inyecciones canónicas de Xα en X .

Si los conjuntos Xα de la familia son dos a dos disjuntos, entonces ∪{Xα |α ∈ I }
es una suma de (Xα)α∈I . En el caso general, el conjunto

⊔{Xα |α ∈ I } :=∪{Xα×{α} |α ∈ I }

llamado unión disjunta de los Xα con las biyecciones fα : x 7→ (x ,α) de Xα sobre
X ′α = Xα×{α} es una suma de (Xα)α∈I .

A.10. Conjuntos ordenados

A.10.1 Si {(Xα,≤α) |α ∈ I } es una familia de conjuntos ordenados, se puede definir un
orden ≤ en X {Xα |α ∈ I } llamado orden producto de los ≤α:

(xα)≤ (yα)⇋∀α ∈ I , xα ≤α yα.

En el caso particular de F X , donde F es un conjunto ordenado por ≤ el orden
producto lo podemos interpretar de la manera siguiente: Si f y g son funciones
de X en F

f ≤ g ⇋∀ x ∈ X , f (x )≤ g (x )
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A.10.2 Un orden ≤ (o preorden) sobre un conjunto X se llama filtrante si cumple

∀ x , y ∈ X , ∃z ∈ X : (x ≤ z ) ∧ (y ≤ z )

se llama conjunto dirigido a un conjunto ordenado con un orden filtrante.

A.10.3 Sea (X ,≤) un conjunto ordenado y A ⊂ X . Un elemento a ∈ X se llama cota
superior o mayorante de A. (Notación≪ A ≤ a ≫) si

x ∈ A⇒ x ≤ a

Un elemento b ∈ X se llama cota inferior o minorante de A (notación:≪ A ≥
b ≫) si

x ∈ A⇒ b ≤ x

El conjunto de los mayorantes (resp. minorantes) puede ser vacío. Si el conjunto
de los mayorantes (resp. minorantes) de una parte A ⊂ X no es vacío, se dice que
A es acotado superiormente (resp. inferiormente). Si A ⊂ X es acotado superior
e inferiormente se dice que A es acotado como subconjunto del conjunto
ordenado X .

A.10.4 Si el conjunto de las cotas superiores o mayorantes de una parte A ⊂ X tiene
un menor elemento a , este elemento se llama supremo de A en X (notación:
≪ a = sup A≫ o ≪ a = sup{x | x ∈ A}.) O sea, a = sup A⇐⇒ a ≥ A ∧ (c ≥ A⇒
c ≥ a ).

Si el conjunto de las cotas inferiores o minorantes de una parte A ⊂ X tiene
un mayor elemento b , este elemento se llama ínfimo de A en X (notación:
≪ b = ı́nf A≫ o ≪ b = ı́nf{x | x ∈ A}≫). O sea,

b = ı́nf A⇋ b ≤ A ∧ (d ≤ A⇒ d ≤ b )

Un elemento a ∈ X (resp. b ∈ X ) se llama máximo de A (resp. mínimo de A)
(notación:≪ a =máx A≫) (resp.≪ b =mı́n A≫) si

(a = sup A)∧a ∈ A (resp. (a = ı́nf A)∧a ∈ A)

Se tiene que a = ı́nf A (resp. b = sup B ) si y sólo si a es el máximo (resp. b es el
mínimo) de las cotas inferiores (resp. superiores).

A.10.5 Un elemento a de un conjunto ordenado X se llama maximal (resp. minimal)
si no existe ningún x ∈ X , x ̸= a tal que a ≤ x (resp. x ≥ a ).



524 A.10. Conjuntos ordenados

A.10.6 Un conjunto ordenado (X ,≤) se llama retículo si todo subconjunto formado
por dos elementos {x1, x2} tiene un ínfimo y un supremo en (X ,≤).
Se dice que (X ,≤) es un retículo completo si todo subconjunto de X posee un
ínfimo y un supremo en (X ,≤).
EvidentementeR es un retículo, pues en general, lo es todo conjunto totalmente
ordenado. Sin embargo, no es un retículo completo.

Un ejemplo de retículo completo es todo conjunto potenciaP (X ) ordenado
por inclusión.

En (P (X ),⊂) tenemos para toda familia (Aα)α∈I de subconjuntos de X .

ı́nf(Aα)α∈I = ∩
α∈I

Aα y sup(Aα)α∈I = ∪
α∈I

Aα

Un subconjunto de un retículo (resp. retículo completo) no tiene por que ser
un retículo (resp. retículo completo).

Para verlo basta considerar el conjunto de los subconjuntos unitarios en un
conjunto potencia ordenado por inclusión. Además aunque un subconjunto A
de un retículo completo (X ,≤) sea un retículo completo los ínfimos y supremos
en (A,≤A) no son necesariamente iguales a los ínfimos y supremos en (X ,≤). Por
ejemplo el conjunto

�

− 1
n | n ∈N∗
	

tiene un supremo 0 en el retículo completo
[−1, 1] y 1 en el retículo completo [−1, 0)∪{1}.
Si (A,≤A) es un subconjunto del retículo (X ,≤), cerrado para inf y sup, diremos
que es un subretículo.

A.10.7 Un conjunto ordenado (X ,≤) se dice totalmente ordenado si

(x ∈ X ) ∧ (y ∈ X )⇒ (x ≤ y ) ∨ (y ≤ x )

Un subconjuto A de un conjunto ordenado es una cadena si (A,≤A) está total-
mente ordenado. R con el orden usual es totalmente ordenado.

En un conjunto totalmente ordenado (X ,≤) se definen los siguientes intervalos:

1. (a , b ) := {x ∈ X | a < x < b } (abierto).

2. (a , b ] := {b }∪ (a , b ) (semiabierto).

[a , b ) := {a }∪ (a , b ) (semiabierto).

3. [a , b ] := {a , b }∪ (a , b ) (cerrado).

4. (a ,→) := {x ∈ X | a < x }.
[a ,→) := {a }∪ (a ,→).
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5. (←, a ) := {x ∈ X | x < a }.
(←, a ] := {a }∪ (←, a ).

A.10.8 Un conjunto ordenado (X ,≤) se dice inductivamente ordenado si toda cadena
en X tiene una cota superior.

Para los conjuntos inductivamente ordenados se tiene una formulación equi-
valente del axioma de elección, llamado Lema de Zorn:

Todo conjunto inductivamente ordenado tiene al menos un elemento maximal.

A.10.9 Si (X ,≤), (Y ,≤) son conjuntos ordenados, f : (X ,≤)→ (Y ,≤) se dice creciente
(resp. decreciente) si

(x ∈ X ) ∧ (y ∈ X ) ∧ (x ≤ y )⇒ f (x )≤ f (y ) (resp. f (x )≥ f (y ))

La aplicación f se dice estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente)
si

x < y ⇒ f (x )< f (y ) (resp. f (x )> f (y ))

Se dice que f es monótona si es creciente o decreciente.

A.10.10 Una aplicación f : X → Y donde Y es un conjunto ordenado se dice acotada
superiormente, acotada inferiormente o acotada si f [X ] lo es respectivamente.

A.11. Cardinales

El concepto de cardinal de un conjunto está relacionado con el número de elementos
de dicho conjunto.

A.11.1 Decimos que dos conjuntos tienen el mismo número cardinal y lo denotamos
card X = card Y , si existe una biyección de X sobre Y .

En la teoría formal de conjuntos, los conjuntos finitos se caracterizan por la pro-
piedad de no tener el mismo número cardinal de ninguno de sus subconjuntos
propios.

Un conjunto se dice numerable si tiene el mismo número cardinal que N. El
conjunto R es infinito no numerable.

A.11.2 Precisando la idea de que un conjunto tenga más elementos que otro se puede
definir una relación de orden entre los conjuntos por

card X ≤ card Y ⇋ ∃ f : X → Y inyectiva
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A.11.3 Algunas importantes propiedades son las siguientes:

1. Todo subconjunto de N es finito o numerable.

2. CardN es menor o igual que el de cualquier conjunto infinito.

3. Para todo conjunto X , card X < card B (X ).

4. CardP (N) = cardR.

5. CardN= cardQ.

6. La unión de una familia numerable de conjuntos numerables es numera-
ble.

7. Todo producto finito de conjuntos numerables es numerable.
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Bibliografía comentada

CAPÍTULO 1

1. (1.1) Hay dos raíces históricas de la teoría de los espacios métricos en el siglo
XIX. Los conjuntos de puntos en R y en Rn fueron estudiados sistemáticamente
por Cantor. Paralelamente, pioneros del Análisis Funcional como ASCOLI [11] y
VOLTERRA [196] investigaron con los mismos métodos conjuntos de funciones,
curvas, etc. En 1906, los espacios métricos fueron introducidos por M. FRÉCHET

[70]. La teoría fue desarrollada por HAUSDORFF en su obra clásica Grundzuege der
Mengenlehre [89], que es a la vez también la primera presentación sistemática de
la Topología General. Ya en 1925 la teoría de los espacios métricos tenía a grandes
rasgos su forma presente, debida principalmente a las obras de Urysohn.

2. (1.1) Las diferentes nociones de convergencia para sucesiones de funciones son
expuestas en libros de texto sobre Análisis Matemático, por ejemplo, APOSTOL

[7], RUDIN [165], S. LANG [119], CHOQUET [52].

3. (1.2) Para introducirse a las teorías de los espacios normados y espacios de Hilbert
pueden consultarse los libros de S. LANG [119], CHOQUET [52], DIEODONNE [57],
SCHWARTZ [168] y también las diversas introducciones al Análisis Funcional;
mencionamos, más o menos en orden de dificultad creciente, los libros de
KOLMOGOROFF/FOMIN [112], LIOSTERNIK/SOBOLEV [126], KANTOROVICH/AKILOV

[107], recomendamos en paricular la exposición bien concisa y geométrica de
LUENBERGER [125] que se sitúa en el contexto de la Teoría de Optimización.

4. (1.2–1.6) Casi todos los libros de Topología General dedican un capítulo o más a
los espacios métricos. Suficientemente elemental para una introducción son
por ejemplo los capítulos respectivos en CHOQUET [52], DIEUDONNE [57], BERGE
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[19], KASRIEL [108]. Para el estudio más profundo de la teoría de los espacios
métricos se recomienda esperar hasta el capítulo 10.

CAPÍTULO 2

1. Para obtener una visión general histórica de los problemas y logros principales
de toda la topología (no sólo la Topología General) recomendamos encarecida-
mente al lector leer artículo de BRIESKORN [38], que fue publicado por la Escuela
de Matemática de la Universidad de la Habana. Es difícil fijar una fecha precisa
para el nacimiento de la Topología. Problemas de naturaleza topológica ya fue-
ron estudiados por Euler y Gauss, parece que la palabra topología fue utilizada
por primera vez por Listing. De suma importancia para el desarrollo ulterior de
toda la topología fueron las obras de RIEMANN [162], de CANTOR [44] y POINCA-
RÉ [157]. Sin embargo, la Topología General sólo nació en los años 1905-1910
cuando tres autores diferentes lograron hallar definiciones generales de un es-
pacio topológico: RIESZ [163], FRECHET [70], E. H. MOORE [140]. HAUSDORFF [89]
fundamentó la topología mediante un sistema de axiomas para las vecindades.
Parece que TIETZE [66] fue el primero que analizó la posibilidad de definir un
espacio topológico mediante la familia de sus abiertos (en 1923). ALEXANDROF

[3] definió en 1925 un espacio de Hausdorff por un sistema de axiomas para los
abiertos. En 1935, ALEXANDROF/HOPE [5] propusieron, entre otros, el sistema
(01)-(03) como sistemas de axiomas para los espacios topológicos generales.
Desde entonces, casi todas las obras importantes de Topología General utilizan
este sistema axiomático, como por ejemplo BOURBAKI [30] y KELLEY [110].

2. (2.1) Quien se interese por las interrelaciones entre topología y orden en un
espacio topológico ordenado puede consultar el tratamiento sistemático de L.
NACHBIN [143].

3. (2.2) El primer libro de texto que utilizó ampliamente la teoría de los conjuntos
ordenados en Topología General fue VAIDYANA THSWAMY [194] en 1947.

4. (2.4) Algunos autores utilizan nociones elementales de la Teoría de Categorías
para estructuras de Topología General, como por ejemplo GROTEMEYER [79],
MENDELSOHN [134]. Como libro de referncia sobre la teoría de categorías de
nivel superior mencionamos MACLANE [128].

5. (2.4) El punto de vista de que la Topología es una geometría de superficies de
goma está acentuado en el libro de ARNOLD [9] sobre conceptos intuitivos en
topología elemental, y en otros libros (muy recomendables) que tratan la topolo-
gía con mucha intuición como CHINN/STEENROD [50], HILBERT/COHN-VOSSEN
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[94], MILNOR [135], LIETZMANN [124]. Sin embargo, la formalización de este en-
foque geométrico conduce más bien a la Topología Algebraica y a la Topología
Diferencial, que a la Topología General.

6. (2.4) Las funciones semicontinuas fueron introducidas por BAIRE [13]. Para una
primera información sobre estas funciones recomendamos CHOQUET [52].

CAPÍTULO 3

1. (3.1) HILBERT [92] y H. WEYL [202] utilizaron en 1903 y 1913 respectivamente,
sistema de vecindades para definir superficies. Sucediéndoles, HAUSDORFF [89]
definió en 1914 los espacios topológicos que hoy se llaman espacios de Hausdorff.
El sistema de axiomas (U 1)− (U 4) fue introducido por BOURBAKI [30] en 1940. En
1918, FRÉCHET [72] había propuesto un sistema considerablemente más débil de
axiomas. Resultados sobre estos llamados V-espacios de Fréchet son expuestos
en THRON [185] y en SIERSPINSKI [169].

2. (3.2–3.3) Las dificultades precisadas en (3.2) condujeron a E. H. MOORE [138]
en 1915 y más tarde, en cooperación con SMITH [139], a desarrollar su teoría de
redes. La teoría fue aplicada a problemas de convergencia por BIRKHOFF [24] y
desarrollado ulteriormente por TUKEY [190] y KELLEY [109]. Antes de 1940, en
todas las obras sobre Topología General fueron empleadas únicamente las redes
en sustitución de las sucesiones (compárese por ejemplo CECH [208]).

3. (3.4–3.7) En 1937, H. CARTAN introdujo los filtros [47] y definió los ultrafiltros [46].
La presentación clásica de la teoría de los filtros que contribuyó fuertemente a la
diseminación de este concepto en Topología General es de BOURBAKI [30]. La
equivalencia entre redes y filtros fue discutido por primera vez por BARTLE [16].

4. (3.5–3.6) Hay muchos libros sobre Topología General que no tratan los concep-
tos de red o filtro más que marginalmente, porque no están interesados en el
enfoque analítico de la Topología General. El otro extremo es marcado por el
libro de KOWALSKY [114], que define el espacio topológico por medio de filtros y
pone este concepto en el centro de la Topología General. El resultado es muy
difícil de leer. FISCHER [67] toma la convergencia como concepto fundamental y
da un sistema de axiomas para los filtros convergentes.

CAPÍTULO 4

1. (4.1–4.2) Casi todos los conceptos y resultados de estas dos secciones ya fueron
establecidos por CANTOR [44] para los espacios euclidianos.
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2. (4.3) Un sistema de axiomas para el operador clausura fue introducido por
KURATOWSKI [116] en su tesis de 1920. Este sistema de axiomas para los espacios
topológicos, fue diseminado principalmente por la obra de ALEXANDROF/HOPE

[5]. Más tarde, KURATOWSKI [117] utilizó un sistema modificado que define los
T1-espacios (véase el capítulo 7).

3. (4.4) Una introducción concisa de los espacios y conceptos considerados en esta
sección se halla en LUENBERGER [125].

4. (4.5) El principio del máximo para funciones armónicas está tratado en el apén-
dice de M. BRELOT [37].

5. (4.6) Los conjuntos borelianos y nociones a fines fueron analizados primera-
mente en las obras de BOREL [37] y BAIRE [13], quienes trataron con vistas a la
teoría de integración, de clasificar los conjuntos de puntos en Rn . La teoría fue
desarrollada después de 1910 principalmente por los topólogos rusos y polacos
en el contexto de la teoría de los espacios métricos, en particular por LUSIN

[127] y SOUSLIN [175]. Para una presentación sisteemática de esta teoría pueden
recomendarse BOURBAKI [29] y (como libro de referencia) KURATOWSKI [117]. Los
principales campos de aplicación son la teoría de integración (véase HALMOS
[83]) y teoría del potencial (CHOQUET [51]).

CAPÍTULO 5

1. (5.1) Ya en 1906, RIESZ [163] expuso las ideas básicas para definir la topología
inducida sobre un subespacio. Independientemente, HAUSDORFF [89] dio en
1914 un tratamiento sistemático de los subespacios. La idea de inmersión fue
utilizada implícitamente por Cantor y Dedekind en sus construcciones de los
números reales. Sin embargo, el concepto general sólo fue estudiado mucho
más tarde. Nosotros vamos a construir dos inmersiones especiales de gran
importancia en los capítulos 7 (compactificaciones) y 8 (completamiento). Los
problemas de inmersión constituyen un tema importante en otras ramas de
la Topología, como por ejemplo la Topología Diferencial (véase MASSEY [11]).
Muy relacionado con el concepto de inmersión está la noción de prolongación.
Muchos problemas de toda la Topología pueden formularse como problemas
de prolongación. HU, por ejemplo, pone este problema en el centro de su libro
sobre homotopía [100]. Nosotros vamos a estudiar problemas de prolongación
en el capítulo 7. En análisis Funcional, la prolongación de funcionales es un
tema de suma importancia (veáse, por ejemplo, el teorema de Hahn-Banach,
7.5.9).
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2. (5.2) Primeras definiciones para la estructura topológica de productos finitos
fueron propuestas en 1907, por STEINITZ [180] y en 1910 por FRÉCHET [71]. En
1923, TIETZE [187] dio una definición para productos cualesquiera que fue más
fuerte que la definición general adoptada hoy. Esta Topología se debe a Tychonoff.
Topología más fuertes para los espacios funcionales Y X se estudian en el capitulo
11.

3. (5.3) Las topologías iniciales y finales son casos particulares de las estructuras
iniciales y finales, tratadas por BOURBAKI [33] en su Teoría de Conjuntos. No hay
muchas introducciones a la Topología General que estudian explícitamente las
topologías iniciales y finales; mencionaremos GROTEMEYER [79] y GEMIGNANI

[77].

4. (5.3) Los espacios enyugados fueron estudiados en 1937 por A. WEIL [201], en
el contexto de su teoría de los espacios uniformes. Los espacios uniformes X
puede definirse equivalentemente por una familia de seudométricas sobre X , o
por un sistema de axiomas para los llamados entornos H ⊂ X ×X que indican la
cercanía de puntos en X (véase cap. 10). KELLEY [110], DUGUNDJI [60], NAGATA

[146], THRON [184], SCHUBERT [167].

5. (5.3) Los espacios vectoriales topológicos y en particular los espacios localmente
convexos son de gran importancia en Análisis Funcional. Para una introducción
a esta teoría recomendamos CHOQUET [52]. Un estudio más completo a un nivel
intermedio ofrece BOURBAKI [30], [34]. Importantes libros de referencia de un
nivel superior son SHAEFER [166], KOETHE [118], KELLEY/NAMIOKA [111].

6. (5.3) Las Topologías de identificación juegan un papel cada vez más importante
en topología (DUGUNDJI [60]). Son estudiadas particularmente en los libros de
Topología General con un enfoque geométrico, como por ejemplo BROWN [42].
Su importancia en Topología Algebraica se pone de manifiesto en el libro de
MASSEY [131].

7. (5.4) Como introducción al estudio de las superficies que forman los ejemplos
de esta sección recomendamos BARR [15], BLACKETT [30], MASSEY [131]. Nuestra
presentación sigue parcialmente al libro de BROWN [42].

8. (5.5) Los espacios de adjunción son estudiados con más detalle en BROWN [42].

CAPÍTULO 6

1. (6.1) La noción de conexidad tiene una historia complicada. Una relación con-
densada está ofrecida en THRON [185], pág. 29-30. La definición 6.1.1 que hoy
está aceptada generalmente se debe a RIESZ [163].
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La invarianza de la dimensión para homemorfismos fue demostrada por BROU-
WER [39], DUGUNDJI [60] presenta una demostración de este teorema funda-
mental mediante la teoría de homotopía. Una demostración por técnicas ho-
mológicas se halla en ARTIN/BRAUN[10] y HOCKING/YOUNG [98].Partiendo de
los resultados de Brouwer se ha desarrollado una propia teoría topológica de
la dimensión. La obra clásica es de, HUREWICZ/WALLMAN [104], quienes defi-
nieron la dimensión de espacios métricos separables cualesquiera. Hoy existen
diferentes teorías de dimensión para espacios normales (véase cap. 6) expuestas
en NAGATA [24] y NAGAMI [145].

2. (6.2) Las componentes conexas fueron introducidas por HAUSDORFF [89]. Los
puntos de intersección son estudiados en BROWN [42], ARNOLD [9], BLACKETT

[30] y LIETZMANN [124]. Analizan de manera muy intuitiva curvas y grafos en
un espacio topológico. Al lector que busca una presentación más sistemática le
recomendamos el excelente libro de HARARY [86].

Para una primera introducción a los problemas topológicos relacionados con
el teorema de curvas de Jordán recomendamos las presentaciones intuitivas de
CHINN/STEENROD [50], MILNOR [135] y ARNOLD [9]. Una demostración elemental
de este teorema se halla en HALL/SPENCER [82].

3. (6.3) La teoría de los conjuntos convexos es una parte del Análisis Funcional
que más aplicaciones tiene en la práctica (especialmente en teoría de optimiza-
ción). Como introducción se recomienda el excelente libro de LUENBERGER [125].
BERGE [19] incluye resultados importantes sobre los convexos en su libro de
Topología General. La proposición 6.3.16 se utiliza frecuentemente en Análisis
Complejo (véase AHLFORS [2]).

4. (6.4) La Topología Algebraica es más vieja que la Topología General. En 1895,
POINCARÉ [157] definió los grupos fundamentales y hechó los cimientos para
una teoría algebraica de los espacios topológicos. Como introducción a la teoría
de homotopía pueden servir los libros de BROWN [42], MASSEY [131], O’NEILL

[153]. Los libros conocidos de HOCKING/YOUNG [98], SINGER/THORPE [170] y
DUGUNDJI [60] tratan la teoría de homotopía a un nivel intermedio. Las obras
siguientes exponen esta teoría de manera sistemática en un nivel superior, y
presuponen parcialmente conocimientos de técnicas homológicas: HU [100],
[101]HILTON [95], BORSUK [27].

CAPÍTULO 7

1. (7.1) El axioma (T2) fue introducido por HAUSDORFF [89] en 1914, el axioma
(T3) por VIETORIS [195] en 1921, el axioma (T4) por TIETZE [186], [186] en 1923,
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el axioma (T0) por ALEXANDROF/HOPE [5] en 1935. El axioma (T1) se atribuye a
FRÉCHET [70]. URYSOHN dio una primera discusión sistemática de los axiomas de
separación hasta entonces conocidos en [193], [192]. Una breve relación histórica
de los varios axiomas de separación que fueron propuestos y estudiados en el
pasado se halla en THORN [185].

2. (7.3) Ejemplo 7.3.8: La integral de Riemann está definida en SPIVAK [177], la
integral de Cauchy en S. LANG [119], la integral de Lebesgue en RUNDI [165]. Una
caracterización de las funciones regladas se halla en DIEUDONNE [57].

3. (7.4) El teorema de Urysohn fue publicado en 1925 (URYSOHN [193]). Sólo enton-
ces fue reconocida la importancia de los espacios normales introducidos por
TIETZE [186], [187] en 1923. Hemos expuesto el teorema de Urysohn en un estilo
análogo a los teoremas de separación de conjuntos convexos por un hiperplano,
conocidos del Análisis Funcional: compárese 5 (7.6) El ejercicio 7.4.12 se debe
a un manuscrito no publicado de un curso de ARTIN sobre Topología General
(Hamburgo, 1959).

4. (7.5) El llamado teorema de Tietze fue probado en su forma general por URYSOHN

[193] en 1925 después de ser demostrado para espacios métricos por TIETZE

[186], [187] y HAUSDORFF y para los espacios Rn por varios autores (LEBESGUE,
BROUWER, etc). El problema de prolongar una función con valores en espa-
cios topológicos más generales, obtiene más y más importancia en Topología
Algebraica; compárese HU [100].

5. (7.6) La presentación de esta sección sigue, en su mayor parte, la exposición de
LUENBERGER [125], con excepción de la demostración del teorema de Banach.
Recomendamos este libro para profundizar en las aplicaciones de los resultados
de esta sección en Teoría de Optimización.

6. (7.7) DIEUDONNE [56] fue el primero en estudiar las particiones de unidad siste-
máticamente en el contexto de su teoría de los espacios paracompactos.

7. (7.7) Para una introducción al Análisis Matemático sobre variedades recomen-
damos SPIVAK [178]. Un buen libro de texto, más completo es LANG [120]. Para
una primera introducción a la Topología Diferencial puede servir BLACKETT [30],
MILNOR [135], SORANI [174]. Para una aplicación de los métodos de Topología
Diferncial a la teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales (véase ABBRAHAM

[1], SMALE [172]). Una visión general de los progresos y resultados recientes en
Topología Diferencial la dan SMALE [172] y WALL [198].
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CAPÍTULO 8

1. (8.1) El desarrollo histórico de la noción de compacidad fue complicada por
la equivalencia de criterios de compacidad enRn , que no son equivalentes en
un espacio topológico cualquiera. Esto causó confusión entre las nociones de
compacidad, compacidad numerable y compacidad sucesional (véase 8.3). Una
breve relación histórica dan BOURBAKI [30], pag. 184-186 y THORON [185] pág.
118-119. Notamos que la noción de compacidad fue el concepto fundamental y
el motivo estimulante para el desarrollo del Análisis Funcional (véase BOURBAKI

[30], pag. 185). Todos los libros de texto sobre Topología General tratan los
espacios compactos; véase por ejemplo BOURBAKI [30], KELLEY [110], DUGUNDJI

[60].

2. (8.1) Sobre el desarrollo reciente de la teoría de bornología véase, por ejemplo,
un artículo de JIMÉNEZ [106] en la revista Compacta (La Habana).

3. (8.2) De los razonamientos del ejemplo 16 pueden derivarse fácilmente los
teoremas sobre la separación de convexos en Rn (véase BERGE [19], pág. 162-
163). Para una generalización de estos razonamientos a espacios de Hilbert que
se obtienen utilizando un argumento de completitud en lugar de compacidad.
(Compárese Capítulo 11, sección 11.6 Teoría de proyección.)

4. (8.3) La demostración del teorema de Tychonoff es tomado de BOURBAKI [30]. El
ejemplo 8.3.5 se debe a LUENBERGER [125].

5. (8.4) El lector hallará las demostraciones de las proposiciones enunciadas de
esta sección en DUGUNDJI [60], y THRON [185] (pág. 118-128). El ejemplo 8.4.18
es de STEEN/SEEBACH [179].

6. (8.5) Los espacios localmente compactos fueron introducidos en 1924 indepen-
dientemente por TIETZE [188] y ALEXANDROF [3], quienes estudiaron también la
un-punto-compactificación.

Sobre las compactificaciones de Stone-Cech comparar TYCHONOV [191], CECH

[207] y M. H. STONE [181].

Para una exposición más general de una teoría de extensión (por medio de filtros)
compárese KOWALSKI [114] y THRON [185]. El teorema de metrización de Urysohn
ya fue publcado en 1925 (URYSOHN [192]).

CAPÍTULO 9

1. La teoría de los continuos se distingue como una rama específica de la topología,
desde los primeros años del siglo XX. Janusz J. Charatonik hace un recuento
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del desarrollo de esta teoría es su artículo “History of Continuum Theory", el
cual está incluido en C. E. AULL y R. LOWEN[12]. Las referencias clásicas en esta
temática son los libros de KURATOWSKI[115] y de WHYBURN[203], estas obras
se citan regularmente en los artículos de investigación en teoría de continuos.
Actualmente, ya contamos con un libro de texto introductorio a esta parte de la
topología, publicado en 1992 por SAM B. NADLER JR.[144]. Este texto presenta,
en sus 13 capítulos, los tópicos más desarrollados de la teoría, con la ventaja de
que un curso básico en topología general basta para realizar su lectura.

CAPÍTULO 10

1. (10.1) Los espacios paracompactos fueron introducidos como una generali-
zación de los espacios compactos en 1944 por DIEUDONNE [56]. En 1948, A.
H. STONE [183] demostró el célebre teorema 10.1.11 que lleva su nombre. Los
resultados de DIEUDONNE y STONE fueron decisivos para la generalización de la
teoría de dimensión a espacios no separables (véase NAGAMI [145]).

Caracterizaciones de los espacios paracompactos, por medio de otros tipos de
refinamientos, válidos para T1-espacios, se halla en DUGUNDJI [60] (págs. 167-
169). Un desarrollo más detallado de la teoría de los espacios paracompactos
está dado en NAGATA [24].

2. (10.2) Ya en 1923 ALEXANDROF/URYSOHN [6] dieron una primera condición
necesaria y suficiente para la metrizabilidad de un espacio topológico.

Sin embargo, el primer criterio de amplia utilidad teórica (10.2.4) fue el dado
por URYSOHN [192] en 1924, el cual se limita a AN2−espacios.

El problema de hallar un criterio general de metrizabilidad satisfactirio fue,
durante decenios, un problema abierto de la Topología.

No fue hasta después que STONE [183] demostrara su teorema 10.1.11 que en
los años 1950/52 tres matemáticos NAGATA [147], SMIRNOV [173] y BING [23]
descubrieron el criterio necesario y suficiente formulado en 10.2.6.

3. (10.2) Para profundizar en la teoría de los espacios métricos, en general, reco-
mendamos SIERPINSKY [169]

CAPÍTULO 11

1. (11.1) Los espacios uniformes fueron introducidos por A. WEIL [201] en 1937. Es
raro que no fueran estudiados desde antes, puesto que su definición axiomática
sigue el método utilizado para definir los espacios topológicos 20 años antes.



548 Bibliografía

El artículo de WEIL [201] ya contiene todos los resultados básicos que hemos
expuesto en las secciones 11.1–11.3; en particular ya prueba la existencia de
una familia de seudométricas que define una estructura uniforme dada. La
monografía de ISBELL [105] reúne los resultados contenidos hasta 1960 sobre la
geometría intrínseca de los espacios uniformes.

2. (11.1) El sistema axiomático de A. WEIL no se ha enriquecido con el desarro-
llo ulterior de la teoría. El sistema axiomático clásico que nosotros utilizamos
(11.1.5) fue dado por BOURBAKI [30], cap. 2. El método de definir una estructura
por recubrimientos (ejemplo 11.1.12) fue introducido por TUKEY [190]. ISBELL

[105] utiliza el mismo método, lo cual no es sorprendente ya que su monografía
se dedica principalmente a la teoría de dimensión. Una visión general de las di-
ferentes exposiciones de la teoría de la estructuras uniformes se da en MAMUZIC̆

[129].

3. (11.1) Una clase de espacios intermedia entre los espacios topológicos y los
espacios uniformes está formada por los llamados espacios de proximidad.
Informaciones sobre esta clase de espacios dan PERVIN [156] y THRON [185] .

4. (11.1.11) El hecho de que todo grupo topológico sea uniformizable (por dos
estructuras uniformes canónicas), el análisis ha constituido uno de los motivos
fundamentales para el estudio de los espacios uniformes (compárese WEIL [201]
). Para una introducción en la teoría de los grupos topológicos recomendamos el
libro de PONTRYAGIN [158]. El interés actual en la teoría de los grupos topológicos
se concentra en el problema de qué partes del Análisis clásico pueden trasla-
darse a los grupos topológicos (Análisis Harmónico). Como libros de referencia
citamos los tratamientos de LOOMIS y HEWITT/ROSS [91].

5. (11.3) Las estructuras uniformes completas juegan un papel fundamental en la
teoría de los espacios vectoriales topológicos (véase BOURBAKI [32]).

6. (11.4) Los espacios métricos completos que han resultado ser una potente arma
de trabajo en diferentes ramas de la matemática, fueron introducidos por M.
FRÉCHET [70] en 1960.

Los dos tipos de espacios métricos completos más utilizados en la práctica son
los espacios de BANACH y de HILBERT. Una amplia bibliografía sobre espacios
de HILBERT puede encontrar el lector en las notas bibliográficas al capitulo
1. Para introducirse en el estudio de los espacios de BANACH recomendamos
DIEUDONNE [57], H. CARTAN [48] y NAGUMO [148].

G. CANTOR probó un caso particular del teorema de caracterización de los es-
pacios métricos completos que lleva su nombre. La formulación dada aquí fue
hallada por F. HAUSDORFF [89] en 1914.
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Otros criterios necesarios y/o suficientes para la completicidad de un espacio
métrico han sido dados por KURATOWSKI (ver ENGELKING [65]).

La caracterización topológica de los espacios metrizables completos fue dada
por CECH [208] en 1937.

7. (11.5) Los espacios totalmente acotados o precompactos fueron introducidos
por F. HAUSDORFF [90] en 1927, con vistas a obtener un nexo entre los espacios
métricos compactos y completos.

8. (11.6) El teorema de completamiento fue demostrado por HAUSDORFF [89] en
1914. La demostración de HAUSDORFF fue una generalización de la construcción
de los números reales hecha por CANTOR. La simple prueba dada aquí fue hallada
por K. KURATOWSKI [117] en 1935.

9. (Aplicaciones) Para profundizar en aplicaciones en la teoría de optización reco-
mendamos al lector LUENBERGER [125]. Aplicaciones a las teorías de Algebra de
Funciones pueden encontrarse en HOFFMAN [99], GAMELIN [75].

Para aplicaciones de los espacios de BANACH a las ecuaciones diferenciales
recomendamos H-CARTAN [48]

CAPÍTULO 12

1. (Introducción). Una breve exposición sobre las raíces históricas del contenido
de este capítulo se halla en BOURBAKI [35]. Este libro es a la vez el mejor libro de
referencia porque contiene en una presentación más sistemática y más completa
casi todos los resultados de este capítulo.

2. (12.1) La referencia clásica sobre las estructuras uniformes deσ-convergencia
es BOURBAKI [35] . Puede también consultarse SCHUBERT [167].

La mayoría de los libros de topología no tratan sistemátimente esta materia. Las
σ−topologías sobre espacios de funciones con valores en un espacio vectorial
topológico se tratan en BOURBAKI [35], KÖETHE [118].

3. (12.2) Como suplemento de BOURBAKI [35] que introduce las topologías com-
pactas abiertas solamente sobre los espacios de las funciones continuas con
valores en un espacio uniforme, sería conveniente ver DUGUNDJI [60] (cap. XII)
y SCHUBERT [167], quienes presentan también algunas aplicaciones de los resul-
tados 12.2.4 y 12.2.8, a topologías de identificación y en Teoría de Homotopía.
La relación entre la topología compacta abierta y la continuidad de la aplicación
evaluación, descubierta por R. H. FOX [69] y R. Arens [8]mostró que en general
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no existe una topología más gruesa sobreC (X , Y ) con respecto a la cual dicha
aplicación sea continua.

4. (12.3) La noción de equicontinuidad fue introducida por ASCOLI [11] para la ca-
racterización de los conjuntos compactos de funciones. La teoría de MONTEL[137]
sobre las funciones normales contribuyó notablemente a la popularización del
teorema de Ascoli.
Una demostración completa del teorema de Peano mediante el teorema de
Ascoli que nos sirvió de modelo se halla en A. N. KOLMOGOROF/S. V. FOMIN

[112]. Otros criterios de compacidad para espacios funcionales compactos de
importancia en Análisis Funcional son presentados en LIUSTERNIK/SOBOLEV

[126].

5. (12.4) La teoría de aproximación desarrollada en esta sección se basa en el teo-
rema clásico de WEIERSTRASS publicado en [200]. M. H. STONE [182], resaltó el
papel central que juega la relación de orden en la aproximación de funciones
reales continuas y mostró que el teorema de WEIERSTRASS generalizado (12.4.23),
junto con los demás resultados presentados en esta sección, pueden desarro-
llarse en una teoría sistemática y coherente de la aproximación de funciones
reales continuas.
Las aplicaciones 1-4 se hallan elaboradas con demostraciones completas en
BOURBAKI [35].

Resultados similares se obtienen para las álgebras de funciones complejas en la
Teoría de las Algebras Uniformes. Véase ejercicio E11.18 y BROWDER [41]

CAPÍTULO 13

1. Enfoques Comunes.

Homología Persistente y Análisis Topológico de Datos: Muchos de los trabajos aquí
mencionados comparten un enfoque común en el uso de la homología persistente
como una herramienta clave para analizar la estructura topológica de datos. Este es
el caso de los trabajos de Zomorodian & Carlsson (2004), Edelsbrunner, Letscher, &
Zomorodian (2002), y Adams, Tausz, & Vejdemo-Johansson (2014), quienes abordan
la teoría fundamental y las aplicaciones de la homología persistente para simplificar y
entender la forma de los datos.

Herramientas Computacionales: Varios de los artículos mencionan o están vincula-
dos a bibliotecas y paquetes computacionales destinados a implementar los métodos
topológicos. JavaPlex (Adams et al., 2014), Ripser (Bauer, 2016), y Gudhi (Maria C.
et al., 2014) son ejemplos de software que proporcionan herramientas para calcular
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homología persistente, lo cual es un avance significativo para la aplicación práctica
de TDA.

Aplicaciones en Biología y Ciencias Sociales: Se destaca el uso de la topología
para entender fenómenos biológicos, como en los trabajos de Kovacev-Nikolic et al.
(2016) sobre el análisis de proteínas, o en Nicolau et al. (2011), donde se identifican
subgrupos de cáncer de mama mediante técnicas topológicas. La capacidad de TDA
para revelar patrones y estructuras no triviales en datos complejos y ruidosos es una
constante en estos estudios.

Análisis Multidimensional: Varias referencias, como la de Fisher (1936) en el con-
texto de problemas taxonómicos y Singh, Mémoli & Carlsson (2007) en el análisis de
datos de alta dimensión, subrayan cómo los métodos topológicos pueden ser efectivos
para simplificar y clasificar datos multidimensionales.

2. Sobre el contenido de algunos Libros y Artículos.

Topological Data Analysis with Applications (Carlsson & Vejdemo-Johansson,
2021): Este libro proporciona una introducción clara y detallada sobre cómo apli-
car técnicas de TDA en problemas del mundo real, con ejemplos en biología y otras
áreas. La claridad de la exposición y la conexión de la teoría con las aplicaciones hacen
de este texto una referencia indispensable para estudiantes e investigadores en TDA.

Computational Topology for Data Analysis (Dey & Wang, 2022): Este libro aborda las
técnicas de topología computacional con un enfoque práctico. Los autores presentan
los algoritmos y las herramientas de la computación topológica en el análisis de datos,
siendo un excelente recurso para entender como la teoría se implementa en la práctica.
La combinación de rigor matemático y enfoque computacional lo hace valioso tanto
para matemáticos como para científicos de datos.

Ball Mapper: “A Shape Summary for Topological Data Analysis” (Dlotko, 2019):
Este artículo introduce el Ball Mapper, un algoritmo innovador para simplificar la
forma de los datos y explorar su estructura topológica. La novedad y aplicabilidad de
este método a diferentes dominios, especialmente en datos de formas complejas, lo
convierten en una contribución importante al campo.

Ripser (Bauer, 2016): El paquete Ripser es altamente valorado por su eficiencia en
el cálculo de homología persistente, especialmente en grandes conjuntos de datos. Su
simplicidad y velocidad lo han convertido en una herramienta popular en la comuni-
dad de TDA, permitiendo a los usuarios realizar análisis topológicos sin una curva de
aprendizaje pronunciada.

Topological Persistence and Simplification (Edelsbrunner, Letscher, & Zomoro-
dian, 2002): Este artículo seminal presenta los fundamentos teóricos de la homología
persistente, con un enfoque en como simplificar la estructura topológica de los da-
tos. Es fundamental para quienes buscan entender la base matemática de TDA y su
aplicación en la computación.
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Using Persistent Homology and Dynamical Distances to Analyze Protein Binding
(Kovacev-Nikolic et al., 2016): Este trabajo muestra cómo la homología persistente
puede ser utilizada en biología molecular para estudiar interacciones a nivel proteico,
un ejemplo destacado de la aplicación de TDA a datos biomédicos.

Mapper-type Algorithms for Complex Data and Relations (Dlotko et al., 2024):
Este artículo presenta una extensión de los algoritmos Mapper, una herramienta
esencial en TDA, adaptada para tratar relaciones y estructuras más complejas en datos
multidimensionales. La capacidad de generalizar estos métodos a una variedad de
contextos es una de sus principales virtudes.

Topological Data Analysis for Genomics and Evolution (R. Rabadán y A. Blumberg,
2020): aborda la aplicación del Análisis de Datos Topológicos (TDA) en el contexto
de la genómica y la evolución, presentando un enfoque innovador para la extrac-
ción de patrones y estructuras en grandes conjuntos de datos biológicos. Los autores
combinan sus conocimientos en biología, matemáticas y estadística para ofrecer una
perspectiva multidisciplinaria sobre como las técnicas topológicas pueden contribuir
a la comprensión de procesos biológicos complejos.

Introduction to Persistent Homology (Z. Virk, 2022): ofrece un análisis profundo y
accesible de la homología persistente, una técnica clave dentro del campo del Análisis
de Datos Topológicos (TDA).
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Vietoris-Rips, complejo simplicial de
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