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Topologia general y sus aplicaciones, de Diederich Hinrichsen y Andrés Fraguela Collar, es un
texto de nivel medio.

Esta nueva edicién de Topologia general y sus aplicaciones se basa mayormente en el texto
llamado Topologia General, publicado originalmente en 2003 en la coleccién Aportaciones
Matemaéticas dentro de la serie Textos con el nimero 22, pero incluye también un nuevo capitulo
llamado Métodos topolégicos en ciencia de datos, de ahi que al titulo se le agrega “y sus aplica-
ciones”, puesto que en afios recientes han aparecido numerosas aplicaciones de la topologia
a problemas tan variados que van desde la representaciéon de moléculas de ADN mediante
nudos y curvas en el espacio, hasta el modelado de redes (sociales, de comunicaciones, etc.),
mediante graficas y complejos simpliciales, pasando por el modelado y desarrollo de materiales
usando estructuras topolégicas. En particular, algunas aplicaciones que han tenido un auge
muy importante son las relacionadas con la ciencia de datos y la inteligencia artificial.

Los capitulos previos abordan temas como: espacios métricos, la categoria de los espacios
topolégicos, vecindades vy filtros, conjuntos abiertos y cerrados, topologias finales e iniciales,
conexién y homotopia, axiomas de separacién, compacidad, continuos, paracompacidad y
metrizabilidad, espacios uniformes y espacios métricos completos y espacios funcionales.

En la presentacién del material no se sigui6 estrictamente el método deductivo segtn el
cual se avanza de lo abstracto a lo concreto, mds bien se tomé el camino inverso: desarrollar los
conceptos mds generales a partir de problemas concretos.

Nota de los editores a la presente edicion electrénica

Como se comenta en la Dedicatoria, dos de los autores fallecieron desde hace afios, por lo
que, con base en las normas, leyes y lineamientos en materia autoral a las que, como editores,
debemos apegarnos para efectos de registro legal, no es posible incluirlos como tales de manera
formal y legal, dado que esta obra, si bien derivada de la citada Topologia General, es un texto
diferente, revisado, corregido y enriquecido por el Dr. Andrés Fraguela Collar, quien ha expresado
enfaticamente y en todo momento la importancia a tener en cuenta las valiosas contribuciones
que hicieron Angel Alvarez Prieto y el Dr. José Luis Fernandez Mufiiz.



Dedicatoria a la presente edicion

Esta nueva edicion del libro, actualmente renombrado como Topologia General y
sus Aplicaciones, publicado una vez mas por el Instituto de Mateméticas de la UNAM
en la coleccion APORTACIONES MATEMATICAS ELECTRONICAS, en el afio en que se
cumple el cincuentenario de haber salido a la luz su primer manuscrito, germen de lo
que es hoy el presente libro, se dedica en esta ocasion a todos los jévenes estudiantes
que han decidido transitar por el camino de las matemadticas y a todos los profesores
que con su esfuerzo y dedicacién les han servido de guias durante ese dificil pero
reconfortante recorrido.

La razoén de esta dedicatoria radica en que la primera edicién de este libro vio la
luz gracias al trabajo de varios estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la
Universidad de La Habana, entre los que se encontraban dos de sus autores, uno de
ellos tristemente fallecido aun siendo muy joven. Aquellos estudiantes asumieron
la tarea de redactar las notas del curso de Topologia General impartido, en aquel
momento, por dos excelentes maestros y seres humanos: Diederich Hinrichsen y José
Luis Ferndndez Mufiiz, ambos autores del presente libro y el segundo de ellos también
fallecido posteriormente en México en el afio 2001 después de haber dejado una huella
imborrable como profesor de la Facultad de Fisica y Matematicas de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla.

Por ello, dedicamos esta edicion a los estudiantes, esperando que les sirva de
estimulo para desarrollar todo su potencial como futuros cientificos, maestros y espe-
cialistas dedicados a las aplicaciones de la Matemadtica y a sus profesores en reconoci-
miento a su destacada labor en la formacién de cuadros que contribuiran al futuro de
la educacién y la ciencia de esta gran nacién que es México.

Con esta dedicatoria, honramos tanto el legado de quienes participaron en los
inicios de esta obra como el esfuerzo continuo de quienes, en el presente, siguen
enriqueciendo el mundo de las matematicas y sus aplicaciones y de quienes se forman
con ellos para ser continuadores de su herencia en el futuro préximo.
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publicada por la Sociedad Matematica Mexicana, en la coleccién
Aportaciones Matemdticas, en su serie Textos se dedica a dos de
sus autores ya fallecidos. El primero de ellos, Angel Alvarez Prieto,
fallecido en edad temprana, sin que, lamentablemente hubiese podido
desplegar toda su potencial brillantez y genialidad. El segundo,
el Dr. José Luis Ferndndez Muiiiz quien nos ha dejado un enorme legado,
tanto humano como profesional. Dentro del cual se encuentra su participacién

en esta obra que presentamos a la comunidad matematica
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Prefacio de la primera edicion

Este libro es el resultado de un trabajo en conjunto. Se basa en un curso de Topologia
de 8 horas semanales (4 horas de teoria, 4 horas de practica), que fue impartido en la
Escuela de Matematica de la Universidad de la Habana durante el primer semestre
del afio escolar 1971 por Diederich Hinrichsen y José L. Ferndndez Muiiiz. Después, el
manuscrito base del curso estuvo sujeto a un proceso de redaccion y revision critica y
sistemadtica en la cual participaron, inicialmente, tres estudiantes del curso: Andrés
Fraguela, Angel Alvarez y Arnoldo Bezanilla y culminaron los dos primeros. Ante
todo es debido a la iniciativa y perseverancia de ellos que este libro pudo aparecer.
El proceso de redaccién duré dos afios, en los cuales cada uno de los capitulos ha
sido escrito tres veces y ha pasado tres revisiones colectivas. Necesitamos ahora la
experiencia practica para mejorarlos.

L. Objetivos diddcticos.

El objetivo principal del libro es de carécter did4ctico: facilitar alos estudiantes una
introduccién a la Topologia General, que se adapte a las necesidades y fines generales
del estudio matematico en las tres universidades cubanas. Esto significa sobre todo no
exponer la Topologia General como una teoria aislada y autosuficiente, sino como un
taller que contiene herramientas de trabajo para la solucién de problemas cientificos
mads concretos. Mas detalladamente el libro tiene los objetivos didacticos siguientes:

— darles a los estudiantes el conocimiento de las nociones fundamentales, teore-
mas y métodos mads ttiles de la Topologia General,

— entrenarles en el empleo de los conceptos, teoremas y métodos por medio de
ejercicios de rutina y de problemas que exigen un esfuerzo creativo del alumno;
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darles una visién panordmica de las interrelaciones de la Topologia con otras
teorias matematicas;

ponerles en condicién de percibir la topologia en problemas concretos y de
utilizar los medios de la Topologia General al tratarlos;

— presentar por un lado la Topologia General como modelo ejemplar para una
teoria axiomatica de una estructura matematica fundamental;

y demostrarles por otro lado la génesis histérica de tales teorias axiomaéticas a
partir de problemas cientificos més concretos.

Estamos conscientes de que la Topologia General no es un ejemplo ideal para
mostrar a los estudiantes que la razén de ser de las teorias matematicas, asi como
de todas las ciencias, descansa en su vinculacién con la practica. En efecto, existen
solamente ejemplos bastante artificiales para la aplicacién directa de resultados to-
polégicos a problemas concretos de la produccién o los servicios. La utilidad de la
Topologia General consiste més bien en organizary sistematizarlos conceptos y mé-
todos empleados en otras disciplinas més cerca de la aplicacién practica, como el
Anédlisis Funcional, la Teoria de Ecuaciones Diferenciales, el Calculo Operacional y la
Teoria de Aproximacion.

La combinacién masiva del estudio y del trabajo en las universidades cubanas sin
ninguna duda ayudard a una revisién profunda de los programas y de los materiales de
estudio. El criterio supremo de esta transformacién serd la vinculaciéon cada vez mas
estrecha entre la teoria y la practica, entre la ciencia y los problemas concretos de la
produccioén y los servicios, entre el trabajo manual y el trabajo intelectual. ;Qué partes
de la matemética contemporanea integrardn, y en que forma, la nueva formacién
matematica orientada por estos objetivos?

Hubiese sido absurdo anticipar teéricamente la respuesta a este problema que
sélo se resolvera sobre la base de las experiencias practicas adquiridas en el proceso
histérico que se ha iniciado en Cuba con la combinacién masiva del estudio y del
trabajo. Una transformacién radical de las materias de ensefianza antes de esta ex-
periencia practica seria necesariamente subjetivista. Por eso nos hemos contentado
en este libro con una revisién didactica de la Topologia General, que no altera en
sustancia el contenido de los cursos que hoy en dia se imparten mundialmente.

II. Resumen del contenido.

En la presentacién de la materia no hemos seguido estrictamente el método deduc-
tivo seglin el cual se avanza en linea recta de lo abstracto alo concreto. Para un libro de
caracter enciclopédico (como BOURBAKI [30], [29], [35]; DUGUNDIJI [60]) este método
acaso es el mas econ6mico; pero seguramente no es 6ptimo para la capacitacion de
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los estudiantes. Por lo tanto, en muchos casos, sobre todo en la primera parte del libro,
hemos tomado el camino al revés: a base de problemas méas concretos se desarrolla,
pues, el concepto mds general.

Por ejemplo, no hemos comenzado inmediatamente con la definicién abstracta
de espacio topoldgico. Siguiendo el método genético, todo el primer capitulo sirve
para que el lector comprenda que los tres axiomas topolégicos (que desde el punto de
vista estructuralista contituyen el inicio abstracto de la Topologia General) en realidad
son el resultado de un largo proceso de abstraccién y de trabajo cientifico.

Partiendo de problemas de convergencia y otros problemas topolégicos en espa-
cios concretos de puntos y funciones, el Capitulo 1 llega a la definicién abstracta de
espacio métrico; y explicando la insuficiencia de esta abstraccién para establecer una
teoria general de la convergencia y continuidad se desarrolla finalmente la idea de los
espacios topolégicos por medio de una caracterizacién axiomaética de los abiertos.

Junto con esta funcién de desarrollar genéticamente la base axiomadtica de la
Topologia General, el primer capitulo tiene la tarea de iniciar al lector que no conoce
la Teoria de los Espacios Métricos en los elementos de esta teoria.

Comparado con el Capitulo 1, el Capitulo 2 tiene un caracter mds sistematico.
Introduce la categoria de los espacios topolégicos y describe el método de construir
topologias concretas por medio de bases y subbases.

Después, los Capitulos 3 y 4 siguen sistematicamente al modelo del Anélisis en su
tratamiento de los conceptos topolégicos. Partiendo de problemas de convergencia
que dominan en los estudios topolégicos del Anélisis elemental se llega a las nociones
de conjuntos abiertos y cerrados, puntos adherentes, etc. El filtro, concepto indis-
pensable, pero dificil desde el punto de vista didactico, se introduce mediante las
sucesiones de Moore Smith con las cuales se generaliza de manera natural el concepto
usual de sucesiones.

Para eludir este problema didactico, muchos libros de Topologia General excluyen
mds o menos la nocién de convergencia o la tratan relativamente tarde. Sin embargo,
tal presentacion corre el riesgo de desvincularse del Anélisis Funcional que histérica-
mente ha sido la fuente principal para la mayoria de los conceptos elementales de la
Topologia General, y atin hoy en dia constituye una de sus mds importantes dreas de
aplicacion.

En el Capitulo 5 volvemos de modo mas sistemético al problema de construir
espacios topoldgicos concretos. Las definiciones de subespacios y de espacio producto
conducen al método general de definir una topologia por medio de aplicaciones.
Después de estudiar las propiedades abstractas de las topologias iniciales y finales se
tratan los espacios cociente, espacios suma y brevemente los espacios de adjuncion.

Con este capitulo termina la primera parte del libro, la cual se dedica principal-
mente a la categoria de los espacios topolégicos en general. Cabe mencionar que en
una primera lectura no es necesario estudiar detenidamente los ultrafiltros (3.5) ni
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las topologias iniciales y finales (5.3). Las demads nociones son fundamentales y no
pueden omitirse ni en una primera lectura.

En los siguientes capitulos, 6 a 8, 10 y 11 de la segunda edicién se tratan subclases
especiales de espacios topoldgicos que son de importancia particular en las aplicacio-
nes de la Topologia General. Para el estudio de estos capitulos se cuenta con un lector
motivado que conoce las nociones fundamentales. Por tanto se hacen progresos mas
rapidos.

El Capitulo 6 se divide en dos partes. Primeramente se analizan diversas nociones
de conexién aplicando estas nociones para obtener invariantes topolégicos que per-
mitan distinguir entre espacios diferentes. El concepto de homotopia estudiado en la
segunda parte permite introducir invariantes topolégicos mds sutiles por la asociaciéon
de los llamados grupos de homotopia a los espacios topolégicos. En esta parte el lector
obtendra una primera visién de los métodos de la Topologia Algebraica. Ademds se
acentiia aqui el aspecto geométrico de la Topologia que ha sido algo descuidado en los
capitulos anteriores. Aunque son esenciales para adquirir una visién panoramica de
las diferentes ramas de la Topologia, estas dos secciones sobre Homotopia pueden
omitirse en una primera lectura.

El Capitulo 7 también se divide en dos partes. La primera parte expone las propie-
dades elementales de los espacios topolégicos definidos por los diversos axiomas de
separacion. La segunda parte plantea el problema general de la separacién por funcio-
nesy analiza la construccién de funciones reales continuas sobre un espacio normal.
Ademais al final de la seccién 7.5 se trata el problema lineal correspondiente: la separa-
cién de conjuntos convexos en un espacio vectorial topolégico. Una seccién adicional
muestra como las particiones de unidad se utilizan en la Topologia Diferencial para
vincular nociones y propiedades globales con nociones y propiedades locales. Ambas
cuestiones que traspasan el contenido canénico de este capitulo pueden saltarse en
una primera lectura.

El Capitulo 8 estudia la clase de espacios topoldgicos que mds importancia tiene
en Anaélisis y en Andlisis Funcional: los espacios compactos. Las secciones 8.1, 8.2, 8.3,
8.5 exponen las propiedades bésicas y necesitan un estudio cuidadoso y completo. La
importancia de los resultados expuestos se pone de manifiesto en la tiltima seccién 8.7
que deriva una serie de teoremas fundamentales del Andlisis Funcional, del dlgebray
de la Teoria de los Espacios Vectoriales Topolégicos empleando argumentos de com-
pacidad. En cambio, para una primera lectura, de las secciones 8.4 y 8.6 s6lo importan
la caracterizacién de los espacios métricos compactos en 8.4 y la compactificaciéon de
Alexandroff tratado en la primera parte del 8.6.

El Capitulo 10 presenta una solucién general al problema de metrizabilidad plan-
teado en el Capitulo 2. Ademads estudia una generalizacion de los espacios compactos
que juega un papel importante en cuestiones de metrizabilidad asi como en otras
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teorias topolégicas. La importancia de los resultados presentados en este capitulo se
limita més bien a la propia topologia. Por eso puede saltarse en una primera lectura.

El Capitulo 11 introduce una nueva categoria fundamental, la categoria de los
espacios uniformes que permiten un tratamiento axiomdtico de conceptos como su-
cesion de Cauchy y continuidad uniforme conocidos del Anélisis. La teoria de estos
espacios nos parecia tan indispensable para la aplicacién de la Topologia General a
los espacios métricos, grupos topolégicos, espacios vectoriales topolégicos y espacios
funcionales que terminamos por integrarlos en el texto después de vacilar durante
mucho tiempo. No obstante, el Capitulo 11 contiene solamente las nociones y resulta-
dos més fundamentales. En la segunda parte se presentan una serie de teoremas mds
especificos sobre espacios métricos completos, que tienen aplicaciones importantes
en diversas dreas matematicas. El capitulo termina con una seccién que concretiza
algunas de estas aplicaciones en Andlisis, en Teoria de Aproximacion, en la Teoria de
Ecuaciones Diferenciales y en la Teoria de los Espacios de Hilbert.

Finalmente, el Capitulo 12 vuelve a la disciplina matemaética que, aparte de las
varias geometrias, ha sido el decisivo estimulante externo para el desarrollo de la
Topologia General: el Anédlisis Funcional. De manera sistemaética se estudian diversas
topologias sobre espacios funcionales cada vez mds concretos terminando con el
teorema de Ascoli, y los resultados de Stone-Weierstrass sobre la aproximacién de
funciones reales continuas. La aplicacién de estos resultados a la teoria de los anillos
¢(X) puede omitirse en una primera lectura.

III. Comentario diddctico.

Para el estudio de este libro se necesitan en lo esencial algunos conocimientos
fundamentales del Analisis que se adquieren en los primeros dos afios en la univer-
sidad. El lector necesita saber qué es una funcién continua, resp. uniformemente
continua f: R” — RP, necesita conocer algunas nociones elementales topolégicas en
R” (subconjuntos abiertos y cerrados, sucesiones convergentes, puntos adherentes
de sucesiones y conjuntos), los teoremas de Heine-Borel y de Bolzano Weierstrass y
necesita saber distinguir la convergencia puntual y la convergencia uniforme de una
sucesion de funciones. Un poco de conocimiento de la Teoria de los Espacios Métricos
seria til pero no es preciso, porque las nociones elementales de esta teoria se hallan
resumidas en el Capitulo 1. Los conceptos empleados de la Teoria de Conjuntos y sobre
todo de la Teoria de Conjuntos Ordenados se hallan especificados en el apéndice.

Para alcanzar los objetivos indicados en I, es importante que el lector estudie los
problemas, ejemplos y ejercicios con igual empeiio que las definiciones, teoremasy
demostraciones. Para facilitarlo, la parte teérica no fue separada de la parte practica
como en el curso, sino el texto contiene varios ejemplos, ejercicios y problemas. Es-
peramos que el lector aproveche la oportunidad para controlarse a si mismo y que
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haga el estudio con ‘papel y lapiz’ Para poder trabajar productivamente con la teoria
estudiada, uno tiene que disponer de un inventario de ejemplos, posibilidades de
aplicacion e interpretaciones intuitivas. Insistimos en que en el trabajo matemati-
co, el saber formular los problemas y el saber aplicar los teoremas es al menos tan
importante como el saber probarlos.

El libro no ha sido concebido como manual para el profesor que quiere preparar
sus conferencias, sino como libro de texto para el estudio individual o colectivo de
los estudiantes. Esperamos que contribuya a una participacién més activa de los
estudiantes en las clases de Topologia.

Recomendamos intercalar en forma sistemadtica exposiciones de equipos estudian-
tiles sobre temas especiales. El libro contiene suficientes aplicaciones, ejercicios y
temas extra, idéneos para tales exposiciones.

En el futuro, el profesor, contando con un libro de texto que puede sustituir como
fuente de informacién a sus conferencias, pudiera organizar el trabajo en base a
exposiciones de los alumnos. Puede adoptarse por ejemplo el método siguiente:

Al comienzo del curso el profesor elabora junto con los estudiantes un plan de
trabajo que determina el material de cada reunién para las proximas semanas, ba-
sandose en el programa general del curso. Todos los alumnos estudian individual o
colectivamente las partes respectivas del libro antes de tratarlas en clase. Ademads,
cada reunién la prepara especialmente un equipo de 2 a 4 estudiantes cuya tarea
sea resumir los puntos principales del contenido, explicar su significacion intuitiva,
aclarar preguntas, elaborar preguntas, dar ejercicios y buscar, eventualmente, ejem-
plos y aplicaciones adicionales en la literatura. Unos dias antes de la clase el profesor
se retine con el equipo para discutir sobre la exposicion preparada, corregir errores,
aclarar dudas matematicas y didacticas. Como todos los estudiantes han analizado el
material anteriormente, pueden especificar sus preguntas y dificultades individuales
en la clase y participar activamente en la solucién de los problemas planteados en
la discusion del tema. Es claro que este método no puede emplearse en todas las
circunstancias. En particular presupone que el nimero de estudiantes del curso sea
pequeno.

IV, Referencias y simbolos grdficos.

Para la confeccién del libro hemos estudiado todos los libros de texto a nues-
tro alcance. Ninguno de estos libros nos ha podido servir como modelo pero los
hemos utilizado siempre que nos han ayudado a realizar nuestros objetivos did4cticos.
Ademads de los libros listados en la bibliografia, nos fueron ttiles algunos manuscritos
de curso impartidos por E. Artin, H. Bauer (Erlangen, R.EA.) y Zieschang (Bochum,
R.EA)).
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El lector interesado en profundizar en algtin tema hallard un comentario biblio-
gréfico al final de cada capitulo, que le proporcionara también algunas informaciones
histéricas sobre el desarrollo de los conceptos y resultados mas fundamentales.

Para poder referirnos dentro del texto a proposiciones, ejemplos y ejercicios an-
teriores los hemos enumerado por una triada de nameros, de los cuales el primero
indica el capitulo, el segundo la seccién y el tercero, la numeracién interior de la sec-
cion, excepto para los ejercicios finales y para el apéndice, en que en lugar del primer
ntmero de la triada, hemos puesto las letras E y A respectivamente.

Ademés hemos utilizado los siguientes simbolos con vista a estructurar el texto:

+ para indicar secciones, teoremas, demostraciones, etc., que pueden omitirse en
una primera lectura.

* para indicar ejercicios dificiles.
~» para advertir errores que pueden ocurrir ficilmente en el contexto respectivo.

O paraindicar el final de una demostracién.

Un indice completo de todos los simbolos utilizados se halla en las péginas si-
guientes.

Agradecemos a la compafiera Clara Ifiurrieta por el gran interés con que realizé la
mecanografia de este libro. Damos también las gracias a todos los que de una forma o
de otra nos han ayudado y estimulado para llevar a cabo esta tarea, especialmente a la
direccién de la escuela de Matemadtica de la Universidad de La Habana.

Diederich Hinrichsen
José L. Fernandez Muiiz t
Andrés Fraguela Collar
Angel Alvarez Prieto t

Universidad de la Habana
19 de abril de 1974
Afio del XV Aniversario
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Como se sefiala en el prefacio de la primera edicién, este libro fue escrito por la
insatisfaccion de los autores con los textos de Topologia de Conjuntos entonces de
moda. En aquella época el énfasis en la Matematica era de abstraccién y generalizacion.
Los libros de texto de Matemaética Tedrica y en especial de Topologia General tenian
con frecuencia la siguiente estructura: teorema—demostracién—comentario, al estilo
de Bourbaki, evitando redundancias y material superfluo. La obra de Bourbaki tiene
un gran mérito como purificadora de la Matematica; aclarando la estructura légica de
distintas disciplinas matematicas y enfatizando la unidad de la Matemaética. Desde
el punto de vista did4ctico, no consideramos 6ptimo, para una introduccién a los
estudiantes de los Elementos de la Topologia de Conjuntos, el estilo de presentacion de
Bourbaki. Como consecuencia nuestro libro tiene algunas redundancias, para hacer
mds accesible el tema. Incluimos comentarios histéricos y aplicaciones, para mostrar
a los estudiantes la utilidad de la teoria.

Ellibro se ha venido empleando en las universidades cubanas y también en algunas
universidades de otros paises, como por ejemplo de México y de Espaiia.

Esta nueva edicion sale bajo los auspicios de la SOCIEDAD MATEMATICA ME-
XICANA y esperamos que siga teniendo una buena acogida. Se le han hecho sélo
pequerios ajustes y, a sugerencia de los editores, intercalamos un capitulo dedicado a
la Teoria de Continuos escrito por la Dra. Isabel Puga y el Dr. Radl Escobedo.

En estos afios los integrantes del grupo de autores han tomado distintos rumbos.
Diederich Hinrichsen trabaja en el Instituto de Sistemas Dindmicos de la Universidad
de Bremen, Alemania; Andrés Fraguela Collar labora en el Posgrado en Matemadticas
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, donde también laboraba José
Luis Ferndndez Mufiiz hasta su fallecimiento el dia 5 de febrero de 2001. El otro in-
tegrante del grupo original: Angel Alvarez Prieto, fallecié tempranamente, antes de
que saliera a la luz la primera edicién. Durante todo el tiempo en que colaboramos
hemos mantenido siempre una estricta relacién de amistad y respeto. Agradecemos a
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Aportaciones Matemaéticas de la SOCIEDAD MATEMATICA MEXICANA la reedicién
de nuestra obra comtn. También expresamos nuestro agradecimiento a la Facultad
de Ciencias Fisico Matematicas de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla, la
cual nos ha brindado las condiciones para poder culminar el trabajo que ha dado lugar
a esta segunda edicién. Finalmente, expresamos nuestro agradecimiento al estudiante
Luis Alberto Torres Ramirez por su destacada labor en la captura, correccién de texto
y figuras, sin lo cual no se habria podido alcanzar nuestro objetivo.

Puebla, México, Junio de 2002.

Diederich Hinrichsen
José L. Fernandez Muiiiz t
Andrés Fraguela Collar
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Ellibro que el lector tiene en sus manos fue publicado por primera vez en 1977 en
Espania, bajo el sello de la editorial Grijelmo en colaboracion con la editorial cubana
Pueblo y Educacién. Posteriormente, en 2003, se public6 una segunda edicién en la
serie de Textos de Aportaciones Matematicas de la Sociedad Matemadtica Mexicana.

Desde su publicacidn inicial, este libro ha sido ampliamente utilizado como ma-
terial de estudio y consulta en numerosas universidades de México y otros paises de
América Latina. Su enfoque didactico, que combina el rigor tedrico con aplicaciones
en diversas ramas de la Matematica y comentarios histéricos, ha permitido que la
teoria de la Topologia de Conjuntos sea accesible y 1til para estudiantes y docentes.

En esta edicion se ha llevado a cabo una revision y correccién exhaustiva de todo
el texto, atendiendo a los detalles, para garantizar su claridad y precisién. Ademés, se
ha incorporado un nuevo capitulo, el nimero 13, titulado “Métodos topolédgicos en
ciencia de datos”, que le brinda un nuevo aliento al espiritu aplicado del libro, en un
tema de gran importancia y actualidad.

Dicho capitulo ha sido escrito por dos especialistas en Anadlisis Topolégico de
Datos, el Dr. José Angel Frias Garcia, profesor del Departamento de Matematicas
de la Facultad de Ciencias de la UNAM vy el Dr. Félix Fernandez Méndez, profesor
Investigador de la Facultad de Economia y Negocios de la Universidad Andhuac -
México, Campus Norte. A ambos le estamos muy agradecidos por su excelente trabajo.

Consideramos pues, que este énfasis en las aplicaciones, manifiesto a lo largo de
toda la obra, justifica ampliamente la propuesta de renombrar el libro en esta edicién
“Topologia General y sus aplicaciones”.

Ala par del jubilo que nos ocasiona la decisién de publicar esta nueva edicién,
no podemos dejar de recordar a dos de sus entusiastas autores originales, lamenta-
blemente fallecidos de forma prematura. Nos referimos a Angel Alvarez Prieto, quien
muri6 antes de la publicacién de la primera edicién, y al Dr. José Luis Ferndndez
Muiiiz, quien fallecié en 2001, siendo profesor investigador de la Benemérita Universi-
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dad Auténoma de Puebla (BUAP). Sus contribuciones y su profunda calidad humana
seran siempre recordadas con respeto y gratitud. Por su parte, los otros dos autores,
el Dr. Diederich Hinrichsen y el Dr. Andrés Fraguela Collar, contintian trabajando
activamente. El Dr. Hinrichsen desempena sus labores en el Instituto de Sistemas
Dindmicos de la Universidad de Bremen, en Alemania, mientras que el Dr. Fraguela
Collar colabora en calidad de profesor investigador titular en el programa de posgrado
en Matematicas de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas de la BUAP.

Finalmente, expresamos nuestro profundo agradecimiento a las instituciones que
han hecho posible esta edicién. En particular, reconocemos a la Facultad de Ciencias
Fisico Matemadticas de la BUAP y al Instituto de Matemaéticas de la UNAM por su
continuo apoyo e interés en divulgar la presente obra y agradecemos especialmente
al Mtro. Leonardo Espinosa Pérez, quien se encarg6 de la coordinacién editorial y
logistica de esta edicién. Su dedicacion y esfuerzo han sido fundamentales para que
esta libro llegue a las manos de nuevas generaciones de estudiantes y profesores de
las Licenciaturas en Matemadticas en México y otros paises de habla hispana.

Puebla, México, noviembre de 2024.

Diederich Hinrichsen
Andrés Fraguela Collar
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El 5 de febrero del 2001, apenas unos dias
antes de que cumpliera 74 afos, falleci6 en
la ciudad de Puebla, México, el Dr. José Luis
Ferndndez Muiiiz, siendo profesor del Posgra-
do en Matemadticas adscrito ala Facultad de
Ciencias Fisico Matemadticas de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla, ala que en-
treg6 los dltimos afios de su prolifera vida co-
mo docente e investigador.

El Dr. José Luis Fernandez Muiiz nacié en Villavaler, Asturias, Espaiia, el 21 de
febrero de 1927. Hijo de dos maestros de aquella pequeia poblacién, result6 altamente
motivado por ellos hacia el estudio y la investigacion, asi como hacia la docencia. Con
apenas diez afios, debe emigrar con su madre y hermanas a Cuba, empujados por la
Guerra Civil que ensangrentaba a Espana.
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Biografia del Dr. José Luis Ferndndez Mufiiz

En Cuba estudi6 a la par que trabajo, hasta vencer el Bachillerato. Ademés obtuvo
por correspondencia, el Titulo de Ingeniero en Construcciones Metdlicas. Parecia que
iba a dedicar su vida a esa rama, la que trabajaba desde los doce afos, pero con el
triunfo de la Revolucién en Cuba, tuvo la oportunidad de continuar estudiando, la que
no desaprovechdé. Entre 1963 y 1968, cursé, sin dejar de trabajar, la Licenciatura en
Matematicas, en la Universidad de La Habana. Desde 1967 comienza a trabajar en esta
misma Licenciatura y Universidad, donde lleg6 a ser Jefe del Departamento de Teoria
de Funciones y Andlisis Funcional de la Facultad de Matematica y Computacién, uno
de los mas prestigiados de dicha Universidad por la alta calificacién de sus especia-
listas. No dejé de superarse y en 1975 defiende el grado de Maestro en Ciencias y,
posteriormente, en 1983, el de Doctor en Ciencias.

Fue profesor de cursos de Licenciatura en la Universidad de La Habana, la Uni-
versidad de Matanzas, el Instituto Superior de Ciencias Médicas de La Habana, los
Institutos Superiores Pedagégicos de Ciudad de La Habana, Matanzas y Pinar del Rio,
todos en Cuba, asi como en la Universidad Auténoma de Zacatecas, y la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla.

Entre los cursos de Licenciatura impartidos a los estudiantes de la carrera en
Matematicas en la Universidad de La Habana se destacan materias como:

= Andlisis Matematico, Andlisis sobre Variedades y Andlisis Funcional.
= Variable Compleja.

» Ecuaciones Diferenciales.

= Topologia.

» Teoria de la Medida.

= Geometria Diferencial y Geometria Analitica.

Ademads imparti6 cursos para Maestrias y Doctorados en: las Universidades de La
Habana y Matanzas, los Institutos Superiores Pedagégicos de Ciudad de La Habana,
Matanzas, Holguin y Pinar del Rio, todos en Cuba. En México en la Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla, la Universidad Auténoma de Zacatecas y la Universidad
Auténoma de Coahuila. A este nivel impartié cursos sobre:

= Variable Compleja.

= Andlisis Funcional, Andlisis Complejo y Anélisis Matemdtico en una y varias
Variables.

= Teoria de la Aproximacion.
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= Integracion de Funciones de Varias Variables.

= Diferenciacién en Espacios Normados.

= Ensefianza de la Matematica.

= Teoria de la Medida e Integracion de Lebesgue.

= Desarrollo Histérico y Metodolégico del Anélisis Funcional.
= Ecuaciones Diferenciales.

= Métodos en la Solucién de Problemas.

= Teoria de Korovkin.

= Reticulos de Riesz y de Banach.

= Curvas Criticas en Optimizacién no Lineal.

Desarroll6 Estancias de Investigacién en la Universidad Nacional Auténoma de
México, Universidad Estatal de Moscti, Universidad Politécnica de Madrid, Universidad
Complutense de Madrid, Universidad de Paris 1-Pantheon Sorbone, Universidad de
Nancy, Universidad de Bremen, Universidad de Extremadura, Universidad de Paris
Sud, Universidad de Miami, Universidad de Warwicky el Instituto Politécnico Nacional
de México.

En razén de su trabajo e investigaciones, estableci6 relaciéon con matematicos de
renombre internacional como los doctores Baldomero Rubio Segovia, Fernando Bom-
bal, José Luis Gonzélez Llavona, Antony Pritchard, Brian A. Coomes, Didier Dacunha
Castell, Diedirich Hinrinchen y M. K. Potapow.

Publicé més de 17 articulos y 13 resefias en revistas especializadas como: Revista
Ciencias Matematicas, Boletin de la Sociedad Cubana de Matematicas, Cuadernos
de Matemiticas de la UNAM, Lecture Notes in Mathematics. Springer Verlag, Boletin
de la Sociedad Matematica Mexicana, Publicaciones del Seminario de Andlisis de la
Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid, Journal of Appro-
ximation Theory, Matemdtica Fundamental y Aplicada (en ruso), Complex Methods
in Approximation Theory. Entre los temas de estas publicaciones destacan: Teoremas
de tipo Korovkin, Teoria de la Aproximacion, Ensefianza de la Matemdtica, Teoremas
de Banach y de Bohman, Reticulos de Rieszy Topologia General.

Igualmente aparecieron mds de 9 libros o folletos de su autoria, entre ellos: Variable
Compleja, Series de Fourier, Calculos sobre Variedades, Aproximacién por Fraccio-
nes Racionales con Polos Prefijados (Tesis de Maestria), Topologia General, Anélisis
Matematico (Diferenciacion de Funciones de Varias Variables), Analisis Matemati-
co (Integracién de Funciones de Varias Variables), Andlisis Matematico (Funciones
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Paramétricas), Teoremas de Aproximacién para Funciones de unay Varias Variables
Analiticas en una Franja (Tesis de Doctorado). Particip6 en numerosos eventos tanto
Nacionales como Internacionales, en ellos acttio como ponente, como presidente
o miembro de los tribunales en su caso. Entre ellos se cuentan: Conferencia Inter-
universidades, Seminario Metodolégico de la Facultad de Fisica Matematica de la
Universidad de La Habana, Conferencia Cientifica de la Universidad de La Habana,
Seminario de Aproximacién y Optimizacién, Congresos de la Sociedad Matematica
Cubana, Congresos Internacionales “Pedagogia", Olimpiadas Nacionales de Fisica,
Quimica y Matematicas, Olimpiada Iberoamericana de Matematicas, Jornadas Cienti-
ficas Estudiantiles, Congresos de la Sociedad Matemética Mexicana, First International
Conference on Industrial and Applied Mathematics, Conferencia Internacional de
Aproximacién y Optimizacién en el Caribe, Seminario Avanzado en Teoria de Aproxi-
macién, Foros de Proyectos de Investigacion Cientifica, la Escuela Internacional sobre
Andlisis Funcional, Ecuaciones Diferenciales y sus Aplicaciones.

Fue tutor de mas de 30 tesis de Maestria y Doctorado, tanto en Cuba como en
México. En esos trabajos sus alumnos abordaron, bajo su direccién temas de: Repre-
sentaciones de Riesz y de Gelfand-Naimark, Anélisis Funcional, Métodos Numéricos,
Aproximacién, Ensefianza de la Matemadtica, Espacios Vectoriales Topolégicos, Con-
vergencia y Teoremas de Korovkin, entre otros.

Su actividad lo hizo acreedor de numerosas distinciones, entre ellas:

= Premio Pablo Miquel en la Educacién, otorgado por la Sociedad Matemaética
Cubana, 1985.

= Medalla “Distincién por la Educacién Cubana", otorgada por el Consejo de
Estado de la Republica de Cuba, 1990.

= Miembro de Honor de la Catedra Dulce Maria Escalona, del Instituto Superior
Pedagoégico “Enrique José Varona", 1991.

= Visitante Distinguido, otorgado por el Honorable Ayuntamiento de la Ciudad de
Puebla, mayo de 1995.

Ademss fue incluido en el “The International Who's Who of Intelectuals” de la
Cambrige University en 1988 y la “Revista Ciencias Matemdticas" de la Sociedad
Cubana de Matemiticas le dedic6 su volumen VII, No. 2, 1987.

Su calidad humana y sus profundos valores y convicciones lo hicieron acreedor
del carifio y respeto de cuantos le conocieron y tuvieron la oportunidad de trabajar a
su lado o bajo su direccién.
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Conjuntos y espacios usuales

) conjunto vacio

N numeros naturales (incluyendo al cero)

Z ndmeros enteros

Q nimeros racionales

I nimeros irracionales

R nimeros reales

C ntmeros complejos

R R ampliado (RU {£00})

R" espacio euclideano n-dimensional sobre R

cr espacio euclideano n-dimensional sobre C

En1 esfera unitaria en R” (6.4.7)
T" Toro n—dimensional (5.4.10)
P(E) espacio proyectivo (5.4.12)
E* dual algebraico

E’ dual topolégico

M, (R) matrices reales n x n

12(N) sucesiones de cuadrado sumable (1.2.6)
[*° sucesiones acotadas (4.4.9)
gX,Y) funciones continuas de X en Y

> (X Xa) espacio suma (5.5.1)

agl
(Xe» Za) espacio producto (5.2.1)
p b

ael
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YU X
X/R

[1 %

acl

[[{X.la e}

0 (Xae D)
(]

(X, [0])
3(X,Y)= yX
das(f,8)

W(A,¢)
W(A,V)
30(X,Y)

p(X,
u(Xr
X

c

L2 L2 LR
NN
SIS

)

3a(X, Y)
¢.(X,Y)

HP

espacio de adjuncién

espacio cociente

producto de estructuras uniformes
conjunto producto

union disjunta

estructura diferenciable

variedad diferenciable

funcionesde X en Y

(seudo)-métrica de la convergencia
uniforme sobre A

Entorno uniforme de orden &

Entorno uniforme de orden V

3(X, Y) provisto de la estructura unifor-
me de la convergencia uniforme sobre los
conjuntos de la colecciéon o

SU(XY Y) cono = ({x})xex
3,(X,Y)cono ={X}

3,(X,Y)donde o esla coleccion de los
compactos de X

Z5(X,Y)donde o esla colecciéon de los
acotados de X

¢(X, Y) como subespacio uniforme de
3.(X,Y)

adherencia de H en 3,(X,Y)
adherenciade H en §.(X,Y)
adherenciade H en §,(X,Y)

Conjunto de las evaluaciones de las fun-
ciones de H en x

Funciones holomorfas sobre U con la topo-
logia de la convergencia compacta
Espacio vectorial generado por H (2do.
problema, §11.4)

Algebra generada por H (§11.4-3er. pro-
blema)

ceros de H

Puntos no separables por H

(5.5.7)

(A.8.1)

(A.9.1)

(7.7.5)
(7.7.6)
(§12.1)

(12.1.1)
(12.1.1)
(12.1.2)

(12.1.4)
(12.1.3)
(12.1.5)

(12.1.7)
(12.1.8)
(812.3)
(12.3.10)
(12.3.10)
(12.413)

(12.3.11)
(§12.3.1)

(12.4.6)
(12.4.7)
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Subconjuntos y subespacios

(a,b)
la, D)
(a,b]
la,b]
(<, b)
(a,—)
B(a,p)
B'(a,p)
E(a,p)

Intervalos en un conjunto ordenado
Intervalos en un conjunto ordenado
Intervalos en un conjunto ordenado
Intervalos en un conjunto ordenado
Intervalos en un conjunto ordenado
Intervalos en un conjunto ordenado
bola abierta de centro a y radio p
bola cerrada de centro a y radio p
esfera de centro a y radio p
diagonal de X x X

conjunto de Cantor

semiespacios en R?

esfera unitaria positiva en R”

E\ {0}

semieje real positivo

semieje real negativo

semiesfera positiva (superior)
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Espacios Métricos

En este primer capitulo no se pretende hacer un estudio exhaustivo de los espacios
métricos, puesto que més adelante, al englobarlos en la teoria més general de los
espacios topolégicos serdn estudiados como tales, resaltando, cuando su importancia
lo requiera, propiedades particulares.

El objetivo fundamental del capitulo es motivar la generalizacién de los conceptos
fundamentales del andlisis a los espacios topolégicos a través de los espacios métricos.

Asienlaseccion 1.1 se estudian distintos tipos de convergencia del andlisis y cémo
pueden unificarse muchos de ellos con la nocién de métrica. En la seccion 1.2 se define
métrica y espacio métrico, estudidandose algunos ejemplos importantes. En la seccién
1.3 se estudian los subespacios y los espacios métricos isomorfos. En la seccién 1.4 se
generalizan las métricas a las seudométricas. En las secciones 1.5y 1.6 se estudian, con
la abstraccién de los espacios métricos, los conceptos fundamentales de convergencia
y continuidad, resaltando con las caracterizaciones de los mismos su independencia
de la nocién de métrica, propiciando su generalizacién a los espacios topolégicos. Ya
con estos elementos se analiza en la seccioén 1.7 esta transicion a una nueva teoria.

1.1. Conceptos de convergencia

El concepto de convergencia es fundamental en Anélisis Matemaético. Lo empleamos
si hablamos de sucesiones convergentes de ntimeros reales y complejos, de sucesiones
de puntos de un espacio euclideano, de sucesiones de funciones. En el dltimo caso in-
cluso utilizamos diversos tipos de convergencia: convergencia puntual, convergencia
uniforme, convergencia en media. El concepto de convergencia no s6lo es fundamen-
tal para los razonamientos teéricos del Andlisis y del Andlisis Funcional, sino también
en Matemdtica Aplicada. Basta mencionar los problemas de aproximacién en Ana-
lisis Numérico y en Célculo Operacional. En la Teoria de Optimizacién por ejemplo,
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muchas veces no es posible determinar explicitamente el valor optimal; entonces
el problema consiste en hallar un algoritmo para construir una sucesién de valores
que converja al valor optimal desconocido. Para funciones, en lugar de valores reales
y vectoriales, existen problemas anélogos: aproximaci6on de controles optimales en
Teoria de Control, aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales en Anélisis
Numérico.

En todos estos casos se utiliza el concepto de convergencia, basdndose en un
concepto de distancia. Pero en cada caso las definiciones de dichas ‘distancias’ son
diferentes. Consideremos unos ejemplos.

Ejemplo 1.1.1. Decimos que una sucesién de ntimeros reales (x;) converge a un
numero real x, y escribimos (x;) = x silos términos x; pueden estar tan cerca de x
como se quiera tomando i suficientemente grande. Esta condicién se precisa de la
manera siguiente:

Para todo ¢ > 0 existe un namero natural N(¢) tal que:

|x —x;| <& paratodo i> N(¢)

Aqui el valor absoluto de la diferencia x — x; es una medida para la proximidad de
X; a x. Lallamamos distancia de x; a x y la denotamos por d(x, x;) (fig. 1.1).

d(xrxi)
—

xX—¢ X )'ci xX+e R
Figura 1.1

Evidentemente la sucesion (x;) converge a x, siy s6lo sila sucesion de las distancias
|x — x;| converge a 0.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos sucesiones (x;) de puntos en el espacio R". Para no con-
fundir los subindices de la sucesion con los indices de las coordenadas, denotaremos
por x;(1),...,x;(n) las n coordenadas del punto x; (i €N). Decimos que la sucesién
(x;) converge al punto x € R” silas distancias

n

dy(x, %) = | D (x(k)— x;(k)? (L.1)

k=1

son tan pequefias como se quiera tomando los subindices i son suficientemente
grandes. Esta definicién de la distancia entre dos puntos (1.1) se obtiene partiendo de
nuestra intuicion espacial en R3 (fig. 1.2).
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x(3)
y
y(3)—x(3)
T /y(Z)—x(Z)
= —~— x(2)
x(1)
Figura 1.2

Ejemplo 1.1.3. Sea A # 0 un conjunto cualquiera y {f,,} una sucesién de funciones
fn: A—R.Sedice que {f,} converge puntualmente a una funcién f: A — R, si para
todo x € A la sucesidn real (f,(x)) converge al ntimero real f(x). Este concepto de
convergencia es bastante débil. Mientras que en un punto fijo x las funciones f,
se acercan a f pueden alejarse de f en otros puntos. Consideremos por ejemplo la
sucesion de las funciones f;, sobre A =10, 1] cuya gréfica forma un tridngulo isésceles de
altura n, mientras que f,(x)=0 para x > 1/n (fig. 1.3). Aunque esta sucesion varia de
manera tan errdtica en la proximidad de 0, es facil probar que converge puntualmente
a la funcién constante (0) : x — 0 sobre (0, 1].

f(x)

4

Figura 1.3

Para cuestiones, donde importa el comportamiento global de una funcién f sobre
todo su dominio, una aproximacién puntual no seria suficiente. En este caso muchas
veces se buscan aproximaciones uniformes:
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Ejemplo 1.1.4. Sea A # 0 un conjunto cualquiera y {f,,} una sucesién de funciones
acotadas f,,: A— R. Se dice que f, converge uniformemente a una funcién f: A—-R
en el conjunto A, si para todo ¢ > 0 existe un N € N tal que

n>N=>|f,(x)— f(x)|<e paratodo x€A (1.2)

Esto significa intuitivamente que a partir de un cierto indice N las gréficas de f;, se
hallan dentro de la ¢-banda de la gréfica de f (fig. 1.4). La condicién (1.2) es equiva-
lente a

doo(fyfn)=suglf(x)—fn(x)l<£ para n>N (1.3)

Luego {f,} converge uniformemente a f, sila sucesion real {d,(f, f,)} converge a 0.

A
Figura 1.4

En teorias como probabilidad o estadistica, no son importantes, en la mayoria de
los casos, los valores de una funcién en puntos particulares. Entonces no se necesitan
aproximaciones que sean buenas en todos los puntos, sino solamente las que sean
buenas en media o en media cuadrdtica.

Ejemplo 1.1.5. Sea {f,} una sucesién de funciones continuas sobre el intervalo [0, 1].
Entonces |f(x)—g(x)| es, para todo x €0, 1], la distancia entre los valores de f yde g
en x. La distancia media entre los valoresde g y f:

1
dl(f»g)=f |f(x)—g(x)ldx
0

depende s6lo de las dos funciones f y g. Su significacion intuitiva es el drea entre las
graficas de f y g (fig. 1.5).

Se dice que una sucesion de funciones integrables {f,,} sobre [0, 1] converge en
media hacia una funcién f, sila sucesion (d;(f, f,,)) converge a 0.

En la teoria de aproximacion se utiliza otro método para medir la proximidad entre
dos funciones integrables f, g:[0,1] — R. Considerando f como una funcién dada
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T f

Figura 1.5

o buscada y g como una aproximacién (p. ej., polinémica) de f, (f(x)—g(x))? es el
error cuadrdtico que se comete, si se sustituye f por g en el punto x. Luego

1
f (f(x)—g(x)Pdx (1.4)
0

es el error cuadréatico que se comete en media si se sustituye f por g. Para obtener
una medida de proximidad, que sea positivamente homogénea, se introduce en lugar
de (1.4) su raiz cuadrada

1 1/2
dz(f,g)=U (f(x)—g(x))zdx) (1.5)
0
Se dice que una sucesion de funciones integrables { f,,} converge en media cuadrdtica
a f sobre [0, 1], sila sucesién de los errores cuadréaticos {d,(f, f,)} converge a 0.

Ejercicio 1.1.6. i) Prueba que toda sucesién uniformemente convergente de fun-
ciones es puntualmente convergente, pero que no se cumple el inverso.

ii) Prueba que toda sucesion {f,} de funciones integrables f,,:[0,1] — R, que
converge uniformemente a f: [0,1] — R, converge también en mediay en media
cuadrdticaa f, pero que no se cumple el inverso.

iii) Prueba que la convergencia puntual no implica la convergencia en media o en
media cuadrética.

iii) Prueba que un limite uniforme de funciones continuas es continuo pero no en
el caso para limites puntuales

Indicacién: considerar las funciones de 1.1.3.
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Ejercicio 1.1.7. Todo punto x € R” puede identificarse con la funcién k — x(k) de
A={1,...,n}enR, que asocia a todo indice k € Ala k—ésima coordenada de x. Prueba
que para tales funciones (que tienen un dominio finito) la convergencia puntual y la
convergencia uniforme coinciden.

Los conceptos de convergencia, definidos en los ejemplos anteriores, son aparen-
temente muy heterogéneos. Sin embargo, para nimeros, vectores o funciones, se
plantean frecuentemente problemas similares. Por ejemplo, ;estd determinado de
manera Unica el limite de una sucesion convergente? ;Son convergentes las sucesiones
de Cauchy (de ntimeros, vectores o funciones)? ;Puede extraerse una subsucesion
convergente de una sucesion acotada?

Parece légico desarrollar, para estos problemas comunes, una teoria comun, apli-
cable igualmente a ntimeros, vectores, funciones y otros objetos matematicos. Para
desarrollar tal teoria habria que hacer un anélisis de los razonamientos usuales en el
tratamiento de los diferentes tipos de convergencia, y formular la base l6gica comtin
de estos razonamientos como sistemas de axiomas de una nueva teoria. No podemos
reproducir aqui el proceso histérico que terminé con la definicién de los espacios mé-
tricos de Fréchet (1905). Sin embargo, ya nuestros ejemplos nos dan unas sugerencias.
Analicemos su estructura comun.

Todos estos conceptos de convergencia quedan expresados en la siguiente férmula
general: una sucesion de elementos {x;} (resp. {f;}) converge a un elemento x (resp. f),
silas x; (resp. f;) estdn tan cerca de x (resp. f) como se quiera, cuando los subindices
i son suficientemente grandes. Lo esencial es, como se precisa en cada caso la palabra
cerca. Con excepcién del ejemplo 1.1.3 (convergencia puntual) esto se hace por una
medida de proximidad, a saber por:

d(x,y)=|y—x| (1.6)

para la convergencia de nimeros en R;

dy(x, y) =1 | D (x(k)— y (k) 7
k=1

para la convergencia de puntos en R”;
deo(f,8)=sup|g(x)— f(x)| (1.8)
X€EA

para la convergencia uniforme;

1
dl(frg)=f lg(x)— f(x)ldx (1.9)
0



1. Espacios Métricos

para la convergencia en media;

1 1/2
dz(f,g)=(f (g(x)—f(X))zdx) (1.10)
0

para la convergencia en media cuadréitica.
En el ejemplo 1.1.3 no tenemos una sola medida sino toda una familia que miden
la proximidad de f,, a f en los distintos puntos x € A

d.(f,8)=If(x)—gx)| (x€A)

Esto parece ser una diferencia estructural tan importante, que es natural excluir la
convergencia puntual en una primera fase de nuestra consideracion.

Regresemos a los demas ejemplos. Corresponde a nuestra intuicién geométrica
interpretar las dos magnitudes d(x, y) y d»(x, y) en (1.6), (1.7) como distancias: |x — y|
es la distancia entre los nimeros reales x y y en larectareal y

V(1) =y (1R +(x(2) - y ()2 +(x(3) -y B)?

es la distancia entre los dos puntos x = (x(1), x(2), x(3))y y =(y(1), y(2), y(3)) enel
espacio tridimensional.

Pero, no tenemos una idea intuitiva de lo que seria una distancia entre dos funcio-
nes, estamos acostumbrados a hablar de la distancia entre dos valores de funciones.
Fue un gran logro en la historia de las matematicas cuando, en vez de fijarse en los
valores de las funciones, las funciones mismas se consideraron como puntos de un
nuevo espacio abstracto y las magnitudes (1.8), (1.9) y (1.10) se interpretaron como
distancias entre estos puntos. Esta concepcion es el origen del Andlisis Funcional.

Con la interpretaciéon de las medidas de proximidad (1.8) — (1.10) como distan-
cias entre funciones casi tenemos ya un modelo matemdtico para las cuestiones de
convergencia. Queda sélo precisar lo que es una distancia en general. No podemos
recurrir a nuestra intuicién espacial, porque no tenemos una intuicién geométrica de
la distancia entre dos funciones, ademads existen diferentes conceptos de distancias
como hemos visto.

Coleccionemos las propiedades més elementales de las distancias definidas. Segtin
nuestros ejemplos, la distancia entre dos elementos de un conjunto X (de niimeros,
vectores, funciones, etc.) es un ntimero real positivo. Si asociamos a todo par de
elementos (x, y) € X? su distancia, obtenemos una funcién de X x X — R que se
llama métrica. Claro, que no llamaremos métrica a cualquier funcién de X x X en R.
Exigiremos que sus valores verifiquen algunas propiedades bdésicas de las distancias
intuitivas. Por ejemplo, la distancia entre dos elementos x, y podra ser 0 inicamente
si x = y. Ademas la distancia de x a y debera ser igual a la distancia de y a x.
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La seleccion de propiedades fundamentales para la caracterizacién axiomadtica de
una métrica debe verificar dos criterios:

1. Las propiedades deben ser suficientemente débiles para ser comunes a todas
las métricas concretas ya utilizadas.

2. Deben ser suficientemente fuertes para establecer una teoria s6lida que permita
el tratamiento sistemaético y simultdneo de los problemas fundamentales de
convergencia y de continuidad.

Fue FRECHET quien descubri6 primero (en su disertacién de doctorado [70]) que
es suficiente afiadir la desigualdad triangular:

d(x,y)+d(y,z)>d(x,z)

a las dos propiedades mencionadas anteriormente, para tener una base axiomatica
adecuada de la teoria de los espacios métricos.

1.2. Métricas. Ejemplos de espacios métricos

Definicién 1.2.1 (métrica, espacio métrico). Sea X un conjunto. Una funcién d: X x
X — R se llama métrica o distancia sobre X, si verifica los siguientes axiomas:

(D1 d(x,y)=d(y,x) x,yeX

(D2) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) x,y,z€X
(D3) d(x,y)=0¢=x=y x,yeX

(D4) d(x,y)>0 x,yeX

Para x, y € X el nimero real d(x, y) se llama entonces distancia entre x y y. Al
par (X, d) se le dice espacio métrico.

Nota. Una métrica sobre X no es una funcién sobre X sino sobre X? =X x X.

Ejercicio 1.2.2. Probar que (1.6), (1.7), (1.8), (1.9), (1.10) definen métricas sobre los
espacios R, R”, B([0,1],R)={f € RI®!| f acotada}, &([0,1],R) = { f € R(®!| continua}
respectivamente.

Indicacién: En el caso de (1.10) se puede utilizar la desigualdad de Minkowski:

1 1 1/2 1 1/2
f |fg|dx$(f fzdx) (J gzdx)
0 0 0
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Hemos hallado el espacio métrico como modelo para el tratamiento de cuestiones de
convergencia y de aproximacién. Pero, como es costumbre con los modelos matemati-
cos, la teoria de los espacios métricos sirve para muchos otros fines. La gran variedad
de aplicaciones posibles ya se indica en los siguientes ejemplos de espacios métricos,
que no sélo pertenecen al Analisis o Andlisis Funcional, sino también a disciplinas
aparentemente tan ajenas como la teoria algebraica de los nimeros y la teoria de
graficas.

Ejemplo 1.2.3 (métrica discreta). Sea X un conjunto cualquiera. Entonces la aplica-
cion d: X x X — R, definida por

1 six#y

d(x,y):{o six=y

es una métrica. Todo conjunto puede proveerse de esta métrica trivial que se llama
discreta.

Ejemplo 1.2.4 (espacios normados). Sea E un espacio vectorial real. Nos interesan
especialmente las métricas d sobre E que son compatibles con la estructura lineal de
este espacio. Por compatible, entendemos que cumplen dos propiedades que tienen
un significado geométrico sencillo.

Homogeneidad positiva bajo homotecias:

(DV1) d(Ax,Ay)=|Ald(x,y) paratodos x,y € E, AcR (fig. 1.6)

Ay
y
4 IAld(x,y)
X
Ax

Figura 1.6
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Invariancia bajo traslaciones:

(DV2) d(x+z,y+z)=d(x,y) paratodos x,y,z€E (fig.1.7)

y+z
z
¥ dx+z,y+z)
d(x,y) z xX+z
X

Figura 1.7

Si d tiene estas dos propiedades, la distancia entre x y y es igual a la distancia del
vector y—x a0:
d(x,J/) =d(0, }/—x)

o0 sea, d estd determinada por la funcién de una sola variable
[l<]l: z—d(0,z) =|| z || sobre E.

Esta funcion tiene las siguientes propiedades:

(ND [AzI=|Allzll z€E

(N2) [[z+2"|I<llzl[+]12z"ll 2,2z’ €E

(N3) |z]|=0<=2z=0 z€E

(N4) ||z|[=0 z€E

Toda funcién z —|| z || de E en R, U {0} que cumple estas tres propiedades se
llama una norma sobre el espacio vectorial E y al par (E,|| - ||) se le llama espacio
normado. Resulta que, si d es una métrica sobre E que satisface las dos propiedades
de compatibilidad (DV1), (DV2), entonces la aplicacién z —|| z ||:= d(0,z) es una
norma.

Dejamos al lector probar que lo inverso se cumple también:
Si (E, || -||) es un espacio normado, entonces la aplicacién
(x,7)—d(x,y)=|l y—x || sobre E x E

es una métrica compatible con la estructura vectorial de E. Esta métrica se asocia
canénicamente al espacio normado (E, || - ||).
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Pregunta. ;Cudles de las métricas mencionadas en el ejercicio 1.2.2 son compatibles
con la estructura vectorial, y cuéles son las normas correspondientes?

Ejemplo 1.2.5 (espacio prehilbertiano). Recordemos que un espacio prehilbertiano
es un espacio vectorial H (sobre K = C o sobre K = R) con un producto interior
que asocia a todo par (x, y) € H x H un escalar ( x, y ) y que satisface los axiomas
siguientes:

(H1) (x,y)=(y,x) (labarra significa aqui el complejo conjugado)
H2) (x+y,z)=(x,2)+(y,2)

(H3) (Ax,y)=A{x,y)

(H4) (x,x)>20y(x,x)=0<x=0 x,y,z€E,A€K.

Decimos que (H, (-,-)) es un espacio prehilbertiano real (resp. complejo) o espacio
pre-euclideano, si K =R (resp. K = C). Si K =R el producto interior es lineal en ambas
variables. Si K = C, entonces (x, ¥ ) es lineal solamente en x. En ambos casos, para
todo x € H, (x, x) es un namero real positivo.

Dejamos al lector probar que en todo espacio prehilbertiano real o complejo se
cumple la desigualdad de Cauchy-Schwartz (sin necesidad de exigir la segunda parte
de (H4)).

(2, y) < (x, )% (y, )2 1.11)

Esté claro que la funcién || - ||: x — sobre H, donde || x ||:= (x, x)'/? sobre H verifica
los axiomas métricos (N1) y (N3). Ademads, empleando (1.11) se tiene que

lx+ylP=(x+y,x+y)=(x,x)+(y,y)+2Re(x,y)
<hxIP+0yIP+2lx My = x I+ y 1)

(Re denota la parte real), para todos los x, y € H. Por lo tanto || . || cumple también
(N2). Luego es una norma sobre H.

De tal manera, tenemos canénicamente asociado a todo espacio prehilbertiano
una métrica.

dix,y)=lly—xll=(y—x,y—x)"? (1.12)

que es compatible con la estructura vectorial de H. Es facil comprobar que las normas
derivadas de un producto interior cumplen la ley del paralelogramo:

lx+y I+l x—yIP=2llxI*+2] y I” (1.13)



12

1.2. Meétricas. Ejemplos de espacios métricos

Incluso esta propiedad es caracteristica para estas normas o sea: Si una norma || - ||
sobre un espacio vectorial real o complejo E cumple (1.13), entonces se deriva de un
producto interior sobre E. Un ejemplo estd dado por la norma euclideana

n

lx =4 D (x2)

i=1

sobre R”, que verificalaley del paralelogramo. Se deriva del producto interior can6nico
definido mediante: .
(x,y)= Z Xi Vi
i=1

sobre R”.
Un contraejemplo estd dado por la norma

| % [loo=max{| x; [ i=1,...,n}

sobre R”. Para

x=(1,00€R? y=(0,1)eR
tenemos || X [loo=1, 11 ¥ lloo=1 | X+ ¥ lloo=1V || X — ¥ ||co= 1. Luego esta norma no
cumple la ley del paralelogramo.

Ejemplo 1.2.6 (el espacio [?(N)). Para construir un espacio pre-euclideano de dimen-
sion infinita, consideremos el conjunto [%(N) de todas las sucesiones de niimeros

oo
reales {x;}, con > x7 < co.
k=1

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz para los espacios R” el lector deducira

facilmente que
) 0 172 r 0o 1/2
PERA S(Zx,i) (Zy,f) (1.14)
k=1 k k=1

=]
De aqui que [%(N), provisto de la adicion y del producto escalar usuales para sucesiones,
es un espacio vectorial real. Evidentemente la aplicaciéon

(6,7) = (6, ¥) =D Xy (1.15)
k=1

es simétrica, bilineal y positiva, por lo tanto es un producto interior sobre /%(N). El par
I1?((N),{,,.)) es un espacio pre-euclideano de dimensi6n infinita con la norma

0o 1/2
x| x||:= (Zx,f) (1.16)

k=1
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y la métrica

- 1/2
(x,y)Hd(x,y)=|Iy—xI|=( (y—JC)Z) (1.17)
k=1
A pesar de la analogia de las definiciones, el espacio /?(N) es métricamente muy
diferente de los espacios euclideanos de dimension finita R”, como veremos mds
adelante.

Ejemplo 1.2.7 (distancia p—dadica). Procederemos a definir sobre el conjunto X =Q de
los ndimeros racionales la llamada distancia p—ddica, que juega un papel importante
en la teoria algebraica de los ntimeros.
Sea p un ntimero primo. Para todo n € N denotaremos por v,(n) al exponente de
p en la descomposicion de 7 en factores primos. Entonces se cumple para todos los
n,n’ eN
vp(n-n')=vy(n)+v,(n) (1.18)

Siahorax=xr/se€Qconr,s#0, r,s €N podemos definir
p(X) = U, (1) — (). (1.19)

De (1.18) es facil ver que este valor no depende de la expresion particular de x como
fraccién y, ademads con esta definicion, (1.18) sigue siendo vdlida para n, n’ € Q. Con
tal convenio podemos definir la métrica p—édica d,, por:

six=y

. (x,y)eQxQ) (1.20)
six#y

0
dp(x,y):= {pvp(xy)

Dejamos al lector verificar que d,, cumple los axiomas (D1) a (D3).

Daremos ahora un ejemplo de un espacio métrico finito. Tales espacios métricos
se estudian por ejemplo en la teoria de grdficas.

Ejemplo 1.2.8 (distancia de costos). Consideremos el problema siguiente: en una
regién un cierto nimero finito de lugares deben conectarse por carreteras. Se conocen
los costos de construccién de toda una serie de carreteras posibles. Se busca una
red de carreteras que conecte todos los lugares y cuyos costos de construcién sean
minimales. Para resolver este tipo de problemas se toman como modelos las grdficas
con peso (conexas). Por ejemplo: (fig. 1.8).

No daremos la definicién formal de una gréfica con peso, para nuestro objetivo
basta el concepto intuitivo (v., p. €j., BERGE [20]). Veremos enseguida cémo introducir
una métrica sobre el conjunto de los vértices. Estos vértices pueden conectarse por
al menos un camino (por conexidad). En nuestro ejemplo tenemos entre A, y A,
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Figura 1.8: Grafica con peso

los caminos: (A, Ay, Az, Ay), (A1, Ag, Ag, Ay), (A1, Ay, Ag, A3, Ag, Ay), €tc. A cada camino
(A;,...,A; ) sele asocia sus costos de construccion

c(A;,A,)+--+c(A; A ),

por ejemplo al camino (A;, A,, A3, A;) se le asocian los costos 17+ 16 + 15 = 48. Esta
claro que entre ellos existe (al menos) un camino cuyos costos de construccién son
minimales. Evidentemente tales caminos tienen un interés particular en la economia;
la teoria de gréficas ha desarrollado algoritmos para determinar explicitamente estos
caminos llamados caminos geodésicos.

Si denotamos por d; ; los costos del camino geodésico entre A; y A}, es facil com-
probar que mediante la funcién

0 sii=j
d: (A, Aj)— i,j=1,...,9

se define una métrica sobre el conjunto de los vértices de la gréfica. d; (i # j) que se
llama distancia de costos entre A; y A la matriz (dij), i,j=1,...,9sellama matriz de
distancias de la grafica con peso.

En cuanto al problema planteado inicialmente puede demostrarse que la red
de costos minimales que conectan todos los lugares A;,...,A,, = Ag tienen—1=38
carreteras. Existen algoritmos para determinar explicitamente tales redes. En nuestra
grafica hemos dibujado una red de costos minimales.

Ejercicio 1.2.9. Representemos métricamente, en R2, la situacién de una tribu en un
lugar muy boscoso con un rio en y =0.

Parallegar al agua, Los habitantes de una tal tribu hicieron brechas perpendiculares
al rio. Si alguien desea ir de un punto (x;, ;) a un punto (x,, y»), s6lo puede hacerlo,
debido a lo espeso del bosque, por las brechas o por la orilla del rio (fig. 1.9).
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y y
N |pmmmmmmmeeeee (o) (x1, 1)
Yo - ! (x2’y2)
i »»»»»»»»»»»»»»»»»»»» (xva’2)
X = X, X .

Figura 1.9: Métrica del bosque

i) Dar la definiciéon precisa de la métrica apropiada a esta situacion y verifica que
es una métrica.

ii) Prueba que no es compatible con la estructura vectorial de R?.

1.3. Subespacios. Isometrias

Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X. Para todo par de puntos x y
¥ € A, tenemos asociada una distancia d(x, y) ya que x y y son elementos del espacio
métrico (X, d). Estas distancias d(x, y), (x, y € A) verifican trivialmente los axiomas
(D1) — (D3); luego inducen una métrica sobre A.

Definici6n 1.3.1 (subespacios métricos). Sea (X, d) un espacio métrico, A C X. En-
tonces la métrica

da:(x,y)—da(x,y)=d(x,y), (x,y)eAxA

se llama métrica inducida por d sobre el subconjunto A C X y (A, d,) se llama subes-
pacio métricode X.

Esta definicién nos provee de una gran variedad de nuevos espacios métricos
partiendo delos espacios métricos ya definidos en los ejemplos anteriores. Por ejemplo,
todo subconjunto de R” nos da un espacio métrico. Podemos preguntarnos ahora a
qué espacios métricos debemos llamar isomorfos.

Definicién 1.3.2 (Isometria). Sean (X, d),(X’, d’) dos espacios métricos. Una biyeccién
f: X — X’ se llama isometria, si para todos x, y € X se cumple que d’(f(x), f(y)) =
d(x,y).
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Dos espacios métricos se llaman isomorfos o isométricos si existe una isometria de
uno sobre otro. ;Por qué es suficiente pedir sobreyeccién en lugar de biyeccién en esta
definicién?

Ejemplo 1.3.3. Cada subespacio lineal o afin de R”, de dimensién m, es isométrico al
espacio R (con la métrica euclideana).

Todo subespacio métrico del espacio euclideano es isomorfo a todas sus traslacio-
nes.

Ejemplo 1.3.4. Todo espacio euclideano R” es isomorfo, como espacio métrico, al
subespacio {(x;) € I?(N)| x,,.+ =0, para, k € N*} del espacio euclideano /? (N), definido
en el Ejemplo 1.2.6.

Ejemplo 1.3.5. Se puede probar el siguiente resultado: si f: R” — R” es una isometria
del espacio euclideano R” sobre si mismo con f(0) =0, entonces f es lineal y conserva
al producto interior, o sea f es un automorfismo del espacio euclideano R”.

Ejercicio 1.3.6. ;Cudles de las siguientes aplicaciones son isometrias sobre R"?
(i) las traslaciones: x — x+ b, b eR" fijo,
(i) las homotecias: x — Ax, Ae€Rfijo,
(iii) las rotaciones: x — Ax, A matrizde n x n ortogonal,

iv) olas aplicaciones f: R"” — R" que conservan la norma.

1.4. Seudométricas

Sea X c R# un conjunto de funciones reales sobre un conjunto A # . De manera
natural, la proximidad de dos funciones x, y € X en un punto a € A se mide por la
distancia |x(a)— y(a)| entre sus valores en el punto a.

Sin embargo, la aplicacién

fa:(x,y)—1x(a)—y(a)l

no puede interpretarse como una métrica sobre X, f, es simétrica y cumple la des-
igualdad triangular, pero de f,(x, y) =0 no puede deducirse que x = y.

Se dice que f, es una seudomeétrica sobre X .

Definicién 1.4.1 (Seudométrica). Sea X un conjunto. Una aplicacién f: X> — R se
llama una seudométrica o semidistancia sobre X si cumple:
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D1) f(x,y)=f(y,x) (simetria)
(D2) f(x,y)<f(x,2)+ f(2,y) (desigualdad triangular)
(D3) x=y=f(x,y)=0
paratodoslos x,y,z€ X.
Al par (X, f) se le llama espacio seudométrico.

Para ver si una seudométrica es una métrica hay que verificar que todos sus valores
sean reales y que f(x, y)# 0 para todoslos x, y € X con x # y.

Ejemplo 1.4.2. Sea X un conjuntoy /: X — R una funcién real sobre X. Entonces la
aplicacién, definida por

flx,y)=|h(x)=h(y)l (x,ye€X)
es una seudomeétrica sobre X y si i es inyectiva, f es una métrica.

Ejemplo 1.4.3 (seminormas). Andlogamente que para métricas se dice que una seudo-
meétrica f: X? — R, sobre un espacio vectorial real E es compatible con la estructura
lineal de E, si cumple:

(DVD) f(Ax, Ay)=IAlf(x,y)
(DV2) f(x+z,y+z)=f(x,y) paratodox,y,zeX, AR

Tales seudométricas definen una aplicacién p: x — f(0, x) sobre E con las siguien-
tes propiedades:

(N1) p(Ax)=|A|p(x) (homogeneidad positiva)
(N2) p(x+y)<p(x)+p(y) (desigualdad triangular)
(N3) x=0= p(x)=0.

Las funciones p: E — R, (sobre espacios vectoriales reales o complejos E) con
estas tres propiedades se llaman seminormas. Si, inversamente, p: E — R, es una
seminorma, entonces se define por

flx,y):=ply—x) (1.21)

una seudométrica real sobre E. La mayoria de las seudométricas usuales sobre un
espacio vectorial provienen de una seminorma.
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Ejercicio 1.4.4. Sea E un espacio vectorial y p: E — R una seminorma. Prueba que
N ={x € E | con p(x)=0} forma un subespacio vectorial de E y que p induce una
norma sobre el espacio cociente E/N.

Pregunta. ;Es posible que una seminorma p que no es una norma sobre un espacio
vectorial E induzca una norma sobre un subespacio vectorial de E? ;Por ejemplo?

Partiendo de una seudométrica o de una familia de seudométricas dadas, se obtie-
nen nuevas seudomeétricas por toda una serie de operaciones bastante generales. Es
precisamente la variedad de estas posibilidades lo que constituye la utilidad de las
seudométricas:

i)
ii)
1ii)

iv)

V)

vi)

La suma de una familia (finita o no) de seudométricas es una seudométrica.
Todo limite puntual de seudométricas es una seudométrica.
El supremo de una familia (finita o no) de seudométricas es una seudométrica.

Sip: X — Y esunaaplicaciény g: Y2 — R, es una seudométrica, entonces

flx,y)=gpx)p(y), (x yeX) (1.22)

es una nueva seudomeétrica sobre X que se llama imagen reciproca de la seudo-
métrica g.

Si f: X? —» R, es una seudométricay ¢: R, — R, una funcién creciente con
p(0) =0y ¢p(x+y) < (x)+ p(y), entonces g := p o f es otra seudométrica
sobre X.

Més generalmente, si fi, .., f,: X* — R, sonseudométricas, f =(fi,..., fo): X* —
R)"y ¢: (R,)" — R, una funcion creciente! con p(0)=0y p(x+ y) < ¢(x)+
¢(y), entonces g := g o f es otra seudométrica sobre X.

Ejercicio 1.4.5. Probar los enunciados i) - vi).

Veamos algunas aplicaciones.

ISobre el conjunto ordenado (R, )", provisto del orden producto:

XSy X<V, - X <Vn

para x, y € (R,)", una funcién real se llama creciente, si cumple:

x<y=¢(x)<p(y) paratoda x,y €(R,)".
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Ejemplo 1.4.6 (convergencia uniforme sobre un subconjunto). Sea X un conjunto de
aplicaciones de un conjunto A # () en un espacio métrico (Y, d) y sea B C A. Para todo
b € B la funcién

dy:(x,y)—dy(x,y):=d(x(b), y(b)) (1.23)

es una seudomeétrica sobre X. Luego, por iii), la funcién

dg:(x,y)—supd,(x,y) (1.24)
beB

es una seudométrica sobre X. Esta métrica dz mide la proximidad de las funciones
X,y € X sobre el conjunto B C A (fig. 1.10).

(Y, d)

// \/ B \-J/ \yA
Figura 1.10

Para B = A obtenemos la seudométrica d, = d, de la convergencia uniforme
(Ejemplo 1.1.4).

Ejemplo 1.4.7 (producto finito de espacios métricos). Mencionemos primeramente

que la funcién
n 1/2
(3]

sobre R’:, tiene las propiedades requeridas en vi) (por la desigualdad triangular para

la norma euclideana). Sea (X;, d;), i =1,..., n una familia finita de espacios métricos.

Las funciones
(xry)'_’di(xi»yi) (l = 1,...,71)

son seudométricas sobre el producto X := ﬁ X;.Luego, por vi), iii) yi), las aplicaciones
i=1
d,, d~, d; definidas por:

o 1/2
dy(x, y):= (Z di(x;, yl-)z) (1.25)
i=1
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doo(x,y):=sup{d;(x;, y;)|i=1,...,n} (1.26)
dy(x,y)= Y di(x;, 1) (1.27)
i=1

son seudométricas sobre X. Es evidente que son, de hecho, métricas y que cumplen

Segtin sea el caso se utiliza una de estas tres seudométricas canénicas sobre el espacio

n

producto X = II X;. La primera se utiliza, principalmente, si los espacios X; son
i=1

espacios euclideanos y las d; son las métricas asociadas, (i = 1,...,n). El espacio

euclideano R” es un caso particular de tal producto: la distancia euclideana sobre R”
se construye como producto de las métricas

d;(x;,y;)=|y;— x;| sobre X;:=R i=1,...,n

Ejemplo 1.4.8. Sea (X, d)un espacio métrico. Entonces las funciones

d
d=—— 1.29
1+d ( )
d” =inf{1,d} (1.30)
son métricas sobre X (por v)). Para esta métricas se tiene
d <d’<2d (1.31)

y ambas estdn acotadas (por 1). Se utilizan, principalmente, si es necesario susti-
tuir una métrica dada d por una métrica acotada. En los dos ejemplos anteriores
hemos definido sobre un mismo conjunto diferentes métricas que son comparables
(1.28), (1.31).

Veremos, més adelante, que muchos conceptos de la teoria de los espacios métricos
(p. €j., sucesion convergente, conjunto acotado, funcién continua o uniformemente
continua) se mantienen invariantes al pasar de una métrica a otra métrica comparable.

Definicién 1.4.9 (seudométricas semejantes). Dos seudométricas d, d’ sobre un con-
junto X se llaman semejantes, si existen ntimeros reales k, k' > 0 tales que

dx,y)<k'd'(x,y) vy d'(x,y)<kd(x,y) (1.32)

para todo x, y € X. Es facil comprobar que la semejanza es una relacién de equiva-
lencia entre las seudométricas sobre un conjunto. Una seudométrica semejante a una
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métrica es ella misma una métrica. Por (1.28) las tres métricas candénicas sobre un
producto finito de espacios métricos son semejantes. Esto explica por qué pueden
utilizarse equivalentemente, segiin convenga. Por lo mismo, las dos métricas acotadas
d’,d”, canénicamente asociadas a una métrica d (Ejemplo 1.4.8), son semejantes. Sin
embargo, una métrica no acotada, no puede ser semejante a una métrica acotada;
luego una métrica no acotada d sobre un conjunto X, no es semejante a la métrica

d’ = 75 ni ala métrica d” = inf{1, d}.

Pregunta. ;Son semejantes las métricas d, (1.8) y d; (1.9) sobre €([0,1],R)?, ;Son
semejantes las métricas d; (1.9) y d, (1.10) sobre €([0, 1], R)?

Regresemos a nuestro problema inicial, o sea, a los diferentes conceptos de conver-
gencia para sucesiones de funciones. Podemos ahora precisar la diferencia estructural
entre la convergencia puntualy los demds tipos de convergencia. Para estudiar la
convergencia puntual en un conjunto de funciones X c R* debemos considerar to-
da una familia de seudométricas (d,;),c4 mientras que la convergencia uniforme, la
convergencia en media y la convergencia en media cuadrada se definen por una sola
métrica, de tal forma que, para su estudio, el espacio métrico nos sirve como modelo
abstracto.

(f) converge puntualmente a f < A#D

[d.(f., f)] converge a0 paratodoacA | f,,f:A—R

(f,.) converge uniformemente a f < d,(fn, ) =1fu(a)— f(a)l
[deo(fn, )] converge a 0 Aoo(fn, )= sup |fula)— f(a)l

(1.33)

Desarrollaremos ahora la teoria de los espacios métricos hasta el punto en el que
se pueda concebir una teoria axiomadtica todavia més general, que englobe también la
convergencia puntual. Puesto que la teoria de los espacios métricos generaliza direc-
tamente los conceptos y métodos utilizados por el Andlisis Clasico en su tratamiento
de la convergencia y continuidad, podemos proceder en forma acelerada, dejando al
lector una parte de las demostraciones. De tal manera las Secciones 1.5y 1.6 persiguen
dos objetivos:

1. Servir de autocontrol para ver si se ha entendido la estructura abstracta de los
razonamientos métricos del Andlisis Clasico.

2. Familiarizar al lector con conceptos topolégicos a un nivel de abstraccién inter-
medio, como preparacién didéctica a la Topologia General.
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1.5. Sucesion convergente. Bola. Didmetro. Distancia entre conjuntos

1.5. Sucesién convergente. Bola. Didmetro. Distancia en-
tre conjuntos

Definicién 1.5.1 (sucesion convergente). Sea (X,d) un espacio métrico, {x,} una
sucesion de elementos de X. Se dice que {x,} convergea x € X, si para todo £ > 0
existe un N €N tal que

d(x,x,)<e para n>N (1.34)

En este caso x sellama el limitedela sucesion {x,,} . En simbolos: (x,,) > xolim(x,)= x.

Nota a) La métrica d permite reducir el problema de convergencia de elementos de
un espacio métrico a un problema de convergencia de niimeros reales:

(x,)>» x <= (d(x,x,))—>0 (1.35)

Mediante la distancia d hemos subordinado el concepto abstracto de acer-
camiento entre dos puntos de X al, ya conocido, de acercamiento entre dos
puntos de R.

Notab) El enunciado (xn)—d» x no depende tanto de la métrica particular d como pue-

de aparecer a primera vista. Por (1.32) y por la definicién anterior, una sucesion
(x,) con (x,)— x converge a x con respecto a toda métrica que sea semejante a d.
d

Ejemplo 1.5.2 (sucesién convergente en un espacio métrico discreto). En un espacio
métrico discretouna sucesion (x,,) convergea un punto x siy sélo si, todos los términos
X, soniguales a x a partir de cierto rango N € N.

La convergencia se define con respecto a un espacio métrico. Sea (4, d,) un subes-
pacio del espacio métrico (X, d).

Pregunta. ;Cuéles de los siguientes enunciados son validos?
i) Toda sucesién convergente en (A, d,) es convergente en (X, d).

ii) Una sucesién de puntos de A es convergente en (A, d4) siy sélo si es convergente
en (X,d).

iii) Una sucesion de puntos de A es convergente en (A, d4) siy s6lo si converge a un
punto de Aen (X, d).

Ejercicio 1.5.3. Probar la unicidad del limite en cada espacio métrico (X, d). Definir
la convergencia en un espacio seudométrico. Dar un ejemplo de una sucesion conver-
gente en un espacio seudomeétrico (espacio funcional) con dos limites diferentes.
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La condicién (1.34) significa que
X, € B(x,¢):= {y eXId(x,y)<€} paran >N (1.36)

Los conjuntos B(x,p) (x € X,0 < p < c0) juegan un papel fundamental en la teoria de
los espacios métricos. Por su forma, en el caso del espacio euclideano R?, se llaman
bolas.

Definicién 1.5.4 (bolas abiertas o cerradas, esferas). Sea (X, d) un espacio seudomé-
trico, a € X, 0 < p < oo. Entonces

B(a,p):={xeX|d(a,x)<p} (1.37)
(resp.B'(a,p)={x€ X |d(a,x)<p}) (1.38)
se llama bola abierta (resp. bola cerrada) de centro a y de radio p. El conjunto
E(a,p):={xeX|d(a,x)=p}=B(a,p)\Bla,p) (1.39)
se llama esfera de centro a y de radio p.

En el espacio euclideano R? las bolas son discos y las esferas son circulos.

~» Resaltemos que las bolas en un espacio seudométrico cualquiera no tienen, en
general, las propiedades geométricas de las bolas euclideanas.

Ejemplo 1.5.5 (bolas en R” con respecto a diversas métricas). i) LasbolasenR",
definidas por la métrica euclideana

dyfa, x) =4[ D (% —a)?
i=1

tienen la forma de la figura 1.11 i).
ii) Las bolas en R”, definidas por la métrica
deo(a, x)=sup{|lx;—a;||i=1,...,n}
tienen la forma de la figura 1.11 ii).

iii) Las bolas en R”, definidas por la métrica

n
d(x,a)=> |x;—a
i=1

tienen la forma de la figura 1.11 iii).
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B (a,p) B, (a,p) B (a,p)

Figura 1.11: Bolas cerradas en R?

| .
| f\»Béz(a,l)
N RN
|
|
|
|
|

Figura 1.12: Inclusion de bolas en R?
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Por (1.28) tenemos doo(x, y) < dy(x,y) < di(x, y) < ndo(x,y), por lo tanto:
B,_(a,1/n)C By (a,1)C By,(a,1)C By _(a,1) (1.40)

(fig. 1.11) y (fig. 1.12).
;Qué métricas sobre R? definen bolas de forma eliptica?

Ejemplo 1.5.6 (bolas de un espacio métrico discreto). Sea (X, d)un espacio métrico
discreto (Ejemplo 1.2.3). Entonces tenemos para todo a € X:

B(a,p)=B'(a,p)=X y E(a,p)=0, si p>1
B(a,p)=B'(a,p)={a} y E(a,p)=0, si 0<p<l1
B(a,p)={a}, B'(a,p)=X, E(a,p)=X\{a}, si p=1

Ejemplo 1.5.7 (bolas en subespacios). Sea (X, d)un espacio métrico, A C X. Entonces
las bolas By(a, p) de centro a € Ay de radio p > 0 en el subespacio métrico (A, d,) son,
precisamente, las intersecciones de las bolas del mismo centro y del mismo radio en
(X,d) con A:

By(a,p)=AnNnB(a,p)

Figura 1.13: Bola en un subespacio

Ejercicio 1.5.8. Describe las bolas de la topologia del bosque (Ejercicio 1.2.9).

Ejercicio 1.5.9. Prueba que la unién de una familia de bolas abiertas de un mismo
centro a es una bola abierta, si no es todo el espacio métrico. Andlogamente, la inter-
seccion de una familia de bolas cerradas del mismo centro a es una bola cerrada o
bien el conjunto unitario {a}. ;Pueden intercambiarse abiertoy cerrado en estas dos
proposiciones?

Definicién 1.5.10 (didmetro, conjunto, acotado, oscilacién). Sea (X, d) un espacio
seudomeétrico A € X. Entonces

&(A):=sup{d(x,y)|(x, y) € A’} (1.41)
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se llama didmetrode A, si A#£@y 6(0) =0.

A se dice acotado, si su didmetro es finito.

v
4 L
- \\_f/ (x,d)

Figura 1.14: 6(f[B]) = Oscilacién de f sobre B

Si f es una aplicacién de un conjunto E en (X, d)y B C E, entonces el didmetro de
fIB] c X sellama oscilacién de f sobre B.La funcion f se llama acotada, si f[E]C X
es acotado (fig. 1.14).

~ jAtencidn! No necesariamente existen x, y € A tales que 0(A)=d(x, y).

Nota. El concepto de conjunto acotado no depende tanto de la métrica particular d
como puede parecer a primera vista. Por (1.32) y la definicién anterior, un subconjunto
acotado de (X, d) es acotado con respecto a toda seudométrica d’ semejante a d.

Ejemplo 1.5.11. En R” el didmetro de una recta o de una semirrecta es infinito.

Ejemplo 1.5.12. En R con su métrica usual, el didmetro de un intervalo acotado
(abierto o cerrado) es igual a la diferencia de sus extremos.

A=(a,b)=|b—al|>06(A)=supd(b—1/n,a+1/n)

neN

1
=sup|b—a—_|=|b—al

neNx

Ejemplo 1.5.13. ~» En los espacios euclideanos R” el didmetro de una bola (abierta o
cerrada) de radio p esigual a 2p. Esto no se cumple en todos los espacios métricos. Por
ejemplo, en un espacio métrico discreto toda bola B(a, 1) tiene didmetro 0, mientras
que B’(a, 1) tiene didmetro 1.

Pregunta. ;Es necesariamente finita la oscilacién de una funcién continua f: R — R
sobre un subconjunto acotado A c R?

Ejercicio 1.5.14. Sea (X, d) un espacio métrico. Prueba que:
i) Si Aesacotadoy B C A, también B es acotado.

ii) Si A es acotado, entonces A C B’(a, 6(A)), para todo a € A.



1. Espacios Métricos 27

iii) A C X acotado < A estd contenido en una bola. (1.42)
iv) La unién de dos conjuntos acotados es acotado.
v) ANB#0=6(AUB)<6(A)+06(B)

Para estimar, en algunos casos, el didmetro de la unién de dos conjuntos disjuntos
A, B hay que conocer la distancia entre Ay B (fig. 1.15).

Figura 1.15: 0(f[B]) = Oscilacién de f sobre B

Definicién 1.5.15 (distancia entre conjuntos). Sea (X, d) un espacio métrico, A, B C X
y A, B #0. Entonces
d(A,B):=inf{d(x,y)| x €A,y € B} (1.43)

se llama distancia entre el conjunto A y el conjunto B.

SixeX,d(x,B):=d({x}, B)=inf{d(x, y)| y € B} se llama distancia entre el punto
x y el conjunto B.

~» La aplicacién (A, B) — d(A, B) no es una métrica, ni una seudométrica sobre & (X)
porque no cumple la desigualdad triangular:

Si A, C son dos conjuntos de distancia d(A, C) > 0y si B es un conjunto que tiene
una interseccién no vacia con A y con C, entonces d(A, B) =0, d(B, C) = 0; luego
d(A, C)no es menor o igual que d(A, B)+d(B, C)

Ejemplo 1.5.16. Si dos conjuntos A, B en R tienen un punto de adherencia comuin,
entonces d(A, B)=0.

A={xeR"|||x|<1}
B:={xe R"||x—2|<1}, d(4,B)=0, (fig.1.16)



28

1.5. Sucesion convergente. Bola. Didmetro. Distancia entre conjuntos

OQ

Figura 1.16: d(A,B)=0

Sin embargo, la relacién d(A, B) = 0 entre Ay B no implica que estos conjuntos
tengan un punto de adherencia comiin; por ejemplo, la hipérbola {(x,1/x)| x >0}y
el eje x no lo tienen, pero si tienen distancia 0 entre ellos (fig. 1.17).

“y

éB =eje x

Figura 1.17: d(A,B)=0

Ejemplo 1.5.17. La distancia entre un punto x y unarecta G, en el espacio euclideano
R?, es igual a la distancia de x a su proyeccion sobre G. Probaremos més adelante una
generalizacién de este enunciado para todas las variedades lineales de R” (fig. 1.18).

Ejercicio 1.5.18. Sea (X, d) un espacio métrico, Ay B subconjuntos no vacios de X.
Pruebe que existen sucesiones (a;), (b;) de Ay B respectivamente, con lim(d(a;, b;)) =
d(A, B). Dar un ejemplo mostrando que las sucesiones (a;), (b;) no necesariamente
convergen en A, (resp. en B), incluso ni en X.
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X

=

X d(x,G)

Figura 1.18: Distancia de un punto a una recta
Ejercicio 1.5.19. Probar la siguiente generalizacién del Ejercicio 1.5.14 iv): Para sub-
conjuntos no vacios Ay B de un espacio seudométrico (X, d) se cumple:

0(AUB)<06(A)+0d(B)+d(A, B) (1.44)

Proposicién 1.5.20. Sea(X,d) un espacio métrico, AC X, A # 0. Entonces se tiene, para
X, yeX:
ld(x,A)—d(y,A)l < d(x,y) (1.45)

Demostracion. Paratodo z € A se tiene :
d(x,z)<d(x,y)+d(y,z),
luego, tomando el infimo para todoslos z € A:
d(x,A)<d(x,y)+d(y,A) osea d(x,A)—d(y,A)<d(x,y).

intercambiando x y y se obtiene (1.45). O

1.6. Funciones continuas, vecindades y abiertos

Consideremos ahora el segundo concepto fundamental del Anélisis: la continuidad. Su
definicién para espacios seudométricos es una generalizacién directa de la definicién
para funciones reales de una variable.
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Definicién 1.6.1 (funcién continua en un punto). Sean (X, d),(Y,d’) espacios seudo-
métricos. Una aplicacién f: X — Y se llama continua en el punto a € X, si para todo
ndmero real & > 0 existe un ntimero real 6 > 0 tal que para todo x € X:

dla,x)<é6=d'(f(a) f(x)<e (1.46)

Ejemplo 1.6.2. La Proposicién 1.5.20 nos muestra que para todo subconjunto no
vacio B de un espacio métrico (X, d) la funcién

f:x—d(x,B), de X en R

es continua en todo punto a € X. Intuitivamente esto significa que la distancia d(x, B)
aproxima la distancia d(a, B) si x esta cerca de a. En efecto, para cualquier € > 0 es
suficiente poner 0, = € para obtener

d(f(x), f(a))= |f(x)—f(a)l=|d(x,B)—d(a,B) <&

para todo x € X con d(x,a) < 6, (1.45) significa que la imagen directa de la bola
B(a,0)c X por f esta contenida en la bola B(f(a),e)C Y.

Equivalentemente f: X — Y es continuaena € X,
siy sélo si para todo ¢ > 0 la preimagen bajo f de la bola (1.47)
B(f(a), €) contiene a una bola de radio 6 > 0 (fig. 1.19)

B

T
|
4 e
< 7Y “_B(f(a),e)

Y

&
l«— <C

Figura 1.19: Continuidad de f en a

Los subconjuntos de X con esta propiedad, de contener a una bola de centro a, se
llaman vecindadesde a € X.

Definicién 1.6.3 (vecindades). Sea (X, d) un espacio seudométrico y sea a € X. En-
tonces se dice que V C X es una vecindad de a o que a es un punto interiorde V, si
existe 0 > 0 tal que B(a,0)C V.
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B(a, o)

Figura 1.20: Vecindad de a

La coleccién de todas las vecindades de a en X se denota por ¥(a) (fig. 1.20).

Ejemplo 1.6.4 (vecindades en un espacio métrico discreto). En un espacio métrico
discretro (X, d) cada subconjunto V que contiene un punto dado a € X como elemen-
to, es una vecindad de este punto. En particular, el conjunto unitario {a} es vecindad
dea.

Ejemplo 1.6.5. Toda bola abierta B(x, p) en un espacio métrico (X, d) es vecindad de
cada uno de sus elementos. En efecto, si a € B(x, p), entonces tenemos d(a, x)<py
V :=B(x,p)contiene a B(a, 0) con 6 := p—d(x,a) > 0, segiin la desigualdad triangular

(fig. 1.21).
N
/ /U5
I w}\‘l
‘\ d(x,a)l

/

\\\——// ’/ a
B(a,p) B'(a,p)

Figura 1.21

Para X =R? esto coincide con nuestra intuicién: una bola abierta en R? contiene a
todos los elementos como puntos interiores. En cambio una bola cerrada B’(x, p) no
es vecindad de sus puntos frontera a € E(x, p), o sea, estos puntos no son interiores a
B'(x,p).
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Pregunta. ;Existen bolas cerradas en ciertos espacios métricos distintos de R” que
sean vecindades de cada uno de sus elementos?

Se puede verificar facilmente las siguientes propiedades elementales de las vecin-
dades en un espacio métrico:

) Ve¥(a)=acV

ii) VevV(@AV'oV=V'e¥ (a) (1.48)
iii) V,V'e¥(a)=VnV'e¥(a)

iv) a,beX,axb=3Ve¥(a),IWe¥(b)talque VNW =0

Por medio del nuevo concepto podemos simplificar la definicién de una funcién
continua. Puesto que toda vecindad de f(a) en Y contiene una bola de centro f(a),
podemos precisar:

f:X - Yescontinuaenae€X < f'[V]e ¥(a)

(1.49)
paratodo V € ¥(f(a))

0O sea:

f: X — Y escontinuaen a € X <= Paratodo V € V(f(a))

) (1.50)
existe U € V(a) con f[U]CcV
Estas caracterizaciones ya no se refieren explicitamente a la distancia sobre X. Nos
preguntamos, si podemos también caracterizar la convergencia a través de vecindades.
En efecto, esto es casi trivial. Puesto que toda vecindad de x en (X, d) contiene a una
bola B(x, ¢) e inversamente toda bola B(x, ¢) es una vecindad de x. Tenemos para
todas las sucesiones {x,} en (X, d) que:

{x,} - x < paratoda vecindad V € ¥(x) existe N € N

(1.51)
talque {x,|n>N}cV

O sea:

{x,} - x < paratodavecindad V € ¥(x)
. . (1.52)
el conjunto {n € N| x,, no pertenece a V'} es finito

Es interesante que esta propiedad de V € ¥(a), de contener a casi todos los térmi-
nos de cada sucesion, que converge al punto a, es caracteristica para las vecindades
de a en el sentido siguiente:



1. Espacios Métricos

33

Ejercicio 1.6.6. Sea (X, d) un espacio métrico, a € X y V C X. Prueba lo siguiente: V'
no pertenece a ¥(a), siy sélo si, existe una sucesién (x,), con x, € X \ V paratoda n
€N, que converga a a.

La estrecha vinculacién entre las nociones de continuidady de convergencia se
precisa en el siguiente teorema, cuya demostracién dejamos al lector (generalizacién
directa de la demostracién del teorema clasico correspondiente).

Teorema 1.6.7. Sean (X, d), (Y,d’) espacios métricos. Entonces una aplicacion f: X —
Y es continua en a € X, si y solo si, im(f(x,)) = f(a) para toda sucesion (x,) con
lim x, =a en X.
Demostracion. Ejercicio.

Indicacién: Utiliza Ejercicio 1.6.6. O

Hasta ahora hemos estudiado solamente la continuidad en un punto, no la conti-
nuidad global sobre todo el dominio.

Definicién 1.6.8 (funcién continua). Sean (X, d), (Y, d’) espacios seudométricos. Una
aplicacion f: X — Y sellama (globalmente) continua, si es continua en todo punto
aceX.

Ejemplo 1.6.9 (funciones lineales continuas). Sean (E, || - ||), (F,|| - |I') espacios nor-
mados. Una aplicacion lineal f: E — F es (globalmente) continua si es continua en
un punto. En efecto, para verlo, es suficiente probar que f es continua en un punto
cualquiera a € E, siy s6lo si, es continua en 0. Pero esto resulta inmediatamente de la
caracterizacioén de la continuidad puntual por sucesiones (Teorema 1.6.7), porque

X, »a<(a—x,)»0en E

f(xy) = f(a) = (fla)=f(xy))=(f(@a=x,)) >0 en F

Mas precisamente, una aplicacion lineal f: E — F es continua si y sélo si existe un
niimero real M > 0 tal que

| f(x)]'< M| x| paratodo x € E (1.53)

Para deducir (1.53) notamos que para una funcién lineal que es continuaen 0 € E,
existe un ntimero real 6 > 0 tal que

[xll<6 =l flx)I'<1
luego si x #0:

LFEN o X 0 o8 Yy s
e - W Gph=2 ”f(uxn)”“
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por la homogeneidad de f. Inversamente toda aplicacién lineal f: E — F que cumple
(1.53), es evidentemente continua en 0 € E, por lo tanto es globalmente continua.

Ejercicio 1.6.10. Prueba que toda aplicacion lineal f: R” — R es continua.

Para caracterizar las aplicaciones globalmente continuas (no necesariamente linea-
les) el concepto de vecindad no es suficiente, porque se refiere a un punto particular.
Necesitaremos los conceptos de abiertos.

Notacién. Para un subconjunto A, de un espacio métrico (X, d), el conjunto de los

puntos interiores de A, se denota por Ay se llama el interior de A.

Ya sabemos que toda bola abierta es vecindad de cada uno de sus puntos, luego es
igual a su interior. La coleccién de todos los subconjuntos de (X, d) con esta propiedad
juega un papel fundamental en Topologia General.

Definicion 1.6.11 (conjunto abierto). Sea (X, d) un espacio seudométrico. AC X se

o
llama abierto, si A es vecindad de cada uno de sus puntos, o sea si A= A.

Ejemplo 1.6.12 (abiertos en un espacio métrico discreto). En un espacio métrico
discreto todo subconjunto es abierto.

Ejemplo 1.6.13. En R” todo producto de n intervalos abiertos (n € N)
(al’bl)x"'x(anrbn)r aivbiE]R

es abierto. En particular, el conjunto (R, )" de los vectores estrictamente positivos es
abierto.

Todo complemento de un conjunto finito en R” es abierto.

Pregunta. ;Se cumple lo mismo para el complemento de conjuntos numerables en
R"?

Ejemplo 1.6.14. Sea A C R” abierto. Entonces las sucesiones (x;.) € [2(N) con(x, ..., X,)
€ A forman un subconjunto abierto del espacio de Hilbert [2(N). El conjunto P de
todas las sucesiones (x;) € I?(N) con términos estrictamente positivos no es abierto
en [%(N). Tampoco lo es el subconjunto

;Por qué?
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Ejemplo 1.6.15. Consideremos el espacio seudométrico (R, d,) de todas las

funciones reales sobre [—1, 1] provisto de la distancia de la convergencia uniforme.

Sea I un intervalo abierto en R. Entonces el subconjunto A de todas las funciones
f:[—1,1] > R con valores en I, en general, no es abierto en (R do). Por ejemplo,

si
0 six=-1o0 x=1
I1=(—1,1 %)=
( ) Y folx) {x si—l<x<1
entonces no existe una £-banda de la gréafica f, que esté totalmente incluida en el drea
[<1,1] x (—1,1). Luego f, no es un punto interior de A. A no es abierto. La funcién f;
no es discontinua por casualidad (fig. 1.22).

S
S

Figura 1.22

Si nos limitamos al espacio métrico (€([—1,1],R), d.) de todas las funciones reales
continuas sobre [—1, 1], entonces el subconjunto

ANX={f€C(~L1}R) | |f(x) <1 para x€[1,1]}
es abierto en este espacio.

Ejercicio 1.6.16. Probar que el concepto de abierto es tan fundamental como el
concepto de vecindad, mas precisamente, que las vecindades pueden caracterizarse a
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partir de los abiertos de la manera siguiente:

V c X es vecindad de x € X < Existe un abierto Ac X

conxe€AcCV.

Teorema 1.6.17 (propiedades fundamentales de los abiertos). Sea (X, d) un espacio
seudométrico. Entonces se cumple

(01) Oy X son subconjuntos abiertos de (X, d);
(02) si Ay, A, son abiertos en (X, d), entonces A, N A, es abierto;

(03) si(A;)icr es una familia de abiertos, entonces 'UIA,- es abierto.
e

Demostracion. (01) Por la definiciéon 1.6.11.

(02) Por la propiedad iii) de las vecindades.

(03) U;c1A; es vecindad de todo x € A; (i € I), porque ig{Ai D A; € ¥(x) (porla
propiedad ii) de las vecindades). O

Ejercicio 1.6.18. Dar un ejemplo de una familia infinita de abiertos en R cuya inter-
seccién no sea abierta.

Elsiguiente teorema da una caracterizacién completa de los subconjuntos abiertos:
Teorema 1.6.19. Sea (X, d) un espacio métrico, A C X. Entonces A es abierto < A
puede representarse como union de bolas abiertas.

Demostracion. <=: por (03)
—>:si A C X es abierto, entonces existe para a € A un radio 6, con B(a,6,) C A.
Luego A=UB(a,0,). O

Teorema 1.6.20 (caracterizaciéon de funciones continuas). Sean (X,d),(Y, d) espacios
seudométricos. Entonces una aplicacion f: X — Y es continua, siy solo si, la preimagen
de cada abiertoen Y es abiertoen X.

Demostracién. Ejercicio. O

Las notas de 1.5.1 y de 1.5.10 nos hacen suponer que diferentes métricas sobre un
conjunto pueden determinar la misma coleccién de abiertos.
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Definicién 1.6.21 (seudométricas topolégicamente equivalentes). Dos (seudo)métricas
d,d’ sobre un conjunto X se llaman fopolégicamente equivalentes, si se cumple que
paratodo AcC X:

A es abierto en (X,d) & A es abierto en (X, d’). (1.54)

Para comprobar que dos seudométricas d, d’ sobre X son topolégicamente equi-
valentes, hay que demostrar que toda bola By(a, p) con respecto a d contiene a una
bola B;/(a, p’) del mismo centro con respecto a d’ e inversamente. Es evidente que
podemos limitarnos aqui a bolas con radios p, p’ < ¢, donde & > 0 es arbitrario.

Ejercicio 1.6.22. Prueba que dos métricas son topolégicamente equivalentes si defi-
nen la misma convergencia.

Ejemplo 1.6.23 (las seudométricas semejantes son topolégicamente equivalentes).
Sean d, d’ dos seudométricas semejantes sobre un conjunto X y B,(a, p) una bola
cualquiera en (X, d). Existe k' >0 con d < k’d’. Luego, es suficiente tomar p’:= p/k’
para obtener By.(a,p’) € B;(a, p). Puesto que la semejanza es una relacion simétri-
ca, el inverso se obtiene andlogamente. Concluimos que d, d’ son topolégicamente
equivalentes.

~ El siguiente ejemplo muestra que no todas las métricas topolégicamente equiva-
lentes son semejantes.

Ejemplo 1.6.24. Ladistancia euclideana d sobre R” no es semejante ala distancia d’ =
inf(1, d) sobre R”. Sin embargo ambas distancias son topolégicamente equivalentes,
puesto que para p <1 las bolas abiertas con respecto a ambas métricas coinciden

p <1= By(a,p)=By(a,p)

Nota. Este ejemplo muestra que a toda seudométrica corresponde una seudométrica
acotada topolégicamente equivalente.

Ejercicio 1.6.25. Sean ¢, ¢’ dos funciones crecientes de R, en R, continuas en 0y tal
que ¢(0)=¢’(0)=0. Prueba que si d, d’ son dos métricas sobre un conjunto X tales
que

d < god y d < pyd’ sobre X*

entonces d y d’ son topolégicamente equivalentes.

En cambio dos métricas sobre un espacio vectorial (real o complejo), compatibles
con su estructura vectorial, son topologicamente equivalentes siy sélo si son semejantes.
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Ejercicio 1.6.26. Dos normas || - ||; ¥ || - ||, sobre un espacio vectorial real o complejo
E se llaman equivalentes, si las métricas asociadas d;, d, son topolégicamente equi-
valentes. Prueba que || - ||; ¥ || - |, son equivalentes si y sélo si existen k;, k, > 0 tales
que

-l < ke ll-ll2 y II-llo< Ky -]l sobre E

1.55
(<:> dl < k2d2 y dzgkldl) ( )

Finalmente enunciaremos un resultado fundamental de la teoria de los espacios
normados, cuya demostracién podremos dar més adelante (Capitulo 8), cuando ten-
gamos los instrumentos topolégicos necesarios.

Teorema 1.6.27. Dos normas cualesquiera sobre un espacio vectorial real o complejo
de dimension finita son equivalentes.

~Por lo tanto, todas las normas posibles sobre R” determinan la misma coleccién de
abiertos. Sin embargo existen métricas sobre R” que no son topolégicamente equi-
valentes a la métrica euclideana. Tales métricas son necesariamente no compatibles
con la estructura vectorial de R”.

Ejercicio 1.6.28. Prueba que la métrica del bosque sobre R? (Ejercicio 1.2.9) no es
topolégicamente equivalente a la métrica euclideana sobre R?.

1.7. Transicion a una nueva teoria

Los resultados de la seccién anterior nos muestran el papel central de los abiertos
para la topologia de los espacios métricos. Si conocemos la coleccién de todos los
abiertos de un espacio métrico (X, d), entonces podemos determinar:

qué conjuntos V c X son vecindades de un punto x € X (Ejercicio 1.6.16).

qué sucesiones (x,) en X convergen a un punto x € X (1.53).

qué aplicaciones sobre X son continuas (1.6.20).
— qué aplicaciones sobre X son o no continuas en cierto punto a € X (1.51).

Por lo tanto, para tratar problemas de convergencia y de continuidad sobre X,
podemos prescindir de la métrica d, si conocemos los abiertos de X. Ademads esto
parece mds adecuado, porque continuidad y convergencia dependen esencialmente
de la coleccion de los abiertos, pero no de la métrica especifica que las define. Una fun-
cién f, continua sobre un espacio métrico (X, d), sigue siendo continua sobre (X, d’)
para todas las métricas d’ topolégicamente equivalentes a d (por el Teorema 1.6.20).
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Esto nos sugiere axiomatizar el concepto de conjunto abierto sin la utilizacién de una
distancia. Para tal axiomatizacién deberiamos partir de propiedades bésicas de los
abiertos en un espacio métrico, y considerar conjuntos que tengan asociadas coleccio-
nes de subconjuntos que cumplan estas propiedades bdsicas. Con esto desapareceria,
para nosotros, la hasta ahora imperiosa necesidad de una seudométrica para definir
las nociones de continuidad y convergencia.

Ademads de que una axiomatizacion de los abiertos es més adecuada a la estruc-
tura de los conceptos de continuidad y convergencia, que la axiomatizacion de las
distancias, podemos esperar ventajas esenciales de tal procedimiento:

1. Como hemos visto, la teoria de los espacios métricos no comprende la con-
vergencia puntual. Esta insuficiencia de la teoria de los espacios métricos es
otro indicio, de que la axiomatizacién del concepto de distancia todavia no
nos proporciona la teoria axiomatica definitiva de la continuidad y de la con-
vergencia. Escogiendo propiedades de los abiertos que son suficientemente
generales, podemos construir una teoria que nos servird para un anaélisis de la
convergencia puntual, asi como de toda convergencia definida por una familia
de seudométricas.

2. En ciertos conjuntos resulta més natural y mds sencillo definir directamente los
abiertos, que definirlos mediante el método de introducir una distancia, a priori
innecesaria. Un ejemplo claro de esto es R, donde podemos definir directamente
los abiertos con uniones arbitrarias de intervalos abiertos. Ademds podemos es-
perar que una axiomatizacién de los abiertos basada en la teoria de los conjuntos,
en lugar de la compleja teoria de los nlimeros reales (métrica), nos permita hacer
las demostraciones maés claras y evitar la epsilontica.

3. Otraventaja sistemadtica tiene que ver con la construccion estructural de la mate-
matica. La teoria de los espacios métricos presupone una teoria de los ntimeros
reales. Pero R tiene una estructura muy compleja, que es una combinacién de
tres estructuras elementales: la estructura algebraica, la estructura de orden y la
estructura topolégica. Dentro de la jerarquia de las estructuras que constituye
la matematica estructural moderna, no parece muy légico confeccionar una
teoria de una estructura fundamental como la topolégica, presuponiendo en
esta teoria una estructura tan compleja como los nimeros reales. Con una axio-
matizacién de los abiertos, la Topologia General se fundamenta tinicamente en
la teoria de conjuntos, base comtn de todas las teorias estructurales.

El problema de axiomatizar el concepto de subconjunto abierto es el problema
de seleccionar propiedades bésicas sencillas, suficientemente generales y suficiente-
mente sustanciales, para servir como axiomas de una teoria general de convergencia
y continuidad.
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El sistema de sélo tres axiomas, expuesto en la primera definicién del capitulo
siguiente, es uno de los importantes logros de la matemaética en las primeras décadas
del siglo XX. Aunque esta definici6n sea el inicio de la Topologia General, debemos
entenderla como resultado de un largo trabajo de abstracciéon y de investigacion
topolégica.
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La categoria de los espacios topologicos

En la primera seccién de este capitulo introduciremos el concepto fundamental de
espacio topologico partiendo de las propiedades fundamentales de los abiertos en un
espacio métrico. Ilustraremos el nuevo concepto con muchos ejemplos que tienen
también importancia para el posterior desarrollo de la teoria.

Puesto que sobre cada conjunto no unitario existe una variedad de diferentes
topologias, se plantea el problema de su comparacion: esto sera el tema de la segunda
seccién, donde veremos que las topologias sobre un conjunto, forman una reticula
completa con respecto a la inclusién.

La seccién 2.2 nos conduce de manera natural al problema de la construccién de
topologias concretas a partir de ciertos conjuntos abiertos elementales. Estudiaremos,
en la secci6n 2.3, la generacién de una topologia por una base, respectivamente una
subbase de abiertos. Veremos que la topologia de un espacio seudométrico se obtiene
tomando como base la coleccién de todas las bolas abiertas.

Se plantea el problema de que de esta manera se puede obtener toda topologia.
Veremos, con algunos contraejemplos, que no toda topologia es seudometrizable (o
sea: puede derivarse de una seudométrica). Este problema de metrizabilidad nos
conduce a las siguientes preguntas:

;Cudl es la diferencia precisa entre la teoria de los espacios métricos y la teoria de
los espacios topolégicos?

;Coémo pueden precisarse los conceptos intuitivos de propiedades métricas y pro-
piedades topologicas?

Contestaremos a estas cuestiones en la seccion 2.4 introduciendo la nocién de
categoria. El objeto de la Topologia General es la categoria de los espacios topol6-
gicos. Para definir esta categoria se debe precisar los morfismos correspondientes.
Estos serdn las funciones continuas. La Topologia General es la teoria de las propie-
dades topoldgicas de los espacios topolégicos, asi como de sus morfismos, o sea las
aplicaciones continuas.
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2.1. Definicion y primeros ejemplos

Si se analizan las demostraciones de los teoremas fundamentales sobre funciones
continuas, resulta que para sufundamentacion axiomaética las tres propiedades bésicas
de los abiertos en un espacio métrico (1.6.17) son suficientes.

Definicién 2.1.1 (topologia, espacio topolégico). Sea X un conjuntoy sea #(X)la
coleccion de los subconjuntos de X. Se dice que ' € 2?(X) es una fopologia sobre X
si cumple:

Al) e yXex;

(A3) V,AeX¥ = UIAO‘ € %, I conjunto.
ae

acl
Nota. La hipétesis ) € & en (Al) puede omitirse basdndose en que, 'UmAi =0y
nA = X. ©
i€
Los elementos de 2 se llaman abiertos. Si X es un conjunto y 2 una topologia
sobre X, al par (X, Z’) se le llama espacio topoldgico. Si no hay riesgo de confusion, lo
denotamos simplemente por X. Sus elementos se llaman puntos.

Nota. (Al) formula que el conjunto vacio y todo el conjunto X son abiertos en todo
espacio topologico (X, Z);

(A2) dice que la interseccion de dos y por lo tanto, por induccién, de un ntimero
finito de abiertos, es abierto;

(A3) dice que la unién de una familia cualquiera de abiertos es abierto. (Veremos
mas tarde que la interseccion de una familia cualquiera de abiertos no es necesaria-
mente abierto).

Estos axiomas definen qué subconjuntos de £2(X) son una topologia sobre el
conjunto X, no determinan cémo construir una topologia concreta sobre un conjunto
concreto. Los siguiente ejemplos muestran la gran variedad de métodos para contruir
topologias concretas.

Ejemplo 2.1.2 (espacio de Sierpinski). Sobre el conjunto de los puntos X = {1,2}
existen en total 4 topologias:

21={0,X} 2,={0.X,{1}}; 25={0,X,{2}} y 24 =2(X)

Z>y Z3 no difieren esencialmente. Evidentemente, en este caso, todo subconjunto
de 2 (X) que contiene a ) y a X es una topologia.

Al espacio topolégico (X, Z5) se le llama espacio de Sierpinski. Merece un nombre
propio, a pesar de su trivialidad aparente, porque sirve como contraejemplo en ciertos
casos.
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Ejemplo 2.1.3. Para un conjunto de tres elementos, X = {1,2,3}, ya no todos los sub-
conjuntos de & (X) forman una topologia. {§, {2}, {1,2},{2,3},{1,2,3}} es una topologia
sobre X (fig. 2.1), mientras que el conjunto {@, {1},{1,2},{2,3},{1,2,3}} c Z(X) no lo
es.

Figura 2.1: Topologia sobre un conjunto de tres puntos

De este modo, para conjuntos finitos, es posible obtener explicitamente las topo-
logias, nombrando todos los abiertos.

Ejercicio 2.1.4. Determinar todas las topologias sobre el conjunto {1, 2, 3}.

Ejemplo 2.1.5 (topologia discreta). Sea X un conjunto cualquiera. Entonces 2 (X) es
una topologia sobre X. Se llama la topologia discreta sobre X. En esta topologia todos
los subconjuntos, en particular todos los subconjuntos unitarios {x}, son abiertos.

Ejemplo 2.1.6 (topologia indiscreta). Sea X un conjunto. Entonces la coleccién {@, X'}
es una topologia sobre X que se llama fopologia indiscreta sobre X. Si X tiene més de
un elemento, entonces la topologia indiscreta y la topologia discreta son diferentes.

Nota. Sise consideran diferentes topologias sobre un mismo conjunto, es importante
precisar la topologia con respecto a la cual un conjunto es abierto.

Notacion. Ac X sellama Z -abierto, si A€ X, es decir, si A es abierto en el espacio
(X, 2).

Ejemplo 2.1.7 (topologia de los complementos finitos). Sea X un conjunto cualquiera,
CA:= X\ A el complemento de A respecto a X y 7 la coleccion de todos los conjuntos
AcC X tales que A= o CA es finito. Entonces 7 es una topologia sobre X.

Verificacién. (A1) es evidente. Para probar (A2), sean A, B € 7. Si AN B =, entonces

ANB € 1.Si AN B # 0, entonces (A y CB son finitos. Luego ((An B) = CAUCB es

finito; entonces AN B € 7. Esto prueba (A2). Sean ahora A, € 7 para todo a € I. Si
y A, #1, entonces existe € I tal que Ag # 0. De aqui que [A4 es finito, por lo tanto

ae

C UI A, cAg es finito y, (A3) también se cumple. La topologia 7 se llama topologia de
ae

los complementos finitos o cofinita sobre X.
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Pregunta. ;Para qué conjuntos X coincide la topologia de los complementos finitos
con la topologia discreta?

Ejemplo 2.1.8 (el espacio topoldgico R). ;Cémo definir una topologia sobre la recta
real R? A primera vista podria proponerse la coleccién de los intervalos abiertos como
una topologia sobre R. Pero la unién de intervalos abiertos no es necesariamente un
intervalo abierto. Por lo tanto vamos a definir:

r ={ U {(ag ba) | Ya e T; aa,baeR}}, (fig. 2.2) @.1)

A ( \ (
‘\/_\/’ ‘\/_\/'
Figura 2.2: Abierto en R

El lector comprobaré que r verifica los axiomas (A1)-(A3). Si se considera R como
espacio topolégico sin indicar la topologia, se trata siempre de (R, r).

Tomando A, =(—1/n,1/n), vemos que la interseccion de una familia infinita de
abiertos nQNAn = {0}, no es abierto. El axioma (A2) no se verifica en general para

familias infinitas de abiertos.

Ejemplo 2.1.9 (topologias definidas por una relacién de orden total). El método
de construccién de la topologia usual sobre R puede generalizarse para conjuntos
totalmente ordenados cualesquiera. Sea (X, <) un conjunto fotalmente ordenado.
Entonces la coleccién de todas las uniones de intervalos abiertos de la forma
(a,b
(—b)={xeX|x<b} (a,beX)

)={xeX|a<x<b}

)
(a, ):{xeX|x>a}

—)=

(2.2)

(—

es una topologia 2 sobre X. Esa topologia se llama fopologia de orden sobre X.
Si partimos s6lo de los intervalos abiertos de la forma (<, b), (resp. (a,—)) obtene-
mos otras dos topologias sobre X, que se denotan X; y X respectivamente:

=] UA(<—, x)|Ac X}U{X} topologia izquierda (2.3)
XE.

Zp =1 UA(x, —)|AcCc X}u{X} topologia derecha (2.4)
XE.

Para X =R, los abiertos con respecto a estas dos topologias tienen la forma (fig. 2.3).
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~

% -abierto

o~

Zp-abierto
Figura 2.3

Pregunta. ;Latopologia de orden sobre Q es igual a la topologia discreta?
;La topologia de orden sobre Z es la discreta?

Pregunta. ;Por qué, a diferencia con el caso X =R, no todos los subconjuntos Z;-
abiertos del conjunto totalmente ordenado X = Q pueden escribirse en la forma
(&, x), xeX?

Ejercicio 2.1.10. Consideremos sobre R” (n > 1) la relacién de orden definida de la
siguiente manera:

(X1, X)) S (Ve V) SE XS A AX, S Yy (2.5)

Para n > 2, esta relaciéon de orden no es total.
Sia,beR"ya<b,el conjunto

[a,b]:={xeR"|a< x<b}

(resp.(a,b):={x€R"|Vie{l,...,n}:a<x; < b})

se llama intervalo cerrado o ‘cubo’ cerrado de vértices a'y b (resp. intervalo abierto o
‘cubo’ abierto de vértices a'y b) (fig. 2.4).

Probar que la coleccién de todas las uniones de cubos abiertos en R” forman una
topologia sobre R”.

2.2. Comparacion de topologias

Es evidente que existen relaciones de inclusion entre las diferentes topologias que
hemos definido, por ejemplo, se tiene que Z; C r y Zp C r en el ejemplo 2.1.9,
mientras que las topologias &; y Zp no son comparables, es decir, no se cumple
X7 C Xpni Zp € X;. Luego la inclusién define una relacién de orden parcial entre
las topologias sobre un mismo conjunto.

Definicién 2.2.1 (topologias mds gruesas y mds finas). Sea X un conjunto &7, %, dos
topologias sobre X. Se dice que & es mds gruesa (débil) que X, o que X, es mds fina
(fuerte) que 27, si X, C X,.
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a, r———

\ 4

a, b,

Figura 2.4: Cubo cerrado [a, b] C R?

La topologia discreta £ (X) es la topologia mds fina que puede darse sobre un
conjunto X y la topologia indiscreta {f}, X} es la topologia més gruesa. Estos hechos
pueden expresarse de la manera siguiente: la topologia indiscreta es el elemento
minimo y la topologia discreta es el elemento maximo en el conjunto §(X) de todas
las topologias & ¢ £ (X) sobre X, ordenado por inclusion.

Ejercicio 2.2.2. Dibujar la grafica de la relacién de orden c entre las diferentes topo-
logias sobre {1,2,3}, (2.1.4).

Continuando con el estudio de la relacién de orden entre las topologias sobre un
conjunto X, veremos que el conjunto §(X) de todas las topologias sobre un conjunto
X, ordenado por la inclusién ¢, forma una reticula completa.

Proposicion 2.2.3. Sea(%,).c; una familia de topologias sobre un conjunto X . Enton-
ces su interseccion es la topologia mds fina de todas las topologias que son mds gruesas
que cada una de las X, (a € I).
Demostracién. (Al) tenemos que @), X € 2, paratodo e € I, porlo tanto @, X € ﬂ[ Xy
ae
(A2)Si A Be ﬂl Z,, entonces A, B € Z, paratodo a € I; por lo tanto AN B € Z,
ac
paratodo a € I. Por tanto ANB € ﬂl%a.
ae
(A3) Si Ag € ﬁI Z, para todo f§ € K, entonces Ag € Z, para todo § € K y todo
ae
a € I, entonces, por (A3), U Ag €, paratodoa€l,esdecir: U Age N X,. [
BeK BeK

acl

Esta proposicién puede interpretarse de la manera siguiente: En el conjunto orde-
nado (3(X), €) cada familia de topologias tiene un infimo, a saber:

infZ,= N Z,.

ael acl
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Si bien la interseccién de topologias es una topologia, la unién de topologias no
necesariamente es una topologia. Por ejemplo, sobre R, X y Z; son topologias,
pero si Zp UZ; fuera una topologia, entonces para a, b € R, con a < b el conjunto
(=00, b)N(a,o0)=(a, b) tendria que ser elemento de 2, U7, lo cual es falso.

Sin embargo, es facil ver que la unién de topologias &, (a € I') sobre un conjunto X
‘genera’ una topologia que es su supremo. Consideremos la colecciéon .« de todas las

topologias sobre X que contienena D = U] Z4- -9 no es vacia, porque tiene a Z(X)
ae

como elemento. La interseccién 2 de todas las topologias de .</ es una topologia, por
2.2.3. Evidentemente, es la més gruesa de todas las topologias que contienen a U[ Gen
ac

es decir, Z es el supremo de {Z,},c; en (3(X), ©).

Corolario 2.2.4. ElconjuntoS(X) de todas las topologias sobre un conjunto X , ordenado
por inclusion, es una reticula completa.

Nota. Aunque este resultado pueda parecer demasiado abstracto para ser ttil, vere-
mos en la siguiente seccién que tiene una gran importancia para la construccién de
topologias concretas sobre un conjunto. Volveremos a verlo més adelante, al introducir
la topologia inicial y la topologia final, dos importantes métodos para definir nuevas
topologias a partir de topologias dadas.

2.3. Basesysubbases

Los elementos de sup %, son precisamente todos los subconjuntos de X que son
ael
necesariamente abiertos, si consideramos todos los elementos de D = Uz Z, como
ae

abiertos. En la préctica, esta situacién ocurre frecuentemente: tenemos una colecciéon
de conjuntos elementales (bolas, cubos, cilindros, etc.), que queremos llamar abier-
tos y nos preguntamos cudl es la topologia generada por esta coleccion de abiertos
elementales.

Definicién 2.3.1 (subbase de una topologia). Sea X un conjunto y sea D C 2 (X) una
coleccién no vacia de subconjuntos de X. Entonces se dice que D genera la topologia
Z sobre X, si 2 es la mds gruesa de todas las topologias que contienen a D. En este
caso D se llama también una subbase de & . Dos subbases que generan la misma
topologia se dice que son equivalentes.

Segtin 2.2.3, sabemos que para todo conjunto D c #(X) existe la topologia ge-
nerada. Sin embargo, en matemaéticas los teoremas de existencia muchas veces no
son suficientes. Queremos conocer, por ejemplo, la forma concreta de los abiertos
que constituyen la topologia generada por D, es decir, de los conjuntos que seran
necesariamente abiertos, si consideramos todos los conjuntos A € D como abiertos.
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2.3. Basesy subbases

Proposicion 2.3.2. Sea D una coleccién no vacia de subconjuntos de un conjunto dado
X. Entonces la topologia & generada por D consta del conjunto X y de la coleccién de
todos los subconjuntos de X que pueden representarse como union de una familia de
intersecciones finitas de elementos de D .

Demostracion. Es claro que & debe contener a todas las intersecciones finitas A; N
---:NA,, de elementos Aj,...,A, € D (n €N), luego también la unién de toda familia
de tales intersecciones.

Inversamente, el lector verificard facilmente (por distributividad de aLEJI con respec-

to an) yla nota de la definicién 2.1.1 que la coleccién de todas estas uniones forma
una topologia, por lo tanto contiene a &'. O

Esta proposicion tiene una gran importancia practica porque da un método general
de definir topologias concretas sobre un conjunto X, a partir de una coleccién D de
conjuntos abiertos elementales. Se procede en dos pasos:

i) Se toman todas las intersecciones finitas de los elementos de D y el conjunto X.

ii) Setoman todaslas uniones de estas intersecciones. La coleccién de estas uniones
es la topologia generada por D.

Ejemplo 2.3.3. Consideremos como subbase la coleccién D de todos los intervalos
abiertos de R. El primer paso no nos aporta nada nuevo, porque la interseccion finita
de intervalos abiertos es otra vez un intervalo abierto. Entonces la topologia generada
por D esigual a la coleccion de todas las uniones de intervalos abiertos, o sea, es la
topologia de orden r sobre R. El lector verificara que, dado € > 0, para la coleccién D,
de todos los intervalos abiertos de R con un didmetro menor o igual a ¢, todo intervalo
puede representarse como unién de intervalos de este tipo, luego D, genera también
la topologia usual de R.

Consideremos ahora como subbase la coleccién D, de todos los intervalos abiertos,
que tienen didmetro 1. En este caso, el paso i) es esencial. Por interseccion finita de
intervalos de D, obtenemos todos los intervalos de didmetro < 1.Si| b—a |< 1,
entonces (a,b)=(a,a+1)N(b—1, b). La consideracién anterior nos muestra que en
el segundo paso volvemos a obtener la topologia de orden sobre R.

Ejemplo 2.3.4. Sea X un conjunto. Entonces los complementos de los subconjuntos
unitarios {x} de X, (x € X) generan la topologia de los complementos finitos sobre

n
X. En este caso basta efectuar el primer paso, puesto que ({x;,..., x,} = N ({x;} para
i=1

todo subconjunto finito {x,..., x,} de X.

Pregunta. ;Qué topologia genera el conjunto de todas las rectas en R??
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La construccién de una topologia, por los dos pasos mencionados, empezando
por una coleccién cualquiera de subconjuntos, tiene una desventaja: es bastante
complicada, puesto que intervienen las intersecciones finitas, cuya forma, en general,
no conocemos. Por ejemplo, si consideramos en R” la coleccién

B ={B(x,r)| xeR", r >0},

B(x,r)={y €R" | (2.6)

de las bolas abiertas como subbase de una topologia sobre R”, las intersecciones
finitas de estas bolas pueden tener una forma bastante complicada. Sin embargo, en
los ejemplos vimos que en muchas ocasiones el primer paso no es necesario para la
construccién de la topologia generada.

Definicién 2.3.5 (base de una topologia). Sea (X, ') un espacio topolégico. Una
subcoleccion f ¢ & sellama basede &, sitodo abierto de (X, ') distinto de X, puede
representarse como unién de elementos de f.

Con esta definicién podemos reformular la proposicién 2.3.2 de la manera siguien-
te: si D ¢ #(X), D # ) la coleccién de las intersecciones finitas A, N---NA, (n €
N;A;,..., A, € D) forma una base de la topologia generada por D. Si D ya es una base,
como en el ejemplo 2.3.3, s6lo hay que formar todas las uniones posibles de sus ele-
mentos para obtener la topologia generada. El siguiente ejemplo muestra que es éste
precisamente el método, con el que se define la topologia de un espacio seudométrico.

Ejemplo 2.3.6 (topologia de un espacio seudométrico). Sea (X, d) un espacio seu-
dométrico. Por la definicién, llamamos abiertos a todos los subconjuntos de X que
pueden representarse como union de bolas abiertas. La coleccion de estos abiertos
verifica a los axiomas (A1) - (A3), por 1.6.17, luego es una topologia. Se llama fopologia
del espacio seudométrico (X, d) y se denota por Z. Por definicion, la coleccién B, de
las bolas abiertas es una base de la topologia ;. Si d, d’ son dos seudométricas sobre
X, las bases de las bolas abiertas 8; y B4 son equivalentes (2.3.1), siysélosid y d’
son topolégicamente equivalentes (1.6.21).

Ejemplo 2.3.7 (bases de la topologia euclideana sobre R"). Ya sabemos que las tres
métricas d,, d;, d, sobre R” (1.4.7) son semejantes, por lo tanto son topolégicamente
equivalentes, o sea, Xy, = Z,;,, = X4, - En particular, la coleccién de todas las bolas
abiertas euclideanas y la coleccién de todos los cubos regulares abiertos son bases
equivalentes, de la topologia euclideana r" = %;,, aunque no tengan un elemento
comun. Otra base de R” es el conjunto de todos los cubos abiertos (a, b) en R" (a, b €
R") (fig. 2.5).
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Figura 2.5

Se plantean ahora tres problemas:

i) ;Dada una topologia & sobre un conjunto X y una subcoleccién f ¢ Z', como
puede decirse si 8 es una base de &', sin considerar todas las uniones posibles
de sus elementos?

ii) ;Dada una coleccién D c 2(X), como puede determinarse si D es base de una
cierta topologia?

iii) ;Como puede determinarse si dos bases son equivalentes en el sentido de que
generan la misma topologia?

Las proposiciones y corolarios siguientes dan las respuestas.

Proposicién 2.3.8 (caracterizacion de las bases de una topologia dada). Sea (X, %)
un espacio topolégico. Entonces 3 C Z es una base de &, si y sélo si para todo Ac Xy
todo x € A existe B€ 3 con x € B C A. (fig. 2.6).

Figura 2.6
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Demostracién. Sif esunabase de 2, entonces, todo A € 2 se representa como UI B,
ae

con B, € 5. Entonces para x € A existe &, € I con x € B, C A. Supongamos ahora
que la condicién se verifica.
Entonces se cumple paratodo Ae &':

A= U {x}cU{B|Befp,BCA}CA.
xeA

Por lo tanto A puede representarse como unién de una familia de elementosde f. O

La demostracion de los dos corolarios siguientes la dejamos al lector como ejerci-
cio.

Corolario 2.3.9 (caracterizacién de los abiertos a partir de una base). Sea (X,Z') un
espacio topologicoy p C X una base de % . Entonces para todo AC X :

AceX < VxecA IBePB talquexcBCA

Corolario 2.3.10 (caracterizacién de bases equivalentes). Sea X un conjunto. Dos
bases B, B, € P (X) son equivalentes, siy sélo si cumplen las dos condiciones siguientes:

l) BZEﬂz/\JCGBz:>E|Bl€ﬁ1:x€BlC32
ii) BlEﬂleEBI:HBZEﬁzzxeBchl

En este corolario, la condicién i) significa que la topologia generada por f; es mds
fina que la topologia generada por 3, y la condicién ii) significa el inverso.

Proposicion 2.3.11 (caracterizacion de las bases). Sea X un conjunto, f c 2 (X).
Entonces son equivalentes:

i) B es la base de la topologia generada por ella misma.

&2,

Figura 2.7
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ii) Paratodo B,,B,€f yx € B NB,, existe B€ B conx €BC B NB, (fig. 2.7).

Demostracion. La implicacion i) = ii) resulta de 2.3.8, pues la interseccién B; N B,
de dos elementos de S es abierto en la topologia generada por 3.

Para ver que ii) = i), sea & la topologia generada por 3 (como subbase). Las
intersecciones finitas B;N:--N B, (r €N; By, ..., B, € ) forman una base de Z'.

Aplicando la caracterizacién 2.3.8 a esta base, se tiene que para cualquier Ac X'y
para todo x € A existen By,...,B, € f talesque x€ BiN---NB,, C A.

Por 2.3.8, basta probar que existe B € # con x € B € B, N---N B, puesto que
entonces x € B C A. Para n =2 es cierto por la condicién ii); para n > 2 puede probarse
por induccién: por ii), si x € B; N B,, existe B, € f con x € B, C B, N B, y esto nos da
que x € BjN B3N---N B, C A, una interseccion que tiene un miembro menos. O

La utilidad de los conceptos y criterios deducidos se pone de manifiesto en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.12 (base numerable para la topologia euclideana de R”). En R” una bola
B(x,r)sellama racional, si x € Q" y r € Q, es decir, si su radio y las coordenadas de
su centro son racionales (fig. 2.8).

A

Figura 2.8

Si ¢ esla coleccién de todas las bolas racionales en R”, se tiene que ¢ es una base
de la topologia euclideana. Para probarlo, utilizaremos el criterio 2.3.8. Sea A c R”
abierto y x € A. Entonces existe r > 0 con B(x, r) c A. Podemos suponer que r € Q.
Tomemos un punto y, con coordenadas racionales cuya distancia a x es menor que
r/2 (;Por qué existe?). Entonces se cumple x € B(y, r/2) C B(x,r) C A, como requiere
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la caracterizacion 2.3.8. Por lo tanto la topologia euclideana de R” tiene una base
numerable.

Definicién 2.3.13 (AN2). Se dice que un espacio topolégico (X, Z’) verifica al segundo
axioma de numerabilidad (AN2) si tiene una base numerable.

Ejercicio 2.3.14. Probar que el espacio topolégico, formado por el conjunto R con
la topologia de los complementos finitos sobre R, no verifica el segundo axioma de
numerabilidad.

Ejercicio 2.3.15 (topologia del limite superior). Consideremos sobre R la coleccién
D de todos los subconjuntos de la forma (a,—) o de la forma («, b). La topologia Z’s

generada por la subbase D sobre R se llama topologia del limite superior. Probar que:

i) Los intervalos de la forma (a, b] forman una base de Z.
ii) Zs es estrictamente mds fina que la topologia usual r sobre R.

iii) Los intervalos de la forma (a, b] con extremos racionales a, b € QQ no forman
una base de .

2.4. Lascategorias delos espacios métricosylos espacios
topolégicos

En nuestros primeros ejemplos (2.1.3-2.1.9) no hemos utilizado una métrica para
definir los espacios topolégicos correspondientes. Pero esto no significa que no puedan
derivarse de una métrica. Por ejemplo, ya hemos mostrado (2.1.8) que la topologia de
orden sobre R puede también definirse métricamente.

Definicién 2.4.1 (metrizabilidad). Un espacio topolégico (X, Z') se dice metrizable
(resp. seudometrizable) si existe una distancia (resp. seudodistancia) d sobre X para
lacual ¥ =%,, donde Z, es la topologia canénicamente asociada a d.

Ejemplo 2.4.2. La topologia discreta 2 (X) es metrizable por la distancia discreta

0 six=y

d(x,y)z{l six#£y

En efecto, tenemos que si B(x,1)={x} para todo x € X, entonces A= UAB(x, 1)eZ,
xe
paratodo AC X : &,; =2 (X).
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Ejemplo 2.4.3. Si X tiene mas de un elemento, el espacio indiscreto (X, {f}, X}) no
es metrizable. Para verlo supongamos que sea metrizable. En este caso existirfa una
distancia para la cual Z,; = {0, X }.

Sean x,y€ X, x#y, r>0talque r <d(x,y). Entonces x € B(x,7), y ¢ B(x,1),0
sea, B(x,r)#0, B(x,r)# X. Como B(x, )€ %, resultaria falso que 2, = {0, X }.

Sin embargo, el espacio indiscreto es seudometrizable: Basta tomar la seudodistan-
cia

d:XxX—R,:cond(X x X)={0}.

Ejemplo 2.4.4. Siproveemos a R de la topologia de los complementos finitos:
ACR es abierto <= (A es finito 0 A=0.

Puede probarse (lo veremos mds adelante) que este espacio topolégico no es ni
metrizable, ni seudometrizable.

Ejemplo 2.4.5. El espacio de Sierpinski {1, 2} (con la topologia = {0, {1,2},{1}}, ver
(2.1.2) no es metrizable ni seudometrizable; pues, si d es una seudométrica sobre X y
d(1,2)=p > 0, entonces B(2, p) = {2} es un abierto en (X, Z;); en cambio, si d(1,2) =0,
entonces 2, es la topologia indiscreta. Por lo tanto &, # Z .

Estos tltimos ejemplos muestran que los espacios topolégicos forman una clase
estrictamente més amplia que los espacios (seudo-)métricos. El problema de hallar
condiciones necesarias y suficientes, para que un espacio topolégico sea metrizable,
fue uno de los problemas mads investigados de la Topologia General. La solucién
completa del problema fue dada sélo en el afio 1951 (Por NAGATA [147], SMIRNOV [173],
BING [23]). Trataremos este tema en el capitulo 9.

El problema de metrizabilidad es un problema de existencia: ;Existe una distancia
que defina la topologia dada? El problema de unicidad correspondiente es trivial. En
general existe mds de una distancia que define la misma topologia. Ya conocemos
algunos ejemplos de distancias fopoldgicamente equivalentes, (2.3.7) (fig. 2.9).

El hecho de que diferentes métricas definan la misma topologia nos indica que la
estructura topoldgica es més abstracta que la estructura métrica, no sélo en el sentido
de muds general (toda estructura métrica define una estructura topolégica, pero no
el inverso), sino también en el sentido de que perdemos informacién al pasar de
una métrica a la topologia asociada. Partiendo de la topologia asociada, no podemos
reconstruir la métrica original, sino sélo la clase de todas las distancias que le son
topolégicamente equivalentes. Sabemos que para cuestiones de continuidad y de
convergencia esta pérdida de informacién no es esencial. Basta conocer los abiertos de
un espacio métrico para decidir si una funcién dada es continua o no. Es decir: si f es
continua con respecto a una distancia d, sigue siéndolo con respecto a toda distancia
topolégicamente equivalente (1.6.20). Sin embargo, existen otras propiedades que no
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ESPACIOS METRICOS

xa\ ]

ESPACIOS (X, %) V ESPACIOS
METRIZABLES TOPOLOGICOS
Figura 2.9

son invariantes con repecto a tal cambio de la distancia. Por ejemplo, un subconjunto
A de un espacio métrico (X, d) puede ser acotado, y no ser acotado para una distancia
topolégicamente equivalente a d.

Ejemplo 2.4.6. R" no es acotado en el espacio euclideano (R”, d,), mientras que es
acotado en (R”,d’), donde la distancia d’ viene dada por: d’(x, y) = inf{1, d,(x, y)},
(x,y € R")y es topoldgicamente equivalente a d,, (1.6.24).

Evidentemente existen propiedades fopoldgicas que s6lo dependen de la estructura
topolégica de un espacio métrico y otras que dependen més especificamente de su
métrica particular.

Trataremos ahora de definir con precision lo que significan, la estructura topoldgica,
las propiedades topolégicas, etc., y de relacionar la Topologia General con otras teorias
de estructuras matemadticas fundamentales.

Con vista a unificar los tratamientos en diferentes ramas en la matemaética y resaltar
los métodos mas generales que le son comunes, se ha establecido el concepto de
categoria. Aqui s6lo daremos una idea de este concepto sin entrar en los detalles de su
teoria. Pero mencionaremos que algunos autores desarrollan sistemdaticamente partes
de la topologia general, en el contexto de esta teoria que ya tiene bastante desarrollo.

Definicion 2.4.7 (categoria). Una categoria p es una terna formada por:
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— Una clase Ob(gp) de objetos de p ;
— Conjuntos Mor (A, B) para cada par A, B € Ob(p);

— Para tres objetos cualesquiera A, B, C € Ob(p) una aplicacién (ley de composi-
cion) (f,g)— go f de Mor(A, B) x Mor(B, C) en Mor (A, C) que cumple:

Kat.1: Si f € Mor(A, B), g € Mor(B, C), h € Mor(C, D), entonces ho(go f)=(hog)of
(asociatividad).

Kat.2: Para cada A € Ob(p) existe un elemento neutrol, € Mor(A, A) tal que para todo
f €Mor(A,B)ytodo g eMor(C,A)setiene f-1,=fyl,-g=g.

Los elementos de Mor (A, B) se llaman morfismosy a la aplicacion (f,g)— go f se
le llama composicion de los morfismos f y g . Para ilustrar este concepto damos a con-
tinuacién unos ejemplos sefialando los objetos, los morfismos y la ley de composicion,
dejando al lector la verificacién de que cada uno de ellos es una categoria.

Ejemplo 2.4.8 (categoria ¢ de los conjuntos). Tomemos como la clase Ob(%) la clase
de los conjuntos y dados dos conjuntos cualesquiera A, B, tomemos como Mor (A4, B)
el conjunto de todas las aplicaciones de A en B. La composicién de morfismos viene
dada por la composicién de aplicaciones.

Ejemplo 2.4.9 (categoria & de los conjuntos ordenados).
Ob(2): conjuntos ordenados.
Mor (A, B): aplicaciones crecientes (es decir, con: x <y = f(x) < f(y)).
Ley de composicién: composicién de aplicaciones.
Ejemplo 2.4.10 (categoria ¥ de los grupos).
Ob(¥): los grupos.
Mor (A, B): homomorfismos del grupo A en el grupo B.
Ley de composicién: composicién de aplicaciones.
Ejemplo 2.4.11 (categoria ¥ de los espacios vectoriales reales).
Ob(v¥):2
Mor (A, B):?

Ley de composicion:?
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La ley de composicién entre los morfismos no es necesariamente igual a la com-
posicion de aplicaciones.

Por ejemplo, podemos considerar a R como conjunto de morfismos de una cate-
goria cuya clase de objetos tiene un tnico elemento:

Ejemplo 2.4.12 (categoria Z).
Ob(2): 1.
Mor(1,1)=R.
Laley de composicién: multiplicacién en R.

La teoria de grupos no puede distinguir entre grupos isomorfos. Si un enuncia-
do de esta teoria se cumple para un grupo concreto, entonces también para todo
grupo isomorfo. M4s general, podemos decir que la teoria de una categoria estudia
propiedades que son invariantes para los isomorfismos de esta categoria.

Definicién 2.4.13 (isomorfismo entre los objetos de una categoria). En una categoria
g se define que para A, B € Ob(p) un morfismo f € Mor(A, B) es un isomorfismo de A
sobre B, si existe g € Mor(B, A) tal que se cumple

fog=1lp y gof=14
El lector verificaré facilmente que:
— los isomorfismos de la categoria ‘6 son las biyecciones.

— los isomorfismos de la categoria % son los isomorfismos de orden, es decir, las
biyecciones f: A— B con x < y <= f(x) < f(y) para todos los x, y,€ A.

— los isomorfismos de la categoria 6 son los isomorfismos de grupo,
— los isomorfismos de ¥ son las biyecciones lineales,
- los isomorfismos de % son los niimeros reales # 0.

Luego, de la definicién general 2.4.7 se derivan precisamente los conceptos de
isomorfismo que conocemos de las teorias respectivas (teoria de conjuntos orde-
nados, de grupos, espacios vectoriales, etc.). Queremos introducir la categoria de
los espacios métricos, pero la definicién de los morfismos de esta categoria no es
tan evidente. Parece natural tomar las aplicaciones continuas como morfismos. Sin
embargo, esta definicién no es compatible con nuestro concepto de isomorfismo
entre espacios métricos. Dos espacios métricos (X, d) y (X', d’) se llaman isomorfos, si
existe una isometria f de (X, d) sobre (X', d’), es decir, una biyeccién f: X — X’ con
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d’'(f(x), f(y))=d(x,y) paratodoslos x, y € X. Pero existen biyecciones continuas asi
como sus inversas, entre espacios métricos que no son isometrias. Para obtener las
isometrias como tnicos isomorfismos de la categoria de los espacios métricos hay
que definir la siguiente categoria:

Ejemplo 2.4.14 (categoria ./ de los espacios métricos).
Ob (. ): espacios métricos.

Mor (4, B): contracciones de A en B (es decir: f: A — B con dp(f(x), f(¥)) <
ds(x,y) paratodoslos x, y € A).

Ley de composicién: composicién de aplicaciones.

Regresemos alos espacios topoldgicos. Para ver que forman una categoria debemos
definir los morfismos correspondientes, que son, ahora si, las aplicaciones continuas.

Definicién 2.4.15 (aplicaciones continuas). Sean (X,%),(Y, %) espacios topoldgicos.
Una aplicacién f de X en Y se llama continua, si para todo U € % se tiene que
flulex.

Ejercicio 2.4.16. Probar que f:(X,%)— (Y, %) es continuasiysélosi f7[U]e %
para todo U de una base (resp. subbase) de %

Ejemplo 2.4.17 (aplicacién identidad). Sea (X, 2') un espacio topolégico. Entonces la
aplicacién 1,: X — X es una aplicacién continua.

Ejemplo 2.4.18 (funciones constantes). Sean (X, Z)y(Y, %)espacios topoldgicos, , €
Y. La aplicacién constante f: X — Y con f(x) =y, paratodo x € X es una aplicacién
continua, ya que la preimagen de todo abierto U € % es X 6 es ), dependiendo de si
el abierto contiene o no a .

Ejemplo 2.4.19 (variacién de topologias). Sean (X, Z')y (Y, %) espacios topolégicos,
f:X — Y unaaplicacién.

i) Si % eslatopologia més fina sobre X o si % es la topologia més gruesa sobre Y,
entonces toda aplicacién f de X en Y es continua.

ii) Si% eslatopologiaindiscretasobre X y % la discretasobre Y, s6lo son continuas
las aplicaciones constantes.

iii) Sila aplicacién f es continua, f seguird siendo continua si sustituimos a % por
una topologia més gruesa o bien si sustituimos a 2 por una topologia més fina.

iv) Si &1, y %> son dos topologias sobre un conjunto X, entonces la aplicacién
identidad 1 de (X, Z) en (X, Z5) es continua si y sélo si Z, C Z7.
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Este ejemplo nos muestra que la continuidad de una funcién no es una propiedad
sélo de la funcién, sino que esté estrechamente ligada a la topologia del dominio y del
codominio.

El ejemplo siguiente mostrard como la topologia general permite considerar a las
funciones semicontinuas como funciones continuas, con respecto a ciertas topologias
de R, y luego incorpar su teoria a la teoria general de las aplicaciones continuas de un
espacio topolégico en otro.

Ejemplo 2.4.20 (funciones semicontinuas). En Anélisis se dice que una aplicacion

f:R — R es semicontinua inferiormente (resp. superiormente) siy s6lo si para todo
a €Rytodo £ > 0 existe § > 0 tal que:

XERA |x—al<d= f(x)> f(a)—¢ 2.7)

(resp. xeR A |x—al|<d= f(x)> f(a)+¢) (fig.2.10) (2.8)

AN

)

Figura 2.10: Semicontinua inferiormente (a) y superiormente (b)

) —

Trataremos de exponer esta definicién en la forma de la definici6én 2.4.15.

Si f(a) es estrictamente mayor que cualquier nimero b (que puede escribirse en
la forma b = f(a)— € con & > 0), entonces por (2.7) existe un intervalo de centro a :
{xeR| |x—al<d}, sobreelcual f esestrictamente mayor que b, es decir, que para
todo b € R la preimagen f~}((b, 00)), 0 sea, el conjunto de todos a €R con f(a)> b
, es abierto en R, pues es vecindad de todos sus puntos. Puesto que los conjuntos
(b, o0) son precisamente los elementos de la topologia 2, sobre R (2.4), una funcién
f:R — R es semicontinua inferiormente si y s6lo si f es una aplicacién continua de
R, provisto de la topologia usual, en el espacio topolégico (R, Zp) (fig. 2.11).

(Obsérvese la inversion: semicontinua inferiormente, silas preimégenes de los
intervalos abiertos no acotados superiormente son abiertos). Generalizando, obte-
nemos, como conclusién de este ejemplo, la siguiente definicién topolégica de las
funciones numeéricas semicontinuas:



60

2.4. Las categorias de los espacios métricos y los espacios topolégicos

Ll

Figura 2.11: Funcién semicontinua inferiormente

Una aplicacién de un espacio topolégico (X, 2 ) en R = RU(£00) (con la topologia
de orden) se llama semicontinua inferiormente (resp. superiormente), si para todo
b eR se tiene

f((b,00)) e X (resp. f}([—00, b)) € X), (2.9)

o seasi f es continua como aplicacién de (X, 2) en (R, 2p) (resp.(R, Z7).

Con esta definicién queda aclarada la relacién entre la nocién de semicontinuidad
y de continuidad, y pueden aplicarse los resultados de la teoria general directamente
a las funciones semicontinuas. Las funciones semicontinuas son muy importantes en
muchas ramas, especialmente de la matemaética aplicada. Los siguientes ejercicios
facilitaran al lector la comprensién de su definicién topolégica.

Ejercicio 2.4.21. Sea y 4 la funcién caracteristica de un subconjunto A de un espacio
topolégico (X, Z'):
(x) 1, sixeA
X)=
A 0, sixnoestien:A
Probar que y 4(x) es semicontinua inferiormente si y s6lo si A es abierto.

Ejercicio 2.4.22. Sea (X, %) un espacio topolégico y sean f,: X — R, (a € I) funciones
semicontinuas inferiormente (resp. superiormente)).

i) Probar que sup f, (resp. in; fo) es semicontinua inferiormente (resp. superior-
ael a<

mente). (En particular la envoltura superior (resp. inferior) de funciones numé-
ricas continuas es semicontinua inferiormente (resp. superiormente).
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ii) Probar que inf fo (resp. sup f,,) es semicontinua inferiormente (resp. superior-
= acl

mente), si I es finito.
iii) Dar un ejemplo de que esto no se cumple en general si I no es finito

Ejercicio 2.4.23. Una aplicacién f: X — R es continua (para la topologia usual sobre
R) siy so6lo si es superior e inferiormente continua.

Mostraremos ahora que los espacios topolégicos forman una categoria con las
aplicaciones continuas como morfismos.

Teorema 2.4.24 (composicién de aplicaciones continuas). Sean (X,%),(Y,%),(Z,%)
espacios topologicos, f: X — Y, g: Y — Z aplicaciones continuas. Entoncesgo f: X —
Z es continua.

Demostracion. Sea C € %. Entonces: (go f) ' [C]= flog ! [C]= f'[g![C]]; pero
g7 '[C] € % por ser g continuay f~'[g~![C]] € Z por ser f continua. Por lo tanto
(gof)'IClex. O

Ejemplo 2.4.25. La aplicacién x —| x | de R en R es continua. Entonces, si f es una
aplicacién continua de un espacio topolégico (X, ") en R, la funcién | f |: x —| f(x)|
es continua.

Corolario 2.4.26. Los espacios topoldgicos con las aplicaciones continuas como morfis-
mos constituyen una categoria.

Demostracién. El teorema 2.4.24 muestra que es posible tomar como ley de composi-
cién entre los morfismos (aplicaciones continuas) la composicién de aplicaciones:
(f,g)— geof, queesuna aplicacién de Mor(X, Y)xMor(Y,Z) en Mor(X, Z)y cumple
evidentemente Kat.1 (asociatividad) y Kat.2 (1x € Mor(X, X) es el elemento neutro
por la izquierda y por la derecha). O

Notacién. La categoria de los espacios topolégicos la denotaremos por 7.Si X,Y €
Ob(7), escribiremos €(X, Y) en vez de Mor (X, Y), es decir, por €(X, Y) denotamos al
conjunto de todas las aplicaciones continuas del espacio topolégico X en el espacio
topolégico Y.

Ejercicio 2.4.27. Sea f una funcién semicontinua inferiormente de un espacio topo-
légico (X,2') enR, sea[a, b] un intervalo de R con f[X]|cC[a,b]y g:[a,b] — R una
funcion creciente y continua (R provisto de su topologia de orden).

Probar que g o f es semicontinua inferiormente.

Los isomorfismos de la categoria de los espacios topolégicos se llaman homeo-
morfismos, es decir:
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Definicién 2.4.28 (homeomorfismo, espacios equivalentes). Una aplicacién f de un
espacio (X, Z’) en un espacio (Y, %) se llama homeomorfismo, si f es una biyecciéon
tal que f y f~! son continuas. Dos espacios topolégicos (X, %) y (Y, %) se dicen
homeomorfos o equivalentes si existe un homeomorfismo de X sobre Y.

Ejemplo 2.4.29. Toda homotecia x — Ax (A #0) de R” sobre R” es un homeomorfis-
mo.

Maés general: toda aplicacién lineal sobreyectiva f de R” sobre R” es un homeomor-
fismo. (Sabemos que toda aplicacién lineal de R” en R” es continua; si f es ademds
sobreyectiva, existe su inversa que es también lineal y por lo tanto continua).

Ejemplo 2.4.30. Sean X,Y conjuntos totalmente ordenados y sea f: X — Y una
biyeccién creciente de X sobre Y. Si consideramos sobre X y Y las topologias de
orden, entonces f es un homeomorfismo. Esto parece l6gico, puesto que f es un
isomorfismo de orden y las topologias estan definidas por medio de las relaciones de
orden).

Verificacion. Las preimagenes de los intervalos abiertos en Y (2.2) son intervalos
abiertos en X, p. €j.,

o= 00, (0n)

para y;, 3» € Y, como los intervalos abiertos forman una base de la topologia de Y, f
es continua (2.4.16). El mismo razonamiento se aplicaa f': Y — X.

Ejemplo 2.4.31. f:x— m es un isomorfismo de orden de (R, <) sobre ((—1;1), <),

por lo tanto un homeomorfismo de R sobre (—1, 1). Podemos prolongar f al conjunto
totalmente ordenado R aplicando —coa—le oo al.

Esta prolongacién f es una biyeccion creciente de f sobre [—1,1]. Entonces, si
proveemos ambos conjuntos con sus topologias de orden, f es un homeomorfismo. Y
los espacios topolégicos Ry (—1, 1), (resp. R y [—1, 1]) son homeomorfos.

~» Nota: Es conveniente sefalar que hay aplicaciones que son continuas y biyecti-
vas, pero que no necesariamente son bicontinuas (o sea, su inversa no es continua).
Por ejemplo, la aplicacién identidad

lg:x—x

de la recta real, provista de la topologia discreta, sobre R provisto de su topologia
usual, es continua, mientras que su inversa evidentemente no es continua.

Puesto que la inversa de un homeomorfismo y la compuesta de dos homeomor-
fismos son homeomorfismos (2.4.28 y 2.4.24), la homeomorfia es una relacién de
equivalencia entre los espacios topolégicos.
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Para probar que dos espacios topolégicos son homeomorfos, hay que mostrar que
existe un homeomorfismo entre ellos.

En general es mas dificil demostrar que no existe tal homeomorfismo.

En capitulos posteriores veremos criterios que nos permitirdn asegurar que ciertos
espacios topolégicos no son homeomorfos.

Para dar una idea de lo que significa la homeomorfia, agrupamos a continuacién
unas letras y unas figuras que son equivalentes como espacios topolégicos (fig. 2.12).

I CJLMNSUVWZ
AR O
YEFRT
HA WL (Segiin Choque?)
&bBO

Figura 2.12: Letras homeomorfas

Podemos ver, intuitivamente, si curvas en el plano R? o superficies en el espacio
R3 son homeomorfas, suponiendo que son de goma.

Sise pueden transformar una en otra por una serie de extensiones o comprensiones
sin romperlas, ni pegarlas, son homeomorfas.

Se ha definido a un top6logo como un matematico que no ve la diferencia entre
una rosquilla y una taza de café.

El siguiente dibujo muestra diferentes estados en la deformacién de una rosquilla
en una taza (fig. 2.13)

=Yalin]=]i=

Figura 2.13: Deformacién topolégica de una rosquilla
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Cada una de las geometrias clasicas tiene su concepto de configuraciones equiva-
lentes. Para un geémetra euclideano no es bueno el concepto de equivalencia topo-
l6gica. Para €1, una rosquilla y una taza de café son configuraciones completamente
diferentes. En geometria euclideana se dice que dos configuraciones son equivalente
si son congruentes, o sea, si existe un movimiento rigido que lleve una sobre la otra.
Sabemos que una congruencia en R® estd definida por una isometria de R3 en si mis-
mo, luego a un geémetra le interesan, mas que las propiedades topolégicas de los
subconjuntos de R? aquellas que son especificamente métricas.

Las propiedades de los espacios topolégicos que pueden definirse por medio de los
abiertos son invariantes con respecto a homeomorfismos. Si se cumplen para un espa-
cio topoldgico, se cumplen para todos los espacios homeomorfos. Tales propiedades
que pueden considerarse como propiedades de las clases de espacios topolégica-
mente equivalentes, se llaman propiedades topolégicas. Por ejemplo, la propiedad
de tener una base numerable es una propiedad topoldégica: si el espacio topolégico
(X, ) tiene una base numerable f y si f es un homeomorfismo de (X, Z) sobre otro
espacio topoldgico (Y, %), entonces {f(B) | B € B} es una base numerable de %

Las propiedades topoldgicas de los objetos matemaéticas forman el tema de la
topologia general.

Algunos autores dan la siguiente definicién breve y abstracta de la topologia como
disciplina matemadtica: <La tarea de la topologia es la investigacién de la categoria de
los espacios topolégicos>. Esto nos parece una buena definicién del objeto general
de la topologia. Pero el objeto general no determina la tarea de una disciplina. Segun
nuestra opinién, la categoria de los espacios topolégicos no tiene un interés en si
mismo, es decir, los top6logos no deben encerrarse con esta categoria para investigarla
con un interés estructuralista.

Los espacios topolégicos son una abstraccion artificial por la cual se aisla un
aspecto fundamental de las estructuras concretas de la realidad, para hacer una teoria
coherente y eficiente de este aspecto y producir conocimientos instrumentales para el
andlisis concreto. En la aplicacién (que es la tinica justificacién final para el desarrollo
de tal teoria abstracta), los razonamientos topolégicos vuelven a combinarse con
razonamientos algebraicos, estadisticos, etc., para adaptarse a la estructura compleja
de los problemas reales (tecnoldgicos, econémicos, etc.). Luego es necesaria una
vinculacién estrecha entre la topologia general y las demds disciplinas matematicas.

El objeto de los siguientes capitulos no es presentar una teoria autosuficiente de
la categoria de los espacios topolégicos, sino dar una exposicién de los conceptos 'y
resultados bésicos que se utilizan en el andlisis funcional y otras ramas matematicas
cercanas a la aplicacion.
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Supongamos que tenemos un conjunto dado X. Hasta ahora la expresion generar
una topologia sobre X significa para nosotros determinar una base o una subbase de
una topologia. El primer objetivo de este capitulo serd estudiar un nuevo método de
generar una topologia, que ya hemos utilizado para espacios métricos en el capitulo 1:
el método de definir los conjuntos abiertos partiendo de las vecindades de los puntos
en X.

La nocién de vecindad es fundamental para el estudio de la continuidad puntual
y de la convergencia en espacios topolégicos. En la seccién 3.2 veremos que en un
espacio topolégico general no es suficiente considerar la convergencia de sucesiones
para caracterizar las funciones continuas en un punto, como sucedia en los espacios
meétricos.

Es por esto que introducimos, en la seccién 3.3, las redes como generalizacién
natural de las sucesiones. Un concepto equivalente, pero que presenta ciertas ventajas
técnicas es el de filtro. Exponemos este concepto en la seccién 3.4 junto con algunos
ejemplos importantes.

En la seccién siguiente desarrollaremos la teoria de filtros para tener a nuestra
disposicién un aparato técnico, que permita un tratamiento formal y eficiente de
problemas de convergencia en espacios topolégicos generales. Sin embargo, gran
parte de los resultados aqui expuestos no tienen una aplicacién directa en la teoria
desarrollada en los capitulos posteriores. Debido a esto, no es necesario en una primera
lectura estudiar todos los tépicos de esta seccidn, sino solamente los relacionados
con limites y puntos adherentes de filtros, limite funcional, caracterizaciones de la
continuidad con filtros, filtros en AN1 espacios y el teorema de existencia de ultrafiltros.
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3.1. Vecindades

Definicién 3.1.1. Sea (X, ') un espacio topolégico, x € X. Un subconjunto V C X se
llama vecindad de x, si existe un abierto U € 2 con

xeucV 3.1

Mas generalmente, un subconjunto V c X es vecindad de un subconjunto A C X,
si contiene a un abierto U € & que a su vez contiene a A.

Nota. Convendremos en denotar por ¥,-(x) al sistema de todas las vecindades del
puntos x con respecto a la topologia 2 y cuando no haya lugar a dudas sobre la
topologia &', ala cual nos referimos, pondremos sencillamente ¥(x).

Ejemplo 3.1.2. Sea (X, d)un espacio métrico. Entonces V c X es vecindad de x € X
en (X, d)siysoélosilo es en el espacio topolégico asociado (X, Z;), por (1.6.16).

Ejemplo 3.1.3. En R el conjunto (0,1)UQ es vecindad de todo subconjunto A c (0, 1).

Ejemplo 3.1.4. En un espacio indiscreto (X, 2') la tinica vecindad de un punto x € X
es todo el espacio X.

Ejemplo 3.1.5. En un espacio topolégico discreto (X, 2 (X)) cualquier conjunto V c X
es vecindad de cada uno de sus subconjuntos.

Pregunta. Supongamos que un espacio topolégico (X, Z') no contiene abiertos unita-
rios. ;Pueden existir conjuntos en X que sean vecindades de un punto solamente?

Esta claro que V c X es vecindad de un conjunto A en un espacio topolégico
(X,%) siysolosies vecindad de cada punto x € A:

VeV((A)oVxeA VeV (x) (3.2)

Al igual que en los espacios métricos podemos ahora caracterizar los abiertos de un
espacio topoldégico a partir del concepto de vecindad.

Proposicion 3.1.6 (caracterizacion de los abiertos por vecindades). En un espacio
topolégico (X, %), un subconjunto U de X es abierto si y solo si es vecindad de cada
uno de sus puntos, o sea, si U € ¥(U).

Demostracién. SiU € X',y x € U, entonces, por definicién, U es vecindad de x.
Inversamente, sea U vecindad de cada uno de sus puntos. Entonces para cada
x € U existe U, € Z tal que x € U, ¢ U. Concluimos, por (A3), que U = UU U,. O
xe
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Para que sea mds intuitivo, conviene a veces utilizar las expresiones suficiente-
mente cerca o tan cerca como se quiera, en enunciados que se refieren a vecindades.
Por ejemplo, la proposicién anterior puede ser expresada de la siguiente forma: Un
conjunto U es abierto si y s6lo si para cada x € U todos los puntos suficientemente
cercade x pertenecen a U. Mds generalmente diremos que una propiedad se cumple
para todo punto suficientemente cerca de x, si ocurre para todo punto de una vecindad
de x.

La proposicién anterior nos indica c6mo podriamos reconocer qué subconjuntos
de un espacio topolégico son abiertos, si solamente conociéramos las vecindades de
todos los puntos. Hemos utilizado ya este procedimiento en el caso de los espacios
métricos (X, d). Por medio de las bolas, hemos introducido las vecindadesy entonces
hemos definido los abiertos de (X, d) como los subconjuntos de X, que son vecindades
de cada uno de sus puntos.

En el caso de los espacios métricos se podian definir las bolas y, por ende, las
vecindades, con la ayuda de una distancia; pero en un espacio topolégico general no
siempre tenemos una distancia a nuestra disposicion.

Trataremos pues de hallar propiedades basicas que puedan servirnos como axio-
mas para la introduccién axiomdtica de vecindades sobre un conjunto. En un espacio
con vecindades definido de tal manera podremos introducir los ‘abiertos’ mediante
la proposicién 3.1.6 convertida en definicion. Si seleccionamos convenientemente
las propiedades basicas, serd posible probar que estos abiertos forman una topolo-
gia en el sentido de la definicién 2.1.1 y que las vecindades en el espacio topolégico
correspondiente son precisamente las vecindades de partida.

Incluso tal procedimiento parece ser mds natural. Si partimos de problemas de
convergencia y de continuidad puntual, nuestro primer interés debia ser obtener una
definicién de lo que significa suficientemente cerca de un punto o tan cerca de un punto
como se quiera, y esto nos conduce al concepto de vecindad antes que al concepto
de conjunto abierto. De hecho, las matematicas, histéricamente, han seguido este
camino. Antes de tener la definicion més sencilla y econémica de una fopologia (2.1.1)
Hausdorff introdujo [71] en su Teoria de conjuntos, la nocién de un espacio topolégico
general partiendo de una axiomatizacién del concepto de vecindad. Fue él quien
seleccioné, dentro de una serie de axiomas enunciados por distintos matematicos de
su tiempo, los cuatro axiomas siguientes, que han resultado ser los més précticos.

Proposicion 3.1.7 (propiedades fundamentales de las vecindades). Sea (X,Z’) un
espacio topologico, y sea x € X . Entonces el sistema V- (x) de vecindades de x posee las
siguientes propiedades:

(V) (UeV(x)ANUCVcCcX)=> VeV (x)

(V2) U,Ve¥(x)=>UnV e¥(x)
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(V3) Ve¥(x)=>xeV
(V4) SiV € ¥(x) entonces existeun U € ¥V (x) tal que V € ¥V(y) paratodoy € U.

Demostracion. Ejercicio. O

Las propiedades (V1)-(V3) las hemos visto en el Capitulo 1. La propiedad (V4)
puede ser expresada diciendo que una vecindad de x es también vecindad de todos
los puntos suficientemente cercanos a x (fig. 3.1).

Figura 3.1

Estas propiedades, nos proporcionan un nuevo sistema de axiomas para los espa-
cios topolégicos.

Teorema3.1.8. Sea X un conjuntoysea’V: x — V(x)unaaplicacion de X en 2 (% (X))
que asocia a cada x € X una coleccion no vacia de subconjuntos de X que cumplan
(V1)-(V4). Entonces existe una topologia & tinica sobre X, tal que para todo x € X la
coleccion ¥ (x) es el sistema de vecindades de x en el espacio topolégico (X, X).

Demostracién. Por la Proposicién 3.1.6, si existiera una topologia 2 sobre X satisfa-
ciendo la condicién anterior, los abiertos para dicha topologia serian precisamente
los subconjuntos U de X, tales que U € ¥(x) para todo x € U; de lo que se concluye
la unicidad de esta topologia en caso de que exista.

Existencia. Definiremos 2 precisamente como la coleccién de todos los subconjuntos
U de X, tales que U € ¥(x) para todo x € U. Debemos verificar que 2" cumple
(A1)—-(A3).

(A1) # e Z porque se tiene € ¥(x) para todo x €, X € 2 porque X € ¥(x) para
todo x € X, ya que ¥(x)#0@y por (V1).
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(A2) Sean A;,A, € X'y x € A:=A;NA, arbitrario. Como A; € ¥(x), (i =1,2), por (V2)
se tiene que A€ ¥(x). Porlo tanto Ae Z'.

(A3) Sea(A,)qser unafamilia de elementosde . Si x € A:= U A, existe a € I tal que
x €A, CcAypor (V1) se tiene que A€ ¥(x). Luego Ae %

Para terminar la demostracién queda por probar que ¥(x) es el sistema de vecin-
dades de x en (X,Z'), o sea, que ¥ (x) =¥, (x) paratodo x € X.

Sea V una vecindad de x en (X, %) tal que V € ¥,-(x). Entonces existe U € &
con x € U c V.Como U € ¥(x), concluimos que V € ¥(x) (V1). Luego ¥5-(x) C ¥(x).
Inversamente sea V € ¥(x). Definamos:

U={yeV|Ve7(yh}

Entonces x € U c V por (V3). Probaremos que U € 2, con lo cual se tendra que
V e Vy(x).

Si y €U, entonces V € ¥(y)y por (V4) existe W € ¥(y) tal que V € ¥(z) para todo
z € W. De la definicién de U concluimos que W c U y de (V1), que U € ¥(y).

Como y es arbitrario tenemos que U es vecindad de cada uno de sus puntos;
entonces U € . O

Nota. Cada una de las propiedades (V1)-(V4) es indispensable para obtener como
resultado la tesis del teorema anterior, como muestra la Proposicién 3.1.7.

Si estudiamos la topologia de un espacio métrico, no comenzamos por las vecinda-
des, sino por una coleccién de vecindades especiales: las bolas. Partiendo de las bolas
de un centro dado x puede determinarse el sistema de todas las vecindades de x.

Definicion 3.1.9 (sistema fundamental de vecindades). Dado (X, ") un espacio topo-
légico y x € X. Una subcolecciéon Z(x) C ¥(x) se llama un sistema fundamental de
vecindades de x si para toda vecindad V € ¥(x) existe F € #(x)talque F C V.

Z (x) c ¥(x) es un sistema fundamental de vecindades de x si y sélo si cumple:

V(x)={VcX|IFeF(x)ANFcCV} (3.3)

Ejemplo 3.1.10. Sea (X, %) un espacio topoldgico. Entonces para todo x € X la
coleccién ¥(x) es el maximo sistema fundamental de vecindades de x. No existe en
general un sistema fundamental de vecindades de x que sea minimal.

Si W es una vecindad cualquiera de x entonces

Fw(x)={Ve¥(x)|VcW}

es un sistema fundamental de vecindades de x mas pequenas que W.
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El lector verificara facilmente que la coleccion de todas las vecindades abiertas
de x .
Y(x):={U e¥(x)|U €X'} (3.4)

también es un sistema fundamental de vecindades de x.

Ejemplo 3.1.11. En un espacio métrico (X, d) la coleccién de las bolas B(x,1/n),
(n € N*) forma un sistema fundamental de vecindades de x (x € X).

Ejemplo 3.1.12. En el espacio euclideano R” para cada x € R” las dos familias si-
guientes forman sistemas fundamentales de vecindades de x:

- cubos centrados en x

—bolas de radio racional centradas en x.

Como nos muestra este ejemplo, un mismo punto puede tener varios sistemas
fundamentales de vecindades sin que haya ninguna relacién de inclusién entre los
mismos.

Pregunta. En un espacio topolégico discreto (X, Z? (X)) cada punto posee un sistema
fundamental de vecindades que es minimal. ;Cudl es?

Existe una analogia entre los sistemas fundamentales de vecindades y las bases
de una topologia. Ambos son subcolecciones que permiten reconstruir la coleccion
total de vecindades de x (resp. de abiertos de (X, Z')). Mds precisamente, tenemos la
siguiente relacion entre las bases y los sistemas fundamentales.

Ejercicio 3.1.13. Probar que una subcoleccién  de X es una base de & siy s6lo si
para todo x € X la coleccion

B(x):={Bep|xeB} (3.5)

forma un sistema fundamental de vecindades de x.
Para los sistemas fundamentales de vecindades podemos formular un axioma de
numerabilidad andlogo al axioma AN2.

Definicién 3.1.14 (Primer axioma de numerabilidad). Decimos que un espacio to-
polégico (X, X') cumple el primer axioma de numerabilidad o que (X, Z') es un AN1
espacio, si cada punto x € X tiene un sistema fundamental de vecindades numerable.
Los espacios topoldgicos que cumplen esta condicién tienen propiedades particu-
lares, especialmente importantes para cuestiones de convergencia.
(AN2) implica (AN1). Pero el inverso no se cumple. Mientras que todos los espacios
meétricos son AN1—espacios, no siempre satisfacen (AN2).

Ejercicio 3.1.15. Dar un ejemplo de un espacio topolégico que cumpla (AN1) y que
no satisfaga (AN2).
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Ejemplo 3.1.16 (un espacio topolégico que no es seudometrizable). Cada espacio
seudométrico (X, d) es un AN1—espacio, puesto que para todo x € X las bolas de
centro x y de radio 1/n, n € N* forman un sistema fundamental numerable de
vecindades de x en (X, Z). Si el espacio (X, Z') no satisface el (AN1) entonces no es
seudometrizable.

Consideremos, por ejemplo, el espacio R provisto de la topologia de los comple-
mentos finitos (2.1.7). Este espacio topolégico no cumple AN1. Para demostrarlo,
consideremos una sucesién cualquiera de vecindades (V},),,cy de un punto x € R con
dicha topologia. CV}, es un conjunto finito para todo 7 € N, entonces existe un ntimero
real y € nQN vV, = [I(nLEJNCV,,) diferente de x. Pero V :=R—{y} es una vecindad de x en

este espacio topoldgico que no contiene a ningtin V,, por lo tanto, (V,,),cy N0 €s un
sistema fundamental de vecindades de x.

Concluimos que R con la topologia de los complementos finitos no es seudome-
trizable.

3.2. Convergencia de sucesiones y continuidad en un
punto

En el capitulo 1 caracterizamos las sucesiones convergentes mediante vecindades, esta
caracterizacion se generaliza inmediatamente a espacios topolégicos cualesquiera.

Definicién 3.2.1 (sucesion convergente). Decimos que una sucesion x,, es convergente
al punto x € X en el espacio topolégico (X, Z') (y escribimos x,, X0 sencillamente

X, = x), siy sélo si para todo V € ¥(x) existe k € N tal que:
X, €V paratodon=>k

El lector verificard, como en el caso de los espacios métricos, la equivalencia
siguiente:
(x,)»x<=VVe¥(x),{neN|x,¢£V} esfinito (3.6)

Nota. Esta claro que podemos sustituir ¥(x) por un sistema fundamental de vecinda-
des Z(X) cualquiera de x, sin afectar la validez del enunciado (3.6).

Ejemplo 3.2.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesién de puntos distintos (x,,)
en X converge a x € X, siy s6lo si cada bola B(x,1/n) (n € N*), contiene a casi todos
los términos x,,, (es decir, excepto a un ntimero finito).

Ejemplo 3.2.3. En un espacio topolégico indiscreto (X, 2) cualquier sucesién de
puntos de X converge a todos los puntos de X.
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3.2. Convergencia de sucesiones y continuidad en un punto

Ejemplo 3.2.4. Una sucesion (x,), en un espacio topolégico discreto (X, Z’), converge
a un punto x siy sélo si a partir de un cierto término todos los x,, son iguales a x.

Ejemplo 3.2.5. Consideremos sobre R la topologia de los complementos numerables
Z :={AcR|(A finito o numerable} U {#}. (3.7

Si(x,)—> x en (R, %), entonces a partir de un cierto rango todos los x,, son iguales a x.
Pues si el conjunto
D :={neN|x,#x}

fuera infinito, podriamos construir una vecindad V de x en (R, &)
V:=R\{x, | n€D}e¥y(x)

parala cual {n eN| x, ¢ V} =D seria infinito, en contradiccién con (3.6).

Concluimos que en (R, Z) se cumple (x,) - x precisamente si x,, = x para casi
todos los subindices n € N. Comparando este resultado con el ejemplo anterior po-
demos ver que, diferentes topologias sobre un mismo conjunto pueden determinar la
misma clase de sucesiones convergentes.

Pregunta. ;Cémo pueden caracterizarse las sucesiones convergentes en R provisto de
la topologia 7 de los complementos finitos (2.1.7)? ;Estdn determinados de manera
Gnica los limites en (R, 7)?

Elejemplo 3.2.3 nos muestra como, en general, en un espacio topolégico cualquiera
no es posible hablar de la unicidad del limite, como lo hacemos en el caso de las
sucesiones en un espacio métrico. Hasta ahora no tenemos argumentos en los cuales
nos podamos basar para decir que en determinados espacios topolégicos el limite
es Unico. Méas adelante estudiaremos condiciones que nos servirdn para asegurar la
unicidad del limite en espacios topolégicos, donde las sucesiones convergentes no
tendrdn que ser tan especificas como en el ejemplo 3.2.4, ni tan arbitrarias como en el
ejemplo 3.2.3.

Por ahora nos contentaremos con escribir lim(x,,) = x cuando x sea el tinico limite
de la sucesion (x,,).

Analicemos ahora la relacién entre las sucesiones convergentes y las aplicaciones
continuas en un punto a € X para espacios topolégicos en general. Sabemos por el
teorema 1.6.7 que en la teoria de los espacios métricos el concepto de continuidad
puntual puede definirse en las dos formas equivalentes siguientes:

f:(X,d)—(Y,d’) sellama continua en a € X si:
i) paratodavecindad W de f(a)en Y existe una vecindad V de a en X tal que:

FV)cw; (3.8)
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ii) para toda sucesion (x,) que converga a a en (X, d) se cumple que:
(f(x,)) = f(a) en (Y,d") (3.9)

Estas dos caracterizaciones, generalizan las definiciones alternativas de la conti-
nuidad puntual dadas en anélisis clasico para funciones f: R — R. Aparentemente
ambas pueden generalizarse directamente para espacios topolégicos cualesquiera.
Sin embargo, debemos tener en consideracién que ya definimos las aplicaciones glo-
balmente continuas entre espacios topolégicos en general. Nuestra definicién de la
continuidad puntual tiene que ser compatible con esta definicién (y ademas con
la definicién de convergencia puntual para espacios métricos). Veremos que sélo la
generalizacién de i) cumple esta condicion, lo cual es sorprendente.

Las sucesiones convergentes no caracterizan la topologia de un espacio topolégico
completamente. Mientras que a diferentes topologias corresponden necesariamente
diferentes clases de funciones continuas, diferentes topologias si pueden determinar
el mismo conjunto de sucesiones convergentes. Asi que no podemos esperar que las
funciones continuas entre espacios topolégicos generales, puedan caracterizarse por
sucesiones.

Definicién 3.2.6 (funcién continua en un punto). Sean (X, %), (Y, %) dos espacios
topolégicos. Una aplicacion f: X — Y es continua en a € X si para toda vecindad W
de f(a) existe una vecindad ¥ de a tal que f[V]c W.

Equivalentemente:

f:(X,%)—(Y,2)es continua en

— (3.10)
aeX <VVel,(f@)(f Ve Vya)

Es facil comprobar que la continuidad por vecindades i), implica la continuidad
por sucesiones ii).

Ejercicio 3.2.7. Probar quesi f: (X, %) — (Y, %) es continua en a € X. Entonces para
toda sucesion (x,) convergente a a en (X, %), se cumple que (f(x,)) = f(a) en (Y, 2).

La siguiente proposicién muestra la relacion existente entre la definicién anterior
y la definicién de continuidad global dada en el capitulo 2.

Proposicion 3.2.8. Sean (X, %) y (Y, 92) dos espacios topolégicos. Una aplicacion
f: X — Y es continua (globalmente) si y sélo si es continua en cada punto x € X.

Demostracion. La condicion es necesaria por (3.10).

Si W es una vecindad de f(x), entonces W contiene un abierto U tal que f(x)e
U. Por la definicién 3.1.1, f}[U] es abierto en X y x € f}[U] c f~}[W] entonces
fiwle ¥(x).
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Reciprocamente, supongamos que f es continua en todos los puntos de X. Si
Uec9yxe f7Y(U) entonces f(x)€ U € ¥(f(x)) y por tanto f~'[U] € ¥(x). Dado
que x € f~}(U) es arbitrario, se concluye que f~H(U)e Z. O

En general no hubiéramos podido llegar a un resultado tan armonioso como el de
la proposicién anterior, si hubiéramos tomado la proposicion ii) en vez de i) como
base de la definicién de la continuidad puntual.

El siguiente ejemplo nos muestra el caso de una funcién entre dos espacios to-
polégicos que no es continua en ningln punto y que, sin embargo, transforma toda
sucesion convergente del dominio en una sucesién convergente del codominio.

Ejemplo 3.2.9. Consideremos sobre R la topologia usual r y la topologia de los com-
plementos numerables &', definida en el ejemplo 3.2.5. La aplicacién identidad

Ig:(RZ)—=(R, 1)

no es continua en ninglin punto a € R, puesto que la imagen inversa de la vecindad
(a—e,a+¢e)e ¥, (1g(a)) con g > 0), bajo 1z no es vecindad de a en (R, Z'). Por otra parte
estd claro que, si(x,,) > a en (R, &), entonces 1g(x,)= x, - a en (R, r); pues, por el
ejemplo 3.2.5, para tal sucesion se tiene que x,, = a para casi todos los subindices n € N.

Ejercicio 3.2.10. Dar un ejemplo de dos topologias diferentes sobre R que determinan
ambas el mismo conjunto de sucesiones convergentes.

Ejercicio 3.2.11. Sean d y d’ dos métricas sobre un conjunto X, que determinan sobre
X, el mismo conjunto de sucesiones convergentes. Probar que d y d’ son topolégica-
mente equivalentes.

Pregunta. ;Qué paso de la demostracién del teorema 1.6.7 no puede generalizarse a
espacios topolégicos cualesquiera? ;Por qué?

El lector que ha analizado esta demostracién ciertamente ha descubierto el papel
clave del primer axioma de numerabilidad para nuestro problema. Mdas precisamente:

Proposicion 3.2.12. Sean (X, %), (Y, 2) espacios topoldgicos y sea a € X un punto
que tiene en (X, ') un sistema fundamental de vecindades numerables. Entonces son
equivalentes:

i) f escontinuaena
ii) Para toda sucesion (x,) convergente a a en(X,%’) se cumple f(x,)— f(a)

Demostracion. i) = ii) por el ejercicio 3.2.7. Para probar la implicacién inversa demos-
traremos que (no i) = (no ii).
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Si f no es continua en a es porque existe una vecindad W de f(a) en Y que no
contiene completamente a la imagen por f de ninguna vecindad de a. Sustituyendo
eventualmente V,, por V; N---NV, (n €N), podemos suponer que (V,,) es decreciente,
osea, V, DV, para todo n €N. Puesto que f[V,] ¢ W para estas vecindades, existe
para cada n € N un punto x, € V, tal que f(x,)¢ W. La sucesion (x,,) asi construida
converge a a. Sin embargo la sucesién imagen (f(x,)) no converge a f(a). O

Corolario 3.2.13. Sean (X,%) y (Y, 2) dos espacios topoldgicos, donde (X, %) es un
AN 1—espacio. Entonces para toda aplicacion f: X — Y son equivalentes:

i) f escontinua.

ii) Para cada x € X y para toda sucesion (x,) convergente a x se tiene que f(x,) >

f(x).

Demostracion. Es inmediata de las dos proposiciones anteriores. O

3.3. Redes

Si en la demostracién de la proposicion 3.2.12 el punto a € X no tuviera un sistema fun-
damental de vecindades numerable, el no ser f continua en a nos permitiria también
encontrar una vecindad W € ¥(f(a)) tal que laimagen f[?¥] de toda vecindad de a no
estaria incluida completamente en . Entonces, por el axioma de eleccién podriamos
asociar a todo ¥ € ¥(a) un punto x, € ¥ con f(x,) ¢ W. La diferencia esencial es
que la familia (x,),<y(4), ahora no es necesariamente numerable. Su existencia no es
contradictoria con que f cumpliera la propiedad ii), ya que la familia (x,),<y(4) DO es
una sucesion y no hay nada que asegure que se puede extraer una sucesion de dicha
familia que converja a x.

La primer idea para remediar esta infeliz situacion, fue precisamente la de extender
el concepto de sucesiéon convergente a familias no numerables.

Los primeros estudios con vista a obtener una teoria de convergencia, en espacios
topolégicos generales, que mantuviera una cierta uniformidad con la teoria desa-
rrollada en los espacios métricos sobre la base de las sucesiones, fueron hechas por
E. H. MOORE y mas tarde por SMITH [139]. Los objetos creados por ellos, que fueron
precisamente estas sucesiones no numerables, son llamados redes o sucesiones de
Moore-Smith.

Parece natural definir la convergencia de tal familia a un punto x de manera
andloga a como lo definimos para sucesiones, es decir: La familia (x,),c; converge a x
siy solo si para toda vecindad ¥ de x se tiene que a partir de un cierto a, todos los x,,
estdn contenidos en V.
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3.3. Redes

Pero esta definicién en realidad no tiene sentido, a menos que se precise el término
a partir de cierta . Este término exige la presencia de un cierto orden en el conjunto
de indices I. En el caso de las sucesiones, el conjunto de indices es precisamente
el conjunto de los naturales N, en el cual la expresién ‘a partir de un cierto n’ tiene
sentido, ya que Nes un conjunto totalmente ordenado. En realidad veremos que basta
con que el conjunto I sea dirigido, lo cual cumple todo conjunto totalmente ordenado.

También, toda reticula (p. €j., R") es un conjunto dirigido. El siguiente ejemplo
nos muestra una clase de conjuntos dirigidos que, en general, no son reticulas.

Ejemplo 3.3.1. Sea .Z(a) un sistema fundamental de vecindades de un punto a en
un espacio topolégico (X, Z). La inclusion c define una relacién de orden entre los
elementos de 7 (a). Esta relacién de orden es filtrante (ver apéndice A.10.2), puesto
que para U, ¥ € Z(a), cualesquiera existe W € Z(a) talque W c UNV (3.1.9). Luego
(Z(a), c) es un conjunto dirigido.

Ejemplo 3.3.2. En la construccion de la integral de Riemann sobre un intervalo ce-
rrado y acotado [a, b] C R, se utilizan particiones. Una familia finita (x;,..., x,,) de
ntmeros reales (n € N) se llama particién de [a, b], si

a=x1§x25'”ﬁxn,1ﬁxn=b.

Si Pla, b] es la coleccion de todas las particiones del intervalo [a, b], entonces es
facil ver que (P[a, b], C) es un conjunto dirigido (incluso es una reticula).

Utilizando en vez de N un conjunto dirigido cualquiera como conjunto de indices
podemos definir la generalizacién buscada del concepto de sucesion. Para eso hay que
recordar que una sucesién en X se define como una aplicacién de N en el conjunto X.

Definicién 3.3.3 (red). Una red en un conjunto X es una aplicacién ¢: ¢ — x, de un
conjunto dirigido (I, <) en X. Cominmente ¢ se denota por (x,)sec;-

Puesto que en un conjunto dirigido (7, <), la expresién ‘a partir de un elemento
a € I’ tiene un sentido evidente, la nocién de sucesién convergente puede generalizarse
andlogamente a redes cualesquiera en un espacio topolégico general.

Definicién 3.3.4 (red convergente). Sea (X, %) un espacio topolégico y sea (X,)qe;
una red en X. Entonces se dice que (x,),c; converge a x € X, si para todo V € ¥(x)
existe ay € I tal que:

x,€V paratodoael con ay<a (3.11)

(Usamos la misma notacién que para una sucesién convergente (x, — x)).

Ejemplo 3.3.5. Sea .7 (a) un sistema fundamental de vecindades de un punto a en un
espacio topolégico (X, Z'). Sabemos por (3.3.1) que (Z(a), C) es un conjunto dirigido.
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Si tenemos asociado a cada vecindad V € #(a) un punto xy € V, la familia (xy)yez(x)
esunared en (X, %) que converge a a.

Recordemos que: si f: (X, %) — (Y, 2) no es continua en a € X, entonces existe
una vecindad W de f(a) en (Y, 2)y unared (xy)yey(q) tal que:

xy€Vyf(xy)¢ W para todo V e¥(a) (3.12)

Por tanto, la red (f(xy)) no converge a f(a) en (Y, %), mientras que la red (x/) si con-
verge al punto a en (X, Z’) (ejemplo anterior). Entonces, si sustituimos en el segundo
criterio clasico de continuidad puntual (3.9) las sucesiones por redes, el criterio sera
valido en espacios topolégicos cualesquiera.

Proposicion 3.3.6 (criterio de continuidad puntual por redes). Sean (X,Z), (Y, 2)
espacios topolégicos y sea a € X . Entonces son equivalentes:

i) f escontinuaena.

ii) Para cada red(x,).c; en X que converge al punto a, se tiene que(f(x,)) converge

a f(a).
Si dada una red (x,),<; llamamos seccion final determinada por a al conjunto
So i ={xgla< B} (3.13)

entonces la definicién de convergencia para una red se puede expresar de forma
equivalente de la siguiente manera:

Xg»x < VYVe¥(x)Iacl talque S,cV (3.14)

Esta reformulacion de la definicién de convergencia de una red prueba que la
convergencia de la misma no estd determinada por el conjunto de sus términos {x, |
a € I} c X, sino por el comportamiento de la coleccién de las secciones finales
S(xg):={S, | a eI}

El hecho de que I sea un conjunto dirigido bajo la relacién < se traduce en las dos
propiedades siguientes:

SeS(x,)= S#0 (< esreflexiva) (3.15)

§',8” €S(x,)— IS €S(x,) (ScS'NS”) (3.16)

(< es transitiva y filtrante).
La coleccién S(x,) nos permite enunciar un criterio de convergencia para la red
(x4), que no usa subindices explicitamente:

Xg>»x <= YVe¥(x)ISeS(x,) talque SC ¥ (3.17)
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3.4. Filtros y bases de filtros

Para evitar completamente la utilizacién de indices y simplificar el lenguaje parece
natural desarrollar un concepto de convergencia para colecciones de conjuntos que
tienen las propiedades de S(x,). Tales colecciones de conjuntos se llaman bases de
filtros. A continuacién desarrollaremos la teoria de convergencia mediante este nuevo
concepto, que sustituye el concepto mds atractivo de una red por uno mds préactico.

3.4. Filtrosybases de filtros

Fue HENRI CARTAN [47] quien en el afio 1937 introdujo el concepto de filtro para tratar
la convergencia en espacios topolégicos cualesquiera. Un filtro es sencillamente una
ampliacién de una base de filtro que se obtiene afiadiendo a los elementos de la base,
que son conjuntos, todos los superconjuntos de éstos en el espacio dado X. Aunque las
bases de filtro son perfectamente suficientes para desarrollar la teoria, emplearemos
también el concepto de filtro, pues facilita un tratamiento maés elegante de la teoria.

Definicién 3.4.1 (filtro). Un filtro & en un conjunto X es una coleccién de subcon-
juntos de X que tiene las siguientes propiedades:

(F1) Z#0y0¢F
(F2) FGeZ=>FNGeZ
(F3) FeZ y FCGCcX=>GeZ.

Como para las redes, hay que notar que filtro se define sobre un conjunto cual-
quiera, sin tener que definir de antemano una estructura topolégica sobre él mismo.
Antes de estudiar algunos ejemplos de filtros analizaremos la relacién entre los filtros
y las bases de filtro.

Proposicion 3.4.2. Sea ¥ una coleccion de subconjuntos de un conjunto X. Entonces
la familia[£] c V(X)) formada por los superconjuntos de elementos de £ es un filtro si
y solo si £ tiene las dos propiedades siguientes:

(B1) La interseccion de dos conjuntos de £ contiene un conjunto de < .
(B2) ¥ no es vacio y el subconjunto vacio de X no estden £.

Demostracion. Supongamos que [.Z] es un filtro. Si A, B € ¢, entonces AN B €[]
y por tanto AN B contiene algtn elemento de .£. Ademads en este caso se cumple
evidentemente (B2).

Reciprocamente, supongamos que ¢ cumpla (B1) y (B2).

De (B2) tenemos (F1) para [Z]. Por otra parte, si F, G € [Z] existen A,B € &
tales que A C F, B C G y por (B1) existe C € £ talque C c AN B ¢ FNG; de donde
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F NG €[] Entonces se tiene (F2) para [.Z]. Finalmente si F c G y F € [.Z] existe
Ae ¥ talque AcC F ycomo A C G setiene que G €[.Z]; delo que concluimos (F3). O

Definicién 3.4.3 (base de filtro). Una coleccién £ c £ (X) de subconjuntos de un
conjunto X se llama base de filtro, si satisface los axiomas (B1) y (B2). En este caso se
dice también que .Z es base del filtro

[£]:={Ac?(X)|IBc ¥ (BcCA)} (3.18)

Dos bases de filtro . y %’ sobre X son equivalentes, si son bases del mismo filtro:
[Z]=[%"]. Los ejemplos siguientes muestran que en la practica los filtros se definen
muchas veces a partir de bases de filtro.

Ejemplo 3.4.4 (filtros principales). Sea X un conjunto no vacioy A C X. Entonces
H{A:={MeZ2(X)|Ac M}

es un filtro en X, con base de filtro la coleccién que consiste de un s6lo elemento A.
[{A}] se llama filtro principal definido por A.

Ejemplo 3.4.5 (filtro de vecindades). En un espacio topolégico (X, Z’) las colecciones
¥ (x)de todaslas vecindades de un punto x € X representan una clase particularmente
importante de filtros. Generalmente, si A C X no es vacio, ¥(A) es un filtro en X
llamado filtro de vecindades del conjunto A en (X, Z’). Por la definicién 3.1.9, todo
sistema fundamental . (x) de vecindades de x € X es una base del filtro ¥(x).

Ejemplo 3.4.6 (filtro de los complementos finitos). Si X es un conjunto infinito, la
coleccion formada por todos los subconjuntos de X que tienen complemento finito
en X es un filtro sobre X llamado filtro de los complementos finitos.

Ejemplo 3.4.7 (filtro de Fréchet). Las secciones finales del conjunto dirigido (I, <),
Se={Bla<p}; ael,

forman la base de un filtro sobre I llamado filtro de secciones del conjunto dirigido
(1,<).

En particular si (I, <) es el conjunto dirigido (N, <) lo llamaremos filtro de Fréchet
en N. Este filtro, que juega un papel central en la teoria de convergencia de los AN1-
espacios, es precisamente el filtro de los complementos finitos de N.

Ejemplo 3.4.8 (filtro de secciones asociado a una red). La coleccién de todas las
secciones finales

S(xa), (%), red),
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3.5. Comparacion de Filtros. Ultrafiltros

forma una base de filtro. El filtro asociado se llama filtro de secciones de la red (x,)e;-
En particular, a toda sucesion (x,,) se le asocia canénicamente un filtro generado por
la base:

S,={xi|k>n} (neN)

Este filtro se llama filtro elemental asociado a la sucesion (x,,).

Ejercicio 3.4.9. Probar que si.Z es un filtro sobre un conjunto X, entonces
X =F u{l} (3.19)

es una topologia sobre X. ;Cuéles son los filtros de vecindades de x € X con respecto
a esta topologia? Dar un ejemplo de que no toda topologia se obtiene de tal manera a
partir de un filtro. (Sobre un conjunto X hay por lo general mds topologias que filtros.)

Encontramos los filtros analizando la convergencia de redes. El ejemplo 3.4.8 nos
ha mostrado que a cada red se asocia un filtro de secciones. Veremos ahora que todo
filtro puede representarse como un filtro de secciones de una red apropiada.

Ejercicio 3.4.10. Sea .7 un filtro sobre un conjunto X e I el conjunto de todos los
pares (a, F)con a € F € Z. Probar que I, preordenado por la relacién definida de la
siguiente manera:

(a,F)<(b,G)<=GCF

es un conjunto dirigido, y que el filtro de secciones de lared ¢ : I — X, definida por:
¢((a,F))=a ((a,F)eI)
es el filtro 7.

Ejercicio 3.4.11. Probar que un subconjunto .Z de un filtro .# sobre X es una base de
Z siy so6lo si todo conjunto de Z contiene un conjunto de .Z.

Ejercicio 3.4.12. La traza %, del filtro & sobre A C X definida mediante
Fr={ANF|FeZ}

es un filtro si y sélo si cada conjunto de .Z intersecta al conjunto A.

3.5. Comparacion de Filtros. Ultrafiltros

En la seccién 3.3 concluimos que una red (x,),c; €n un espacio topolégico (X, X’)
converge a un punto a € X, si para toda vecindad V € ¥(a) existe una seccién final
S € S(x,) con V > S (3.17). Esto significa precisamente que el filtro de secciones
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de la red (x,)q.e; contiene al filtro de vecindades ¥/(x). Resulta que la inclusién es
una relaciéon fundamental para las cuestiones de convergencia. Estudiaremos en esta
seccion larelacion de inclusion entre los filtros en general y aplicaremos, mds adelante,
los resultados a los problemas de convergencia.

Definicién 3.5.1 (filtros comparables). Dados dos filtros # y ¢ sobre un mismo
conjunto X se dice que ¥ es més fino que & o que Z es més grueso que ¥ si Z C 9.

Dos filtros se dicen comparables si uno es mas fino que el otro.

En general, dos filtros cualesquiera sobre un mismo conjunto no tienen por qué
ser comparables; basta considerar sobre la recta real los filtros de vecindades para dos
puntos distintos.

Seria util tener un criterio para verificar directamente si una base de filtro genera
un filtro més fino, que otra base de filtro sobre el mismo conjunto.

Proposicion 3.5.2. En un conjunto X, un filtro ' con base ¥’ es mds fino que un
filtro & con base % siy sélo si todo conjunto de ¥ contiene un conjunto de £’:

(Z]c ¥ |<=VBe ¥ 3B €%’ ralque (B’ C B) (3.20)

Demostracién. La condicion es necesaria (3.4.3) por ser £ parte de &' si & c F'.
Reciprocamente, si para todo B € % existe B’ € ¥’ tal que B’ C B, por (F3) se tiene

que B € Z’; pero por ser % base de Z y aplicando de nuevo (F3) concluimos que

FcT. O

Nota. De acuerdo con esta proposicion se dice que una base £’ de un filtro Z#’ es mas
fina que una base .¢ del filtro & si #’ es mds fino (en simbolos: £’ F .¢). A diferencia
de los filtros la relacion ‘mds fina que’ define sélo una relacién de preorden sobre el
conjunto de todas las bases de filtro sobre un mismo conjunto. En efecto, de &'+ £y
2 F %’ no se desprende que ambas bases de filtro sean iguales, sino solamente que
son equivalentes.

Corolario 3.5.3. Dos bases de filtro &, ¥’ sobre un conjunto X son equivalentes si y
s6lo si todo conjunto de £, contiene un conjunto de £’ y todo conjunto de &’ contiene
un conjunto de < .

Ejemplo 3.5.4. Sean A, B subconjuntos no vacios de un subconjunto X. Entonces la
base de filtro {A} es més fina que la base de filtro { B} si y s6lo si A C B. El filtro mads
grueso sobre X es el filtro {X}, siendo X # . Si x € X, no existe un filtro estrictamente
mas fino que el filtro principal [{x}]. Dos filtros principales [{x}] y [{y}] con x # y no
son comparables.
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Ejemplo 3.5.5 (subsucesiones). Dada una sucesion x,, en un conjunto X y una subsu-
cesion (x,(,)) de (x,), las secciones finales correspondientes satisfacen:

Sk(x,)={x; | k < i} D {xym) | k < p(n)} = Si(xp(n)

Por lo tanto el filtro de secciones de la subsucesién es mas fino que el filtro de secciones
de la sucesién original. El inverso no se cumple. Es decir: si el filtro elemental definido
por una sucesién es més grueso que el filtro elemental definido por otra sucesion, ésta
no es necesariamente una subsucesion de la primera. Dejamos al lector la tarea de
construir un ejemplo.

Ejercicio 3.5.6. Definir el concepto de subred de tal manera que pueda demostrarse el
siguiente enunciado. Una red (¥, )qex €sla subred de otrared (xg)g¢; siy solo si el filtro
de secciones de la primera red, es més fino que el filtro de secciones de la segunda.

Nos dedicaremos ahora al estudio de la relacién de orden ‘mds fino que’ (inclusién)
sobre el conjunto de todos los filtros de un conjunto dado X # @, al cual denotaremos
por (Fyx,C).

La siguiente proposicién, cuya demostracion es facil, muestra que toda familia de
elementos del conjunto ordenado (Fy, C) posee un infimo en (Fy, C).

Proposicién 3.5.7. Sea(Z,),c; una familia de filtros sobre un conjunto no vacio X,
entonces 7 = ﬂl F4 es un filtro, a saber el filtro mds fino de todos los que son mds
ae

gruesos que cada uno de los Z,,.

Demostracion. Ejercicio. O

Precisaremos ahora la relacion existente entre filtros y sucesiones mediante la
proposicion siguiente, la cual nos mostrard, mds adelante, que las sucesiones pueden
sustituir a los filtros en la teoria de los AN1-espacios (cosa que ya nos sugeria la
proposicion 3.2.12).

Proposicién 3.5.8. Si un filtro F posee una base numerable, entonces es igual a la
interseccion de todos los filtros elementales mds finos que éL.

Demostracién. Sea Z'lainterseccion de todos los filtros elementales mas finos que & .
Entonces & c Z’. Supongamos por el absurdo que # # . Entonces existe F’ € #’
tal que F’ ¢ . Esto implicaque F ¢ F’,0sea, F —F’ #@ paratodo F € .

Sabemos que existe una base numerable ¥ = {¥}. | k € N} de Z. Sustituyendo
eventualmente By por B, = B, N---N By (B; € ¥) podemos suponer que B D By,
para cada k eN.

Por el axioma de eleccién (A.8.4) existe una sucesioén (x;) con x; € B, — F . El filtro
elemental asociado a esta sucesién es més fino que %, puesto que

Sn(xk): {xk | k> I’l} C Bn
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para todo n € N. Entonces todo elemento de Z’ pertenece al filtro elemental asociado
a (x;). Pero esto contradice el hecho de que cada seccion final de dicho filtro elemental
tiene una interseccién vacia con F’ € Z’. Concluimos que .7 = 7. O

Ejemplo 3.5.9. -~ Un filtro que sea mdés grueso que un filtro que posee una base
numerable no posee necesariamente una base numerable; por ejemplo, si X es un
conjunto infinito no numerable, entonces el filtro de los complementos finitos de X
(3.4.6), no tiene una base numerable. Sin embargo, este filtro es méas grueso que todo
filtro elemental asociado a una sucesion infinita de elementos distintos de X.

Ejercicio 3.5.10. Si el filtro de secciones de una red (x,),c; €s més fino que un filtro
dado .Z, decimos que (x, ). €std subordinada a % . Probar que todo filtro .Z es igual
al infimo de todos los filtros de secciones de redes subordinadas a % .

Después de esta aplicacién del concepto de infimo en (Fx, C) a una familia particu-
lar de filtros regresamos ahora al estudio de la estructura de orden de (Fy, C). Mientras
que toda familia de filtros sobre X posee un infimo (3.5.7), en general no posee un
supremo en (Fy, C). En efecto, si por ejemplo Z = [{x}], Z’ = [{y}] son dos filtros
principales diferentes sobre un conjunto X, no existe una cota superior del conjunto
{ZF, F'}en (Fy, ), es decir, no existe ningdn filtro ¥ con # Cc ¥ y ' C 4. Sin embar-
g0, si una familia de filtros (Z,),c; Sobre X posee una cota superior, entonces tiene
siempre un supremo, a saber el infimo de todas las cotas superiores en ( Fy, C), que exis-
te por la proposicién 3.5.7. Evidentemente este supremo es el filtro més grueso sobre
X que contiene al conjunto aLeJI Fq C P(X). Mas generalmente dada una subcoleccién

U c 2(X)nos preguntamos cual es el filtro més grueso que contienea %.

Definicién 3.5.11 (subbase de filtro, filtro generado). Una subcoleccién % de con-
juntos de X se llama subbase de filtro si existe un filtro ¢ sobre X tal que % € 9. En
este caso se dice que % genera al filtro més grueso .Z con % C Z o que % es una
subbase del filtro 7 . Es claro que el filtro Z generado por una subbase % c ¥(X)
es precisamente la interseccién de todos los filtros que contienen a % . El siguiente
teorema nos suministra una caracterizaciéon practica de las subbases de filtro, asi
como de los filtros generados por ellas.

Teorema 3.5.12. Una subcoleccion no vacia % c 2 (X) es subbase de filtro si y sélo si
ninguna interseccion finita de conjuntos de % es vacia. En este caso el conjunto £ ()
de todas estas intersecciones finitas forma una base del filtro generado por % .

Demostracién. Sea %/ una subbasey G; ... G, elementos de % entonces la intersec-
ciéon G; N---N G, es un elemento del filtro generado por %, luego no puede ser vacia.

Inversamente, supongamos que ) ¢ £ (%), entonces ¥ (%) cumple las condiciones
(B1), (B2) de la proposicién 3.4.2, por lo tanto es una base de filtro. Puesto que todo
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filtro que contiene a % contiene necesariamente también a £ (%) por (F2), [£(%)]
es el filtro generado por % . O

Corolario 3.5.13. La coleccion®R Cc Fy tiene un supremo en (Fy, C) si y sélo si para todo
numero finito de filtros 71, ..., %, € R y para todo elemento F, eNF; (i=1,...,n) se
cumple

n
A F#0
i=1
Demostracion. Ejercicio. O

Recordemos que un conjunto ordenado (X, <) se llama inductivamente ordenado
si todo subconjunto totalmente ordenado de (X, <) posee una cota superior en (X, <).

Corolario 3.5.14. El conjunto (Fy, C) es inductivamente ordenado.

Demostracion. SifR esun conjunto totalmente ordenado de filtros sobre X y si &7, ...,
Z, € R, entonces uno de estos filtros, por ejemplo .7, es més fino que los demas.
Entonces si F; € &; (i =1,...,n) se tiene que F, € &, para i = 1,...,n. Podemos
concluir que

F:=FnN---NFE,#0 puestoque F<.Z,. O

Corolario 3.5.15. Sea Z un filtro sobre un conjunto X y A C X. Entonces son equiva-
lentes:

i) Existeun filtro Z’ sobreX conF c ' yAe F’.
ii) Paratodo F € F setiene que ANF #0.

Demostracién. Basta considerar % := % U{A} y aplicar 3.5.12 utilizando (F 2). O

Nota. Si ANF # () para todos los elementos F de un filtro # sobre X, entonces el filtro
generado por la subbase Z U {A} se llama filtro obtenido por adjuncién de Aa F .

Corolario 3.5.16. Si 7 es un filtro sobre X y A C X, entonces puede adjuntarse A 0CA
a?Z.

Demostracion. Si ANF =@ paraun F € F, entonces (A D F, luego CAN F’ # () para
toda F'e Z. O

Hemos visto que (Fy, C) posee siempre un elemento minimo (a saber, el filtro {X}),
pero si X contiene al menos dos elementos diferentes entonces (Fy, C) no posee un
elemento mdximo. Sin embargo si tiene elementos maximales.
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Definicién 3.5.17 (ultrafiltros). Los elementos maximales del conjunto ordenado
(Fy,c) se llaman ultrafiltros sobre X. O sea que, un filtro % sobre X es un ultrafiltro si
no existe otro filtro sobre X estrictamente mds fino que % .

Por el lema de Zorn, en un conjunto inductivamente ordenado (X, <) para todo
x € X existe un elemento maximal z en X tal que x < z. Entonces el corolario 3.5.14
implica:

Teorema 3.5.18 (existencia de ultrafiltros). Si.% es un filtro sobre un conjunto X, existe
un ultrafiltro % sobre X mds fino que F .

Proposicién 3.5.19. Sea % un ultrafiltro sobre un conjunto X y sean A, B ¢ X. Enton-
ces:
AUBe% =>Ae€UNV Be¥ 3.21)

Demostracion. Sila proposicion fuera falsa, existirian subconjuntos Ay B de X tales
que A¢%,B¢ % yAUBe . Sea

F={McCX|AUM € %}.

Se puede verificar que . es un filtro en X y ademds es estrictamente més fino que %,
ya que B € Z; pero esto contradice el hecho de que % es ultrafiltro. O

Corolario 3.5.20 (condicién necesaria para ultrafiltros). Sea % un ultrafiltro sobre X
Y (Ai)i<i<n una familia finita de subconjuntos de X, entonces:

.GlAie“Z/:Elie{l,...,n} tal que A; € U (3.22)
i=

En particular, si(A;)i1<i<, esunacubiertade X , entonces al menos uno de los A; pertenece
a.

Demostracién. Se hace por induccién en n basandose en la proposicion anterior. [

La siguiente proposicién muestra que en realidad los criterios (3.21) y (3.22) son
también suficientes.

Proposicién 3.5.21 (caracterizacion de ultrafiltros). Sea % una subbase de filtro sobre
un conjunto X. Entonces son equivalentes:

i) Para todo subconjunto A C X se tiene

Aeu vlAeu (3.23)

ii) % es un ultrafiltro sobre X .
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Demostracién. ii) — i): es una consecuencia inmediata de la proposicién 3.5.19.

i) — ii): Por lo supuesto, existe un filtro sobre X que contiene a %. Sea . un
filtro arbitrario sobre X con % c Z. Si podemos probar que % =%, entonces % es
necesariamente un filtro y no existe ningtn filtro més fino que %, lo que implicaria
ii). Si existiera A € F tal que A ¢ %, entonces (A € % por i) y como % C F se tendria
CA e Z, 1o cual seria una contradiccion. O

Corolario 3.5.22 (ultrafiltro inducido). Un ultrafiltro % sobre un conjunto X induce
un filtro sobre un subconjunto A de X siy solo si A€ % . En este caso, la traza %, es un
ultrafiltro sobre A.

Demostracion. Ejercicio. O

La proposiciéon 3.5.21 nos da un criterio practico para verificar si un filtro dado es
un ultrafiltro.

Ejemplo 3.5.23 (ultrafiltros). Sea X un conjunto. Para todo x € X el filtro principal
[{x}] esun ultrafiltro sobre X, ya que para todo subconjunto A C X se cumple que x € A
6 x € CA. Gracias al teorema 3.5.18 sabemos que existen otro tipo de ultrafiltros, pero
es dificil definir explicitamente uno que sea distinto del tipo anterior. La proposicién
siguiente nos muestra que existen tantos ultrafiltros sobre un conjunto que todo filtro
se obtiene como infimo de una familia apropiada de ultrafiltros.

Proposicion 3.5.24. Todo filtro F sobre un conjunto X es la interseccion de todos los
ultrafiltros mds finos que 7 ; o sea:

F={U | % ultrafiltro, % > F}

Demostracién. Sea A un subconjunto de X que no pertenece a . Hay que probar
que existe un ultrafiltro % tal que % c % y A ¢ % . Ahora bien, A no contiene a ningin
elemento de 7, o sea que (CA)N F # @) para toda F € &. Sabemos por el corolario
3.5.15 que existe un filtro #  mas fino que .Z y que contiene a (CA). Basta tomar un
ultrafiltro 2/ que contenga a #’ (Teorema 3.5.18). O

3.6. Limitesy puntos adherentes de filtros

Al inicio de la secci6én anterior, vimos c6mo hay que definir la convergencia de un
filtro, para que este concepto corresponda a la convergencia de sucesiones y mas
generalmente al de redes cualesquiera.

Definicién 3.6.1 (filtro y base de filtro convergentes). Sea (X, Z) un espacio topolégico,
Z un filtro sobre X y % una base de Z. Entonces .7, (resp. .Z) se llama convergente
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ax <X siZ (resp.[Z]) es mas fino que el filtro de vecindades ¥(x) de x (notacién:
F 5 % Tesp. < 2% omitimos el & si no hay confusion). Si existe un solo punto x € X

tal que F — x, x sellama el limitede Z, (resp. de .£) y se denota por lim % (resp.
Iim.%).

Sabemos que una base de filtro £ sobre X converge a x € X, siy sélo si para un
sistema fundamental .7 (x) de vecindades de x se cumple:

VVeZ(x)IBe ¥ talque BCV (3.24)

(Proposicion 3.5.2). Comparando este criterio con (3.17) vemos que el filtro asociado
a una red es convergente si y s6lo si la red es convergente, y que ambos convergen
entonces a los mismos puntos. En particular, una sucesién converge a un punto x siy
sdlo si el filtro elemental asociado converge a x.

En andlisis cldsico se demuestra que toda subsucesiéon de una sucesién conver-
gente converge al mismo limite. La generalizacién de esta proposicion para los filtros
es trivial, (3.6.1).

Si un filtro .7 sobre X convergea x € X (3.25)
entonces todo filtro #’ mds fino que . también converge a x ’

Pregunta. ;Cudl es el filtro més grueso que converge a un punto x en (X, Z')?

De la misma forma la convergencia se mantiene si sustituimos el filtro de vecin-
dades ¥,-(x) por otro filtro de vecindades ¥,~(x) més grueso, lo cual es posible si se
considera sobre X una topologia més gruesa 2 en lugar de &'. O sea:

%3%’/\9?x =>9'?x (3.26)

En otras palabras: mientras mas fina sea la topologia menos de sus filtros son
convergentes. En particular, en la topologia discreta los tinicos filtros convergentes
son los de vecindades, que coinciden en este caso con los filtros principales sobre X.
Inversamente, sobre un espacio topolégico indiscreto (X, {#}, X }) cada filtro converge a
todo punto x € X, puesto que {X} es el inico filtro de vecindades en este espacio. Esto
muestra que sin hipétesis adicionales no podemos esperar que un filtro convergente
en un espacio topolégico cualquiera tenga también un limite (determinado de manera
Unica, segin definicién). Daremos ahora dos ejemplos para la aplicacién del concepto
de filtro convergente en el andlisis.

Ejemplo 3.6.2 (familia sumable). Sea (x,) una sucesién en R. Se dice que la serie
(ee] n

asociada Y. x; converge a x €R, sila sucesion de las sumas parciales (> x;) converge
i=1 i=1
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a x, o sea, si para todo ¢ > 0 existe N(¢) € N tal que

n

|x —Z xi) < ¢ paratodo n > N(g). (3.27)

i=1
En este caso decimos que la familia (x,) es numerable.

Esta definicién de la suma de una familia (x,,) tiene dos desventajas: primero,
estd restringida a sucesiones, segundo que depende del orden de los términos de la
sucesion. Superaremos estas dos deficiencias introduciendo el concepto de familia
sumable mediante un filtro.

Sea (E, || ||) un espacio normado, (x,),c; una familia cualquiera de puntos en E. El
conjunto ¢ de los subconjuntos finitos de I es un conjunto dirigido por la inclusién
C. A cada subconjunto finito K € _¢ le asociamos la suma parcial

SK = z X -

Decimos que la familia (x,),c; es sumabley que x € E es la suma de E (en simbolos:

> x, = x) sielfiltro de secciones asociado ala red (Sx )k e s (llamado filtro de las sumas
ael
parciales) converge a x. Esto significa que:

Vs>OEIK8€f,K€f,K3K€=>HZxk—xH<£ (3.28)
keK

Evidentemente, la suma de una familia sumable (x,),c; €s independiente de una
relacién de orden sobre I. En particular, si (x,) es una sucesién sumable de ntimeros

reales, la suma Z X, no depende del orden de sus términos.
neN
Puede demostrarse que una familia (x,),c; en un espacio normado (E, || - ||) es

sumable con suma x € E, siy sélo si el conjunto de los términos x, # 0 es numerable
oo

y para todo ordenamiento de estos elementos x;, X,,... se cumple que x = > x;.
j=1

Ademads, en el espacio euclideano R” una sucesion (x,) es sumable si y sélo si la

oo

serie Y x, es absolutamente convergente. El ejercicio siguiente muestra que esta

n=1
proposicion no es valida en espacios normados cualesquiera.

Ejercicio 3.6.3. Constriiyase una sucesién sumable, pero no absolutamente sumable
en el espacio vectorial de todas las sucesiones reales acotadas provisto de la norma

()l := sup{|x,| | n € N} (3.29)
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Ejemplo 3.6.4 (integral de Riemann). Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado en R.
Sea (P,) una sucesion de particiones de [a, b] tal que los didmetros de los subinterva-
los de P, convergen a 0 (si n — 00). Si escogemos para cada subintervalo [xlgf)l, xl§")]

de cada particién P, = (xé"), e x,(c'a)) (n € N) un nimero real & E."), entonces la inte-
gral de una funcién continua f: [a, b] — R es precisamente el limite de la sucesién

convergente (S,,) de las sumas

Sin embargo, este limite no existe necesariamente para funciones no continuas. No
existe una caracterizacion general delaintegral de Riemann por medio de una sucesion.
En este caso se necesitan filtros. En efecto, sea P[a, b] el conjunto dirigido de todas
las particiones de [a, b] (ejemplo 3.3.2). A toda particién P =(x,...,x,) € Pla,b]le
asociamos el conjunto S(P) de todas las sumas reales

D> FENR—xi1) con xiy <& <x; (i=1,...,n).
i=1

Evidentemente los conjuntos
B(P):=U{S(Q)|Q € Pla, b],Q > P}

forman una base de filtro .£;. Una funcion f: [a, b] — R es integrable en el sentido de
Riemann, siy solo si %, es convergente y entonces se tiene que

b
J f(x)dx=1lim.%;.

Demostraremos algunos resultados generales sobre filtros convergentes.

Proposicion 3.6.5. Sea(Z,),cr unafamilia de filtros sobre un espacio topologico (X, Z')
yF= ﬂI Z,. Entonces se cumple para todo x € X :
ae

F—ox—=VaclF,— x (3.30)

Demostracién. Trivialmente se cumple ﬂI Fo D V(x)siysoélosi F, D ¥ (x)para todo
ae

ael. O

Por la proposicién 3.5.24 y el ejercicio 3.5.10 todo filtro .# puede representarse co-

mo interseccion de ultrafiltros y como interseccién de los filtros de secciones asociados
aredes subordinadas a & . De aqui resultan los criterios siguientes:
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Corolario 3.6.6 (criterios de convergencia). Un filtro F converge a un punto x en
un espacio topologico (X, ') si y sélo si cumple una de las condiciones equivalentes
siguientes:

i) Todo ultrafiltro %/ mds fino que ¥ convergea x.
ii) Toda red subordinada a F convergea x.

Obtendremos mas resultados sobre filtros convergentes si generalizamos otro
concepto fundamental del Andlisis Clasico, relacionado con la convergencia.

Un ntimero complejo z se llama punto adherente de una sucesién de ntimeros
complejos (x;) si

Ve>0VneN JkeN; k>n A |xp—x|<e (3.31)

Esto significa que toda seccion final S,,(x;) intersecta a todo disco de centro x y
de radio arbitrario £ > 0, por lo tanto a todas las vecindades de z en C. Resulta claro
entonces como hay que generalizar este concepto para filtros cualesquiera.

Definicién 3.6.7 (puntos adherentes de un filtro). Sea .Z un filtro sobre un espacio
topolégico (X, Z'). Entonces a € X se llama punto adherente del filtro 7, si todo
elemento F € & intersectaatodavecindad V € ¥(a).Y a € X sellama punto adherente
de una base de filtro, si es punto adherente del filtro asociado. Luego un punto a en
un espacio topolégico (X, Z) es punto adherente de una base de filtro .Z siy sélo si
para un sistema fundamental de vecindades .% (a), se cumple que:

VBc¥Y YVeZ(a); VNB#0 (3.32)
Para los puntos de convergencia resulta, directamente de la definicién, que:

Si 2 es una topologia sobre X mas gruesa que 2, entonces todo
punto adherente a de un filtro & en (X, Z') es también adherente (3.33)
aZen(X,2)

Inversamente para los puntos de convergencia se cumple que

Si a es un punto adherente de un filtro & en (X, Z'), entonces a es punto (3.34)
adherente de cualquier filtro .#’ mas grueso que .7 en (X, 2”). '

(3.34) generaliza la proposicién que nos dice que todo punto adherente de una
subsucesion (x,,)) de una sucesion (x,) es también punto adherente de la sucesion.

Como es bien conocido, un ntimero complejo z es adherente a una sucesion
compleja (z,) siy solo si existe una subsucesion (z,,)) de dicha sucesion que converge
a z. Generalizando obtenemos:
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Proposicion 3.6.8. Un punto a en el espacio topologico (X, X') es adherente al filtro &
siy sélo si existe un filtro mds fino ' que converga a a. En particular, si & converge a
X, X es punto adherente de 7 .

Demostracion. Sia es punto adherente de 7, entonces el filtro mas fino
{FNV | FeZ, Ve¥(a)=sup{ZF,V(a)}

converge a a, puesto que es también mds fino que ¥(a). Sea inversamente #” un filtro
mds fino que converge a a. Entonces se tiene que F' NV # () para todo F’ € Z’ y toda
vecindad V € ¥(a), yaque ¥(a) c Z’ypor (F1) y (F2). Entonces, por (3.34), a es punto
adherente de Z"y, por tanto, de &. O

Corolario 3.6.9. Todo ultrafiltro sobre un espacio topolégico converge a cada uno de
sus puntos adherentes.

o0

Ejemplo 3.6.10. Sea Y. x, una serie de nimeros reales convergente condicional-
n=1
mente, pero no absolutamente. Entonces el teorema de reordenamiento de Riemann

muestra que todo ntimero real es limite de un filtro mds fino que el filtro de las sumas
parciales (3.6.2). Por lo tanto, por la proposicién anterior, todo ntimero real es punto
adherente de dicho filtro.

Ejercicio 3.6.11. Precisar la demostracién indicada en el ejemplo anterior.

Ejemplo 3.6.12. Sea f una funcién real acotada sobre un intervalo cerrado y acotado
[a,b] cR. Sea P[a, b] el conjunto de las particiones de [a, b] dirigido por la inclusién
C. A toda particién P =(xy,..., x,) se le asocia la suma superior

Zf — Xi— 1 con fz _Supf(xl l’xl)

y la suma inferior
n
S(f,P):=>_filxi—x;1) con f;:=inf f(x;y, x;)
i=1

Es conocido que las redes {(g(f,Pl) | P e Pla,bl}y{(S(f,P))| P € Pla,b]} son
convergentes en el espacio topoldgico R. Sus limites se denotan respectivamente por:

f f(x)dx (integral superior)
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f f(x)dx (integral inferior)

Es fécil ver que los filtros de secciones asociados a estas redes son mads finos que
la base de filtro .Z; construida en el ejemplo 3.6.4. Entonces la integral superior y la
integral inferior de f son puntos adherentes de .Zs. Puede probarse ademads que todos

los puntos adherentes de £ estdan comprendidos entre T f(x)dxy f f(x)dx.

Ejercicio 3.6.13. Probar los enunciados del ejemplo anterior.

Ejercicio 3.6.14. Si.Z esun filtro con una base numerable sobre un espacio topolégico
(X,Z)y a un punto adherente de .Z, probar que: si a posee un sistema fundamental
de vecindades numerable en (X, '), entonces existe una sucesion (x,) subordinada a
Z que converge a a.

3.7. Convergenciay continuidad

Antes de aplicar los filtros convergentes para caracterizar las funciones continuas en
un punto, hay que enunciar una serie de resultados elementales concernientes a las
imdagenes directas e inversas de filtros.

Supongamos que X, X’ son dos conjuntos, f: X — X’ es una aplicaciény % es
una base de filtro sobre X. Entonces la coleccién

£} ={f[B]|Be %} (3.35)

es una base de filtro, puesto que f[AN B]c f[A]N f[B] para todos los subconjuntos A
y B € X yademds, si A # 0, entonces f[A]# 0.

f1{<¥} se llama imagen de la base de filtro por f. Si 7 es un filtro, f{Z} no es
necesariamente un filtro; pues en general f[X} # X’; entonces X’ ¢ f{Z}, si f noes
sobreyectiva.

Ejemplo 3.7.1. Las secciones finales S,(I)={f | @ < B} del conjunto dirigido (I, <),
forman unabase defiltro (3.4.7). Suimagen bajo lared ¢ : @ — x, en X, es precisamente
la base de las secciones finales de la red (x,),c; formada por los conjuntos {x; | @ < §}.

Ejemplo 3.7.2. Si .Z es una base de filtro sobre la inyeccién canénica de A C X,
entonces iy {-Z} es una base de filtro sobre X. El filtro sobre X generado por i,{Z}, se
llama filtro generado por £ cuando £ se considera como base de filtro sobre X .
En cambio, si £’ es una base de filtro sobre X’, la imagen inversa de una funcién
f: X-X"
fHLY={f""[B]|B €%} (3.36)
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en general no es una base de filtro. Es verdad que f~'{.%’} cumple (B2), pues f~'[A'N
B’]= f7YA']In f~![B’] para todos los A’, B’ € 2(X’). Pero (B1), en general no tiene que
cumplirse, ya que, f~![B’] # 0 para todo B’ € ¥’ siy sélo si

todo B'€ %’ intersectaa f[X]. (3.37)

En este caso f![%’} se llama imagen inversa de la base de filtro .#’. Evidentemente,
si f es sobreyectiva, toda base de filtro sobre X’ tiene una imagen inversa que es una
base de filtro.

Ejemplo 3.7.3. Sea A un subconjunto de un conjunto X, i, la inyeccién canénica A —

X y £ una base de filtro sobre X . Entonces i;l {Z}= {i;l[B] | B € £} es precisamente

la traza £, de & sobre A. Por las consideraciones anteriores i;l{jf } es una base de
filtro siy sélo si £ cumple (3.37) con respecto a iy, 0 sea, si

is[A]NnB#0 paratodo Be.¥.

Recobramos de esta forma el enunciado del ejercicio 3.4.12.

En la proposicién siguiente, veremos que la relaciéon de orden entre filtros es
invariante bajo aplicaciones.

Proposicién 3.7.4. Sea f: X — X’ una aplicacion.

i) Si %, %, son bases de filtro sobre X, tales que £, 1%, entonces f{£,} y f{%>}
son bases de filtro sobre X' y

a1 i} (3.38)
ii) Si%], %, sondos bases de filtro sobre X" que cumplen (3.37) y tales que £, es mds
fina que £, entonces f~{<L]} y f{L,} son bases de filtroy f ' {<£]} 1 f {4}

iii) Si ¥ es una base de filtro sobre X, entonces f " {f{£}} es una base de filtro con

e 2.

iv) Si ¥’ es una base de filtro sobre X’ que cumple (3.37), entonces la base de filtro
FAFHL'}} es mds fina que <.

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 3.7.5 (imagen directa de un ultrafiltro). Si. ¥ es una base de ultrafiltro
sobre un conjunto X y si f es una aplicacién de X en un conjunto Y, entonces f{ £} es
una base de ultrafiltro sobre Y .
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Demostracion. Sea M’ C Y. Si f~'[M’] contiene un conjunto M de ¢, entonces M’
contiene a f[M]y, por lo tanto, M’ € [ f{.£}]; si no ocurre esto, entonces Cf ' [M'] =
fCM’] contiene un conjunto B de £ (3.5.21), y por lo tanto (M’ contiene a f[B].
Luego | f{£}| verifica la caracterizacién de ultrafiltros dada en la proposiciéon 3.5.21.

O

Consideremos en particular la inyeccién canénica i, de un subconjunto A en X.
La proposicién anterior nos muestra que una base de ultrafiltro sobre A es también
una base de ultrafiltro sobre X (3.7.2).

A partir de los resultados anteriores podemos ahora definir el limite funcional con
respecto a un filtro, y caracterizar las funciones continuas en un punto por medio de
filtros.

Definicién 3.7.6 (limite funcional). Sea f una aplicacién de un conjunto X en un
espacio topoldgico (Y, 2)y sea Z un filtro sobre X. Se dice que f convergeab €Y
bajo 7 si f{Z}— b. Sihay un tinico punto de convergencia de f bajo Z se dice que
b es el limite de f bajo 7 y se denota por b =limg f.

De esta definicién y la proposicion 3.5.2 se concluye el siguiente criterio:

Proposicién 3.7.7. f: X — Y convergea b € Y bajo el filtro & en X, si y sdlo si, para
cada vecindad V de un sistema fundamental arbitrario de vecindades de b en (Y, %),
existe un conjunto F € F tal que f[F] C V (o0 sea f~}[V] € F para cada vecindad
VeV (b)con fH{¥(b)}c F).

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 3.7.8. Sean (X,%) y(Y,2) espacios topolégicos y sea(F,)qc; Una familia
de filtros sobre X. Si f: (X, %) — (Y,2) convergea b € Y bajo Z,(a € I), entonces f
converge a b bajo el filtro F = ilgffa.

a

Demostracion. Paratodo b € ¥(b)setiene [~ [V]e Z, (a€I);luego f7[V]eZF. O

En anilisis elemental el limite funcional lim f(x) se define solamente segtn el
X—a

filtro de vecindades del punto a. En cambio, la definicién 3.7.6 introduce de manera
mas general el limite funcional segtin un filtro arbitrario. Esto permite analizar el
limite de una sucesion como un limite funcional. Los dos conceptos limite de sucesién
y limite funcional, que estan separados en andlisis elemental se unifican mediante el
concepto de filtro.

Ejemplo 3.7.9. Una sucesién ¢: n — x,, en un espacio topolégico (X, Z) converge a
un punto x siy so6lo sila aplicaciéon ¢ converge a x bajo el filtro de Fréchet sobre N. Un
resultado anédlogo puede enunciarse si consideramos una red cualquiera ¢ — x, en
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lugar de una sucesion. Mediante la definicién anterior podemos enunciar la definicién
de la continuidad puntual 3.2.6 de manera mds condensada.

Proposicién 3.7.10. Una aplicacion f de un espacio topologico (X, %) en otro(Y, %)
escontinuaena € X siysolosi f{¥(a)}— f(a).

Con esta version de la definicién 3.2.6 obtenemos inmediatamente el analogo del
segundo criterio de continuidad puntual (3.9), cuya traduccién a espacios topolégicos
en general nos ha conducido a la introduccién de los filtros.

Teorema 3.7.11. Sean (X,%) y(Y,2) dos espacios topologicos. Una aplicacién f de
X enY escontinuaena € X siysélosilimg f = f(a), para toda base de filtro £ en X
que converja al punto a.

Demostracién. La condicion es suficiente por la proposicién anterior. Es necesaria
por la proposicién 3.7.4 y (3.25). O

Combinando el teorema anterior con el corolario 3.7.8 obtenemos el siguiente
resultado: si el filtro de vecindades ¥(a) se representa como intersecciéon de una
familia de filtros (% ,),c;, entonces f: (X, Z)— (Y, %) es continua en a € X, si y sélo
si f{Z,}— f(a)paratodoac].

Por ejemplo, por la Proposicién 3.5.24, f es continuaen a siysolosi f{%} — f(a)
para todo ultrafiltro % sobre (X, Z) que converge a a. Si (X, Z') en un AN1-espacio,
recobramos la Proposiciéon 3.2.12. Por 3.5.8, f es continua en a € X, siy sélo si para
toda sucesion (x,) convergente a a se cumple (f(x,)) — f(a).

Ejercicio 3.7.12. Sea f: X — Y sobreyectivay  un filtro sobre X. Probar que f{Z}
es un filtro sobre Y.

Ejercicio 3.7.13. Sea f: X — Y inyectiva y sea %/ un ultrafiltro sobre Y que cumple
(3.37) con respecto a f. Probar que f~'{%} es un ultrafiltro. Recobrar de aqui el
Corolario 3.5.22.

Ejercicio 3.7.14. ;Mediante qué filtros se pueden definir los limites unilaterales
lim f(x)y lm f(x)
de una funcién f: R — R?

;Por qué la proposicién elemental conocida: f es continua en a si y sélo si los dos
limites unilaterales existen y son iguales, es un caso particular del Corolario 3.7.82
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Conjuntos abiertos y cerrados

Los capitulos anteriores establecen y desarrollan las definiciones fundamentales de
convergencia y continuidad bajo la base operativa de los conceptos de abierto, ve-
cindad y filtro. En este capitulo desarrollaremos algunas nociones elementales para
analizar los subconjuntos de un espacio topolégico en general.

Intuitivamente, un punto x es adherente de un conjunto C sino puede separarse de
C por una vecindad. Formalizaremos este concepto para subconjuntos de un espacio
topolégico cualquiera y veremos, en la seccién 4.1, que un punto x es adherente de C
siy s6lo si es un punto de convergencia de una base de filtro sobre C.

De aqui resulta la importancia especial de los subconjuntos que contienen a todos
sus puntos adherentes. Estos conjuntos se llaman cerrados, puesto que son cerrados
al pasar al limite. Veremos en la seccién 4.2 que los cerrados son precisamente los
complementarios de los abiertos en un espacio topolégico (X, Z').

Todo subconjunto C de (X, Z') define una particién de X, formada por su interior,
su exterior y su frontera. Estudiaremos estas nociones en la secci6on 4.3.

Los operadores topoldgicos que asocian a todo subconjunto C de (X, %) su adhe-
rencia, respectivamente su interior, caracterizan la topologia de todo el espacio de tal
manera, que puede reconstruirse a partir de estos operadores (método de Kuratowski).

Un subconjunto C de (X, %) se llama ‘denso si ocupa todo el espacio’, de modo
que su adherencia sea igual a X. De interés especial son los espacios que contienen
un subconjunto denso numerable. Estos espacios se llaman separables. Verificaremos
en la seccién 4.4 que algunos espacios clasicos del andlisis funcional son separables.

La seccién 4.5 contiene, entre los resultados expuestos en este capitulo, los més
utilizados en la practica. Plantea las relaciones elementales entre la continuidad,
los cerrados y la adherencia de un conjunto e introduce dos conceptos duales de la
continuidad: la aplicacién abiertay la aplicacion cerrada.
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4.1. Puntos adherentes y cerradura de un conjunto

El capitulo finaliza con una seccién en la que se definen algunas colecciones de
subconjuntos de un espacio topolégico de interés especial parala teoria de integraciéon
de Lebesgue.

4.1. Puntos adherentesy cerradura de un conjunto

En andlisis elemental un punto a se llama adherente a un subconjunto A C R” si puede
aproximarse tanto como se quiera por puntos del conjunto A, o sea, si a es limite de
una sucesion convergente (x;) de elementos x; € A.

Ejemplo 4.1.1. Los extremos a, b € R son puntos adherentes del intervalo abierto
(a,b) (a < b), puesto que son limites de las sucesiones convergentes (a + 1/n) (resp.
(b —1/n)), cuyos elementos pertenecen desde cierto n al intervalo (a, b). El conjunto
de todos los puntos adherentes de (a, b) € R, provisto de su topologia usual, es el
intervalo cerrado [a, b]. Se demuestra que a € R” es punto adherente de un conjunto
A CR”" siysblo si todo entorno V de a intersecta a A (fig. 4.1).

W

Figura 4.1: Punto de adherencia a un conjunto

Esta caracterizacion se generaliza inmediatamente a espacios topolégicos. Sin em-
bargo tenemos que ser cautelosos con una generalizacion directa de la caracterizacién
de los puntos adherentes por sucesiones, recordando la insuficiencia de las sucesiones
para una teoria de convergencia en espacios topolégicos cualesquiera.

Definicién 4.1.2 (punto adherente, adherencia). Sea A un subconjunto de un espacio
topolégico (X,%'). a € X se llama punto adherente de A si toda vecindad V € ¥(a)
tiene una interseccioén no vacia con A, es decir,:

Vevia)= VNA#D 4.1)
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El conjunto de todos los puntos adherentes de A se dice adherencia (o clausura)
de Ay se denota A. Un punto a € X no es adherente si puede separarse de A por una
vecindad:

dvev¥(a) (VNA=0) (4.2)

El criterio intuitivo de que un punto a es adherente a A, si puede aproximarse
tanto como se quiera por puntos de A, se formula en espacios topolégicos generales
mediante filtros y no por sucesiones.

Proposicion 4.1.3 (caracterizacién de los puntos adherentes por filtros). En un espacio
topolégico (X, %), un punto a es adherente a un conjunto A C X siy solo si existe una
base de filtro formada por subconjuntos de A que convergea a en (X, %).

Demostracion. Si (4.1) se cumple, entonces la traza ¥,(a) es una base de filtro formada
por subconjuntos de A que converge a a. Si (4.2) se cumple, no puede existir tal base
de filtro, pues el filtro generado deberia contenera Ay a V € ¥(a)y se tiene que
ANV =0. O

Es de esperar que en los AN1—espacios los filtros puedan sustituirse por sucesiones.

Ejercicio 4.1.4 (caracterizacién de los puntos adherentes en AN1—espacios y en espa-
cios seudométricos). Sea (X,2) un AN1—espacioy A C X. Probar que son equivalen-
tes:

i) acA
i) Ve¥(a)=VNA#D
iii) Existe una sucesion (x,)en A con x,, — a
Ademaés i), ii), iii) son equivalentes a:
(iv) d(a,A)=0 para espacios seudométricos (X, d).

Ejemplo 4.1.5. Consideremos el espacio R” provisto de su topologia usual. Sea A una
bola abierta de centro z y de radio p. Entonces todo punto a de la esfera E(z, p) es
adherente de A. En efecto, la aplicaciéon ¢ : a — z +a(a—z) de [0,1] en R" es continua
y aplica el intervalo [0, 1] sobre el segmento [z, a) C A. Puesto que ¢(1) = a, existe para
todo V € V(a), ay €[0,1) tal que () € V para todo a € [ay, 1). Por lo tanto

ay+1
go( V2 )eVﬂ[z,a)cVﬂA, osea, VNA#M.

Concluimos que en el espacio R" la adherencia de una bola abierta es la bola cerrada
correspondiente, o sea

B(a,p)=B'(a,p) en R” 4.3)
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~» jAtencion! Esto no se cumple en espacios métricos cualesquiera, como muestran
las bolas B(a,1) = {a} en un espacio métrico discreto (X, d) que son iguales a su
adherencia y diferentes de las bolas cerradas.

Ejemplo 4.1.6. Consideremos en el espacio métrico R? la gréfica de la funcién f: x —
sen(1/x) sobre (0,1/7]. A={(x,sen(1/x)) | 0< x <1/x}.

Entonces, todo punto (0, y) sobre el eje y tal que —1 < y <1 es un punto adherente
de A (fig. 4.2).

SN

\ 4

Figura 4.2: Gréficadesen1/x

Ejemplo 4.1.7. En un espacio discreto (X, 2 (X)) un punto a € X es adherente a un
subconjunto A C X siy sélo si a € A. Para ver eso, basta aplicar el criterio (4.1) ala
vecindad {a} de a:

AcX=>A=A entodo espacio discreto (X, 2 (X)) (4.4)

En cambio, en un espacio indiscreto (X,{X,0}) todo punto a € X es adherente a
cualquier conjunto no vacio A C X:

f#AcX=A=X entodo espacio indiscreto (4.5)

Pregunta. ;Todo punto adherente de una sucesién (x,) en un espacio topolégico
(X,%) es punto adherente del conjunto de sus términos {x, | n € N}? ;Se cumple
también el inverso?

El siguiente ejemplo muestra la insuficiencia de las sucesiones para caracterizar
los puntos adherentes de un conjunto en un espacio topolégico en general.
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Ejemplo 4.1.8. Proveamos a la recta real R de la topologia de los complementos
numerables Z'.Sean a, b €R, a < b y A=[a, b]. Entonces todo punto x € R es punto
adherente de A; pues todo complemento de un conjunto numerable en R tiene una
interseccién no vacia con A. Sin embargo ningiin x € R\ A puede representarse como
limite de una sucesién convergente de puntos de A. En efecto, ya en el ejemplo 3.2.5
hemos probado que toda sucesion (x,) convergente en (R, 2') a un punto x tiene casi
todos sus términos iguales a x.

Consideremos un conjunto finito A = {x; |i=1,...,m} en el espacio R?. Todo
punto en el plano que no pertenece a A tiene una vecindad que no contiene a ningin
punto de A; luego los tinicos puntos adherentes de A son los x;. Ademds, todo punto
X; posee una vecindad V; que excluye a todos los demés puntos de A (fig. 4.3).

O
1%

O @)
O

Figura 4.3: Conjunto formado por puntos aislados

Tales puntos se llaman puntos aislados de A. Un conjunto finito A en R? posee
solamente puntos aislados. Los puntos de A no se acumulan en ningtn punto de R?.

Definicién 4.1.9 (punto de acumulacién, punto aislado). Sea (X, %) un espacio topo-
légico, A c X. Un punto x € X se llama punto de acumulacién o punto limite de A, si
toda vecindad V € ¥(x) contiene un punto de A distinto de x:

VeV (x)=>AN(V\{x} )=V N(A\{x})#0 (4.6)
x € X sellama punto aislado de A, si existe una vecindad V € ¥(x) tal que
VNA={x} 4.7

El conjunto de los puntos de acumulacién de A se llama conjunto derivado de Ay
se denota A’.



102

4.1. Puntos adherentes y cerradura de un conjunto

Luego, distinguimos dos clases de puntos de adherencia: los puntos de acumula-
cién y los puntos aislados. Los puntos aislados de A pertenecen necesariamente a A;
los puntos de acumulacién pueden pertenecer o no a A:

xeA < xecA\{x} (4.8)

Todo punto adherente que no pertenece a A es un punto de acumulacién. A se
obtiene por adjuncién de los puntos de acumulacién al conjunto A:

A=AUA (4.9)

Ejemplo 4.1.10 (conjunto de puntos aislados que posee un punto de acumulacién).
Consideremos el conjunto de los niimeros naturales N en el espacio topolégico R
(2.1.9). N contiene solamente puntos aislados. Sin embargo, posee un punto de acu-
mulacién, a saber co. El conjunto {1/n | n € N*} tiene propiedades analogas en R.

Ejemplo 4.1.11. Sea (x,) una sucesién convergente a x en un espacio topolégico
(X,%).Si(x,) posee un nimero infinito de términos diferentes, entonces x es el tinico
punto de acumulacién del conjunto de sus términos {x,, | n € N}.

Ejercicio 4.1.12. Probar que en un espacio métrico (X, d) un punto x € X es punto
de acumulacién de A € X si y sélo si existe una sucesion (x,,) de términos diferentes
de A que converge a x. (Esta proposicion explica la terminologia que llama puntos
limite a los puntos de acumulacion). El ejercicio siguiente aclara la relacion entre los
puntos adherentes de un filtro (3.6.7) y los puntos adherentes de un conjunto.

Ejercicio 4.1.13. SeaTI una base de filtro. Probar que x es un punto adherente de T’
si y s6lo si es punto adherente de todo conjunto B €. En particular, un punto x es
adherente a una sucesion (x;) si y sélo si x es adherente a toda seccién final:

x €8S,(x)={xr | k=>n} paratodo neN. (4.10)

en particular, x es punto adherente de un conjunto A si y sélo si es adherente al filtro
principal generado por {A}.

Ejercicio 4.1.14. Sea (X, 2’) un espacio topoldgicoy A € X. Probar que todo punto
aislado de A es también punto aislado de A. ;Se cumple el inverso?

Ejercicio 4.1.15. Constriiyase un conjunto A C R tal que
A#A #(AY ={0}.
Ejercicio 4.1.16. Sean Ay, ..., A, subconjuntos de un espacio métrico (X, d). Probar:

(A U---UA,)Y =A]U---UA)
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4.2. Conjuntos cerrados

Evidentemente, para problemas de convergencia y de continuidad, los conjuntos que
contienen a todos sus puntos limites deben tener importancia especial.

Definicién 4.2.1 (conjunto cerrado). Sea (X, %) un espacio topoldgico. Un subcon-
junto A C X se llama cerrado si A= A. El conjunto de todos los cerrados en (X, Z’) se
denota por C,5 0 més sencillamente por C.

Para comprobar que un subconjunto A de (X, ') es cerrado hay que verificar que
contiene a todos sus puntos de acumulacién. En particular, un subconjunto A de un
espacio métrico es cerrado si contiene a todos los limites de sucesiones convergentes
(x,) con x,, € Aparatodo n €N.

Ejemplo 4.2.2. Toda bola cerrada B’(a, p) en un espacio métrico (X, d) es cerrada,
pues, si una sucesion (x,) de puntos x,, € B'(a,p) converge a x € X, se tiene que
d(x,a)= lim (d(x,,a)) < p, por la continuidad de z — d(z, a).

n—oo

Ejemplo 4.2.3. Sea (x,) una sucesién convergente en un espacio métrico (X, d). En-
tonces el conjunto
{x, | neN}U lim x,
n—oo

es cerrado en (X, Z}).

Ejercicio 4.2.4. Probar que la adherencia de un subconjunto A de (X, ') es cerrado.
Mas precisamente que es el menor cerrado que contiene a A.

Ejercicio 4.2.5. Sean (X,d),(Y,d’) espacios métricos, AC X cerradoy f: A— Y una
aplicacién continua. Probar que la grafica de f

Gp={(x, f(x))| x € A}

es cerrada en el espacio producto X x Y provisto de una de las métricas canéni-
cas (1.4.7).

El siguiente teorema nos suministra una gran variedad de nuevos ejemplos y, otro
criterio para probar que un conjunto dado es cerrado.

Teorema 4.2.6 (caracterizacion de los cerrados). Sea (X, ') un espacio topolégico.
Entonces A C X es cerrado si y sélo siCA es abierto.

Demostracion. Si A es cerrado, entonces ningiin punto x € (A es adherente de A;
luego existe una vecindad V € ¥(x) tal que ANV =@ o sea V c CA. Esto nos muestra
que CA es abierto.

Supongamos que CA es abierto. Entonces ningun punto x € CA puede ser limite de
A, puesto que la vecindad (A € ¥(x) tiene interseccion vacia con A.

Por lo tanto, A contiene a todos sus puntos adherentes. O
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~» Nota. jAtencién! conjunto abierto y conjunto cerrado no son conceptos que se
excluyen mutuamente. Existen conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados, por
ejemplo el # y X en todo espacio topolégico (X, 2'). En un espacio discreto todo sub-
conjunto es a la vez abierto y cerrado. Tampoco estos dos conceptos son exhaustivos.
Existen subconjuntos A C (X, Z') que no son ni abiertos ni cerrados, como muestran
los intervalos semiabiertos en R. En un espacio indiscreto (X, Z') ningiin subconjunto
diferente del f o de X es abierto o cerrado.

El teorema anterior establece una dualidad entre los abiertos y los cerrados de
un espacio topolégico. De todo enunciado sobre conjuntos abiertos se deduce un
enunciado dual sobre los conjuntos cerrados. Por ejemplo, partiendo de los axiomas
(A1)—(A3) (2.1.1) se obtienen las siguientes propiedades fundamentales de los cerrados.

Corolario 4.2.7 (propiedades fundamentales de los cerrados). En todo espacio topolo-
gico (X, %) se cumple para la coleccién C de los cerrados:

(Cl) feCyX €eC.
(C2) C,C’eC=CucC’eC.

(C3) Yacl, (C,eC)= mICaeC.
ae

Demostracion. (C1) @€ C pues (0 =X € 2 por (Al). X e Cpues (Z =0 € Z por (Al).
(C2) X\ C, X \ C’ son abiertos; luego X \ (CUC’)=(X\ C)NC(X \ C’) es abierto y
por lo tanto C U C’ es cerrado.
(C3) como para todo ¢ € I, X \ C, es abierto, por (A3)

X (021 Ca) - aLéJI(X\C“) X

y por tanto
N C,€C. O
ael

Inversamente, partiendo de las propiedades (C1)-(C3) de los cerrados, pueden
deducirse las propiedades (A1)-(A3) de los abiertos. Esto nos conduce a un nuevo
método de definir un espacio topolégico mediante la axiomatizacién del concepto de
conjunto cerrado.

Ejercicio 4.2.8. Sea X un conjunto y C ¢ £(X) una coleccion de subconjuntos de X
que cumple (C1)-(C3). Probar que existe una tnica topologia 2 sobre X tal que C es
el conjunto de los cerrados de (X, Z').

Sea X un conjunto finito. Entonces los axiomas (A1)—(A3) equivalen a los axio-
mas (C1)-(C3) directamente. Mas precisamente, si una coleccion C ¢ £ (X) cumple
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(A1)-(A3), entonces cumple tambien (C1)-(C3) y viceversa, pues toda unién, resp.
interseccidn, infinita se reduce aqui a una unién, resp. interseccion, finita por ser X
finito. Luego toda familia C ¢ #(X) que cumple (A1)—(A3) puede interpretarse como
familia de abiertos o como familia de cerrados.

Ejemplo 4.2.9. En el espacio de Sierpinski (X, %) (2.1.2), el punto 1 es aislado en X,
o sea, {1} es abierto, mientras que 2 no posee mds vecindad que X, y constituye un
conjunto unitario cerrado. Si tomamos 2 como conjunto de cerrados, tenemos la
situacion inversa: {1} es cerrado y {2} es abierto. Evidentemente, los dos espacios topo-
l6gicos que obtenemos de tal manera a partir de & son diferentes pero homeomorfos.

En general, los cerrados forman una coleccién de conjuntos de igual importan-
cia que la coleccion de los abiertos. En vez de empezar por una axiomatizacién de
los abiertos habriamos podido desarrollar la topologia general sobre la base de una
axiomatizacion de los cerrados.

Ejercicio 4.2.10. Sea (X, 2’) un espacio topolégico, (Y, d) un espacio (seudo)métrico,
¢(X,Y) el espacio de todas las aplicaciones continuas de (X, %) en (Y, d). Probar que:

i) (f,8)— doo(f,g)=supd(f(x),g(x)) es una seudométrica sobre el conjunto Y*

xeX
de todas las aplicaciones de X en Y.

ii) €(X,Y)es cerrado en el espacio seudométrico (Y¥, d,), 0 sea: si una sucesién
(f,.) de aplicaciones continuas f;,,: X — Y, converge uniformemente a una
funcién f: X — Y, entonces f es continua.

4.3. Interior, exteriory frontera

Consideremos un subconjunto arbitrario A de un espacio topolégico (X, Z') (fig. 4.4).

/// e

exterior

X

S

Figura 4.4
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Intuitivamente distinguimos los puntos interiores de A, los puntos exteriores de
Ay los puntos frontera de A que no son interiores ni exteriores. ;C6mo podemos
formalizar estos conceptos intuitivos?

Definicién 4.3.1 (punto exterior, interior, frontera). Sea A un subconjunto de un
espacio topolégico (X, Z').

i) Decimos que x € X es punto interior de A si existe una vecindad V € ¥(x) tal
que V C A.

ii) Decimos que x € X es punto exterior de A si existe una vecindad V € ¥/(x) tal
que V c(A.

iii) Decimos que x € X es punto frontera de A si no es exterior ni interior de A, o
sea, si cumple:
VeV (x) = VNA#D (4.11)

Vey(x) = VNLA#D 4.12)

El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de Ay se denota por /01 0
por int A.

El conjunto de los puntos exteriores se llama exterior de Ay se denota por ext A.

El conjunto de los puntos frontera se llama frontera de A y se denota por J A o por
fr A.

Utilizando la propiedad fundamental (V1) de las vecindades es evidente que:

x A= Ae ¥ (x); 4.13)
xcext Ae=lAc ¥(x) <> x €intCA. (4.14)

Resulta que
intA=extCA y extA=intCA. (4.15)

Utilizando la definicién de clausura obtenemos, comparado (4.11), (4.12) con (4.1):
x€0A<> xcANxelA. (4.16)

luego
0A=29(CA) (4.17)

Un punto x € X pertenece necesariamente a uno de estos tres conjuntos: int A,
ext Ao fr A (4.3.1). Y s6lo puede pertenecer a uno de ellos.
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Proposicion 4.3.2. Sea A un subconjunto de un espacio topolégico (X, Z’). Entonces
la coleccionint A, ext A, 0 A forma una particion de X, en el sentido de que estos tres
conjuntos son mutuamente disjuntos y recubren a X :

int AUext AUGA=X (4.18)

Un punto adherente a € A C (X, %) no puede pertenecer al exterior de A, porque
cada una de sus vecindades intersecta a A, luego A c ((ext A). Al inverso, es trivial

que todo punto interior y todo punto frontera de A son puntos adherentes de A.

Concluimos que
A=CextA (4.19)

Si sustituimos A por (A, obtenermos el siguiente corolario que expone la relacion dual
entre los conceptos de adherencia y de interior, reflejando la dualidad entre abiertos y
cerrados.

Corolario 4.3.3. Sea(X,%’) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X . Se tienen
las siguientes igualdades:

Cint A=adhCA osea A=C({CA) (4.20)
CA=extA osea A= C(CA). (4.21)

Puesto que la adherencia de todo conjunto es cerrada, las féormulas (4.20) y (4.21)
implican que el interior y el exterior de cualquier conjunto A son abiertos, mientras
que por (4.16) la frontera es un conjunto cerrado.

Fue probado en el ejercicio 4.2.4 que la cerradura A es el menor cerrado que
contiene A. Como caracterizacion dual se tiene:

Corolario 4.3.4 (caracterizacion del interior). Sea A un subconjunto de un espacio
topologico (X, ). Entonces A es el mayor abierto de Z contenido en A.

Demostracion. Ya sabemos que A es abierto. Puesto que el operadorint : A— A es
creciente por la definicién 4.3.1, tenemos para todo abierto U

UcCA—U=UCA. 0

Nota. Partiendo de las propiedades fundamentales (A3) de los abiertos y (C3) de los
cerrados, habriamos podido introducir, por definicién, el interior y la adherencia de
un conjunto A como el mayor abierto contenido en A, resp. como el menor cerrado
que contiene a A; pues estos axiomas implican que U{U | U € Z AU c A} es abierto
y{W|W € CAW > A} es cerrado. A continuacién habriamos podido deducir de
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estas definiciones los enunciados de nuestras definiciones 4.3.1 y 4.1.2. Este proce-
dimiento, que permite resaltar todavia més la dualidad conceptual entre el interior
y la adherencia, es més ‘elegante’ pero también muy formal y poco intuitivo. No se
entiende por qué es necesario introducir el cerrado o la adherencia si sus propiedades
son reflejos fieles de las propiedades ya estudiadas de los abiertos, resp. del interior.
Parece ser una duplicidad superflua. Pero esto es solamente una consecuencia de una
exposicion artificial, que sacrifica el sentido intuitivo a una elegancia que sin embargo
puede traernos confusién. No se tiene interés en los cerrados por la dualidad con los
abiertos, sino por su propiedad de ser ‘cerrados’ con respecto a la operacion de limite,
y se descubre sélo a posteriori que los cerrados son los complementos de los abiertos.

Ejemplo 4.3.5. Sea A una bola cerrada B’(a, p) de centro a y de radio p en un espacio
normado, (E, || - ||). Entonces el interior de A es la bola abierta correspondiente B(a, p),
el exterior de A es el conjunto {y €E|d(a,y)> p} ylafronterade A eslaesfera E(x, p).
(Repetimos que esto no es el caso en un espacio métrico cualquiera.)

No siempre tenemos una situacién tan cerca de nuestra intuicién como en el caso
de una bola. Existen, por ejemplo, conjuntos sin ningtin punto exterior y a la vez sin
ningln punto interior, o sea, cuya frontera es todo el espacio.

Ejemplo 4.3.6. Sean (X, 2’)larecta real R con su topologia usual y sea A= Q. Ningin

intervalo abierto no vacio esta contenido enteramente en Q, luego Q = . Tampoco
existe un intervalo abierto no vacio enteramente incluido en R\Q. Por lo tanto, ext Q =
0. Esto implica 6Q =R por (4.18).

Ejercicio 4.3.7. i) Dar un ejemplo de un espacio topoldgico (X, ') tal que

ACX, A#0, AZX =>0A=X

ii) Dar un ejemplo de un espacio topolégico (X, Z') tal que
ACX=0A=0
Ejercicio 4.3.8. Probar las siguientes caracterizaciones:
i) Aesabierto <= ANJA=0
ii) Aescerrado <= JdACA<>A'CA
iii) A es abierto y cerrado <= JA =1

Ejercicio 4.3.9. Consideremos sobre R dos topologias diferentes.
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i) SeaZ latopologia de los complementos finitos. Determinar adherencia, inte-
rior, exterior y frontera de Q.

ii) Sea & la topologia de los complementos numerables. Determinar adherencias,
interior, exterior y frontera de Q y de [a, b] (a < b).

La asociacion del interior o de la adherencia a todo subconjunto A de (X, %) nos
define dos operadores: int: A— Ay adh: A— A sobre el conjunto potencia 2 (X).

Deduciremos ahora por dualidad, algunas propiedades fundamentales de estos
operadores.

Proposicion 4.3.10 (propiedades fundamentales de int y adh). Sea (X, %) un espacio
topoldgico, A, B C X. Entonces:

adh #=0 (4.22)
Acadh A (4.23)

adh (AU B)=adh Auadh B (4.24)
adh (adh A)=adh A (4.25)
int X=X (4.26)

int ACA (4.27)

int (AN B)=int ANint B (4.28)
int(int A)=int A (4.29)

Demostracion. Es suficiente probar las propiedades fundamentales del interior, pues-
to que las propiedades correspondientes de la cerradura se obtienen por 4.3.3.
El corolario 4.3.4 implica inmediatamente las propiedades (4.26), (4.27) y (4.29).
Probemos que int(AN B)=int ANint B. La inclusién C es evidente. Inversamente,

sea x punto interior de Ayde B. Entonces ;l N 103 esunavecindad abierta de x contenida
en AN B; luego x €int(AN B). O

La monotonia de los operadores int y adh:

ACB—=—intAcCint B (4.30)
Ac B=—=>adh Acadh B (4.31)

parece ser también una propiedad fundamental de ellos, pero no es l6gicamente

independiente de las propiedades enumeradas en 4.3.10. Por ejemplo, (4.30) se deduce
de (4.28), puesto que:

ACB=>ANB=A=—> ANB=AC B.
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En la nota de 4.3.4 hemos visto que los operadores int y adh pueden definirse di-
rectamente por medio de la coleccién de los abiertos (resp. de los cerrados). Ahora
vemos que el inverso también se cumple. Si conocemos los operadores topolégicos
int y adh sobre &2 (x), podemos caracterizar los abiertos de (X, %) como los puntos
fijos de la aplicacién int(A € & <= int A= A)y los cerrados como puntos fijos de la
aplicaciéon adh B € Cy4 <= adh(B = B). Esto nos sugiere un nuevo método de definir
un espacio topolégico a partir de los operadores topolégicos. Mdas precisamente, nos
preguntamos, si dado un operador L: 2 (X) — £(X) que cumple las propiedades
(4.22)-(4.25). ;Existe entonces una topologia 2 sobre X tal que L(A) es precisamente
la adherencia de A con respecto a & para todo A C X? Fue KURATOWSKI [116] quien
introdujo este método de definir un espacio topolégico.

Proposicién 4.3.11 (método de Kuratowski). Sea X un conjuntoy L: 2 (X)— 2 (X)
un operador de Kuratowski, o sea, que cumple que para todos los A,B € 2 (X):

i) L0)=0.

ii) AC L(A).
iii) L(AUB)= L(A)U L(B).
iv) L(L(A))=L(A)

Entonces existe una tinica topologia & sobre X tal que L es el operador adherencia en
(X, Z).

Demostracion. La unicidad de la topologia & es evidente, pues 2 estd determinada
de manera tnica por la coleccién de los cerrados C,- dada por {C € 2 (X)| L(C)=C}.
Para probar la existencia de &', definimos

Cxy ={CeZ(X)|L(C)=C} (4.32)
y comprobamos que Cy cumple (C1)-(C3).
(C1) e Cx pori) y X € Cx por ii)
(C2) Si A,BeCy, entonces L(AUB)=L(A)UL(B)=AUB, entonces AUB €Cy
(C3) Si A, € Cx paratodo a € I, entonces

L(N Ag)C L(Ag)=A
(12,49) < LAa)= A,

para todo a € I, por (4.31), entonces:

L(N Ag)c N A, que por ii) implica
pel acl
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L(N Ag)=NA,, , NAgeC
(ﬂel p)=NAq oseaﬁ s €Cx

Todavia falta demostrar que la cerradura B coincide con L(B) en (X, %) para todo
B c X. Basta para ello probar que L(B) es el minimo elemento de Cx que contiene a
B.Y esto es inmediato, pues L(B) € Cx poriv) ysi C € Cx y B € C, entonces, por iii) y
por (4.31), L(B) € L(C), conlo cual L(B)= B. O

Ejercicio 4.3.12. Enunciar y demostrar el dual de la proposicién anterior para el
operador int.

Ejercicio 4.3.13. Probar las siguientes inclusiones en un espacio topolégico cualquie-

ra:

ACACACA (4.33)
ACACA (4.34)

Mostrar con contraejemplos que en general no se tiene igualdad entre estos conjuntos.

Ejercicio 4.3.14. Supongamos que (E, || - ||) es un espacio normado y C C E convexo
(E1.13). Probar que:

i) La cerradura de C es convexa.

ii) SixeCyze C, entonces el segmento semiabierto [x, z) estd contenido en C.
iii) C es convexo (utilizar (ii))

iv) Si é #0, entonces C = é y é = C (utilizar ii).

4.4. Conjuntos densosy espacios separables

Los puntos de Q son densos en la recta real en el sentido intuitivo de que no existe
un segmento (no reducido a un punto) que no contenga a un nimero racional. Esto
significa topolégicamente que Q = R. Los conjuntos con esta propiedad juegan un
papel importante en topologia general, asi como en andlisis funcional.

Definici6n 4.4.1 (subconjunto denso). Un subconjunto A de un espacio topolégico
(X,2Z)sellama densoen X siA=X.
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Es claro que las caracterizaciones generales de la cerradura (§4.1) se aplican aqui.
Por4.1.2, Ac X es denso en X siys6losi ANV # 0 para toda vecindad V' de cualquier
punto x € X. Més sencillamente:

Aesdensoen (X,Z)<=VUeX (U#0=UNA#0D). (4.35)
Si(X,Z') esun AN 1—espacio, A es denso en X siy sélo si
paratodo x € X existe una sucesion (x,) en A tal que x,, — x. (4.36)
En un espacio métrico (X, d) un subconjunto A es denso siy sélo si
xeX=d(x,A)=0 (4.37)
Ejemplo 4.4.2. En el espacio topolégico (R, Zp) (2.1.9) el conjunto Z es denso.

Ejemplo 4.4.3. El conjunto Q" de los puntos con coordenadas racionales es denso en
R” con respecto a la topologia usual.

Ejemplo 4.4.4. En andlisis funcional un conjunto M de vectores en un espacio nor-
mado (E, || - ||) se llama completo, (o total) si el subespacio lineal generado por M es
denso en (E, || - ||). Esto significa que cualquier vector x € E puede aproximarse tanto
como se quiera por una combinacién lineal de vectores de M, o sea:

Vx€EVe>03dneN3Ix,...,x, €M Iay,...,a,€R tal que

n
X — E a; X;
i=1

Un teorema de Weierstrass, que probaremos en el capitulo 11, dice que sobre
un intervalo [a, b] C R toda funcién continua es limite uniforme de una sucesion
de polinomios. Todo polinomio es combinacién lineal de las funciones potencia
pn: x — x"(n € N). Luego en el espacio normado &([a, b],R) provisto de la norma
| f lloo:=sup{| f(x)|| a < x < b} (1.1.4), el conjunto numerable de las funciones
potenciales p, (n € N) es total, o sea, el subespacio lineal formado por los polinomios
sobre [a, b] es denso en (€([a, b],R), || - ||oo)-

Pregunta. Si A es un subconjunto denso de(X,Z’), entonces ;es también denso para
toda topologia més gruesa que &'? ;Qué topologias se caracterizan por la propiedad
de que todo subconjunto unitario es denso con respecto a ellas?

<eé.

Los ejemplos 4.4.2 y 4.4.3 muestran espacios topolégicos que contienen subcon-
juntos densos numerables.
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Definicién 4.4.5 (separable). Un espacio topolégico (X, Z’) se llama separable si existe
un subconjunto denso numerable en X.

Ejemplo 4.4.6. Un espacio topolégico discreto (X, %) es separable si y s6lo si X es
numerable.

Ejemplo 4.4.7. El espacio [?(N) es separable (1.2.6). Un subconjunto denso nume-
rable de /%(N) se construye de la manera siguiente. Sea D,, el conjunto de todas las
sucesiones racionales cuyos términos se anulan a partir del indice n:

D, :={(x)€’(N)|Vk €N (x, €Q)A k> n=> x; =0} (4.38)

D, tiene la misma cardinalidad que Q", por lo tanto es numerable. Veamos que el
conjunto numerable D := 4] D, es denso en [?(N). En efecto, sea z = (z;.) € I*(N)

n=1
oo
arbitrario y sea £ > 0 dado. Puesto que Y’ z? es convergente, existe N € N tal que

k=1
)

> zi<$%.Paratodo p=1,...,N podemos hallar un niimero racional r, tal que
k=N+1

&

2
r,—2,|"<—
7 =2 2N

Si definimos 7 :=(ry, 15,...,y,0,0,...) € D entonces

N = Ne ¢ ¢ ¢
||Z—r||2SZ|Zk—Tk|2+ZZESW'FEZE'FE:S
k=1 k=N+1

Entonces D es denso en [%(N).

Ejemplo 4.4.8. Consideremos un espacio normado (E, || - ||) que contenga un conjunto
numerable total de vectores M, por ejemplo (&([a, b],R), || - [|eo) (4.4.4).

En este caso, es facil comprobar que el conjunto numerable D de todas las combi-
naciones racionales de vectores de M:

n
D::{Zr,-xilneN, x; €M, r;€Q paraizl,...,n}

i=1

n
es denso en E. Sea Y_ ; x; una combinacion lineal arbitraria de vectores x; # 0 de M
i=1
y sea € >0 dado. Para i =1, ..., n existen niimeros racionales x; tales que | @; — r; |<
e/n|l x;|l.
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Entonces
n

n
E a;xX; — E r; X;
i=1

i=1

n
< lai—nillxl<e
i=1

Por lo tanto la cerradura D contiene al subespacio lineal L(M) de todas las combina-
ciones lineales de vectores de M. Puesto que este subespacio es denso en E, tenemos
D=D=E.

Sireconsideramos el ejemplo 4.4.8, observamos que esencialmente se probé que
el sistema numerable de los vectores de base:

e;:=(0;;)jen=(0,...,0,1;0,0,...) (4.39)
forma un sistema total de vectores en E = [%(N).

Ejemplo 4.4.9. Denotaremos por [ °° al espacio vectorial de todas las sucesiones reales
acotadas provisto de la norma

Il (xn) lloo:= sup{| x,| | € N} (4.40)

Puede probarse que [°° no es separable.

Todo AN2—espacio (X, Z') es separable. En efecto, sea B ={B,, | n € N} una base
numerable de Z'. Escogemos de todo B,, # f) un punto arbitrario x,, € B,,. El conjunto
D :={x, | n €N, B, # 0} es un conjunto denso numerable en (X, Z'); pues todo abierto
no vacio U € & contiene a un B, # §); entonces x,, € U N D # (). Para espacios métricos
se cumple también el inverso.

Proposicién 4.4.10. Un espacio (seudo)métrico cumple AN2 si y solo si es separable.

Demostracion. S6lo tenemos que probar que todo espacio métrico separable cumple
AN2. Sea {x,, | n € N} un subconjunto denso de (X, d). Probaremos que la coleccién
numerable de bolas abiertas

p={B(x,,1/m)|neN, meN*}

forma una base de la topologia Z;. Sea U € Z; y x € U. Hay que demostrar que existe
un B € 3 tal que x € B Cc U. Ahora bien, existe m € N* tal que B(x,1/m) C U y existe
n €N tal que x,, € B(x,1/2m). Concluimos que

x € B(x,,1/2m)c B(x,1/m)cCU. O

Pregunta. ;Existen espacios métricos no separables? La proposicién anterior nos
suministra una condicién necesaria para la metrizabilidad de un espacio topolégico
separable.
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Ejercicio 4.4.11. Proveamos a R de la topologia 7 de los complementos finitos. Probar
que:

i) Todo subconjunto infinito A C R es denso en (R, 7). En particular (R, 7) es sepa-
rable.

ii) (R, 7)no cumple AN2. (Indicacién: Si  es una base de 7, entonces todo abierto
A € T puede representarse como unién de una familia finita de conjuntos de f3;
luego Card B = Card 7).

iii) Deducir de i) yii) que (R, 7) no es metrizable.

o

Ejercicio 4.4.12. Un subconjunto S en (X, 2') se llama denso en ningtin lugarsi S = .
i) Probar que la frontera de todo abierto A es denso en ningtn lugar.

ii) ;Ocurre lo mismo con los conjuntos cerrados?

iii) Dar un ejemplo donde i) no se cumple para todo subconjunto A C X.

iv) Probar la siguiente proposicién o mostrar con un contraejemplo que no es
correcta: un conjunto S es denso en ningtin lugar siy sélo si el complemento de
su adherencia es denso.

Ejercicio 4.4.13. Probar que (€[a.b],R),|| - ||co) €s separable, utilizando una aproxi-

macién de las funciones continuas, por funciones continuas lineales por pedazos con
valores racionales en los puntos vértice x; (fig. 4.5).

a = Xy X1 Xy X3

Figura 4.5: Aproximacion uniforme por funciones lineales a trozos
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4.5. Funciones continuas, abiertas y cerradas

En el 4.3 hemos probado que la topologia puede basarse en una axiomatizacién de
los cerrados o del operador clausura en vez de los abiertos. Para que sea satisfactoria
tal transformacion de la base axiomatica, debe extenderse también a la definicion de
los morfismos. Més correctamente, hay que caracterizar las funciones continuas por
medio de los cerrados, resp. mediante el operador de cerradura.

Teorema 4.5.1 (caracterizacion de las funciones continuas). Una aplicacion f: (X, %)
— (Y, %) es continua si y sélo si cumple una de las condiciones equivalentes siguientes:

D Ue% = fUlex. (4.41)
ii) Ce€Cy = fIC]eCy. (4.42)
iti) f[A]c f[A] paratodo AC X. (4.43)

Demostracion. i) es equivalente a la continuidad de f segtin la definicién 2.4.15.
i) = ii): se tiene por dualidad

CeCy=lCe¥=I(f'[Cl=f"[Clex = f'[C]eC,.

ii) = iii): f'[f[A]] es cerrado por ii) y contiene a A, por lo tanto contiene a A.
entonces: f[A] C f[A].

iii) = i): Sea U € %. Supongamos por reduccion al absurdo que A:= f[U]¢ Z'.
Entonces existe a € A que es punto adherente de (A, por iii), f(a) es punto adherente
de f[CA]= fIC/~' U= fIf'[CU]] cCU. Luego f(a) seria también punto adherente
de LU, en contradiccién con que U € %. Entonces [~ [U]€ %, siiii) se cumple. O

Corolario 4.5.2. Sean f,g aplicaciones continuas de (X, %) en(E,|| - ||). Entonces el
conjunto de coincidencia:
{xeX|f(x)=g(x)}

escerradoen(X,%).
Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 4.5.3 (prolongacién de igualdad). Sean f, g aplicaciones continuasde(X,Z’)
en(E,| - |) y supongamos que A C X densoen(X,Z). Si f(x)=g(x) para todo x € A,
entonces f =g.

Demostracion. Ejercicio. O

El Teorema 4.5.1 es uno de los instrumentos maés eficientes para comprobar que
un conjunto dado C c (X, %) es cerrado.
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Ejemplo 4.5.4 (semiespacios, hiperplanos). Sea f una forma lineal no nula continua
sobre un espacio normado (E, || - ||). Los conjuntos de la forma

[f<al={x€E|f(x)<a}=f""(~o0,a] (a€R) (4.44)

se llaman semiespacios cerradosy son efectivamente cerrados como imégenes inversas
de los intervalos cerrados (0o, @]. Los conjuntos de la forma

[f=al:={x€E|f(x)=a}=f"[{a}] (4.45)
se llaman hiperplanos en E. En virtud de 4.5.1 son también cerrados.

Ejemplo 4.5.5. Sea

n

pi(X1,..., x,)— E Tp o 00 eem e

una funcién polinomial sobre R”. El conjunto de los ceros de esta funcién

{x eR” | p(xl’--"xn)zo}z Pil[{o}]

es una superficie en R” que es cerrada, puesto que p: R” — R es continua; luego la
preimagen del conjunto cerrado {0} C R es cerrado. Los subconjuntos de R" definidos
de esta manera por polinomios en n variables se llaman variedades algebraicas (resp.
curvas algebraicas si n = 2). Ejemplo: la hipérbola

{(x1, X,) €R? | x, %, —1 =0} en R%.

Mas generalmente, toda variedad continua S en R", definida como conjunto de
los ceros de una funcién continua f: R” — R es cerrada.

Pregunta. Sean f, g funciones reales continuas sobre (X, Z'). ;Cudles de los siguientes
conjuntos son cerrados, resp. abiertos?

{xeX|fx)<gx)}, {xeX|flx)#g(x)} {xeX|f(x)<g(x)}

Ejercicio 4.5.6. Probar mediante 4.5.1 que toda bola cerrada en un espacio métrico
es un conjunto cerrado.

~» La imagen directa de un conjunto abierto bajo una funcién continua no es necesa-
riamente abierta.

Ejemplo 4.5.7. Consideremos sobre R la topologia discreta #?(R) y la topologia usual
r. Entonces, la aplicacién identidad 1y: (R, 2 (R)) — (R, r) es continua, pero la imagen
del abierto {0} € Z(R) no es abierta en (R, r).
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Definicién 4.5.8 (aplicacion abierta, cerrada). Sean (X, 2')y (Y, %) espacios topolégi-
cos. Una aplicacién f: X — Y se llama abierta (resp. cerrada), si

flZlcw (4.46)
resp. f{Cy}CCy (4.47)

Es facil comprobar que los espacios topoldgicos con las aplicaciones abiertas (resp.
cerradas) como morfismos forman categorias (que son diferentes de la categoria de los
espacios topoldgicos); pues es evidente que la composicién de dos funciones abiertas
(o cerradas) es abierta (o cerradas).

Una funcién biyectiva f: (X,Z) — (Y, %) es abierta (resp. cerrada) si y sélo si
su inversa es continua, puesto que las imagenes directas bajo f son preimégenes
bajo [~

f esabierta <= ! escontinua <= f es cerrada. (4.48)

Una biyeccién continua f: (X,2)— (Y, %) esun

Qo e 7 . 4.4
homeomorfismo siy sélo si es abierta o cerrada. (4.49)

Para demostrar que una aplicacién dada es abierta no es necesario comprobar que
todo abierto tiene una imagen abierta. Es suficiente comprobarlo para los abiertos de
una base de la topologia Z'.

Proposicion 4.5.9. Sean (X,%'), (Y, %) espacios topolégicos y sea p una base de la
topologia % . Entonces una aplicacion f: X — Y es abierta si y sélo si cumple:

Bef = f[Ble¥% (4.50)
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la férmula
f[UAa]ZUf[Aa]- O
acl acl

Puesto que la igualdad correspondiente para intersecciones no es vélida, no tene-
mos un criterio andlogo para las aplicaciones cerradas.

Otro criterio 1til para aplicaciones abiertas es el siguiente criterio local, cuya de-
mostracion se deja al lector.

Proposicion 4.5.10. Una aplicacién f:(X,2) — (Y, %) es abierta si y sélo si aplica
toda vecindad V € ¥V (x) de cualquier punto x € X en una vecindad f[V] de f(x) en
(Y, %).

Demostracion. Ejercicio. O

Mientras que las propiedades de ser abierta y de ser cerrada son equivalentes para
biyecciones (4.48), esto no se cumple para funciones cualesquiera; pues no tenemos
en general que f[CA]=Cf[A].
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Ejemplo 4.5.11. Denotaremos por 7, a la proyeccion vertical (x;, x,) — x, de R? en
R. Esta aplicacién 7; transforma toda vecindad de un punto x en el plano, en una
vecindad de su proyeccion sobre el eje x. Por lo tanto es abierta. Sin embargo, 7; no
es cerrada.

En efecto, si consideramos la hipérbola H := {(x,, x,) € R? | x; x, =1}, H es cerrado
en R? (4.5.2), pero 7r;[H]=R* no es cerrado en R. (fig. 4.6).

A

Figura 4.6

Inversamente una aplicacién cerrada no es necesariamente abierta.

Ejemplo 4.5.12. Consideremos la funcién continua f: x — sen x de [0,27] en R. Del
andlisis elemental es conocido que f posee una inversa continua sobre cada uno de
los intervalos [0, 7t/2],[7t/2,37/2] 0 [37t/2,27]. Por lo tanto su restriccién a cada uno
de estos intervalos es cerrada. Si C C [0,27] es cerrado, entonces sus intersecciones
C;, Gy, G5 con cada intervalo, son conjuntos cerrados.

Entonces f[C]= f[C,]U f[C,]U f[Cs] es cerrado para todo cerrado C c [0,27], o
sea, la aplicacion f es cerrada. En cambio, f no es abierta. Por ejemplo, A :=(0,27] es
abierto en [0, 2], pero f[A]=[—1,1] no es abierto en R (fig. 4.7).

Ejercicio 4.5.13. Sea f una funcién abierta de (X, ) en R o en un intervalo real de la
forma [a, B). Probar que f no alcanza el méximo sobre (X, Z).

Ejercicio 4.5.14. Sea (E, || -||) un espacio normado.
i) Probar que lanorma||-||: x —|| x || es una aplicaci6én abierta de E en R,.
ii) Sea f:(X,%)—(E,| -||) abiertay A C X abierto.

Probar que la aplicacién x —|| f(x)|| sobre A no alcanza su supremo.
Andlogamente, si f es abierta y no se anula, entonces x —|| f(x) || no alcanza su
infimo sobre los abiertos.
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SE}

Figura 4.7: Gréfica de la funcién seno

iii) Deducir deii) quesi f no alcanza su maximo sobre Aenun puntoa € A, entonces
acdA.

Nota. Los principos del méximo y del minimo para las funciones arménicas en el
plano (partes real e imaginaria de funciones diferenciables de variable compleja),
provienen precisamente del hecho de que una funcién analitica no constante es una
aplicacion abierta.

Ejercicio 4.5.15. Probar que una forma lineal f: R” — R es abierta si no se anula
sobre todo el espacio R”.

Ejercicio 4.5.16 (caracterizacion por aperadores). Sea f: (X, %) — (Y, %) una aplica-
cion. Probar que f es abierta siy s6lo si para todo A C X:

flintA] cint f[A] (4.51)
y f es cerrada siy sélo si paratodo A€ X:
fTAI> fIA] (4.52)

(Observe el sentido de las inclusiones y compérelas con 4.5.1)

4.6. Gg, F,—conjuntosy conjuntos de Borel

El axioma (A2) garantiza que la interseccién de una familia finita de abiertos es abierto.
Aunque existen espacios topolégicos en los cuales la intersecciéon de una familia
numerable de abiertos es abierto, esto no se cumple en general. Por ejemplo, en R la
interseccién numerable o

la,b)= nrjl(a —1/n,b)
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no es abierta. Sin embargo, tales intersecciones (de una familia numerable de abiertos)
constituyen una clase muy importante (p. ej., en teoria de la medida) y, merecen una
distincién de nomenclatura para ellos y sus duales.

Definicién 4.6.1 (G5 y F,—conjuntos). Un subconjunto de un subespacio topolégi-
co A C X se llama Gs—conjunto (resp. F,—conjunto) si puede representarse como
interseccion (resp. unién) de una familia numerable de abiertos (resp. de cerrados).

Todo abierto en un espacio topolégico (X, Z) es un G5 y todo cerrado un F,—con-
junto. Es interesante que pueden intercambiarse en este enunciado las palabras abierto
y cerrado, si el espacio es metrizable. Por brevedad omitiremos la palabra conjunto de
estas definiciones.

Proposicién 4.6.2. En un espacio métrico (X, d) todo cerrado C es Gg.

Demostracion. Definamos, para todo p > 0,

B(C,p)={xeX|d(x,C)<p} (4.53)
Entonces se cumple -
C= N B(C,1/n) (4.54)
puesto que
VYneN, xeB(C,1/n)<=d(x,C)=0<>xecC=C. O

El enunciado dual de que todo abierto en un espacio métrico es un F,—conjunto
resulta inmediatamente de la proposicién siguiente que manifiesta la dualidad entre
los conceptos G5 y F,—conjuntos.

Proposicion 4.6.3. Sea (X, %) un espacio topolégico. Entonces:
i) AC X esun Gg siysolosiCA esun F;.

ii) La coleccién de los G5 en (X, %) es invariante bajo intersecciones numerables y
uniones finitas.

iii) La coleccion de los F, en (X, %) es invariante bajo uniones numerables e inter-
secciones finitas.

Demostracién. i) Resulta de la equivalencia siguiente:
(oo} oo
A= ﬂoAn con A, e ¥ < l.o = UOB” con
n=i n=i
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o
ii) Si G, = ﬂo G, con G,,,, € X paratodo m,n €N entonces (por asociatividad)
m=

o] G oo 00 G oo G
n=0 n n=0 m=0 nm m,n=0 nm

(o]

es un Gz—conjunto. Similarmente si G, = ﬂOka para k = 1,...,n, entonces (por
m=

distributividad)

n n o0 oo
b Ge=0 (0 Gon)= A (Gim U UGym,)
k=1 k=1\m=0 0 n

es un G5 porque N” =N x --- x N es numerable y

Gy U---UGy,,, €2 paratodo (my,...,m,)eN".

(Notese que esta tiltima conclusién ya no es vélida, para una unién numerable :Ljo Gy,
puesto que N°° no es numerable).

iii) es el enunciado dual de ii), por lo tanto resulta de i) y ii); si por ejemplo
F= :L:jo F, es uni6én numerable de los F,—conjuntos F, (k € N) entonces (F = korjOBFk

es interseccion numerable de los F,—conjuntos CF, y, por lo tanto, Gs o sea F es un
E,—conjunto 7). Similarmente para la interseccion finita. O

Ejemplo 4.6.4. Consideremos el espacio topolégico R con la topologia usual. Entonces
Q c R es un F,—conjunto, porque es numerable y todo conjunto unitario en R es
cerrado.
Luego I = CQ: el conjunto de los nimeros irracionales es un G,—conjunto.
Puede probarse que Q no es Gs—conjunto y que I no es un F,—conjunto. A veces
es util tener una representacion estandar de los conjuntos F, y G5. Dejamos al lector
la demostracion del siguiente enunciado.

Ejercicio 4.6.5. Sea (X, %) un espacio topolégico. Probar que:
i) Para todo Gs—conjunto G existe una sucesién decreciente G; > G, D --- de

oo
abiertos tales que kﬂ G.=G.
=0

ii) Para todo F,—conjunto F existe una sucesion creciente F; C F, C --- de cerrados
oo
tales que kU EF.=F.
=0

Como indica la proposicién 4.6.3 no podemos esperar que la coleccién de los
Gs—conjuntos o la coleccién de los Fs—conjuntos sean invariantes ala vez bajo uniones
e intersecciones numerables. Para eso se introduce un sistema mas amplio de conjuntos.
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Definicién 4.6.6 (0—élgebra de conjuntos). Sea X un conjunto. Una coleccién no
vacia ./ C 2(X) de subconjuntos de X se llama o—dlgebra, si cumple:

i) Ae.od =(Ae.v4.
ii) Ay €./ paratodo keN:koLjoAkeﬂ.

Si.<f es una o—algebra, toda interseccién numerable de conjuntos de .<f pertenece
a .o/, pues el complementario de tal interseccién es uniéon numerable de conjuntos
de ./. Ademds, si A, B € .o/, entonces AA\B=AN(B e .o/, = AnCAy X = AUCA,
pertenecen a .¢/.

Es evidente que el conjunto potencia £ (X) es una o—algebra. Toda interseccién
de una familia de c—4lgebras es una o —élgebra. Luego para toda colecciéon % c 2 (X)
existe una o—éalgebra menor, que contiene a %/. Esta o—algebra menor .¢/ (%) tal que
/(%) > % se dice que es la generada por % .

Definicién 4.6.7 (conjuntos de Borel). Los elementos de la c—élgebra generada por
el conjunto 2 de los abiertos de un espacio topolégico se llaman conjuntos de Borel,
o también borelianos.

Ejemplo 4.6.8. Consideremos en el espacio Euclidiano (R”,7") (n € N), los intervalos
(cubos) abiertos:
(a,b) ={xeR"|a<x<b}

por el ejemplo 2.3.12, se demuestra que los cubos abiertos de centro racional y de
radio racional:

K(a,p)=(a;—p,a+p)x---x(a,—p, a,+p) (4.55)

forman una base numerable de la topologia 7". Luego todo abierto A c R” se repre-
senta como unién numerable de cubos abiertos. Puesto que, al inverso, todo intervalo
(a, b) es abierto, la c—dlgebra B de los conjuntos borelianos en R” estd generada por
los cubos abiertos. Este resultado es fundamental para la construccién de la medida
de Lebesgue sobre el espacio R”. A todo cubo

CZ(Cll,bl)X"'X(dn,bn)

n
se asocia intuitivamente su volumen u(C)=[ [(b; — a;).
i=1
En teorfa dela medida se demuestra que la aplicaciéon C — u(C) puede prolongarse
ala o—dlgebra B conservando las propiedades fundamentales que se exigen de una
medida del volumen de un conjunto en R”.
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Todo G; y todo F; conjunto es boreliano. Por lo tanto puede definirse el volumen
de tales conjuntos. La teoria de Lebesgue muestra que existen en R” conjuntos no
borelianos, para los cuales no puede definirse el volumen de manera razonable.

Proposicién 4.6.9. Sea f una aplicacién continua de un espacio topoldgico (X, %) en
un espacio topologico (Y, %). Entonces la imagen inversa de todo conjunto de Borel en
Y es un conjunto de Borel en X .

Demostracion. En efecto, sea .o/ la coleccion de todos los subconjuntos B C Y tales
que f~![B] es de Borel en (X, %). Puesto que

Be% = f'[Blex

FEBI=C Y y G FB= S0 Bl (4.56)

.¢/ es una o—algebra que contiene a los abiertos de (Y, %) por lo tanto todo conjunto
de Borel en % pertenece a .</ . O

~» iAtencion! No se cumple, en general, una proposicién andloga paralaimagen directa
de un conjunto de Borel: las igualdades (4.56) no son verdaderas para las imagenes
directas. A pesar de todo, para ciertas clases de espacios metrizables (de Souslin) el
andlogo es cierto (véase BOURBAKI [29]).
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Topologias iniciales y finales

Para construir nuevas estructuras a partir de estructuras dadas disponemos de cuatro
métodos candnicos ampliamente utilizados en la teoria de diversas categorias: formar
subestructuras, estructuras producto, estructuras cociente o estructuras suma. Por ejem-
plo, si consideramos la categoria de los conjuntos, podemos formar subconjuntos,
el producto de conjuntos, conjuntos cociente y la suma de conjuntos. Los mismos
meétodos se aplican también a la categoria de los espacios topolégicos.

En las dos secciones siguientes estudiaremos subespacios y espacios producto
de espacios topoldgicos. Veremos que en ambos casos se aplica el mismo método
abstracto para construir una topologia. Las topologias de los subespacios y de los
espacios producto son topologias iniciales definidas por familias de aplicaciones que
tienen los espacios respectivos como dominios. Analizaremos las topologias iniciales
en abstracto en 5.3 y veremos que los resultados obtenidos en las secciones anteriores
son casos especiales de teoremas més abstractos sobre topologias iniciales en general.

A partir del nivel abstracto de la seccidn 5.3, parece natural proceder a analizar el
método dual de definir topologias sobre un conjunto X partiendo de una familia de
aplicaciones que tienen a X como codominio, o sea, las llamadas topologias finales. En
las secciones 5.4 y 5.5 aplicaremos este método para definir las topologias canénicas
sobre los cocientesy las sumas de espacios topolégicos.

Procederemos en este capitulo seglin el siguiente esquema: casos concretos (subes-
pacio, espacio producto), abstraccion (topologia inicial), teoria abstracta (teoria de las
topologias iniciales y finales), concretizacion (espacios cocientes y espacios suma).

5.1. Subespacios

Sea (X, d)un espacio métrico y A C X un subespacio. Mediante d se induce de manera
natural una métrica d, (1.3.1). La topologia correspondiente %, consiste de todas
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las trazas de los abiertos U € &; sobre A:
'%dA = {UﬂA|U E%d}

Generalizando, se verifica inmediatamente que las trazas de todos los abiertos sobre
un conjunto A en un espacio topolégico cualquiera (X, 2’) forman una topologia
sobre A.

Definicién 5.1.1 (subespacio, topologia inducida). Sea (X, 2') un espacio topolégico
y Ac X. Entonces la topologia

Z,={UNA|U X} 5.1)

se llama topologia inducida por Z en A. El conjunto A provisto de esta topologia se
llama subespacio de (X, %).

Notacion. (A, %,) o méas sencillamente A si no existe confusion.

Nota. Si(A,%,)esun subespacio de (X, ') es esencial distinguir, en todos los pro-
blemas que envuelvan elementos o subconjuntos de A, entre sus propiedades como
puntos (resp. como subconjuntos) de X y sus propiedades como puntos (resp. subcon-
juntos) del subespacio A. Haremos esta distincion utilizando las frases en A o relativo
a A o conrespecto a A al referirnos a propiedades inherentes a puntos o subconjuntos
de A.

Si B ¢ Ac X, entonces podemos considerar B como subespacio de (4, Z4) o como
subespacio de (X, %'). Pero esta diferencia no importa, porque ambas topologias
inducidas son iguales:

Xp=(Za)B

Esta transitividad de las topologias inducidas resulta de que (U N A)N B = U N B para
todoU € X

Como los abiertos en un subespacio A de (X,Z') son las trazas sobre A de los
abiertos en X, se tiene:

UyeZy<=3JU X talque UNA=U, (5.2)

y, por lo tanto, los cerrados en (A, Z4) son precisamente las trazas de los cerrados de
(X,2Z)en A, o sea:

Ejemplo 5.1.2. Consideremos la topologia usual r sobre Ry A=(0, 1) c R. El conjunto

[1/2,1) es cerrado en el subespacio A; pues, por ejemplo, [1/2,1) =[1/2,2]N(0,1) y
[1/2,2] € 7,. De la misma forma (0,1]=[0,1]N(0, 2) es abierto en [0, 1].



5. Topologias iniciales y finales 127

/// \\‘\ /
\ u_/ %
UnNA CNA

Figura 5.1: a) Traza de un abierto ~ b) traza de un cerrado

Ejemplo 5.1.3. Sea A= B(a, p) una bola abiertay C = B’(b, p) una bola cerrada en
R" tales que AN C #0. Entonces B=AN C es abierto en C y cerrado en A, pero B no
es abierto ni cerrado en R”.

Ejemplo 5.1.4. Consideremos el subespacio A = Q, de R con la topologia usual.
B={x€Q,|0< x%<2}esabierto y cerrado a la vez en A, puesto que

B=AN[-1,v2]=AN(-1,v2)

Pregunta. ;Cudl es la topologia inducida sobre el subespacio Z de R?

Estos ejemplos ya nos muestran que un subconjunto abierto (resp. cerrado) en un
subespacio no tiene por qué ser abierto (resp. cerrado) en todo el espacio. Lo mismo
ocurre con las vecindades. Si denotamos por ¥,(a) al sistema de todas las vecindades
de a € A en el subespacio (A, &) tenemos:

Vev(a)=VNAec¥V,a),

A Vi€ By(a)

Figura 5.2: V, # ¥ (a)
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pero no siempre una vecindad V, € ¥4(a) es también vecindad de a en (X, Z') (fig. 5.2).
Sin embargo, se tiene para un subespacio (4, Z,) de (X, Z):

A abierto en X < todo abierto en A es abierto en X; (5.4)
A cerrado en X < todo cerradoen A escerradoen X; (5.5)
a e;M:) toda vecindad de a en A esvecindadde a en X; (5.6)

(5.4) y (5.5) resultan de (5.2) y (5.3) respectivamente. (5.6) resulta de la equivalen-
cia siguiente que se cumple para todos los subespacios (A, Z4) de (X, ') y todos los
subconjuntos W C A:

WeVa)e=3IVe¥(a) VNA=W (5.7)

Los abiertos, los cerrados y las vecindades en A son trazas sobre A de los abiertos,
de los cerrados y de las vecindades en (X, &) respectivamente, esto ocurre también
para la cerradura de un subconjunto en A.

Proposicién 5.1.5 (adherencia en un subespacio). Sea (X, Z’) un espacio topoldgico y
B c Ac X. Entonces la cerradura B 4 de B en (A, X',) satisface que:

B,=BnA (5.8)

Demostracion. Puesto que todo cerrado en A es la traza de un cerrado en X, la traza
BnAdel menor cerrado B en X que contiene B es el menor cerrado en A que contiene
aB. O

Corolario 5.1.6. Sea A un subconjunto del espacio topoldgico (X,Z’). Entonces se
cumple para todo B C A:

B esdensoen (A,%,)< B> A (5.9)

Ejercicio 5.1.7. Probar quesi Ac (X,2)esdensoy V € ¥,(a) para a € A, entonces V
es una vecindad de a en (X, %).

Decimos que una propiedad topolégica es hereditaria (a los subespacios), si en
caso de cumplirse para un espacio topolégico se cumple también para cada uno de
sus subespacios. Evidentemente las propiedades AN1, AN2 y la metrizabilidad son
heredadas por los subespacios. Sin embargo, esto no es evidente para la separabilidad.

A veces se identifican las aplicaciones f: X — A de un espacio topolégico (X, Z')
en un subespacio (A, %) de (Y, %) con las aplicaciones iyo f: x — f(x)de X en Y,
porque tienen la misma gréfica y s6lo difieren en el codominio. En anélisis elemental,
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por ejemplo, es comuin no hacer distincién entre tales funciones. En topologia general
esto parece ser también permisible, puesto que se cumple:

f:ix— f(x) de (X,%) en (A, %,) es continua < (5.10)
irof : x— f(x) de (X, %) en (Y,%) es continua. ’

Dejemos al lector comprobar que la topologia inducida sobre A c (Y, %) se carac-
teriza por el enunciado (5.10).

Proposicion 5.1.8 (caracterizacién de la topologia inducida). La topologia inducida
%, de un subespacio A C (Y, %) es la topologia mds gruesa sobre A que hace continua
a la inyeccion candnica iy: A — (Y,%). Ademds es la tinica topologia que tiene la
propiedad (5.10) para todos los espacios topologicos (X, %) y todas las aplicaciones
f:X — Y conimagen contenida en A.

Asi que, la continuidad no depende de la especificacién del codominio. Sin embar-
g0, no se cumpleun enunciado anélogo para las funciones abiertas (resp. cerradas).
Contraejemplos triviales son las inyecciones canénicas.

Ejemplo 5.1.9. Sean X =B =[0,1]; Y =R; y1: X — B la aplicacién identidad. Enton-
ces 1 es abierta, mientras que la inyeccién candnica iz =iz 0 1: x — x de X en R no
es abierta, puesto que B = ig[X] no es abierto en R. Resulta que debemos precisar
bien el codominio al hablar de aplicaciones abiertas o cerradas.

Definicién 5.1.10 (inmersién). Una aplicacién f: X — Y de un espacio topolégico
en otro se llama inmersién, si la aplicacién correspondiente x — f(x) de X sobre
el subespacio f[X]de (Y, %) es un homeomorfismo. Al subespacio f[X] se le llama
entonces inmersion de X en (Y, %)y se dice que X es sumergibleen Y.

Una aplicacién f: (X, Z) — (Y, %) es una inmersion, si es inyectiva, continua y
aplica todo abierto U en X sobre un abierto f[U] en el subespacio f[X]c (Y, %).

En topologia general no necesitamos distinguir entre un espacio y sus inmersiones,
porque tienen las mismas propiedades topolégicas.

Una inmersién no es, en general, una aplicacién abierta.

Ejemplo 5.1.11. La aplicacién (x;, ..., x,)— (x1,..., X,,0) es una inmersién de R” en
Rn+l.

Ejemplo 5.1.12. Sea E' c R"*! la semiesfera unitaria positiva:
n+l1

E={xeR™' | x?=1,x, 20}

i=1
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ysea: E' — R" la proyeccion
(X1yeey Xpg1) — (X1, .00, X5)

Es facil comprobar que 7 es una inmersion de la semiesfera E" sobre la bola

n
cerrada n-dimensional B/ (0,1) = {x eR"| > xl.2 < 1} CR" (fig. 5.3).
i=1

Xn+l

. E_:l CRIH—I
\
- ////‘»
-
I /
/

B/(0,1)CR"

X

Figura 5.3

Analicemos ahora qué pasa si cambiamos el dominio de una funcién continua en
lugar de cambiar su codominio. Sean (X, %), (Y, %) espacios topolégicosy f: X — Y
una aplicacién. Paratodo Ac X,a€ Ay V € ¥(f(a)) se cumple:

AnfVI=(fIA) V] (5.11)

(f1A eslarestriccion de f en A)

Por (5.11):
f escontinuaen a€ A= f|A es continuaen a (5.12)

~» Elinverso no se cumple: Una funcion, cuya restriccién a un subespacio A C (X, Z') es
continua, no tiene por qué ser continua sobre A. Hay que distinguir entre las funciénes
continuas sobre A (o sea, continuas en todos los puntos de A) y las funciones cuyas
restricciones sobre A son continuas.
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Ejemplo 5.1.13. Sea A=Q c R. La funcion caracteristica yq: R — R que aplica todos
los ntimeros racionales a 1 y todos los nimeros irracionales a 0, es discontinua en
todo punto. Sin embargo, su restriccion a Q es constante, luego continua en todo punto
acqQ.

Inversamente si A es un subconjunto de (X, Z’), podemos preguntarnos bajo qué
condiciones una aplicacién continua g: (A, Z4) — (Y, %) es restricciéon de una apli-
cacion continua de (X, %) en (Y, %). Esto es el llamado problema de prolongacion
continua de una funcion.

Definicién 5.1.14 (prolongacién continua). Sean (X, %), (Y, %) espacios topolégicos
Ac Xyg:A— Y una aplicacién (continua). Entonces cada aplicacién continua
f:X — Y tal que f|A =g sellama prolongacién continuade g a X.

Este problema seré tratado en las préximas secciones; por ahora nos contenta-
remos con la solucién de un problema vecino, que es el de la construccién de una
aplicacién continua sobre X, a partir de una familia ( f,),<; de aplicaciones continuas
cada una de ellas definidas sobre un subespacio A, de X y tal que los (A, )e; forman
un cubrimiento de X.

Consideremos la situacién siguiente:

Sean (X, %), (Y, %) espacios topolégicos y sea (A,),c; Una cubierta de X y sean
f« aplicaciones de A, en Y(a € I). Para tener una prolongaciéon comtn de todas las
fo @ X, es evidentemente necesario que coincidan sobre las intersecciones de sus
dominios:

fulAaNAg = f31Aq N Ag (5.13)

Si esta condicién de compatibilidad se verifica, entonces existe una tinica apli-
cacién f: X — Y tal que f/A, = f, paratodo a € I, a saber la aplicacién que asocia
atodo x € X el punto f,(x) si x € A,, ;Cudndo esta funcién obtenida uniendo las
funciones f, pedazo por pedazo serd continua? Para formular criterios suficientes
necesitamos el siguiente concepto:

Definicién 5.1.15 (cubierta puntual y localmente finita). Sea (A,),<; una familia de
partes de un espacio topolégico (X, Z'). Entonces:

1) (Ag)aer se llama puntualmente finita, si para cada x € X el conjunto de indices
I.:={aecl| x€A,} es finito.

ii) (Ag)eer se llama localmente finita, si para cada x € X existe una vecindad V €
¥(x) tal que el conjunto de indices Iy, :={a € I|V N A, # 0} es finito.

Es evidente que toda familia localmente finita es puntualmente finita, pero el
reciproco no tiene que cumplirse (considérese por ejemplo la cubierta de R formada
por todos sus subconjuntos unitarios).
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Ejemplo 5.1.16. Consideremos la rejilla Z" = {(xy,..., x,)|x; € Z} como parte de
R”". Las bolas abiertas de centro z € Z" y de radio +/7, (resp. las bolas cerradas de
radio 4/ n/2) forman un cubierta abierta (resp. cerrada) de R”. Ambas son localmente
finitas (fig. 5.4).

Figura 5.4: Cubierta formada con bolas cerradas de R”

Para analizar la continuidad de una funcién definida al unir una familia de fun-
ciones pedazo por pedazo, verifiquemos antes que la topologia del dominio puede,
bajo ciertas condiciones, reconstruirse a partir de las topologias de los subespacios
correspondientes.

Proposicién 5.1.17. Sea (A,)q.c; una cubierta de un espacio topoldgico (X,Z') que
cumpla una de las siguientes condiciones:

a) Los conjuntos (jla)ael cubren X.

b) (Ay)qer es una cubierta cerrada y localmente finita de X .
Entonces, para todo subconjunto B C X se cumple que:

i) BEX &Vael,BNA, ey, (5.14)
i) BEGy &Vacl,BNA,E Gy, (5.15)

Demostracion. Dejamos al lector comprobar que (5.14) y (5.15) son equivalentes por
dualidad.
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Demostraremos que a) = i) y que b) = ii).
Supongamos que se cumple a). Si B € Z' es evidente que BN A, € 2, para toda
a €1 (5.1.1). Inversamente, supongamos que BN A, € %, para todo a € I. Entonces

BNA,=(BNA,)NA, € %Ao por (5.1). Puesto que A, es abierto, tenemos BNA, € ¥

por (5.2). De aqui concluimos que B = UI(B NA)EX.
ae
Supongamos que se cumple b) queremos probar ii). La implicacién = en ii) es
trivial. Inversamente, supongamos BN A, € C4, para todo a € I. Debemos demostrar

que todo punto adherente de B pertenece a B. Sea b € By W una vecindad de b
en (X,%) tal que W N A, # () se cumple solamente para ¢ € {a;,...,a,,}. Entonces

wcUA
c U .
k=1 %k

El conjunto BN (kQA“") =

Tcs

1(B NA,,) es cerrado por hipétesis. Concluimos que

beBN

<

g(BmW)gBm(kﬁ Aak).
=1

Por lo tanto, b € B. O

En particular, la proposicion anterior se aplica si (A,)qe; €S Una cubierta abierta o
si es una cubierta cerrada y finita.

Corolario 5.1.18 (combinacién de funciones continuas). Sean (X,Z), (Y, %) espacios
topolagicos y sea(Ag)qer una cubiertade(X,Z') que cumplea) ob) de 5.1.17. Sea(fy)qer
una familia de aplicaciones continuas f,: A, — (Y, %) que sea compatible (o sea, que
cumpla que f,|A, N Ag = f3|A, N Ag para todos los a, f € 1). Entonces la aplicacion
obtenida uniendo las aplicaciones f,(a € I) pedazo a pedazo es continua.

Demostraciéon. Ejercicio. O

Ejemplo 5.1.19. Consideremos la cubierta cerrada finita de R que consiste de tres
intervalos A; = (—00,a),A, =[a,b]y A3 = [b,+00) (a < b)y analicemos las tres

funciones h;: x — 0 sobre Ay, hy: x — (x —a)?(x — b)? sobre A, y hy: x — 0 sobre As.

Estas funciones son compatibles: h;(a) = hy,(a) =0y h,(b) = h3(b)= 0. Por lo tanto la
aplicacion obtenida uniendo las tres funciones pedazo por pedazo:

T (x—a)P(x—b?) sia<x<hb
:
0 six<a o x=b

es continua sobre R. Puede probarse que % es incluso diferenciable (fig. 5.5).

Pregunta. ;Se cumple el corolario anterior para cubiertas finitas cualesquiera (A, )yer?
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a b R

Figura 5.5: Gréfica de la funcién &

5.2. Espacios producto

A continuacién utilizaremos algunas propiedades relativas al producto cartesiano de
una familia de conjuntos (remitimos al lector al apéndice).

Por el axioma de eleccion [ | E, # 0 si E, # 0 para todo a € I. En este caso las
acl
proyecciones 7,: | | E, — E, son aplicaciones sobreyectivas.

;Como podremos introducir una topologia sobre el producto cartesiano de es-
pacios topolégicos E, de manera natural? Consideremos la topologia usual sobre el
producto R” =R x --- x Ry las n proyecciones 7;: x — x; de R” sobre R. Sabemos que
el conjunto s = {nl._l[U] | U cR,U abierto, i =1,2,...,n} forma una subbase de la
topologia r” (fig. 5.6).

X2
7 [U]

\/

= — X
U —

Figura 5.6
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Para generalizar este hecho damos la siguiente definicion:

Definicion 5.2.1 (espacio producto). Sea ((X,, Zy))qe; una familia de espacios topol6-

gicosy 7, la a-ésima proyeccién de | | X, sobre X, . Entonces la topologia 2 generada
ael
por la familia

R —1 _ —1 -
o ={n, [U]IUe%a,ael}—aléJlna (2,} (5.16)

se llama fopologia producto (Tychonoff) de las topologias (¥,).c;- El espacio topo-
logico ([ [ X4, 2') se llama espacio producto de la familia (X,, 2;)).er ¥ se denota

acl
por [ | X,. Segun esta definicién, una base de la topologia producto estd dada por la
ael
coleccion

/5={7r;11[Ual]ﬂ---ﬂ7T;i[Ua”]|neN, aj€l, Uy, €%, para j=1,...,n} (5.17)

Los conjuntos de # no son mds que productos [ | U, donde U, es abierto en (X, Z,)
ael
paratodo a € I y U, = X, excepto para un ntimero finito de indices a. Estos conjuntos

se llaman conjuntos elementales.

Si para cada a € I, B, es una base de la topologia %, es claro que si consideramos
los conjuntos elementales con U, € 3, tendremos una nueva base de la topologia
producto. Los conjuntos elementales de este tipo que contienen a un punto dado

x € [ [ X, forman un sistema fundamental de vecindades de x en [ | X,.
acl ael
SiI={1,...,n} es un conjunto finito, la construccién de una base de la topologia

producto es més simple, ya que en ella los conjuntos elementales son del tipo [ | U,,
ael
donde U, es cualquier abierto en X,,.

Ejemplo 5.2.2 (producto de espacios métricos). Si(X;,d,;),...,(X,,d,)son espacios
métricos, entonces la topologia producto en X := X; x --- x X,, es precisamente la
topologia asociada a la distancia producto

d(xry):m,éXdi(xivyi) (xryex)-
1<i<n
Basta notar que para todo x =(x;,..., x,)€X
By(x,r)= By, (%1, 1) x - x By (x5, T) (5.18)
Ejemplo 5.2.3 (cilindros). Sea (X, %) un espacio topolégico, I el intervalo [0, 1] pro-
visto de la topologia inducida por r. Entonces X x I con la topologia producto se

llama cilindro de altura 1 sobre la base (X, ). Por ejemplo si S! es el circulo unitario,
entonces S' x I es un cilindro (fig. 5.7).
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XxI \\\\ /// 1
//’/ 455 -~77\\\
X X
XY 4/

Figura5.7: 8’ x I

Si X es una esfera E(a, p) en R?, entonces el producto de X x I es homeomorfo a
todo anillo circular:
{(x, %) eR?*|a < xf+x; < b}

con0<a < b (fig. 5.8)

XxI Anillo circular

Figura 5.8: Transformacién homeomorfa de un cilindro en un anillo

Ejemplo 5.2.4 (convergencia puntual). Consideremos el espacio R? de todas las
funciones de un conjunto A en R. La topologia producto sobre R4 se llama topologia
de la convergencia puntual sobre R*. En efecto, el lector puede probar facilmente que
una sucesion (f,,) en R4 converge a f € R siy sélo silim(f,(a)) = f(a) paratodo a € A.
(Esto serd un corolario inmediato del proposicién (5.2.6) sobre filtros convergentes en
un espacio producto).

Con esto vemos que la topologia general es una teoria que cumple las expectativas
planteadas al final del Capitulo 1. Es suficientemente amplia para incluir la topo-
logia de la convergencia puntual de espacios funcionales. Ademds, podemos ahora
demostrar rigurosamente que R” no es metrizable si A es infinito y no numerable.

Supongamos por reduccién al absurdo que R” sea metrizable aunque A sea no
numerable. Consideremos x = 0 € R%. Entonces x posee un sistema fundamental
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numerable de vecindades (V,,). Puesto que toda vecindad V,, contiene a un conjunto
elemental, se tiene 7,[V,,] = R para todos los a € A con excepcién de un conjunto
finito F, de puntos de A. La unién de todos estos puntos excepcionales (n € N) es
numerable, entonces existe a € A tal que 7,[V,,] =R para todo n € N. Concluimos que
no existe ningtn V, (n € N) contenido en la vecindad

V=(=1,1) x R e y(0).

Por lo tanto (V,,) no es un sistema fundamental de vecindades de 0, lo cual es una
contradiccion.

Pregunta. Supongamos que tenemos una familia ((X,, Z,)).e; de espacios topoldgicos
discretos, con I infinito. ;Es el espacio | | X, discreto?

ael
Proposicion 5.2.5. Sea((X,, Z,))qcr una familia de espacios topoldégicos. Entonces, las

proyecciones 1t,: | | X, — X, (@ € I) son sobreyecciones continuas y abiertas. La topo-
ael
logia producto es la topologia mds gruesa que hace continuas a todas las proyecciones

Ty (ael).

Demostracién. Por la definicion 5.2.1, las proyecciones son continuas. Para probar
que son abiertas, es suficiente (por 4.5.9) demostrar que la imagen 7,[U] de todo
conjunto elemental U = [ [ U, (U, € Z, y casi todos los U, = X,) es abierto. Pero
esto es evidente, puesto que 7,[U]= U,. Si 2 es una topologia sobre | | X,, que hace
continuas a todas las proyecciones 7, entonces contiene necesariamente a la subbase
¢ de la topologia producto (5.16) y por lo tanto es mds fina que ésta. O

Nota. En general, las proyecciones no son aplicaciones cerradas (4.5.11).

Después de la proposicién 5.2.5 el lector no tendréa dificultades en probar la si-
guiente caracterizacion de los filtros convergentes en un espacio producto, que sera
demostrado en forma mds general para topologias iniciales en la préxima seccién.

Proposicion 5.2.6. Un filtro F sobre un espacio producto [ | X, converge a x =(x,) €
acl

[ 1 X4 siy solo si todas sus proyecciones 7t,[.F ] convergen a las coordenadas respectivas
ael
Xy, dex(ael).

Demostracion. Ejercicio. O

No tenemos una vision general de fodos los abiertos en [ | X,,. Sin embargo cono-
ael
cemos los abiertos de la forma [ | U,. Son precisamennte los conjuntos elementales

con U, € X, vy U, = X, para casi todos los indices ¢ € I. Tampoco tenemos una visién
general de todos los cerrados. Pero la proposicién que sigue nos permite caracterizar
los cerrados de la forma producto [ | C,.
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Proposicion 5.2.7. Sea ((Xy, Z4))aer una familia de espacios topoldgicos y (Cy)ge; una
familia de subconjuntos C, C X,. Entonces lacerraduradeC = [ C,en|[ Xy es[ [ C,

acl acl acl

l_[C_azl_[Ca (5.19)

acgl acel

y satisface:

Demostracion. Sea x € [[C,y U = ﬂgll[Ual] n---N ﬂ;i[Ua"] un conjunto elemental
arbitrario que contiene a x. Entonces los U,, son vecindades de x,, en (X,,,%,,)y
tienen por lo tanto una interseccién no vacia con C,, . Sea c,, € C,, N Uy, y escojamos
¢, € CyparaacI\{a,,...,a,}. Entonces ¢ :=(c,)ge; €CNU,de donde UNC #0, 0
sea, x € C. Esto demuestra que [[C, <[] C,-

El inverso es evidente, pues, por continuidad de 7,:

4 Clcm,[C]1=C, paratodoacl. O

Corolario 5.2.8. Un conjunto de la forma C = | | C, en un espacio producto | | X, es
cerrado si y solo si las proyecciones 1,[C]= C, son cerradas en (X,, %,) (a € I).

Ejemplo 5.2.9. Probar las siguientes caracterizaciones del interior y de la frontera de

n
conjuntos producto en un producto finito [ | X; de espacios topoldgicos:
i=1

o

(ﬁ) A= . A; (5.20)
i=1

i=1

n
fr(l_[Ai)z(frAl XAy XX Ap)U(Ay Xfr Ay x -+ x A, )U---U(A; x---xfr A,) (5.21)

i=1
Tustrar la féormula (5.21) mediante una grafica en R2.

Sobre un subconjunto [ | C, ¢ [ | X, podemos considerar dos topologias:
acl acl
La topologia inducida por la topologia producto sobre [ | X, y la topologia pro-
ael
ducto de las topologias inducidas 2, . Probaremos que ambas son iguales:

Proposicion 5.2.10 (transitividad de la topologia producto). Sean ((X,, Zy))acr Una
familia de espacios topolégicos y (Cq, X ¢,))aer Una familia de subespacios(Cy, X¢,) C
(Xo» Z4)-
Entonces la topologia producto de | | C, es igual a la topologia inducida en C =
ael

1 Ca por la topologia producto de | | X, .

acl acsl
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Demostracién. Una subbase de la topologia producto en C estd formada por los con-
juntos (1, | CY'[U,NC,] (a 1), donde U, € Z,, 0sea, U,NC, € X, YTy | C esla
restriccion de la a-ésima proyeccion 77,: [ [ X, — X, a C.

acl
Una subbase de la topologia inducida en [ [ C, por la topologia de [ [ X, estd
ael
formada por las intersecciones
cn TC;l[Ua] =Cn ngl[Ua NG, l= (Tcalc)_l[Ua NGl
En fin, ambas subbases son iguales. O

Para analizar la relacion entre ciertas propiedades topolégicas de los espacios pro-
ducto [ [ X, y de sus espacios coordenados X,, (« € I), remarquemos primeramente

ael
que existen inmersiones de X, en [ | X, (@ € I). Mas precisamente, sia =(a,) € [ | X,
ael acl
y B € I, llamaremos corte paralelo a Xy por a en [ | X, al conjunto.
ael
Cap = {(25,(@a)anp) | X5 € Xp} = X5 x l_[{aa} (fig. 5.9) (5.22)
a#p
AT T
- |
E — _ |
X 7 — —
| ARt 1
——_ D .
(ai)i # j lr_lr it

Figura 5.9: Corte paralelo de X; por a
Evidentemente, la aplicacién

x/} it (xﬁ) (aa)a#ﬁ)

de Xj sobre C, g es una biyeccion continua, cuya funcién inversa es la restriccion de
la proyeccion g a C, g. Por lo tanto:
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Proposici6n 5.2.11. Sea X = [ | X,, un espacio productoy a € X . Entonces, todo espacio
acl

coordenado Xg (f3 € I) es homeomorfo al corte paralelo de Xg por a en ]_[IX,Z:
ac

Xp = Cop=Xp x l_[{ﬂa}
atf

Concluimos que toda propiedad topolégica de | | X, que se transmite por herencia
ael
a subespacios se verifica también en los espacios coordenados. Por ejemplo, si [ | X,
ael
es metrizable (0o AN1-espacio o AN2-espacio) entonces (X,, Z,) lo es también.

Estudiaremos més tarde una serie de propiedades que se transmiten por herencia
desde los espacios coordenados a los espacios producto. Las tres propiedades que
acabamos de mencionar se transmiten por herencia solamente a productos numera-
bles, lo cual parece natural por los axiomas de numerabilidad. Siguiendo la idea de la
demostracion en el ejemplo 5.2.4, el lector podré probar los siguientes enunciados:

Ejercicio 5.2.12. Sea X =] [ X, un espacio producto no vacio. Probar que X cumple
AN2 (resp. AN1) si y s6lo si todos los X, lo cumplen también, y ademds todos los X,
con excepcion de una subfamilia numerable tienen la topologia indiscreta.

Ejercicio 5.2.13. Sea ((X,,d,))qc; una familia infinita, no numerable de espacios
métricos. Probar que el espacio producto | | X,, no puede ser metrizable salvo quizas
si todos los (X, d,), con excepcién de una subfamilia numerable, son triviales (no
contienen més que un punto). En el capitulo 9 demostraremos el inverso de este
enunciado.

Consideremos ahora aplicaciones con valores en espacios producto. El lector ya
estard familiarizado con que una aplicacién f: A — R” se represente por sus funciones
coordenadas (f,,..., f,), donde f; =7; o f. Por ejemplo, toda aplicacién f: A — C = R?
se describe completamente por sus coordenadas Ref =m0 f eImf =m, 0 f.La
definicion siguiente generaliza esta nocién a espacios producto cualesquiera:

Definicién 5.2.14 (funcién coordenada). Sea f una aplicacién de un espacio topolé-

gico (X, ) en un espacio producto [ | ¥,, y sean 7, las proyecciones de | | ¥, sobre
ael ael
Y, (a€1I). Entonces, la funcién f, := 7, o f se llama a—ésima aplicacién coordenada

def.

Puesto que toda aplicacién f: X — [ ] ¥, define de tal manera una tnica familia
(fo)aer, € inversamente a toda familia de aplicaciones f,: X — Y, le corresponde una
tnica funcién f: X — [[¥, con f, = m, o f, la aplicacion f se denota a veces por

(fa)ae] o
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Teorema 5.2.15. Una aplicacion f: (X, %) — [ | ¥, de un espacio topoldgico (X, %)

acl
en un espacio producto de una familia ((Y,, Z,))acr de espacios topolégicos es continua
si y s6lo si sus coordenadas f, =, o f son continuas para todaa € l.

Demostracién. Ejercicio. O

Este teorema es un caso especial de otro més general sobre topologias iniciales que
demostraremos en la préxima secciéon. También se pondrd de manifiesto la estrecha
relacién que se tiene con la proposicién 5.1.17.

Corolario 5.2.16. Sea (f,).c; una familia de aplicaciones f,: (X, Zy) — (Y, %) entre
espacios topoldgicos. Entonces la aplicacion f: || fo: [ Xe — [ | Yo definida por
ael ael ael
[ (x2) = (falxa)) (5.23)

es continua si y solo si todas las f,, (a € I) son continuas.

Demostracion. Para cada a € I sea ¥ (resp. m}) la a—ésima proyeccion de [ [ X,
ael
sobre X, (resp. de | | ¥, sobre Y,). Remarquemos primeramente que sila composicion
acl
fuo nf es continua, entonces f;, es continua; pues néf es abierta y sobreyectiva y por

lo tanto para todo U € %,:
o () f U= £ U]

S U= ml(fom) U N € 2, (5.24)

Ahora el corolario resulta inmediatamente del teorema anterior segtin el diagrama
conmutativo (fig. 5.10).
My of = faomy (5.25)

O

Nota. Un razonamiento andlogo muestra que si las f, son sobreyectivas, f =[ [ f,:
ael
[1Xs— ]| Y. es abierta siy sélo si cada f,: X, — ¥, es abierta.

ael ael
Como aplicacién del teorema 5.2.15 probaremos la siguiente:

Proposicion 5.2.17 (4lgebra de las funciones continuas). Si(X, %) es un espacio topo-
logico y si €(X,R) es el conjunto de las funciones reales continuas de X enR, entonces
¢(X,R) es un digebra real que cumple:

fedX,R)=|f|e¢X,R)
f g €€ X,R)=max(f, g), min(f, g) € &X,R).
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[1x, >[I
!

Figura 5.10:

Demostraciéon. Si fy g son funciones continuas de X en R, entonces las funciones
f + g, resp. f - g son continuas; pues son las composiciones de la aplicacién continua
5.2.15(f,8): x — (f(x),g(x)) de X en R? y de las funciones continuas (x, y)— x + y,
resp. (x,y)— xy de R? enR.

Ademas | f| es continua si f lo es porque la funcién x — |x| de R en R* es continua.
De esto deducimos que

1
max(f,g)=1/2(f+g+If—gl) vy min(f,g)=2(f+g—If -8l
son continuas si f y g lo son. O

Ejercicio 5.2.18. Sean (X, %), (Y, %) espacios topolégicos. Probar que f: X — Y es
continua si y sélo si la aplicacién g: x — (x, f(x)) es un homeomorfismo de X sobre
la grafica G de f (considerado como un subespacio del espacio producto X x Y).

Ejercicio 5.2.19. i) Probar la siguiente asociatividad del espacio producto: Sea
((Xa» Z4))aer una familia de espacios topologicos y sea (/g )gex una particion de

I. Para cada 8 € K denotamos por Xl’3 al espacio producto || X,. Entonces la
acjp
aplicacion canoénica del espacio producto | [ X, sobre [] X /’5 es un homeomor-
ael BeK
fismo.

ii) Deducir de i) la conmutatividad del espacio producto: Sea o una permutaciéon
del conjunto de indices I. Entonces la aplicacion (x,)ee; — (X5(q))aer €5 Un
homeomorfismo de [ [ X, sobre [ [ Xy(y)-

acl acl

Consideremos ahora brevemente aplicaciones f: ]_[ Xy, — (Y, %), cuyo dominio
ael
es un espacio producto.
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Seaa=(a,)€ [ [ X,y B €I.Laaplicacién f, 5: X5 — (Y, %) definida por
acl

Jap(xp)=f((xp,(as)azp) (xp € Xp))

se llama B—ésima aplicacién parcial definida por f en a. Evidentemente fa,ﬁ =(foh)

donde h eslainmersion h: xg — (xg,(dq)ezp) de X, en [1X.(.2.11). h[Xg]es el corte
acl

paralelo a X por a en [ T X, La aplicaci6n parcial Jfa,p €8 continua precisamente si la

acl
restriccién de f a este corte es continua (fig. 5.11).

i

[1x

i#j

Figura 5.11: j—ésima funcién definida por f en a

Se dice que f es parcialmente continua en a, si todas las aplicaciones parciales
fa,p (B € 1) son continuas en a. Puesto que la restriccién f|h[Xg] es continuasi f es
continua, resulta que:

Proposicién 5.2.20. Una aplicacion f de un espacio producto | | X, en un espacio
acl
topoldgico (Y, %) que es continua en a € | | X, es parcialmente continuaen a.
ael

Esta proposicion naturalmente no permite inversion. Si [ [ X, — (Y, %) es con-
ael
tinua sobre todo corte Xg x [[{a,} (B € I) por a, no tiene por que ser continua

a#p
en a.

Ejemplo 5.2.21. I={1,2}, X;=X,=Y =R. Lafuncién f: R? — R definida por

o si (x,x,)=(0,0)
f(xly xz)— { 2X1 X si (xl,x2)7é(0,0)

2 2l
Xy +X;5

es parcialmente continua en todo a € R?; en particular tenemos f, ; = f, , =0 para
a =(0,0). Sin embargo, f no es continua en (0, 0); pues siempre que x; = X, se tiene
que f(x, %) = 1, luego lim f((x,%))=1# f((0,0)).

1—)
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Esto significa intuitivamente que la restriccién de f a cualquier recta vertical u
horizontal en el plano euclidiano es continua, mientras que su restriccion a la linea
diagonal por (0, 0) no es continua.

5.3. Topologias iniciales y topologias finales

En las dos secciones anteriores se han expuesto una serie de propiedades analogas de
la topologia inducida y de la topologia producto.

Si (Y, %) es un espacio topolégico AC Y e iy: A— Y esla inyeccién canénica,
entonces la topologia inducida por % sobre A es la topologia mds gruesa sobre A con
respecto a la cual i, es continua. Del mismo modo, la topologia producto sobre [ | ¥,
es la topologia mds gruesa con respecto a la cual las proyecciones

Mo l_[ Y, — (Y,, %,) soncontinuas (a<]I).

Ademas se cumple que: una aplicacién f de un espacio topolégico (X,2') en
(A, Z4) (| | Yo respectivamente), es continua, si y sélo si las funciones i, o f (resp. 7,
o f) (ae€]l)loson. Esta analogia nos conduce a analizar topologias definidas de tal
manera por aplicaciones sobre un conjunto Y cualquiera:

Problema de la topologia inicial

Sea ((Yy, %,))qsc; una familia de espacios topolégicos y sea (g4 )qer
una familia de aplicaciones de un conjunto Y en (Y, %,) (a€l).
;Cudl es la topologia més gruesa sobre Y con respecto a la cual
todas las aplicaciones g, son continuas?

(5.26)

Para una tnica aplicacién g: Y — (Y’, %) (I unitario), el problema tiene una
solucién muy sencilla: el lector ya tendré suficiente experiencia en el manejo de la
preimagen de una coleccién de conjuntos para comprobar que:

g Y ={g 'lU'N|U e¥'} (5.27)

es una topologia sobre Y. Se llama imagen inversa de la topologia %' por g.

Por la definicién, g es continua con respecto a esta topologia. Inversamente, toda
topologia sobre Y con respecto a la cual g es continua contiene a todo g~'[U’] (U’e
%), por lo tanto a g~ {#}. Entonces:

g '{#%’} eslatopologia més gruesa sobre Y que hacea g continua (5.28)

Ejemplo 5.3.1. Sea (X,Z%’) un espacio topolégico y A ¢ X. Entonces la topologia
inducida sobre A por & es la topologia inversa de & bajo la inyeccién canénica
ig:A— X (5.1.1).
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Para tratar el caso general de toda una familia de aplicaciones sobre Y, recordemos
que el conjunto 7 (Y) de todas las topologias sobre un conjunto Y forma una reticula
conrespecto alainclusién (2.2.4). SiZ ¢ Z(Y) es una coleccién no vacia de topologias
sobre Y, entonces N7 es el infimo de 7 y la topologia generada por la subbase U es
el supremo de 7 en (7(Y), ).

Consideremos una familia de funciones g,: Y — (Y,, %) (a € I). Sitodas las g, son
continuas con respecto a una topologia %’ sobre Y, entonces %’ es més fina que toda
topologia inversa g ' {%,}, luego es mas fina que el supremo de todas las topologias
g;l{@a} (a € I). Inversamente si % es este supremo, entonces g;l {#,} c % para todo
a € I. Por lo tanto, todas las funciones g, (a € I) son continuas con respecto a % .
Concluimos que % es la topologia més gruesa sobre Y, que hace continuas a todas
las g,. En particular, tal topologia existe siempre.

Definicién 5.3.2 (topologia inicial). Sea Y un conjunto y(g,).c; una familia de fun-
ciones g, que aplican Y en los espacios topolégicos (Y,, %,) respectivamente (a € I).
Entonces la topologia més gruesa sobre Y con respecto a la cual toda funcién g, es
continua se llama fopologia inicial sobre Y definida por(g,).c; Y se denota por .#(f,,);.
Por lo expuesto anteriormente .#( f,); es el supremo de todas la topologias inversas
g, ' [%,] o sea:

H = U[ g;l{@a} es una base de la topologia inicial definida por (g,) sobre Y.
ac
(5.29)

Ejercicio 5.3.3. Sea Y un conjunto, (g,).c; una familia de funciones g, que aplican

Y en los espacios topolégicos (Y, %,) respectivamente. Supongamos que para todo

a € 1,5, es una subbase de la topologia %, sobre Y,. Probar que UI g, '{#,} esuna
ac

subbase de la topologia inicial definida por (g,)ue;-

Analicemos cudndo una aplicacién de un espacio topolégico (X, Z ) en Y es conti-
nua con respecto a una topologia inicial D sobre Y (fig. 5.12).
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(X, 2) —L— (v, %)

82
gof

(Y2, %)

Figura 5.12

El teorema siguiente generaliza las proposiciones (5.10) y 5.2.15.

Teorema 5.3.4 (propiedad universal de la topologia inicial). Sea Y un conjunto, (g,)qer
una familia de funciones que aplican Y en los espacios topologicos (Y,, %,) respecti-
vamente (a € I) y % la topologia inicial sobre Y definida por (g,)qe;- Entonces una
aplicacion f de un espacio topolégico (X, Z') en(Y, %) es continua si y sélo si todas las
aplicaciones g, o f son continuas (a € I).

Demostracion. Si f es continua, las composiciones g, o f lo son por 2.4.23. Suponga-
mos que todas las funciones g, o f: (X, Z) — (Y,, %) son continuas. # = Uz g;l{@a}
ac

forma una subbase de (Y, %). Luego es suficiente probar que toda preimagen de un
conjunto U € # bajo f es abierto en (X,2’). Sea U = g,'[U,] con U, € %, para un
a € I.Puesto que g, o f es continua, tenemos:

U= g, U1 =(ga0 /) U] e [

El teorema anterior explica la relacién intima entre las proposiciones 5.1.7 y (5.10),
(resp. entre 5.2.5y5.2.15). Puesto que la topologia inducida y la topologia producto son
topologias iniciales, tienen las propiedades universales (5.10) y 5.2.15 respectivamente.
Inversamente, la propiedad universal es caracteristica para las topologias iniciales.

Corolario 5.3.5 (Caracterizacion de la topologia inicial). Sea Y un conjunto y(gy)eer
una familia de funciones g,: Y — (Y,,%,). Una topologia % sobre Y es igual a la
topologia inicial .#(g,); siy solo si tiene la propiedad universal formulada en 5.3.4.

Demostracién. Supongamos que % cumpla la propiedad universal. Tomando como
(X, ) el espacio (Y, %) mismo y como f laaplicaciéon 1y: (Y, %) —(Y,.#(g,);) vemos
que las funciones g, = g, © 1y son continuas. Luego % es més fina que la topologia
inicial .#(g,);.

Para probar el inverso tomamos como (X, Z’) el espacio (Y, .#(g,);) y como f laapli-
cacioniy:(Y,.#(g,);) — (Y, %).Puesto que las aplicaciones g, = g,c1y: (Y, .#(g.)r) —
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(Y,, %,) son continuas segun la definicién de la topologia inicial (a € I), f =1y debe
ser continua. Luego % es més gruesa que .¢(g,);. Concluimos que % = .¢(g,);. O

El corolario siguiente generaliza las transitividades de las topologias inducidas y
producto (5.2.10).

Corolario 5.3.6 (transitividad de las topologias iniciales). Sea Y un conjunto, (8,)qer
una familia de funciones g,: Y — (Y,,%,) y sea % la topologia inicial sobre Y definida
por(8q)eer- Sea [ una aplicacion de un conjunto X en Y . Entonces la topologia inicial
sobre X definida por las funciones g, o f (a € I) es la imagen inversa de la topologia %
bajo f:

G(f)=2(8a0 ) (5.30)

Demostracién. Puesto que f es continua con respecto a una topologia & sobre X siy
s6lo si todas las funciones g, o f lo son, la topologia mds gruesa que hace continua a
f esigual ala topologia mds gruesa que hace continuas a todaslas g,o f (ae€l). O

Estudiaremos ahora unas fopologias iniciales que no son topologias inducidas ni
topologias producto.

Ejemplo 5.3.7 (topologias débiles). Sea E un espacio vectorial (real o complejo) ysea F
un conjunto de formas lineales u: E — R (resp. u: E — C) sobre E. La topologia inicial
definida por esta coleccién de funciones sobre E se llama topologia débil definida por
el conjunto F de formas lineales. Puesto que esta topologia no se cambia, si sustituimos
F por el espacio vectorial L(F)de formas lineales generado por F, en general se supone
que F ya es un espacio vectorial.

Por ejemplo, sea (E, || - ||) un espacio normado y consideremos el espacio vectorial
F de todas las formas lineales continuas sobre E. Entonces la topologia inicial definida
por F se llama fopologia débil de E (sin precisar la coleccion de formas lineales). Una
aplicacién f de un espacio topoldgico (X,2”) en E provisto de la topologia débil &
es continua siy sélo si y o f es continua para toda forma lineal continua y € E’. Si
tomamos como (X, 2”) el espacio E provisto de la topologia 2] definida porlanorma
y como f la aplicacién identidad 15: (E, %)) — (E, '), vemos que 15 es continua, o
sea, la topologia débil es mds gruesa que la topologia definida por la norma. Se puede
probar que ambas topologias son iguales si y s6lo si E es de dimensién finita.

Pregunta. Proveamos al espacio normado (E, || - ||) de su topologia débil Z'. ;Cuél es
el conjunto de todas las formas lineales continuas sobre (E, Z')?

Pregunta. ;Es posible interpretar la topologia producto de R* como topologia débil
definida por algtn espacio vectorial de formas lineales sobre R*? En caso afirmativo
diga cudl seria este espacio vectorial.
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Ejercicio 5.3.8. Sea 2 la topologia débil de un espacio normado (E, || - ||). Probar que
Z es compatible con la estructura vectorial de E o sea que cumple:

(EV1) Laaplicacién (x,y)— x+y de(E,Z)x(E,Z)en (E, %) es continua.
(EV2) La aplicaciéon x — Ax de (E, &) en (E, %) es continua para todo escalar A.

Nota. Los espacios vectoriales provistos de una topologia compatible con la estructura
vectorial de E se llaman espacios vectoriales topolégicos.

Ejemplo 5.3.9 (espacios enyugados). Sea (X, d) un espacio seudométrico. Entonces
la topologia asociada %, es la topologia inicial definida por las aplicaciones

d,:x—d(a,x) de XenR (acX)

En efecto, las funciones d, son continuas con respecto a &, (1.5.20). Por lo tanto,
Z, es mas fina que .#(d,)x. Inversamente, todas las bolas d;l[(—p,p)] =By(a,p) (p >
0) pertenecen a .#(d,)x. Concluimos que Z,; =.#(d,)x. Sea ahora, méas generalmente,
/ una coleccion arbitraria de seudométricas sobre X. Entonces la topologia inicial
definida por las funciones

d,: x—d(a,x) de X en R:(de . #,acX)
tiene como subbase la coleccién de bolas
B(M)={Byl(a,p)lde.#, acX,p >0} (5.31)

Se dice que X, es la topologia definida por la coleccion # de seudométricas so-
bre X.

Un subconjunto V c X es vecindad de a en (X, % ;) siy s6lo si existen dj, ..., d,
€./ yp >0 tales que

By (a,p)n---NBy (a,p)={x € X|sup(d;(x,a),...,d,(x,a))<p}C V.

Es evidente que la topologia & , no cambia si adjuntamos a .# los supremos sup
(dy,...,d,) de seudométricas d; € # (i =1,...,r). Puede suponerse sin pérdida de
generalidad que .# contiene, con toda familia finita (d,, ..., d,), su supremo. Tales
colecciones de seudométricas se llaman saturadas. Si ./ es una colecci6n saturada
de seudométricas, entonces V C X es vecindad de a € X siy sélo si existe una bola
B,(a,p) (p >0,d € #) contenidaen V.

Un espacio topolégico (X, Z') se llama enyugado, si existe una coleccién de seu-
dométricas ./ sobre X tal que & =% ,. La clase de los espacios enyugados es més
amplia que la clase de los espacios metrizables. Por ejemplo, todo espacio producto
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RX (X # @ un conjunto cualquiera) es enyugado (mientras que es metrizable s6lo para
conjuntos numerables X, segin veremos en el capitulo 10). Para verlo basta considerar
el conjunto ./ de todas las seudométricas

(f,8)—1f(x)—g(x)| sobre R (x € X)

Ejercicio 5.3.10 (espacios localmente convexos). Sea E un espacio vectorial real y sea
9 una coleccién de seminormas sobre E.

i) Dar una definicién de la topologia 2’5 definida sobre E analoga a la de la topo-
logia %J/[ o

ii) Determinar una subbase de la topologia ¥';.

iii) Probar que &5 es compatible con la estructura vectorial de E, o sea, que (E, X )
es un espacio vectorial topolégico.

iv) 2 sellama saturado si contiene junto con seminormas cualesquiera py, ..., p;
también a las seminormas

;
Sup(pl’ 000 pr) y Zaipi (A’l >0).
i=1
Probar que 98 puede sustituirse por una coleccion saturada de seminormas sin
modificar a Z 5.

v) Probar que todo punto a € E posee un sistema fundamental de vecindades
formado por conjuntos convexos en (E, X ).

Nota. Un espacio vectorial topolégico (E, Z') se llama localmente convexo si todo
punto a € E posee un sistema fundamental de vecindades formado por conjuntos
convexos. La topologia de tal espacio siempre puede definirse por una coleccién de
seminormas mediante la forma dada en el ejercicio 5.3.10.

Trataremos ahora las topologias finales rapidamente, puesto que los conceptos y
resultados serdn muy similares a los ya estudiados para topologias iniciales.

Sabemos que una aplicacién continua f: (X,%Z) — (Y, %) sigue siendo continua
si sustituimos & por una topologia més finay % por una topologia més gruesa. El
problema dual al problema de la topologia inicial es el siguiente:

Problema de la topologia final

Sea ((Xy, Z4))aer unafamilia de espacios topolégicos y (f;,)eer Una
familia de aplicaciones de X, en un conjunto X (a € I);Cudl es la
topologia m4s fina sobre X con respecto a la cual las aplicaciones f,
son todas continuas?

(5.32)
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Evidentemente, una topologia 2" sobre X hace continuas a todas las funciones f,
siy sélo silas preimagenes de cada U € & bajo f, son abiertas en (X,,Z,) (@€I), o
sea, siy soélo si

2 c{UeBX)IVael: f [UI€Z,}

Pero el conjunto del lado derecho es una topologia. Con esto ya hemos hallado la
respuesta a la pregunta anterior.

Definicién 5.3.11 (topologia final). Sea X un conjuntoy f,: (X,, Z,)— X aplicaciones
de espacios topolégicos (X,, Z,) en X. La topologia mds fina sobre X con respecto a
la cual todas las funciones f;, son continuas se llama topologia final definida por la
familia (f,),e; Y se denota por 3(f,);-

Por el razonamiento anterior tenemos la siguiente equivalencia:
U esabiertoen (X,3(f,)))<=Vael f,'[UleZ, (5.33)
Por dualidad se obtiene:
C escerradoen (X,3(f,))) <= Vael f'[CleC, (5.34)
El teorema siguiente y sus corolarios son duales de los resultados 5.3.4, 5.3.5y 5.3.6.

Teorema 5.3.12 (propiedad universal de la topologia final). Sea & una topologia final
sobre X definida por una famila de aplicaciones f,: (X,, Z,) — X (a € I). Entonces
(X, ) tiene la siguiente propiedad universal:

Una aplicacién gde(X,Z’) en un espacio topolégico
cualquiera (Y, %) es continua si y sélo si toda aplicacion (5.35)
gofo: Xy, o) — (Y, %) es continua(a € I).

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 5.3.13 (caracterizacion de la topologia final). Si un espacio topolégico
(X, %) verifica la propiedad universal (5.35) con respecto a una familia de aplicaciones
fo: Xy Zy) — X, entonces Z =53(f,);-

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 5.3.14 (transitividad de la topologia final). Sea Z la topologia final sobre
un conjunto X definida por una familia de aplicaciones f,: (X,, X,)— X (a€1). Sea
g una aplicacion de X en un conjunto Y . Entonces, la topologia final sobre Y definida
por (g o fu)aer es igual a la topologia final sobre Y definida por la familia unitaria (g):

3(ge f)r=3(8) (5.36)
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Demostracion. Ejercicio. O

Pregunta. Sea(%,)q<; una familia de topologias sobre un conjunto X. Sea 1, la aplica-
ci6én identidad x — x de (X, Z,) sobre X. ;Cudl es la topologia final sobre X definida
por (1,)qer? $Cudl es la topologia inicial sobre X definida por (11;1),1E 1?2

Para concretar el concepto de topologia final estudiaremos ahora brevemente el
caso de una sola funcién f que aplica un espacio topolégico (X, Z) en un conjunto Y.
Entonces la topologia final sobre Y definida por la funcién f:

Y ={Ue2(Y)|fUle2} (5.37)

se llama imagen directa de la topologia % por f o topologia de identificacion (definida
por f:(X,Z)— Y). Pero

~iAtenciéon! % no consiste sencillamente de todas la imédgenes directas f[U] de abier-
tosUeZ. f:(X,Z)— (Y, %)no es necesariamente una funcion abierta, pues es bien
posible que U € Z mientras que f~[f[U]] ¢ % . Sin embargo, si f es inyectiva, enton-
ces f![f[U]]=U paratodo U C X y, por tanto, se cumple que U € Z = f[U]e %.
Pero este caso no es muy interesante, porque f es entonces una inmersién de X en
Y. El problema interesante es analizar qué pasa con la topologia % si f identifica
diferentes puntos de X aplicdndolos a un mismo punto de Y.

Si x € Y\ f[X], entonces f~'[{x}]=0, luego {x} € #. La topologia final induce la
topologia discreta sobre Y\ f[X]. Por eso se presupone en general que f es sobreyectiva
si se considera la topologia de identificacion definida por f.

Definicién 5.3.15 (identificacién). Sean (X,2Z’), (Y, %) espacios topolégicos. Una
aplicacion f: (X, 2') — (Y, %) se llama identificacién si es sobreyectiva, y si % es la
topologia final con respecto a f.

Sif:(X,%)—(Y,%)es una identificacion, entonces una aplicacion g de (Y, %)
en otro espacio topolégico es continua si y sélo si g o f es continua (5.3.12).

Del mismo modo es facil caracterizar los abiertos y los cerrados de (Y, %). Llama-
remos [ -saturado a todo subconjunto A C X tal que f~![f[A]] = A. Un subconjunto
A C X es precisamente f—saturado si existe B C Y tal que A= f~![B]. De aqui con-
cluimos que:

Los abiertos de (Y, %) son precisamente las imdgenes de los subconjuntos abiertos
f—saturados de (X, Z') por f (andlogamente para los cerrados).

Nos preguntamos: ;Cudndo una aplicacién sobreyectiva f: (X, %) — (Y, %) es una
identificacién? Necesariamente debe aplicar todo subconjunto abierto f—saturado de
(X,2) sobre un abierto de (Y, %); pues, si A= f~![B] € &, entonces f[A]= B €(f)
por (5.37). Aplicaciones con esta propiedad las llamaremos casi abiertas. Andlogamen-
te llamaremos casi cerradas a todas las aplicaciones sobreyectivas f: (X, %) — (Y, %)
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que aplican todo subconjunto cerrado f—saturado de (X, %) sobre un cerrado de
(Y, ).

Proposicion 5.3.16 (caracterizacion de las identificaciones). Una aplicacién sobreyec-
tiva f:(X,Z)— (Y, %) es una identificacion si y sélo si es continua y casi abierta (resp.
casi cerrada).

Demostracién. Ejercicio. O

Corolario 5.3.17. Sea f:(X,%)— (Y, %) una aplicacion continua y sobreyectiva. Si f
es abierta o cerrada, entonces es una identificacion.

Ejemplo 5.3.18. Sea X un subconjunto cerrado y acotado de R, provisto de la topologia
inducidaysea f: X — (Y, %) una aplicacién continua y sobreyectiva, donde (Y, %)
es un AN1 espacio. Veremos que f es una aplicacién cerrada. En efecto, si C C X es
cerrado en X, entonces es cerrado y acotado en R. Por ser (Y, %) AN1, en este espacio
se puede caracterizar la cerradura mediante sucesiones. Si (f(x,,)) es una sucesién en
fIC] que converge a un punto frontera y € Y, entonces existe una subsucesion (x(,,))
de (x,) que converge a un punto x € C. De aqui que

y =lim(f(x,)) =lim(f(x¢(n]))=f(lim(x¢(n))) = f(x)e fIC],

o sea, f[C] es cerrado. Concluimos que f es cerraday, por 5.3.17, y es una identifica-
cion.

La terminologia introducida (identificacion, topologia de identificacién) y la utili-
dad de los nuevos conceptos se verd en la préxima seccién.
Ejercicio 5.3.19. Probar que la composicién de dos identificaciones es una identifica-
cion.
Ejercicio 5.3.20. Probar que la aplicacion f: x — x/ || x || del espacio (R*)"*!, sobre

la esfera unitaria n—dimensional E” c R"*! es una identificacién.

Ejercicio 5.3.21. Sea (A, %Z,) un subespacio de un espacio topolégico (X, Z’). Una
aplicacién continua f: X — Asellama una retraccionde X sobre A, silarestriccion f|A
es la aplicacién identidad sobre A. Probar que toda retraccién es una identificacién.

Ejercicio 5.3.22. Sea f: R —[—1,1]la funcién

{senl/x si x#0
-
0

six=0

y sea Z la topologia de identificacién definida por f sobre [—1, 1]. Probar que la tinica
vecindad de 0 € [—1, 1] con respecto a 2 es todo [-1, 1].
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Ejercicio 5.3.23. Sea f:(X,2Z)— (Y, %) una identificacién y A ¢ X. Hallar condicio-
nes con las cuales la restricciéon g = f|A: x — f(x) de A sobre f[A] sea una identifica-
cion.

5.4. Espacios cociente

En la secci6n anterior hemos estudiado las topologias de identificacién en abstracto
como caso particular de una topologia final. Ahora analizaremos su sentido intuiti-
vo. Partiendo de un espacio topolégico dado, podemos construir nuevos espacios
identificando ciertos de sus puntos.

Ejemplo 5.4.1. El circulo E' se obtiene partiendo del intervalo [0, 1] por identificacion
de los puntos 0y 1 (fig. 5.13).

Figura 5.13

Ejemplo 5.4.2. Siidentificamos todos los puntos de la tapa de un cilindro obtenemos
un cono (fig. 5.14).

Figura 5.14



154 5.4. Espacios cociente

Ejemplo 5.4.3. Partiendo del cuadrado I?> =[0,1] x [0, 1], obtenemos dos espacios
diferentes por identificaciéon de los puntos de dos lados opuestos (fig. 5.15): Las flechas
indican cudndo identificamos los lados en igual sentido o en sentido opuesto.

l
o]

Cilindro Banda de Mobius

ﬂ

Figura 5.15

En el primer caso obtenemos la superficie lateral de un cilindro. En el segundo
caso obtenemos la famosa banda de Mobius que tiene un tinico borde.

Ejemplo 5.4.4. Por identificacion sucesiva de dos pares de lados opuestos de I? (en el
mismo sentido), obtenemos un anillo de dimensién 2 (fig. 5.16).

,\ ,k%():)%@

Figura 5.16

Y

Ejemplo 5.4.5. Trataremos ahora de identificar los lados de I? mediante el esquema
siguiente (fig. 5.17).

El resultado (la llamada botella de Klein) ya no puede representarse de manera
adecuada en R3. Pero existe un modelo tridimensional que nos sirve para formarnos
una idea, aunque tenga autointersecciones que la botella de Klein no tiene (fig. 5.18).

Una identificacién muy sencilla de puntos como en el ejemplo anterior ya transfor-
ma una superficie elemental en un espacio relativamente complejo, tal que nuestros
conceptos intuitivos se confunden. Esto nos muestra la necesidad de precisar formal-
mente la nocién de un espacio obtenido por identificacién de ciertos puntos de un
espacio topolégico.
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v

»
>

Figura 5.17

mE=ScNcs

Figura 5.18: Botella de Klein

Y

Y

Si identificamos puntos de un espacio X, consideremos a su vez el espacio de las
clases de equivalencia definidas por la relacién

xRy <= x seidentifica con y

Inversamente podemos interpretar todo conjunto cociente X /R como conjunto ob-
tenido por identificacién de los puntos de X, que pertenecen a la misma clase de
equivalencia. Luego, nuestro problema consiste en definir una topologia sobre X /R
partiendo de una topologia Z sobre X.

Parece natural llamar abierto a un conjunto U C X /R siy s6lo sila unién de clases
en U es abierta en (X, 2'). Esto significa que U C X/R es abierto siy sélo si su imagen
inversa por la aplicacién canénica ¢: X — X/R es abierta.

Definicién 5.4.6 (topologia cociente, espacio cociente). Sea (X, %) un espacio topolé-
gicoy R una relacion de equivalencia sobre X. La topologia de identificacion definida
por la aplicacion canénica ¢: x — [x] de (X, Z) sobre X /R se llama topologia cociente
de & por R yse denota por Z'/R. Al espacio topolégico (X /R, % /R) se le llama espacio
cocientede (X, ) bajo R (notaciéon X /R cuando no existan dudas).

De la seccion anterior tenemos las caracterizaciones siguientes:
A abiertoen X/R < <p_1[A]€&‘f (:)[ L]JA[x] abiertoen (X, %) (5.38)
x|l
C cerradoen X/R < Lp_l[C] € 6, & U[x] cerrado en (X,Z) (5.39)

g: X/R—(Y,%) continua < goy:(X,Z)—(Y,%) continua (5.40)
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Consideremos ahora una aplicacién f: (X, Z) — (Y, %) que sea compatible con la
relacion R; o sea:

xRy = f(x)=f(y) paratodoslos x,y € X (5.41)

La teoria de conjuntos nos muestra (ver apéndice) que en este caso existe una tinica
descomposicién canénicade f*: _
f=fep (5.42)
donde T: X /R — Y asocia a toda clase [x] el valor f(x) (x €[x]).
La topologia cociente 2/ R esté caracterizada por la propiedad universal de per-
mitir una descomposicion continua de toda aplicacién continua y R-compatible
(X, 2)—(Y,%) (fig. 5.19).

X, 2 —2 -~ X/R

|

(Y, %)

f continua <= f continua

Figura 5.19.

La aplicacién f — f establece una correspondencia biunivoca entre las aplica-

ciones continuas y R—compatibles f: (X, ) — (Y, %), y las aplicaciones continuas
g: X/R—(Y,%).
Nota (problema del levantamiento). Mucho mads dificil que la descomposicién cané-
nica de una funcién f con respecto a una relacién sobre el espacio de partida es el
problema dual siguiente: sean (X, ') y (Y, %) espacios topolégicos y R una relacién
de equivalencia sobre Y. Entonces, dada una aplicacién continua g: X — Y /R, se
busca una aplicacién continua g: X — Y tal que g o g =g (fig. 5.20).

b Ol . — )

X/R

Figura 5.20.
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Este problema de hallar un levantamiento continuo de g se puede también ca-
racterizar de la manera siguiente: determinar en cada clase de equivalencia g(x) un
elemento g(x) tal que la aplicacién g: X — Y asi definida sea continua. No trataremos
el problema de levantamiento en este libro.

Ejercicio 5.4.7. Sean (X,%),(Y, %) espacios topoldgicos, R y Q relaciones de equiva-
lencia sobre X y Y resp. Supongamos que f: (X, %) — (Y, %) es continua y compatible
con estas relaciones, o sea:

xRy = f(x)Qf(y) (5.43)

i) Probar que f: X/R — Y /Q definida por descomposicién canénica de f a partir
del esquema (fig. 5.21), es continua.

X d Y
4 Y
X/R = Y/Q

Figura 5.21.

ii) Probar que, si ¢ y ¢ son abiertas, entonces se tiene el homeomorfismo.

(XxY)(RxQ)2X/RxY/Q (5.44)
donde:
(x,¥),(x,¥y)€ER*xQ < (x,x)eERA(y,y')€Q.

Consideremos ahora la descomposicion canénica de una aplicacion continua.
Atoda aplicacion f: (X,2') — (Y, %) le asociamos la relacion de equivalencia Ry
sobre X, definida por
XRpy <= f(x)=f(y) (5.45)

Esté claro que f es compatible con esta relacién de equivalencia. La descompo-
sicién correspondiente de f se llama descomposicién candnica de f. Sabemos que
(véase apéndice) si f = f o ¢ es la descomposicién candnica de f*:

f esinyectiva (5.46)

f esbiyectiva <= f es sobreyectiva (5.47)
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~» Imaginémonos por un momento que f sea un morfismo de una categoria alge-
braica, por ejemplo, un homomorfismo sobreyectivo entre dos grupos G y H. En este
caso sabemos que f obtenida por descomposicién canénica de f es un isomorfismo
de grupos (entre G/R; y H). Podriamos esperar un resultado andlogo para las apli-
caciones continuas como morfismos de la categoria de los espacios topolégicos. Sin
embargo, esto no es cierto.

Ejemplo 5.4.8. Sea X =R con la topologia discreta, Y =R provisto de la topologia
usual y 1: X — Y la identidad. Entonces la relacién de equivalencia asociada es la
relacion identidad:

XRx <= x=x'

¢: X — X /R es un homeomorfismo pero f no puede serlo, ya que f no lo es. Conclui-
mos que f es una biyeccién continua pero no abierta, ni cerrada.

Nos preguntamos cuando f es un homeomorfismo, o sea, un isomorfismo de la
categoria de los espacios topolégicos.

Proposicion 5.4.9. Sean (X,%'),(Y, %) espacios topolégicos, f: (X, % )— (Y, %) una
aplicacion sobreyectiva. Entonces la funcion f obtenida por descomposicion de f es
un homeomorfismo de X / Ry sobre(Y, %) siy sélo si [ es continua y casi abierta (o casi
cerrada). (Es decir, siy solo si f es una identificacion).

Demostracién. f continuay casiabierta <= % =3(f) <= % = ~s(]_f) S f: X/Ry —
(Y, %) es un homeomorfismo; la primera equivalencia esta dada por la caracterizacién
5.3.16 de las topologias de identificacion; la segunda por la transitividad de la topologia
final (5.3.14). O

En particular, si f: (X, Z) — (Y, %) es sobreyectiva, continua y abierta (o cerrada),
entonces la funcién f obtenida por descomposicién canénica de f es un homeomor-
fismo de X/Ry sobre (Y, %).

Para terminar esta seccién consideraremos ahora una serie de ejemplos importan-
tes de espacios cociente.

Ejemplo 5.4.10 (toro). Sea X =R provisto de la topologia usual y sea R la relacién de
equivalencia siguiente sobre R:

XRy<=x=y m6dZ)< y—x€eZ.

El espacio cociente T =R/Z :=R/R se llama toro unidimensional. Es homeomorfo
al circulo unitario E' = {x € C||x| = 1}. En efecto, f: t — ™ es una aplicacién con-
tinua, sobreyectiva y casi cerrada de R sobre E*, entonces, define un homeomorfismo
7 deR/ Ry = R/Z sobre E! (5.4.9). Por (5.4.7), las funciones continuas sobre T pueden
identificarse con las funciones continuas de periodo uno sobre R.
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Consideremos ahora andlogamente sobre X =R”" la relacién de equivalencia
XRy<—y—xezZ"

El espacio cociente R"/Z" : R" /R se llama toro n—dimensional y se denota por T".
Esta notacién no debe causar confusién, puesto que el toro n—dimensional es homeo-
morfo al producto T x--- x T (n veces).

En efecto, por el diagrama (fig. 5.22), (donde ¢ es la relacién de equivalencia que
define T y ¢ la que define R/Z") se desprende que f es un homeomorfismo por ser f
casi cerrada.

Pregunta. ;Por qué la aplicacion r — e?™* de R sobre E! es casi cerrada? (Indicacion:
Utilizar 5.3.8). ;Es también cerrada?

R™ %Rn/zn

7
=@, 9,...,¢)
n veces
(R/Z2)"
Figura 5.22.

Ejemplo 5.4.11 (espacios encogidos). Sea (X, %) un espacio topolégico, A c X un
subespacio. A partir de A se define una relacién de equivalencia R, que identifica los
puntos de A:

XRyy &= (x,y €A)V(x=y)

El espacio cociente X /A:= X /R, se llama espacio obtenido por identificacion de los
puntos de A. Con esta nocién hemos generalizado el procedimiento de los ejemplos
5.4.1y5.4.2.
En efecto E! se obtiene por identificacion de los puntos de A= {0, 1} en el intervalo
I=[0,1]:
[0,1]/{0,1} 2 Et= T,

De la misma forma, si (X, Z’) es un espacio topolégico, X x I el cilindro de base X y
de altitud 1, entonces el cono correspondiente C(X) se obtiene por identificacién de
todos los puntos de

A=Xx{l} en X x1I: C(X):=XxI/Xx{1}
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Nota. Eventualmente el cono C(X) puede tener mds abiertos que su representacion
geométrica. Consideremos por ejemplo el cilindro y el cono de altitud 1 sobre el
intervalo X =[0, 1). Sus representaciones geométricas son (fig. 5.23): El area sombreada
del cono es una vecindad del vertice v en C(X),

——
I ——
————
—
—————
—

—

——

-

Figura 5.23:

puesto que su preimagen bajo ¢ es una vecindad abierta saturada de X x {1} = ¢! [{v}]
en X x I. Sin embargo, no es una vecindad de (0, 1) en la representacién geométrica
de C(X).

Ejemplo 5.4.12 (espacios proyectivos). A todo espacio vectorial E se le puede asociar
un espacio proyectivo P(E) definido como el conjunto de todas sus rectas a través
de 0. Mas precisamente P(E) es el conjunto cociente E* = E\{0} con la relacién de
equivalencia A definida de la siguiente manera:

xAy<—3JteR’, y=tx

Supongamos ahora que (E, Z') sea un espacio vectorial topolégico. Entonces se
provee canénicamente al espacio P(E) = E*/A de la topologia cociente asociada. La
aplicacién canénica p: x — [x] de E* sobre P(E) se llama aplicacién fundamental, es
continua y abierta. En efecto, si A C E* es abierto, entonces

p_l[p[A]]thﬁ tA es abierto, por lo tanto p[A]e Z'/A
R+

En particular si E = R"™!, entonces el espacio P,(R):=(R*)*"! /A se llama espacio
proyectivo de dimensién n (sobreR). Si

[x]={(tx,..., tx,)| t €R*} € P,(R),

entonces los x; €R (i =0,...,n) se llaman coordenadas homogéneas del punto [x].
Veremos ahora que P,(R) es homeomorfo a espacios cocientes de la esfera unitaria
n—dimensional E” y de la bola unitaria cerrada B".

Proveamos a la esfera n—dimensional E” = {x € R*"!| || x ||= 1} c R*'! de la
topologia inducida por la topologia de R**!. Sea pj la restriccién de la aplicacién
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canonica de (R*)"! sobre P,(R) a E". Esta aplicacién pg: E" — P,(R) es continua y
sobreyectiva. Ademds, por ser E” acotado y cerrado en R**! se tiene que py es cerrada
(5.3.18). Resulta de 5.4.9 que pg es un homeomorfismo de E” /A sobre P,(R), donde
Ap :=Rpp eslarelacion de equivalencia inducida por A en E”. Hemos demostrado
que:

P,(R) es homeomorfo al espacio E"/Ag, que se obtiene de la esfera E"

por identificacién de puntos opuestos (5.48)

Sea z=(1,0,0,...,0) el Polo Norte de E" e identifiquemos R" con el hiperplano
H = {x € R""!|x, = —1}. Entonces, la proyeccion estereografica s de E"\{z} sobre
R” se define de la manera siguiente: s(x) es el inico punto de H =R" tal que s(x), x
y z son colineales (fig. 5.24). La grafica muestra que s(x) = (q(x)-2)/(1—(x,z)) =
2q(x)/(1—cos @), donde g es la proyeccién canénica de R

A

q(x) R

A

5(x) "

0

Figura 5.24:

sobre R” y 0 es el dngulo entre los vectores x y z. Es facil comprobar que s es un
homeomorfismo de E"\{z} sobre R". La restriccién de s a la esfera meridional E =
{x € E"|xy < 0} es un homeomorfismo de E sobre la bola cerrada B’(0,2) de centro 0y
de radio 2 en R”. Los tinicos puntos opuestos de E estdn situados sobre el ecuador y
son aplicados por s sobre puntos opuestos de la esfera E(0,2) c R".

Utilizando ahora el resultado anterior obtenemos la siguiente proposicién cuya
demostracion detallada dejamos al lector:

P,(R) es homeomorfo a toda bola cerrada B, (0,p) en R”, sise
identifican los puntos opuestos de la esfera correspondiente: (5.49)
P,(R)= B, (0,p0)/Ap con xApy <= x=yVx=—y€E(Q0,p).
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Ejercicio 5.4.13. Sea f:(X,2Z) — (Y, %) una identificacién y A ¢ X. Probar que las
condiciones siguientes son equivalentes:

i) g:x— f(x)de Asobre f[A] es una identificacién.

ii) Todo conjunto abierto g-saturado de A es la traza de un abierto f—saturado de
X sobre A.

iii) Todo conjunto cerrado g-saturado de A es la traza de un cerrado f—saturado
de X sobre A.

Probar que las condiciones siguientes son suficientes para que g sea una identifi-
cacion:

iv) Para todo U C A, si U es g—saturado y abierto (resp. cerrado) en A, entonces
ffIU]] es abierto (resp. cerrado) en X;

v) A es abierto (resp. cerrado) y f—saturado en X;
vi) Existe una aplicacién u: X — A tal que f o u(x)= f(x) paratodo x € X.

Ejercicio 5.4.14 (espacio de suspension). Si(X,2’) es un espacio topolégico, entonces
el espacio cociente (X x [—1,1])/R, donde R = {X x {1}, X x {—1}}, se llama espacio de
suspension de X y se denota por S(X). Probar que:

i) S(X)=C(X)/X (;Por qué X puede considerarse como subespacio de C(X)?).
ii) C(X)es homeomorfo al subespacio.

ST(X):={l(x, )] € S(X)|t > 0} de S(X);
iii) Toda aplicacién continua f: (X, Z) — (Y, %) induce aplicaciones continuas
Cf:C(X)—=C(Y)y Sf:5(X)—S(Y)

Nota. En este caso (X x [—1,1])/R denota el espacio cociente cuyas tnicas clases de
equivalencia no unitarias son X x {1} y X x {—1} (fig. 5.25).

Ejercicio 5.4.15. Probar los siguientes enunciados:

i) Existe un homeomorfismo de C(E"!) sobre la bola unitaria cerrada B/ CcR”"
(utilizar el ejemplo 5.3.18).

ii) Existe un homeomorfismo de E" sobre S(E"™!)y de B/ /E""! sobre E".
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S(X)

Figura 5.25:

5.5. Espacios Suma

A continuacién utilizaremos algunas propiedades relativas a la suma de una familia
de conjuntos (remitimos al lector al apéndice).

Supongamos que tenemos una familia de espacios topolégicos (X, Zy))eer- En-
tonces parece natural definir sobre la suma X = UX,, una topologia 2 mediante una
sencilla adicién de las topologias 2, imdgenes de las 2, por las inyecciones canénicas
J«- Llamaremos abierto a todo subconjunto U C X si puede representarse como unién
Y U, de abiertos U, € Z.. Esto significa que U € 2" siysélosi j;'[U] € %, para todo
ael.

Definicién 5.5.1 (espacio suma). Sea ((X,, Z))qc; una familia de espacios topoldgicos.
Entonces el espacio topolégico (X, Z') se llama espacio sumade la familia (X, Z,))eer

si X es el conjunto suma de la familia (X,),c; ysi & es la topologia final definida por
la familia de las inyecciones canénicas asociadas j,: X, — X (a€l).

Notacion.

X, 2)=) (XaZa =D %

ael ael
Sea (X, 2)=D.(Xy Xy) ysean j,: X, — X, C X las inyecciones can6nicas. Enton-
acl
ces, por (5.32), se cumple para todo subconjunto U C X:
UeZ <Vael jl'UI=j'(UNX.]eZ, (5.50)
Si U c X,, entonces jEI[U] =P e 2 paratodo ff € I'\{a}, por lo tanto:

UeZ < j '[Ul€Z, paratodo U C X, (5.51)
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Esto implica que las inyecciones j,: X, — X son de hecho inmersiones de los
espacios X, en el espacio suma X. De aqui deducimos las siguientes caracterizaciones
de los abiertos y los cerrados en (X, Z'):

U c X esabiertoen (X,2) <= UNX, (5.52)
es abierto en (X, % ) paratodoa € I. ’
CcXescerradoen (X,2) <= CNX,

es cerrado en (X, %) paratodo a € I. (5.53)

La propiedad universal de las topologias finales nos permite caracterizar las apli-
caciones continuas sobre un espacio suma.

Proposicién 5.5.2. Una aplicacion g de un espacio suma »_ X, en un espacio topolo-

ael
gico (Y, %) es continua si y sélo si todas las aplicaciones g o j,: (X,, Zy) — (Y, %) (resp.
las restricciones g,: g| X/, de g a X! ) son continuas.

Sabemos que, en general, para una particién cualquiera de un espacio topolégico
(X,%), esta caracterizacion de las funciones continuas es falsa. Se cumple precisa-
mente para las particiones cuya suma topolégica es todo el espacio. ;Como pueden
reconocerse tales particiones?

Proposicion 5.5.3. Sea (X, %) un espacio topolégico y sea(X,)qe; Una particion de X .
Entonces (X, %) es la suma topolégica de los subespacios (X, Zx4) Si y sélo si todos los
X, son abiertosen (X,%).

Demostracion. La condicién es necesaria por (5.52), tomando U = X,, (a € I). Inver-
samente supongamos que todos los X, son abiertos. Sea j, la inyeccién canénica de
X, en X. U C X es abierto en (X,2) siysolosi j '[U]=UnNX, € Zx, (puesto que
U= aLeJI UUNX,y Zxqe CZ)). Entonces 2 es la topologia final definida por la familia

de inyecciones (j,)ger- O
Pregunta. ;Podemos sustituir abierto por cerrado en la proposicion anterior?
Ejemplo 5.5.4. Cada espacio discreto es homeomorfo a la suma de sus puntos.

Ejemplo 5.5.5. R\Z provisto por la topologia inducida de la recta real es la suma de
los espacios abiertos (n, n + 1) (n € Z). Veremos en el proximo capitulo que no existe
una representacion de R\Z como suma de espacios més pequefios.

Ejemplo 5.5.6. Si @ € R es un ntimero irracional. Entonces Q es suma de los dos
intervalos abiertos {x €eQ|x <a}y{x€Q|x > a}.
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Figura 5.26:

La proposicién anterior nos muestra que la adicién de espacios topolégicos con-
siste simplemente en poner un espacio al lado de otro. El espacio suma no forma
un todo sino se descompone en sus espacios sumandos. En cambio, una bola no es
simplemente una suma de dos semibolas (fig. 5.26).

Similarmente el intervalo [—1, 1] no es la suma del intervalo [—1, 0] y del intervalo
(0,1] (fig. 5.27).

m
o

+
(=

Figura 5.27:

Esto significa: 1a topologia de estos espacios (bola, intervalo) no puede reconstruir-
se sin més informacion de las topologias de los subespacios. Para obtener un ‘todo’, a
partir de los subespacios de una particién hay que pegar un subespacio al otro (y para
saber cudles puntos hay que pegar se necesita més informacién).

La operacion de pegar un espacio al otro se compone de dos operaciones elementa-
les: adicion de dos espacios e identificacion de ciertos puntos de la suma. Por ejemplo,
[—1,1] se obtiene formando la suma topolégica de [—1,0] y de [0, 1] e identificando el 0
del primer intervalo con el del segundo.

Para definir cuéles puntos del primer espacio en una suma de dos espacios deben
identificarse con cudles puntos del segundo se necesita una aplicacién. Por ejemplo,
identificar en la suma de [0,1] y [2,3] los puntos 0y 2, 1 y 3 para formar un circu-
lo (fig. 5.28), la aplicacién f de {0,1} en {2,3} esta definida por f(0)=2y f(1)=3. Si
queremos identificar diferentes puntos x, x” de X.
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Figura 5.28:
con el mismo punto de Y, entonces hay que identificar también los puntos x y x’ en
el primer espacio. La relacién de identificacién
xRy = y=f(x)

no es una relacion de equivalencia sobre X + Y. Para formar el espacio cociente hay
que considerar la relacion de equivalencia generada por R*:

zRZ <=z =f(z2)Vz=f(z)V f(z)=f(z))
Definicién 5.5.7 (espacios de adjuncién). Sean (X,2),(Y, %) espacios topolégicos,

A C X un subespacio cerradoy f: A— Y una aplicacién. Entonces el espacio cociente
de la suma topoldgica X + Y con la relacién de equivalencia

z'=f(z) parazeA,z’ €Y

2Rz s z=f(z') paraz' €A,zeY
f(z)=f(z") paraz,z’€A
z2=z paraz (X \A)U(Y \ f(A))

se llama espacio obtenido pegando el espacio (Y, %) al espacio (X, %) segtin la aplica-
cion f,y se denota por Y Li; X.

No vamos a estudiar la teoria de los espacios de adjuncién, sino solamente consi-
derar algunos ejemplos que muestran la gran variedad de espacios que se obtienen
pegando espacios relativamente elementales.

Ejemplo 5.5.8. Si Ac(X,%) es vacio, entonces Y U X=Y+X.
Si A= X, entonces YI_IfX: Y.
Si Y =X, entonces Y L, X =X.
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Ejemplo 5.5.9. Sean Y y B subconjuntos cerrados de (X, %) talesque X =Y UBYy
A=YnNB.Entonces X =Y U; Bsi j: A— Y eslainyeccion canonica. En efecto, la
sobreyeccion canoénica f: Y + B — X es continua y cerrada, por lo tanto es una
identificacion. Resulta que (X, %) es homeomorfo a (Y + B)/Ry = Y U; B. Casos
particulares:

i) Si X =bolacerradaenR, Y y B con dos semibolas cerradas opuestas de X, la
férmula X = Y L; B significa que la bola X se obtiene por adjunciéonde Ba Y,
pegando las caras de las dos semibolas Y y B.

ii) El espacio topolégico formado por la cifra 8, se obtiene pegando en un punto
los dos circulos que contiene.

Ejemplo 5.5.10. Sea B/ labola unitaria cerrada en R, E"~" la esfera correspondiente y
f unaaplicacién de E"~! en un espacio topoldgico (Y, %). Entonces el espacio Y Li; B/,
se llama espacio obtenido por adjuncién de una n—célula al espacio (Y, %). El caso
n =1 tiene una interpretacién geométrica; puesto que B] =[-1,1]y E 0={-1,1}, el
espacio Y Uy B] tiene una de las siguientes formas (fig. 5.29): Para n > 1, incluso para
n =2, en general, no es posible

Figura 5.29:

representar estos espacios de adjuncién geométricamente. Por ejemplo, la aplicaciéon
f—z*de E' cCen E', identifica los puntos £z de E'. El espacio E' Li; B; es homeo-
morfo ala esfera E? identificando los puntos opuestos de E2. Concluimos, por 5.4.12,
que

E'U; By~ P(R)

Ejercicio 5.5.11. Sea 1: E' — E! la aplicaci6n idéntidad. Probar que B LI ¢ B, es
homeomorfo a E2.

Ejercicio 5.5.12. Sea Y =[—1,1]ysea 7: E! — Y la proyeccién (x;, x,) — x,. Probar
que Y LI, Bé es homeomorfo a E? (fig. 5.30).
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Figura 5.30:



Conexidad y homotopia

Un espacio suma (X,2) = > (X,,Z,) consiste de componentes topolégicamente
separadas. Un andlisis de su estructura topolégica se reduce de manera trivial al
andlisis topolégico de los espacios componentes (X, Z,)-

Es natural preguntar cudndo un espacio topolégico es coherente en el sentido de
que no permite tal reduccién. Tales espacios llamados conexos serdn estudiados en la
primera secci6én 6.1. Analizaremos en esta seccién en particular el fundamento topol6-
gico del conocido Teorema del Valor Intermedio, y estudiaremos algunas aplicaciones
de su generalizacion a espacios conexos cualesquiera.

De manera natural se plantea el problema de si un espacio no conexo permite
siempre una descomposicién en partes conexas. Este problema seré tratado en la
seccion 6.2. Ademads se describen en esta seccién algunas técnicas sencillas para
distinguir espacios topolégicos diferentes, o sea decidir si son homeomorfos o no.

El concepto ‘conexo’ es la nocién mas débil para analizar la coherencia de un
espacio topolégico. Para muchos problemas del anélisis se necesita una propiedad
mads fuerte: la de ser conexo por caminos. Esta nocién, que serd estudiada en la seccién
6.3, es importante también porque es el punto de partida para la teoria de homotopia.

Estateoria estudia invariantes mds sutiles de los espacios topolégicos, asocidndoles
los llamados grupos de homotopia. Dedicaremos las dos tltimas secciones de este
capitulo a dicha teorfia, por un doble motivo: 1°. introducir al lector en una disciplina
delatopologia algebraica, que se relaciona estrechamente con problemas geométricos
intuitivos, sin exigir el desarrolllo de un complejo aparato técnico como la teoria de
homologia; 2°. tratar sistemdticamente algunas nociones que son bésicas en toda la
topologia y que se aplican también en otras ramas de la matemadtica, por ejemplo, en
andlisis complejo.

En la cuarta seccién estudiaremos la relaciéon de homotopia entre aplicaciones
continuas y espacios topolégicos sin entrar en la teoria de los retractos, retractos
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de deformacién, de nudos, etc. La relacién de homotopia entre espacios juega un
papel importante en la topologia, porque la mayoria de los invariantes topolégicos
conocidos especialmente en topologia algebraica, son invariantes con respecto a esta
relacion de equivalencia.

En la seccién 6.5 se construyen los grupos de homotopia de primera dimension,
los llamados grupos fundamentales. Veremos que estos grupos son invariantes de las
clases de espacios homotépicos.

6.1. Espacios conexos

Decimos que un espacio topolégico es conexo si no puede representarse como suma
de dos o0 mds espacios topolégicos no vacios. Equivalentemente por 5.5.3:

Definicién 6.1.1 (espacio, conjunto conexo). Un espacio topolégico se llama conexo
si no existe una particién de X formada por dos abiertos no vacios. A C (X, %) se dice
conexo si el subespacio (A, Z,) es conexo.

Ejemplo 6.1.2. Todo espacio indiscreto es conexo. Ningtin espacio discreto de mas
de un punto es conexo. Si (X, Z’) es conexo, entonces es conexo para toda topologia
mads gruesa que Z .

Ejemplo 6.1.3. Consideremos las cuatro distintas topologias sobre un espacio X de
dos puntos. La tinica topologia que no lo hace conexo es la discreta. En particular el
espacio de Sierpinski (2.1.2) es conexo.

Ejemplo 6.1.4. Proveamos al conjunto N de la topologia 7 de los complementos
finitos. El lector verificard facilmente que (N, 7) es conexo.

Un cuarto ejemplo, muy importante, se da en la siguiente caracterizacion de los
subconjuntos conexos de la recta real.

Teorema 6.1.5. Un subconjunto C deR es conexo si y solo si es un intervalo.

Demostracion. Recordemos que C C R es un intervalo si y s6lo si cumple para todo
x €R:
x,yeC, x<z<y=>ze€C (6.1)

Supongamos que C no es un intervalo. Entonces existen x, y € Cy z € R\ C tales que
X < z < y.Los subconjuntos abiertos no vacios A={c€C|c <z}, B={ceC|c >z}
de C forman una particiéon de C: C no es conexo.

Inversamente supongamos que C es un intervalo. Veamos que es conexo. Supon-
gamos, por reduccion al absurdo, que existen dos subconjuntos abiertos no vacios Ay
B del espacio C tales que AUB =C y AN B =0. Intercambiando A y B si es necesario,
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existena € A, b € Btalesque a < b. Sea z =sup(Anla, b]). z €[a, b] C C es punto
adherente de A en C. Puesto que A es cerrado en C (como complemento del abierto
B) tenemos que z € Ay por lo tanto z < b. Por otra parte A es también abierto en
C. Por lo tanto, existe ¢ > 0 tal que [z,z + €] C Ay z + & < b. Pero esto contradice a la
definicién z =sup(AN|a, b]). Concluimos que C es conexo. O

En la préctica es conveniente tener algunas caracterizaciones equivalentes de los
espacios y subconjuntos conexos. Para esto precisemos primeramente el concepto
intuitivo de separacion (fig. 6.1).

@0 s

(b)

Figura 6.1: (a) Conjuntos separados, (b) no separados

Definicién 6.1.6 (conjuntos separados, separacion). Sea (X, ') un espacio topolégico
y C c X. Se dice que dos subconjuntos A, B € X estan separados en (X, ') si

ANB=0=ANB

Se dice que Ay B se focan si no estdn separados.

Un par de subconjuntos separados (A, B) se llama separacién de C en X, si C C
AUB,CNA#0 yCnB#0.

Si (X, %) tiene una particiéon (A, B) de abiertos no vacios, el par (A, B) es una sepa-
racion de X e inversamente.

Proposicién 6.1.7 (caracterizaciones de espacios conexos). Un espacio topolégico
(X, %) es conexo si y solo si cumple una de las condiciones equivalentes siguientes:

i) No existe una separacion de X en (X, %);
ii) No existe una particion (X,).c; formada por mds de un abierto no vacio;

iit) (X, 2)=Y.(Xp, XZog)=>3a€l, tal que(X,X) =Xy, X)

acsl

iv) No existe una particién de(X,Z’) formada por un niimero finito > 2 de cerrados
no vacios;

v) Los tinicos subconjutos que son a la vez abiertos y cerrados son X y0;
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vi) No existe una sobreyeccion continua de (X, ') sobre el espacio discreto {1,2};
vii) Toda aplicacién continua de(X, %) en un espacio discreto es constante.
Demostracion. Ejercicio. O

Los ultimos dos criterios probablemente son los més ttiles. Permiten hacer més
econdmicas las demostraciones de diversas proposiciones sobre espacios conexos,
como se verd més adelante.

Ejemplo 6.1.8. Consideremos el espacio vectorial M,,(R) de todas las matrices reales
de tamafio n x n como el espacio euclidiano R, M,,(R) es conexo, pero el subconjunto
0,(R) de todas las matrices ortogonales no es conexo, ya que la aplicacién continua

det: M,(R)— R
que asocia a cada matriz su determinante, aplica O,,(R) sobreel espacio discreto {—1,1}.

Ejercicio 6.1.9. Probar el enunciado siguiente: Si C c (X, %) es conexo y si C contie-
ne puntos interiores y puntos exteriores de un conjunto A € X, entonces contiene
también puntos de la frontera de A.

Ejercicio 6.1.10. Pruebe que en un espacio topolégico conexo (X, Z') cada subconjun-
to propio no vacio tiene frontera no vacia. ;Por qué en un espacio métrico no acotado
conexo ninguna esfera es vacia?

Caractericemos ahora los subconjuntos conexos de un espacio (X, Z’) por propie-
dades relativas a todo el espacio. Por la definicién 6.1.1, un subconjunto C € X es
conexo siy s6lo si no existen dos abiertos (resp. cerrados) A, B C X tales que

ANC#0, BNC#B, CCAUBy AnNBNC=40 (6.2)

Proposicion 6.1.11. Un subconjunto C de (X, %) es conexo si y sélo si no existe una
separacion de C en (X, Z).

Demostracion. Si (A, B) es una separaciéon de C en (X, %), entonces (AN C,BNC)
forma una separacién de C en (C, Z¢). Luego, por 6.1.7 i), C no puede ser conexo si
posee una separacioén en (X, ).

Inversamente supongamos que C no es conexo. Entonces existe una separacion
(A,B) de C en (C,Z¢). Puesto que Ay B son cerrados relativos en C, se tiene que
ANB=AN(CNB)=A;NB=ANB={ysimilarmente BN A=§; por lo tanto (4, B) es
una separacién de C en (X, Z). O

Corolario 6.1.12. Sea (X, %) un espacio topologico, C c X y(A, B) una separacién de
un superconjunto D O C en (X, ). Si C es conexo, entonces C CAo C C B.
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Demostracion. Si CNA# 0 y Cn B # 0, entonces (A, B) formaria una separaciéon
de C. O

Después de estas caracterizaciones de los espacios y subespacios conexos proba-
remos una serie de teoremas por medio del criterio vi) en 6.1.7.

Proposicion 6.1.13. Sea A un subconjunto conexo de un espacio topolégico (X, %’).
Entonces todo subconjunto B C X, tal que A C B C A, es conexo. En particular, la
cerradura A es conexa.

Demostracién. Sea f una aplicacién continua de B en el espacio discreto {1,2}. Sabe-
mos que f[A] es unitario, luego f[B] c f[A] C f[A] es unitario. Concluimos que f no
es sobreyectiva. O

[e]
Pregunta. ;Si C C(X,2) es conexo, entonces C es necesariamente conexo?

Proposicion 6.1.14. Sea(C,),c; una familia de subconjuntos conexos de (X, ') que
tocan todos al conjunto Cg (8 € I). Entonces C = UI C, es conexo.
ae

Demostracion. Sea (A, B) una separacién de C. Por el corolario 6.1.12 tenemos C, C A
o C, C B paratodo « € I. Supongamos, en particular, que el conjunto Cg que toca
a todos los demds conjuntos C, (a € I) estd incluido en A. Puesto que BN C # 0,
existe y € I tal que C, C B. Pero Ay B no se tocan, luego Cg y C, no pueden tocarse.
iContradiccion! Por lo tanto, no existe una separacion de C. O

Figura 6.2:
Corolario 6.1.15. Sea(C,),c; una familia de subconjuntos conexos de (X, ') tal que
ﬂI C, # 0. Entonces Uz C, es conexo.
ae ae

Corolario 6.1.16. Sea (C,) una sucesion de conjuntos conexos en (X, ') tales que C,,
toca a C,,; paratodo n € N. EntoncesU C,, es conexo.
n



174

6.1. Espacios conexos

Demostracién. Porinduccién se demuestra quelos conjuntos C; = U C, son conexos.
i<n

Ahora sélo hay que aplicar la proposicién anterior a la familia (C;) que tiene la misma

unién de los (C,,). O

Pregunta. ;Cémo puede generalizarse el enunciado anterior para una familia cual-

quiera de conexos (Cy)qer?

~» Nota. La interseccién de dos conjuntos conexos no es, en general, conexa (fig. 6.2).
Incluso, la interseccién de una sucesion decreciente de conjuntos conexos no es nece-
sariamente conexo: Un contraejemplo estd dado por el espacio X =[—1,1]*\ {(0,0)} y
los subconjuntos conexos

Ap={(x,y)eX|lyl<1/n}(neN")

cuya interseccion es el segmento {(x,0)|0 < |x| <1} (fig. 6.3).

Figura 6.3:

La propiedad de ser conexo se mantiene bajo aplicaciones continuas.

Teorema6.1.17. Sea f unaaplicacion continuade(X,Z) en(Y,92). Si(X,%X’) es conexo,
entonces f[X] es conexoen(Y,9).

Demostracién. Sea g una aplicacién continua del subespacio f[X] en el espacio dis-
creto {1,2}. Entonces g o f es una aplicacién continua de X en {1,2}, luego g no puede
ser sobreyectiva. O

A pesar de su sencillez, el teorema anterior tiene una importancia fundamental
como muestra la siguiente serie de corolarios.

Corolario 6.1.18. La conexion es una propiedad topoldgica.
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Corolario 6.1.19. Sea (X,%’) un espacio conexo y R una relacion de equivalencia
sobre X . Entonces el espacio cociente X /R es conexo.

Del anélisis matematico se conoce laimportancia del teorema del valor intermedio.
El teorema anterior permite una generalizacion de este teorema.

Corolario 6.1.20 (teorema del valor intermedio generalizado). Sea(X,2’) un espacio
topoldgico conexo y f una funcién real continua sobre(X,Z'). Six,y € X ya €R son
tales que f(x) < a < f(y), entonces existe z € X con f(z)=a.

Demostracién. Por 6.1.17y6.1.5 f[X] es un intervalo en R. O

Ejemplo 6.1.21. Sean (X,%), (Y,2) espacios topolégicos y sea f una aplicacién con-
tinua de un subconjunto conexo A de (X, Z') en (Y, 2). entonces la gréfica:

Gy =1{(x, f(x)| x € A}

es conexa en X x Y; pues la aplicacion F: x — (x, f(x)) de A sobre Gy C X x Y es
continua. Aplicamos entonces 6.1.17.

Ejemplo 6.1.22. La grafica G ¢ R? de la funcién x — sen% sobre (0, ©0) es conexa
(ejemplo anterior). Es facil comprobar que G = GU{(0,y) e R?| —1 < y <1} en R%.
Concluimos que si G ¢ S ¢ {0} x[—1,1]U G, entonces S es conexo (fig. 6.4). La grafica
G de x — sen% sobre R* = R\{0} no es conexa, pues H, := {(x,y) € R?|x > 0} y
H_={(x,y)€R?|x <0} forman una separacion de G en R?. Sin embargo, si se afiade
un solo punto de {0} x [—1,1] a G, obtenemos un subconjunto conexo por 6.1.14.

v

1

Figura 6.4: Gréfica de sen +
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Daremos ahora tres ejemplos de las multiples aplicaciones que encuentra el teore-
ma generalizado del valor intermedio.

Ejemplo 6.1.23 (existencia de soluciones). Supongamos que buscamos soluciones de
una ecuaciéon

fx)=a (xe€X) (6.3)

donde f es una aplicacién real continua sobre un espacio conexo (X, Z'). Para probar
que existe una solucién es suficiente, por el corolario anterior, hallar dos puntos
X1, X, € X tales que f(x;) < a < f(x,). Incluso, en este caso puede decirse mas: todo
subconjunto conexo A de (X, %) que contiene a x; y a x, debe contener una solucién
de (6.3). Por ejemplo, si (X, Z') es un espacio vectorial topolégico, entonces se halla
una solucién de (6.3) sobre el segmento [x;, x,] que conecta x;, X,.

Ejemplo 6.1.24 (distincién entre espacios topolégicos). Una técnica usual para exa-
minar una homeomorfia entre dos espacios topolégicos (X, Z'), (Y, 2) se basa sobre
la observacién siguiente: Si : X — Y es un homeomorfismo, entonces para un sub-
conjunto cualquiera A de X los subespacios X \ Ay Y \ h[A] deben ser homeomorfos,
luego deben tener los mismos invariantes topolégicos. En lo que sigue daremos dos
aplicaciones sencillas de esta técnica:

i) En R ninguno de los tres intervalos [0, 1],[0, 1), (0, 1) es homeomorfo al otro; pues
del primero podemos quitar a lo mas dos puntos (0 y 1), del segundo uno (0) y
del tercero ningtin punto sin violar la conexién de estos subespacios.

ii) Larectareal no es homeomorfa a ningtin R” tal que n > 1; pues R” (n > 2) sigue
siendo conexo si le quitamos un punto, lo cual no ocurre para R.

El teorema general donde se demuestra que R"” 2R™ para m # n es mucho més
profundo. Para su demostracién se utilizan invariantes topolégicos mas sofisticados
relacionados con las técnicas de la teoria de homologia.

Ejemplo 6.1.25 (aplicacién a un problema geométrico). Probaremos que sobre cada
curva cerrada y rectificable en R3 existen cuatro puntos que estdn en un mismo planoy
que la dividen en partes de igual longitud. Sea x: s — x(s) una representacién paramé-
trica dela curva que tomalalongitud de la curva como pardmetro: 0 < s < 1 (donde 1 es
la longitud total de la curva) y x(0) = x(1). Para s €[0,1/4] sea V(s) el volumen orienta-
do del tetraedro con los vértices en x(s), x(s+1/4), x(s+1/2), x(s+3/4). V:[0,1/4] - R
es continua. El volumen orientado del tetraedro [ x(0), x(1/4), x(1/2), x(3/4)] es el ne-
gativo del volumen del tetraedro [x(1/4), x(1/2), x(3/4), x(1)] puesto que x(1) = x(0).
Concluimos que —V(0) = V(1/4); por lo tanto existe sy €[0,1/4] tal que V(sy)=0. Los
puntos x(sp), x(so+1/4), x(sg+1/2), x(sy+3/4) estan entonces en el mismo plano.
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Estd claro que la propiedad de ser conexo no se hereda a los subespacios ni a

los espacios suma. Sin embargo, hemos visto que se hereda a los espacios cocientes.

Queda por aclarar qué pasa con los espacios producto.

Proposicion 6.1.26. Sea ((X,, Z,))qacr Una familia de espacios topologicos no vacios.
Entonces: | | X, es conexo <> (X,, Z,) es conexo para todo a € I.

ael
Demostracion. Laimplicacién = resulta del teorema 6.1.17, puesto que los X, son las

imagenes continuas de [ | X, bajo las proyecciones 7, (a € I).
acl
<«: Supongamos que todos los X, (a € I) son espacios conexos. Demostraremos

primero que si el nimero de espacios es finito su producto es conexo. Para ello s6lo

tenemos que probar que si (X, ), (Y, %) son conexos, X x Y es conexo. Pero esto

es evidente (6.1.14), puesto que X x Y = UX{x} x Y UX x {y)} para un elemento
HE

cualquiera )€ V; {x} x Y 2 Y (x € X) y X x {3} = X son conexos por hipétesis y

tienen todos una interseccién no vacia con X x {y,}.

Consideremos ahora el caso general. Sea ¢ =(¢,) € [ | X, un elemento fijoy C la
ael
unién de todos los subconjuntos conexos en [ | X, que contiene a c. El conjunto C es
ael
conexo por 6.1.15y C contiene a todos los subconjuntos (conexos) de la forma

lL[Xaix l_[ {cﬂ}éﬁxaj,
j=1 Bel\{a,...a,} j=1

por lo tanto es denso en H X,. Concluimos, por 6.1.13 que ]_[ X, =C es conexo. []
acl acl

Por medio de los teoremas probados es fécil verificar que los siguientes espacios
SON CONexos:

— el espacio euclidiano R”, por 6.1.5 y 6.1.26.

— el espacio RX de todas las funciones reales sobre un conjunto X # ) provisto de
la topologia de la convergencia puntual, por 6.1.5 y 6.1.26.

— el toro n—dimensional T", por 6.1.9 y 6.1.26.
— el espacio proyectivo n—dimensional P"*(R), por 6.1.9.

— todo cilindro, todo cono y todo espacio de suspensién sobre una base conexa,
por 6.1.9y6.1.26.

Ejercicio 6.1.27. Probar que si (X,2) y (Y, %) son espacios conexos, A C X es un
cerrado no vacioy f : A— Y es una aplicacion, entonces Y Uy X es conexo.
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Ejercicio 6.1.28. Sea x:t — x(t) (0 < t < 1) una curva cerrada. Entonces existe
un cuadrado circunscribiendo la curva x. (Indicacién: considerar a(¢)— b(¢) enla
fig. 6.5).

b(e)

a(e)

Figura 6.5: Curva inscrita en un rectdngulo

Ejercicio 6.1.29. Sea A un subespacio conexo en un espacio conexo (X,2'). Sea B
abierto y cerrado en X \ A. Probar que AU B es conexo.

Ejercicio 6.1.30. Sea C un subconjunto de un espacio métrico (X, d). Probar que C
no es conexo siy sélo si existen conjuntos abiertos A, B C X tales que

i) AnB =40,
ii) CCAUB,
iii)y ANC#0 yBnC #0.

Probar que esto no se cumple en un espacio topolégico cualquiera. (Indicacién:
considérese el espacio X = {0, 1,2} con la topologia Z = {0, X, {0}, {0, 1},{0,2}}. En un
espacio topoldgico cualquiera hay que sustituir i) pori’): AN BN C =0).

Ejercicio 6.1.31. Sea (X, <)un conjunto ordenado. ;Cudndo X, provisto de la topologia
de orden, es conexo?

Ejercicio 6.1.32. Sea A C R” numerable. Probar que R” \ A es conexo si n > 2.

6.2. Componentes conexas

Si un espacio topolégico no es conexo, se plantea el problema de si puede descompo-
nerse en sus partes conexas tal que sea homeomorfo a la suma de estos subespacios.
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Para investigar esta cuestion parece natural considerar los subespacios conexos maxi-
malesde (X,%). Si C,D c X son conexos maximales en (X, 2) y C N D # (), entonces
C =D porque C U D es conexo. Esto muestra que diferentes conexos maximales en X
son disjuntos. Nos preguntamos si existen tales subespacios conexos maximales. Por
6.1.15, para todo x € X, la unién C, de todos los subconjuntos conexos C € X que
contienen a x es conexa, por lo tanto es el mayor conexo que contiene a x. Concluimos
que para todo x € X existe un subespacio conexo maximal que le contiene. Los conexos
maximales en (X, %) forman una particion de X .

Definicién 6.2.1 (componente conexa). Sea (X, %) un espacio topolégico. El mayor
subconjunto conexo en (X, Z’) que contiene a x se llama componente conexa de x en
(X, )y se denota por C,.

Puesto que las componentes conexas forman una particién de X, pueden inter-
pretarse como clases de una relacién de equivalencia, a saber:

X Ry < existe un subconjunto conexo C C (X, Z’) que conecta
(o sea, contiene) axy y
Evidentemente se tiene:
XRy<—=C(C,=C, <= yeC, << xc(, (6.5)
Tenemos ahora dos nuevos criterios sencillo de conexién:

(X,%) es conexo <= (X, ') tiene una tinica componente conexa
<= para todos los puntos x, y € X existe un conexo C C X que (6.6)
conecta Xy y.

Proposicion 6.2.2. Sea (X, %) un espacio topolégico. Entonces:
i) Toda componente conexa en(X,2’) es cerrada.
ii) Dos componentes conexas distintas estdn separadas.
iii) SiU C X es abierto y cerrado y contiene a x, entonces C, C U.

Demostracion. i) Si C, es un conexo maximal, entonces 6x €s conexo y contiene a
C,,luego C, = C,.

ii) Dos cerrados disjuntos estdn siempre separados.

iii) U N C, # 0 es abierto y cerrado en C,, entonces es igual a C, por 6.1.7 (v). O

Ejemplo 6.2.3. En R\ Z provisto de la topogia inducida por la topologia usual de R,
las componentes conexas son los intervalos (7, 7 + 1) con n € Z. (Estos intervalos son
cerrados en R\ Z).
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Ejercicio 6.2.4. Probar que la componente conexa de un punto x = (x,) en un espacio

producto [ | X, es el producto de las componentes conexas de x, en los espacios
ael

coordenados (X, Z,):
Ce=][Cra 6.7)

acsl

Si f:(X,2)— (Y,%)es una aplicacién continua, entonces aplica toda compo-
nente conexa C de (X, 2') en un conjunto conexo de (Y, %) porque f[C] es conexo.
En particular, todo homeomorfismo h: (X, %) — (Y, %) induce una biyeccién entre las
componentes conexas de(X, %) yde(Y,%). Por lo tanto el cardinal de las componentes
conexas de (X, Z') es un invariante topolégico de (X, Z'). Si aplicamos esta observaciéon
a ciertos subespacios X \ A de (X, 2") usando el método explicado en el ejemplo 6.1.24,
obtenemos criterios eficientes para distinguir diferentes espacios topolégicos. En el
caso mads sencillo se considera el complemento de un conjunto unitario en (X, %').

Definicién 6.2.5 (punto de interseccién). Sea (X, %) un espacio conexo. Entonces
x € X se llama punto de interseccion de orden k € N si X \ {x} tiene k componentes
conexas.

Puesto que todo homeomorfismo h: (X, %) — (Y, %) aplica un punto de intersec-
cién de orden k en (X, Z') a un punto de interseccién de orden k en (Y, %), el cardinal
de los puntos de interseccién de orden k (k € N) es un invariante topolégico de (X, ).

Pregunta. ;Cémo puede reformularse el razonamiento del ejemplo 6.1.24 ii), mediante
el nuevo concepto?

Ejemplo 6.2.6. Los espacios uno-dimensionales de la figura tienen puntos de inter-

seccion de diferentes ordenes, 1, 2 y 3 (fig. 6.6).

Por lo tanto no son homeomorfos. Este método de distinguir entre distintos espa-
cios topolégicos ya lo hemos utilizado intuitivamente en el capitulo 2.

Figura 6.6:

Ejemplo 6.2.7. El método de considerar el nimero de las componentes conexas de
X \ A para conjuntos unitarios A = {x} no permite distinguir entre los espacios de la
(fig. 6.7)
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Figura 6.7:

En este ejemplo es suficiente considerar subconjuntos A de dos puntos. Quitan-
do dos puntos del primer espacio obtenemos siempre dos componentes conexas,
mientras no ocurre lo mismo para el segundo.

Otro método es de limitar el andlisis a vecindades pequefias de ciertos puntos. Un
punto x € (X, ') sellama punto de interseccién local de orden k, si existe una vecindad
conexa V de x en (X, %) tal que V \ {x} tiene k componentes conexas. Si (X, %)y
(Y, %) son homeomorfos, deben tener el mismo cardinal de puntos de interseccion
local de orden k.

Puesto que el segundo espacio posee, a diferencia del primero, un punto de in-
terseccion local de orden 3, no son homeomorfos. La teoria de homologia permite
generalizar esta técnica a espacios de dimensién superior.

Ejemplo 6.2.8. Ya para variedades de dimension 2 el problema de distincién topo-
légica es mucho maés dificil, aunque se utiliza la misma técnica. Por ejemplo, para
distinguir entre la esfera 2—dimensional y el toro 2—dimensional (fig. 6.8) es natural
quitar un subespacio ‘de dimensién 1. Tomando para A el circulo delineado en T?

Figura 6.8: Esfera E2 Toro T?

vemos que T2\ A es conexo, mientras que parece evidente que todo circulo sobre
la esfera E? la divida en dos componentes conexas. En efecto, esto se cumple; pero
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la demostracion es dificil. Equivale a probar el Teorema de Jordan que dice: Toda
curva cerrada y simple I en R? divide R? en dos componentes conexasy es su frontera
comun.

Todavia no hemos resuelto nuestro problema inicial. Hemos obtenido una parti-
ci6én de todo espacio topolégico (X, %) formado por cerrados conexos y mutuamente
separados. Sin embargo, esto no permite en general reconstruir la topologia de (X, Z’)
por las topologias de sus componentes conexas, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.2.9. Consideremos X = Q provisto de la topologia usual. Si A ¢ X tiene
al menos dos puntos r,s (r < s), entonces A no es conexo; pues existe un nimero
irracional z tal que r < z < s yluego los dos conjuntos {x €Q|x <z} y{y €Q|y > z}
forman una separacién de A. Concluimos que las componentes conexas son los puntos
unitarios. Por supuesto, la topologia usual de Q no puede reconstruirse partiendo de
las topologias de sus subconjuntos unitarios. La topologia suma de las componentes
conexas de Q es la topologia discreta.

Definicién 6.2.10 (totalmente disconexo). Un espacio topolégico (X, Z’) se llama
totalmente disconexo, si para cada x € X las componentes conexas C, se reducen
a {x}.

Evidentemente todo espacio discreto es totalmente disconexo. En lo siguiente
daremos otro ejemplo de un espacio totalmente disconexo no discreto que ha jugado
un papel importante en la historia de la topologia.

Ejemplo 6.2.11 (Conjunto de Cantor). Sea A, = {0,2} para cada n € N. Entonces
[T A, ={0,2}" es el conjunto de todas las sucesiones (x,), tales que x,, € {0,2}. Se ve
neN

oo

facilmente que la aplicacion g: [ A, —[0,1] definida por g((x,))= >_ 3+ es inyectiva.
neN n=1

Laimagen de g en [0, 1] se llama el conjunto de Cantor, el cual geométricamente puede

ser descrito como sigue: Dividamos [0, 1] en tres partes iguales y retiremos el intervalo
intermedio (1/3,2/3); esto elimina todos los nimeros reales en [0, 1], que requieren
x; =1 en su desarrollo triddico (esto es, x; es 0, 1 o 2). Como segundo paso retiremos
los intervalos intermedios de cada uno de los intervalos restantes [0,1/3], [2/3,1],
eliminando asi todos los nimeros reales en [0, 1] que requieren x, = 1 en su desarrollo
triddico. Procediendo andlogamente, retiramos, en el n—ésimo paso, la unién M,, de
los intervalos intermedios de los 2! intervalos presentes. Entonces C =[0,1]\ nLEJN M,

es el llamado conjunto de Cantory consiste de todos los nimeros reales en [0, 1], que
no requiren el uso de 1 en su desarrollo triddico.
Como el desarrollo (no utilizando 1) de cada elemento de [0, 1] es tinico, g es una

biyeccién de | | A, en C. Més precisamente, poniendo sobre A, = {0,2} la topologia
neN
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discreta y considerando el espacio producto [ ] A, y C con la topologia usual de R
neN
tenemos que g es un homeomorfismo de | | A, sobre C.
neN

Demostracion. Ejercicio. O

Puesto que, por el ejercicio 6.2.4, todo producto de espacios totalmente disconexos
es totalmente disconexo, el conjunto de Cantor también lo es.

La importancia histérica del conjunto de Cantor resulta del hecho de que ha
permitido probar la existencia de las curvas de Peano. Ya al inicio de la teoria de
conjuntos se supo que existen aplicaciones del intervalo I =[0, 1] sobre el cuadrado
I? (Cantor a Dedekind, 1877: Lo veo pero no puedo creerlo). Se plante6 entonces el
problema topolégico de si es posible hallar una sobreyeccion continua de I sobre
I* (k > 2). Tales sobreyecciones se llaman curvas de Peano (curvas que llenan todo el
espacio).

Teorema 6.2.12 (existencia de las curvas de Peano). Para todo cardinal k existe una
sobreyeccién continua de I sobre I* (I°° := IN es el llamado cubo de Hilbert).

Demostracién. 1. Utilizando la notacién del ejemplo anterior, probaremos primero
que la aplicacién f: [ A, — I, definida por

neN

o

e,

n=1

es una sobreyecci6n continua.

oo
Todo x €[0,1] puede escribirse en la forma [ | 7 (representacién diadica), por
n=1

oo
lo tanto f es sobreyectiva. Dado un & > 0, escogemos un k e Ntalque Y. 525 <&.

n=k+1

o0 o
Entonces se cumple parala vecindad U ={x;} x---x{x;} x [][ A,de(x,)en]]A,

n=k+1 n=1
que:
oo n_ . oo 2
) €U = £ ()~ F(xa))l = Z(yzn—j) <| 2 |
n=1 n=k+1

Esto demuestra la continuidad de f.
2. Dado k < oo, tomamos una particiéon de N: {I;},< ;< tal que Card I; = Card N
para j =1,..., k. Porlaleydeasociatividad para los espacios producto (5.2.19) sabemos

que
k
(l_[An) El_[Anxl_[Anannx---El_[An (6.8)

neN nel nel, nely neN
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Sea ahora g~! el homeomorfismo del conjunto de Cantor ¢ sobre [[ A, y & el
neN

homeomorfismo de [] A, sobre ([ ] A,)* (por (6.8)). Entonces la aplicacion:
neN nel

k
Fzz(l_[f)Ohoglz‘g—Jk
1

es una sobreyeccion continua. Sean ;0o F: 6 — I (i =1,..., k) las funciones coorde-
nadas de F.

Recalcamos que %6 C I se obtiene quitando sucesivamente intervalos intermedios.
Extendamos cada 7r; o F: 6 — I a una funcién continua F;: I — I definiendo F; afin-
lineal sobre cada intervalo omitido. Entonces, porla teorema 5.2.15, F :=(F,);<;<x: [ —
I* es una aplicacién continua y como F |6 = F, F también es sobreyectiva. O

Después de esta disgresion volvamos a analizar nuestro problema inicial.

Los espacios totalmente disconexos no discretos nos sirven como ejemplos extre-
mos de espacios cuya topologia no puede reconstruirse a partir de la topologia de sus
componentes conexas.

Un espacio topolégico es la suma topolégica de sus componentes conexas, si'y
s6lo si éstas son todas abiertas. Introduciremos ahora una condicién suficiente para
que ello suceda.

Definicién 6.2.13 (espacios localmente conexos). Un espacio topolégico (X, ') se lla-
ma localmente conexo si para cada x € X existe un sistema fundamental de vecindades
conexas.

Proposicién 6.2.14. En un espacio localmente conexo toda componente conexa es
abierta.

Demostracién. Sea C una componente conexa. Para todo y € C existe una vecindad
conexa V. Concluimos que V c C, o sea, que C es vecindad de cada uno de sus
puntos. O

Corolario 6.2.15. Todo espacio localmente conexo es la suma de sus componentes
conexas.

Si (X, %) es localmente conexo, evidentemente todo subconjunto abierto U ¢ X
forma un subespacio localmente conexo. De aqui se concluye la siguiente ampliaciéon
de la proposicién anterior.

Corolario 6.2.16. Para un espacio topologico (X, %) las condiciones siguientes son
equivalentes:
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(L61) (X,2) es localmente conexo.
(L62) Las componentes conexas de todo subespacio abierto (A, X 4) son abiertas.
(L€63) Los subconjuntos abiertos conexos de (X, %) forman una base de Z .

Demostracion. (L61)= (L%62)por el razonamiento anterior. (L62)= (L% 3). Todo
abierto A C & esla unién de sus componentes conexas. (L 6¢3)= (L% 1); inmediato
de 2.3.8. O

Ejemplo 6.2.17. Los espacios euclidianos R” (n > 1) son localmente conexos, puesto
que las bolas B(x, p) C R” son conexas. Como veremos en la seccion siguiente ni Q ni
I=R\Q son localmente conexos.

Ejemplo 6.2.18. Todos los espacios discretos y todos los espacios indiscretos son
localmente conexos. Todo espacio discreto con mds de un punto da un ejemplo para
un espacio que es localmente conexo pero no conexo. El inverso es también posible
como mostraran los ejemplos siguientes.

Ejemplo 6.2.19. Sea X C R? la gréfica de la funcién

senl/x si x#0
TX—
4 0 si x=0

X es conexo (6.1.22). Sin embargo, no es localmente conexo: (0,0) € X no posee un
sistema fundamental de vecindades conexas (fig 6.9).

(0,0)

Figura 6.9: Conjunto no localmente conexo
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La imagen de un espacio localmente conexo por una aplicacién continua no es
localmente conexa en general. Si esto fuese cierto, todo espacio topolégico (X, Z')
seria localmente conexo, pues es imagen continua del espacio discreto (luego local-
mente conexo) (X, #(X)). Veremos en la siguiente proposicién que las identificaciones
mantienen la conexién local.

Proposicion 6.2.20. Cada espacio cociente X /R de un espacio localmente conexo
(X, ) es localmente conexo.

Demostracion. Verificaremos que X /R satisface al criterio (L 6'2). Sea ¢ la aplicacién
candnica de X en X/R ysea A C X/R un abierto. Debemos probar que toda compo-
nente conexa C C A es abierta. Como ¢ es identificacion, bastard probar que ¢ ~'[C]es
abierto. Si C, es la componente conexa (abierta) de x € ¢ ~}[C] en ¢ }[A] € %, enton-
ces p[C,] C A es conexo y contiene a ¢(x) € C. Puesto que C es el mayor conexo en A

que contiene a ¢(x), tenemos p(x) € p[C,]c C y porlo tanto ¢~ ![C]= (L{ c C,eX.
p(x)e
Concluimos que C es abierto en X /R. O

Ejemplo 6.2.21. Eltoro n—dimensional T" y el espacio proyectivo n—dimensional
P"(R) son localmente conexos.

Un espacio producto de una familia infinita de espacios localmente conexos no
es necesariamente localmente conexo. Considérese, por ejemplo, el discontinuo de
Cantor.

Proposici6n 6.2.22. || X, es localmente conexo si todo espacio (X,, Z,) es localmente
asl
conexo y si ademds casi todos los espacios (X, X,) son conexos (a € I).

Demostracion. Ejercicio. O

Para analizar la conexi6n local de espacios métricos introduciremos la nocién
siguiente.

Definicién 6.2.23. Sea (X, d) un espacio seudométrico. Decimos que una sucesiéon
finita (A, ..., Ay) de subconjuntos A; C X es una é—cadenade longitud k (¢ >0, k €N)
siAjNA;_; #0para j=1,...,kysi6(A;) < e paratodo j=0,...,k: Se dice que tal
cadena conecta dos puntos x y y de X, si x € Ay y y € Ay (fig. 6.10).

Proposicion 6.2.24. Un espacio seudométrico localmente conexo (X, d) es conexo si
y solo si dos puntos cualesquiera x,y € X pueden conectarse por una é—cadena de
conexos (resp. de bolas, si las bolas en (X, d) son conexas).

k
Demostracion. Si(A,...,Ay) es una ée—cadena de conexos, entonces U A; es conexo
j=0

por 6.1.16. Entonces la condicidn es suficiente (6.6).
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Ao

Ay
Figura 6.10: £-cadena conectando x con y

Inversamente supongamos que (X, d) conexo. Consideremos la relaciéon de equi-
valencia sobre X : xRy < x y y pueden conectarse por una é—cadena de conexos
(resp. de bolas).

Las clases de equivalencias correspondientes son abiertas, puesto que para todo
x € X existe unavecindad conexa V (resp. unabola de centro x) que tiene un didmetro
menor que €. Todos los puntos de V pueden conectarse con x por una é—cadena de
conexos (resp. de bolas) de longitud 1. Por lo tanto, s6lo puede existir una tnica clase
de equivalencia. O

Ejercicio 6.2.25. Sea A C (X,2’) un subconjunto conexo que es a la vez abierto y
cerrado. Probar que A es una componente conexa.

Ejercicio 6.2.26. Probar que si un espacio topolégico tiene sélo un niamero finito de
componentes conexas, entonces es la suma topolégica de estas componentes.

Ejercicio 6.2.27. Determinar cudles de los espacios siguientes son homeomorfos (fig.

6.11).

Figura 6.11
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Ejercicio 6.2.28. Sea (X,2') localmente conexo, A C X y sea C una componente
conexa de A. Probar:

)y C=Cna
ii) frCcfrA
iii) A=A=>frC=CnfrA

Ejercicio 6.2.29. El conjunto de Cantor es cerrado en [0, 1], no numerable y tiene
medida cero.

6.3. Espacios conexos por caminos

Tratemos, por un momento, de definir intuitivamente lo que es un conjunto conexo
C c R? sin utilizar conceptos de la topologia general. Parece natural decir que C es
conexo si dos puntos cualesquiera pueden conectarse por una curva que no sale del
conjunto. En efecto, esta fue la primera definicién precisa de un conjunto conexo (C.
Weierstrass) (fig. 6.12).

(a) I @]

Figura 6.12: (a) Conjunto no conexo y (b) conexo segiin Weierstrass

De hecho, este concepto de conexién es més fuerte que el concepto introducido
en las secciones anteriores. En efecto, exige que dos puntos cualesquiera del espacio
puedan conectarse por un conjunto conexo especial, a saber una curva (véase (6.6)).
Para precisar el nuevo concepto empezaremos por distinguir entre unas nociones
cercanas.

Definicién 6.3.1 (camino, curva). Sea (X, %) un espacio topolégico. Entonces una
aplicacién continua f del intervalo [0,1] en X se llama caminoen (X,Z'); f(0)es el
origen del camino f y f(1) su extremo. Se dice que tal aplicacién f conectalos puntos
fO)y f(D)en (X,Z). C = f[[0,1]] € X sellama curva determinada por f; se dice que
f es una representacion paramétrica de esta curva.
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Para una curva C existen diferentes representaciones paramétricas (caminos), por
ejemplo, los dos caminos distintos ¢ — ¢y t — t?> (0 < < 1) determinan la misma
curva en R.

Introduciremos dos operaciones para caminos. Si f:[0,1] — (X, Z') es un camino,
el camino inverso, denotado por f~, se define por

- f1—1)

f~ tiene la misma curva que f, pero f(1) es su origen y f(0) su extremo (fig. 6.13).

S S

AQ) )
Figura 6.13: Camino inverso

Si f:t — a € X esun camino constante, entonces f~ = f. Tales caminos se llaman
0—arcos. La curva de un 0—arco se reduce a un punto en X (notacién para 0—arcos:
(a)).

Si f, g son dos arcos en (X, Z') tales que f(1) = g(0), entonces se define la compo-
sicién fTg por:
f2e) si0<t<1/2
g2t—1) si1/2<t<1

fTg: t»—>{

S () =¢g(0)

(/Tg)(0)
(T

Figura 6.14: Composicién de arcos

La operacién T no es conmutativa: en general, si el camino gTf estd definido, fTg
puede no estar definido.
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Por medio de las operaciones introducidas es facil comprobar que la relacién
sobre X:

a~ b < a puede conectarse con b por un camino en (X, %) (6.9)

es una relacion de equivalencia.

En efecto: a € X se conecta consigo mismo por un 0—arco (reflexividad), si a se
conecta con b por el arco f, entonces el arco f~ conecta b con a (simetria); si f
conecta a con b € X ysi g conecta b con ¢ en (X, %), entonces fTg conecta a con ¢
(transitividad).

Definicién 6.3.2 (componentes conexas por arcos, conexo por arcos). Las clases de
equivalencia de un espacio topolégico (X, Z) con respecto alarelacion de equivalencia
(6.9) descomponen a X en subconjuntos disjuntos llamados componentes por caminos
de(X,%).

(X,%’) es conectable por caminos si y s6lo si X tiene una sola componente por
caminos, o sea si todo x € X puede conectarse con todo y € X por un camino.

Un subconjunto C C X se dice conexo por arcos, si lo es el subespacio (C, Z¢).

(X, ) se llama localmente conectable por caminos si todo punto x € X posee un
sistema fundamental de vecindades, formado por conjuntos conectable por caminos.

Puesto que toda curva es un subconjunto conexo (6.1.17), toda componente por
caminos de (X, 2') estd incluida en una componente conexa de (X, Z'). En particular.

Proposicion 6.3.3. Todo espacio conectable por caminos es conexo.

Los ejemplos siguientes muestran que la conexién de muchos espacios topolégicos
se demuestra facilmente probando que dos puntos cualesquiera pueden conectarse
por un arco. Antes recordaremos la version lineal de dos conceptos, curvay convexo,
para espacios vectoriales topolégicos.

Definicién 6.3.4 (segmento, convexo). Sea E un espacio vectorial real o complejo y
sean x, y € E. El conjunto

[x,y]:=={tx+(1—¢t)y|0<t <1} (6.10)

se llama segmento (cerrado) entre x y y.
Un subconjunto C c E se llama convexo si cumple

x,yeC=[x,ylcC (6.11)

Ejemplo 6.3.5. Sea (X, %) un espacio vectorial topolégico (p. ej., un espacio normado).
Entonces para todo par de puntos x, y € E laaplicacion t — tx +(1—¢)y de[0,1] en
(E, %), es continuay se llama arco lineal conectando x con y.
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Resulta que todo espacio vectorial topolégico (E, Z’), en particular los espacios
R”, los espacios de Hilbert y los espacios normados, son conectables por caminos.
Mas precisamente, concluimos que todo subconjunto convexo de un espacio vectorial
topolagico es conexo por arcos. Por ejemplo, toda bola B(a, p) en un espacio normado
(E, |l ) es conectable por caminos. De aqui que todo espacio normado y mds gene-
ralmente, todo espacio localmente convexo (5.3.10) es localmente conectable por
caminos.

Si en un espacio topolégico (X, Z') todo punto x puede conectarse por un arco
con un punto fijo xy, (X, 2’) es conectable por caminos (tiene una tinica componente
conectable por caminos).

Ejemplo 6.3.6. Un subconjunto S de un espacio vectorial real o complejo se llama
estrellado, si tiene la propiedad siguiente: Existe un punto x, € S tal que

xeS=[xpx]CS (fig. 6.15) (6.12)

El razonamiento anterior muestra que todo subconjunto estrellado en un espacio
vectorial topolégico es conectable por caminos.

Figura 6.15: Conjunto estrellado

Si bien un espacio conectable por caminos es conexo (6.3.3), los espacios conexos
no son necesariamente conectable por caminos como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.3.7. Sea J := {0} x[—1,1]c R?y X la cerradura G = G U J de la grifica G de
la funcién x — sen 1/x sobre R*. Por el ejemplo 6.1.22 sabemos que G es conexo. Sin
embargo, G no es conectable por caminos. Supongamos por reduccién al absurdo
que f=(fi,f>): [=[0,1] — G cR? sea un camino, que conecta (0,0) con (1/7,0). Sea
Ly={t<1]| fi[[t,1]]c(0,1/x]}y &, :=1nf I,. I, es un intervalo abierto en I de la forma
(%o, 1]. Necesariamente fi(t,) =0, entonces f;[(#, 1]]=(0,1/7r]. Sea (¢,,) una sucesiéon
en (ty, 1] tal que t,, — tyy fi(t,) =2/nm (tal sucesion existe por el teorema del valor
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intermedio). Entonces se tiene que f>(t,) =lim(sen 1/ fi(t,)); pero la sucesién oscila
entre los valores +1,—1, luego no tiene limite. jContradiccién!

Ahora el lector probaré facilmente que X = G tiene exactamente tres componentes
conexas por arcos, a saber

G+:={(x,sen%)|x>0}, J vy
G_ ::{(x,senl) |x<0},
x

Una serie de propiedades de los espacios conectables por caminos se deducen de
manera andloga a las de los espacios conexos.

Si f es un camino que conecta los puntos x,y en (X, Z)ysip: (X, Z)—=(Y,¥)es
una aplicacién continua, entonces el camino ¢ o f conecta los puntos ¢(x), ¢(y) en
¢[X]. Concluimos.

Proposicion 6.3.8. La imagen continua de un espacio conectable por caminos es co-
nectable por caminos.

En particular, ser conectable por caminos es una propiedad topolégica.
La proposicién siguiente es trivial.

Proposicion 6.3.9. Sea(C,),c; una familia de subespacios conectables por caminos
de(X,2) tal que existe un Cg (5 € I) que tiene una interseccion no vacia con todos los
C, (ael).

Entonces aLeJI C, es conectable por caminos.

Proposicién 6.3.10. Todo producto de espacios conectable por caminos es conectable
por caminos.

Demostracion. Ejercicio. O

La proposicién anéloga ala 6.1.13 no se cumple pues como muestra el ejemplo
anterior existen subconjuntos conectables por caminos (G, € R?) cuya cerradura
(G, = G, U]J) noes conectable por caminos. El mismo ejemplo muestra también que
las componentes conectables por caminos no son necesariamente cerradas: G, no es

cerradaen G, U J.
Proposicion 6.3.11. Para un espacio topologico (X, ') es equivalente:
i) Todas las componentes conectables por caminos en (X, ') son abiertas.

ii) Todo punto x € X posee una vecindad conectable por caminos en (X, Z’).
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Demostracion. Ejercicio. O

Proposicion 6.3.12. (X, %) es conectable por caminos si y sélo si es conexo y todo punto
x € X posee una vecindad conectable por caminos.

Demostracion. Ejercicio. O

Sabemos que los espacios normados (E, || - ||), y por lo tanto también sus sub-
conjuntos abiertos, son localmente conectables por caminos. De aqui concluimos el
resultado siguiente que es muy importante, por ejemplo, en la teoria de funciones.

Corolario 6.3.13. Un abierto U en un espacio normado (E,|| - ||) (en particular en
R",C") es conexo si y solo si es conectable por caminos.

Los abiertos conexos en un espacio normado pueden caracterizarse de manera
mads precisa.
Definicién 6.3.14 (poligono). Sea E un espacio vectorial real o complejo y sean
k
Xg,---» X € E. Launién de segmentos U [x;_;, X;] se llama poligono que conecta x, y
i=1
X; y se denota por (X, ..., Xi).

Es claro que todo poligono en un espacio vectorial topolégico es una curva. Le
corresponde can6nicamente el camino fi T f, T, ..., f; T donde las funciones f;: I —
[x;_1,x;]; 1<i<ksonloscaminos t— tx;_;+(1—1)x;.

Teorema 6.3.15. Sea A un abierto conexo en un espacio normado (E, || - ||). Entonces
dos puntos cualesquiera x,y en A pueden conectarse por un poligono situado en A.

Demostracién. A es un espacio métrico conexo y localmente conexo. Entonces existe
una e—cadena de bolas (B(xy, pg), B(x1, 1), ---, B(x, px)), contenidas en A, que conec-
taxyy (6.2.24). Paratodoi=1,...,k existe y; € B(x;_1, p,_1) N B(x;, p;). El poligono

k
(x, X0, Y1, X1,---» Y&» X, ) cOnecta x y y y estd situado en jL:JOB(xj,pj) Cc A. O

Aplicando el mismo método de demostracion a las bolas (cubos) de la norma
uniforme sobre R” se obtiene:

Proposicion 6.3.16. Sea A un abierto conexo en R". Entonces cada par de puntos
X,y € A pueden conectarse por un poligono formado por segmentos paralelos a los ejes
coordenados.

Demostracion. Ejercicio. O
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6.4. Larelacion de homotopia

Consideremos una familia (h,),cr de aplicaciones h,: (X,Z) — (Y, %) que tienen
todas el mismo dominio y el mismo codominio. La definicién de tal familia es equi-
valente a definir una funcién h: (x,t)— h(x,t)= h;(x) de X x T en Y. Hasta ahora
siempre hemos considerado familias (4,);c7 con un conjunto de indices de T sin
topologia. Si (T, 7 ) es un espacio topoldgicoysi h: X x T — Y es continua, entonces
se dice que (h,);cr es una familia parametrizada de aplicaciones continuas. En este
caso, las aplicaciones parciales

hy:x— h(x):=h(x,t) de XenY (teT)
hy:t—h(t):=h(x,t)de TenY (teX)

son todas continuas. Tales familias parametrizadas de aplicaciones continuas se estu-
dian, por ejemplo, en la teoria de los espacios fibrados.

Nosotros vamos a tratar ahora familias con una parametrizacién especial. Se dice

n

que h: X x T — Y es una familia de n pardmetrossi T = [ [[a;, b;] es un intervalo
n—dimensional en R”. Nos interesan especialmente las felmllilias de un parametro
con T =[0,1] = I. Estas familias h tienen una interpretacion intuitiva: i define una
deformacion continuade f := hy: x — h(x,0) en g := h;: x — h(x,1). Si interpretamos
t (0 <t <1)como pardmetro de tiempo, podemos decir: f = h, puede deformarse
continuamente en g = h; dentro de una unidad de tiempo. Las aplicacones h,: x —
h(x, t) definen el estado de esta deformacion continua al tiempo ¢ (fig. 6.16).

/N h(x,1)

XxI ol bell= m
B X x{ 0} gle]= ]

\

XX{‘O} /Z[XX{I”}]

X
~— FIx1= Al < o01]

h(x,0)

Figura 6.16: Deformacion continua

Para todo x € X, la aplicacién parcial h,: t — h(x,t)de I en Y es un camino que
conecta f(x) con g(x)en Y, h, sellama camino de deformacion (x € X). Luego la
familia parametrizada h: X x I — Y asocia a cada x € X un camino de deformacién en
Y. Resulta en particular que para todo x € X, f(x) permanece, durante la deformacion,
en la misma componente conexa por caminos.



6. Conexidad y homotopia

195

Definicién 6.4.1 (homotopia entre aplicaciones, aplicaciones inesenciales). Sean
(X, 2),(Y, %) espacios topolégicos e I =[0, 1]. Entonces dos aplicaciones continuas
f,g de (X,Z) en (Y, %) se llaman homotdpicas (en simbolos f ~ g), si existe una
aplicacion continua h: X x I — Y tal que

h(x,0)= f(x)y h(x,1)=g(x), paratodo x X (6.13)

En este caso & se llama una homotopiaentre f y g (en simbolos h: f ~ g).
Una aplicacién f: (X, ) — (Y, %) se llama inesencial (en simbolos f ~0), si es
homotépica a una funcién constante g: x — jyde X en Y.

Nota 6.4.2. El problema de ver si existe una homotopia entre dos aplicaciones dadas
f,8:(X,Z)—(Y,%) puede ser muy dificil. Su solucién depende de ambas funciones
f,g asi como de los dos espacios (X, Z) y (Y, %). Notemos que puede presentarse
como caso especial de un problema de prolongacién continua. En efecto, si denotamos
por € al subespacio cerrado X x {0}U X x {1} en X x I, entonces equivale al problema
de prolongar la funcién k: ¢ — Y definida por (6.13) a todo el espacio X x I. Esto
nos hace ver también que se debe especificar bien el espacio (Y, %). El problema de

homotopia siempre tiene solucién si se extiende el codominio convenientemente.

Basta tomar el espacio de adjuncién Y = Y LI, (X x I). Entonces la restriccién de la
aplicacién canénica ¢: (X x I)+Y — Y a X x I es una homotopia entre f y g en ¥
(fig. 6.17).

m:y%n(/\/xh

|
.x

X x {0}

Figura 6.17:

La relacién ~ estéd definida sobre el espacio €(X, Y') de las aplicaciones continuas
de (X,Z) en (Y, %). Mas precisamente.

Proposicién 6.4.3. La homotopia define una relacion de equivalencia sobre el espacio
¢X,Y).
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Demostracién. Sean e, f, g aplicaciones continuas de (X, Z') en (Y, %). Larelacion es
reflexiva: la homotopia h: (x, ) — e(x) (x € X, t € I) muestra que e ~ e. Es simétrica:
si h: e~ f, entonces la homotopia

(x,t)— h(x,1—t) (xeX,tel) muestraque f ~e.

Finalmente es también transitiva: si h: e ~ f y h: f ~ g, entonces obtenemos una
homotopia k: e ~ g efectuando las deformaciones & y h una después de la otra con
velocidad doble, o sea, definiendo (fig. 6.18)

Hx, 1) = h(x,2t) si0<r<1/2
U h(x,2t—1) sil/2<r<]1.

m

N)_/y

Figura 6.18:

Veamos ahora que la homotopia es compatible con la composicién de aplicaciones.

Proposicion 6.4.4. Sean fy, f; aplicaciones homotopicas de (X, %) en(Y,%) y sean
8o, &1 aplicaciones homotépicas de(Y, %) en(Z, %). Entonces gy ° fy, g1 © f1, son aplica-
ciones homotdpicas de (X, Z’) en(Z,%).

Demostracién. Sea h: fy~ fiy k: gy~ g;. Entonces la aplicacién ggo h: X x [ — Z es
una homotopia entre gyo fy y gpo fi1- La aplicacion F: (x,t) — (fi(x), t)de X xITen Y xI
es continua. Luego k o F es una homotopia entre (ko F)y=ggo fiy (ko F); =gj0 fi.
Por la transitividad de la relacién ~ concluimos que gy o fy ~ g o f;. O

Antes de introducir la nocién de homotopia entre espacios, consideremos algunos
ejemplos de aplicaciones homotépicas.

Ejemplo 6.4.5. Dos aplicaciones constantes f,g:(X,2)— (Y, %) son homotdpicas
siy sélo si sus puntos imadgenes pertenecen a la misma componente por caminos
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en (Y, %). En efecto, si f[X]={w}, g[X]={n}yh: f ~ g entonces, paratodo x € X,
h,:t — h(x,t) es un camino que conecta f(x) = ) y g(x) = y, Inversamente, si
t — y(t) es un camino que conecta }, y y; entonces h: (x, t)— y(t) es una homotopia

entre f y g.

Ejemplo 6.4.6. Sea (X, 2Z) un espacio topoldgico y (Y, %) un subespacio estrellado en
un espacio vectorial topolégico (E, Z”). Entonces toda aplicacién continua f: X — Y
es inesencial. En efecto si ¢ € Y es un punto central de Y, entonces la aplicaciéon
continua

h:(x,t)—=tc+(1—t)f(x)deX xIenY

es una homotopia entre f yla funcién constante g: x — c. Hablando intuitivamente,
h contrae f(x) al centro c (fig. 6.19).

Figura 6.19

En particular, toda aplicacién continua de (X, 2’) en un subespacio convexo de
(E,Z”) es inesencial.

Ejemplo 6.4.7. Del ejemplo anterior se concluye que toda aplicacién continua de un
espacio topolégico en el cubo I" =[0,1]" o en una bola B’(0, p) C R" es inesencial. En
cambio, esto no se cumple para aplicaciones en las esferas E" = {x e R""!| || x ||=1}.
Esto es evidente para n =0, pero dificil de probar para n > 0 (teorema de Brouwer). Sin
embargo, tenemos el resultado positivo siguiente: sean f, g dos aplicaciones continuas
de un espacio (X, Z') en E” tal que para ningtin punto x € X, f(x) sea antipolo de g(x).
Entonces f y g son homotépicas. En efecto, la aplicacién : X x I — E” definida por

tg(x)+ (1 1)f (%)
h , =
= e+ =D f )|
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es una homotopia entre f y g (el denominador es siempre distinto de cero por hi-
potesis). Los arcos de deformacién de esta homotopia son precisamente las lineas
geodésicas entre f(x)y g(x) (fig. 6.20).

Figura 6.20: Aplicaciones homotépicas sobre una esfera

En particular, toda aplicacién continua no sobreyectiva de (X, ') en E” es inesen-
cial (basta tomar g(x) =y, con —y, € E"\ f[X]).

Ejercicio 6.4.8. Sean (X, %), (Y, %) espacios topolégicos y C(X) el cono de base (X, X').
Entonces una aplicacién continua f: (X, 2) — (Y, %) es inesencial si y sélo si tiene

una prolongacién continua F: C(X)— Y (fig. 6.21).

/_h\
- /
;l' =5

Figura 6.21:

F(z)

Folexit]

Ejercicio 6.4.9. Sea (Y, %) un espacio topoldgicoy f: E" — (Y, %) una aplicacién
continua. Entonces f ~ 0 si y sélo si f tiene una prolongacién continua F a B"*! =
{xeR" [ x[I<1}
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Definicién 6.4.10 (espacios homot6picos). Dos espacios (X,Z'),(Y, %) se llaman
homotépicos o del mismo tipo de homotopia si existe un par de aplicaciones f: X — Y
yg:Y - Xtalesquegof~lyyfog~1y (ensimbolos: f,g: X ~Y).

Para ver que la homotopia constituye una relacién de equivalencia entre los espa-
cios topoldgicos sdlo es necesario comprobar la transitividad, que es una consecuencia
inmediata de la proposicion 6.4.4.Si f1,8,: X~ Yy f,,8,: Y ~ Z entonces (g, 0 g») 0
(fhofi)=g10(g20f)0 fi~g olyofi=g 0 fi ~1x,yde manera anéloga(f,o fj) o
(81082)~1z, luego f0f1,8108: X ~Z.

Muchas propiedades topolégicas, particularmente las estudiadas en Topologia
Algebraica, son invariantes del tipo de homotopia. Daremos aqui un primer ejemplo.

Ejemplo 6.4.11. Para todo espacio topolégico (X, %) sea my(X) el conjunto de las
componentes por caminos de (X,Z’). Veamos que la cardinalidad de 7y(X) es un
invariante del tipo de homotopia. Sean (X, Z'),(Y, %) dos espacios topolégicosy f,g =
X 2 Y.Sabemos que f y g aplican toda componente por caminos de X (resp. Y) enuna
componente por caminos de Y (resp. X). Si go f: X — X se deforma continuamente
en 1y, entonces como 1x(x)= x,g o f(x) permanece en la misma componente por
caminos. Esto significa que g o f aplica toda componente por caminos de (X, ') en si
misma.

Concluimos que f aplica diferentes componentes de (X, Z’) en diferentes compo-
nentes de (Y, %). Luego Card (7y(Y)) > Card (7y(X)). Aplicando el mismo razonamien-
toa f og ~ 1y se obtiene la desigualdad inversa.

Por la definicién, dos espacios homeomorfos son trivialmente homotépicos. Por
lo tanto el tipo de homotopia es una propiedad topolégica.

~» Veremos en los ejemplos siguientes que el inverso no se cumple: en general dos
espacios homotdopicos no son homeomorfos.

Ejemplo 6.4.12. Todo conjunto estrellado C (en particular todo convexo) en un espa-
cio vectorial topolégico es homotépico a un espacio topolégico que tiene un tinico
punto. En efecto, sea ¢ un punto central de C ysea g: C — {c} la funcién constante
glC]={c}.Entonces el ejemplo 6.4.6 muestra que la funciénidentidad f :=1,: C — C
es homotépica a g. Si denotamos por i la inyeccién canénica del subespacio unitario
{c}en C entoncesiog=g~1,ygoi=1c;, luegoi,g:{c}~C.

Un espacio topolégico (X, Z') se llama contraible a un punto c € X, sila aplicacion
identidad 1y es homotépica a la aplicacién constante g: X — {c}. Hemos compro-
bado que todo subespacio estrellado de un espacio vectorial topoldgico es contraible
a cada uno de sus puntos centrales. En particular, en R", toda bola y todo cubo son
espacios contraibles. Mencionemos, sin demostracion, que las esferas E* ¢ R"*! no
son contraibles. Este es precisamente el enunciado del teorema de Brouwer (veése
DUGUNDJI [60]).
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Ejemplo 6.4.13. Sea (X, %) un espacio topolégico, CcX cerrado, i: C — X lainyec-
cién canénica. Una aplicacién continua r: X — C talque r | C = 1 sellamaretraccion.
C c X se llama retracto de (X, %) si existe una retracciéon de X sobre C. C se llama
retracto de deformacién de (X, Z’) si existe una retraccién r: X — C y una homotopia
h: X xI— X entre i or y 1x que deja los puntos de C fijos. Esto significa que:

h(x,0)=x paratodo x € X

h(x,1)=r(x)paratodo x € X

h(x,t)= x paratodo x € C ytodo t €[0,1]

Enestecaso h: ior ~1yyroi=1¢;luegoi,r: C ~ X:cadaretracto de deformacién
de un espacio (X, ') es homotépico a (X, Z').

Para concretar este resultado consideremos dos retractos de deformacién en R”.

a) Labola unitaria cerrada B” en R” es un retracto de deformacion del espacio R”.
En efecto, la aplicacién continua r: R"” — B", definida por

X si|lx]|<1
r(x): X

= i lx>1

(Pal

que deja correr los puntos fuera de B” radialmente a la esfera E"*!, es evidente-
mente una retraccion. La homotopia: h(x, t)=x/max{1,¢ || x ||} (xeR",t 1)
es una homotopia entre i o r y 1y que deja los puntos de B" fijos (fig. 6.22).

/
—

h(x,1) = r(x)

h(x,0)=1p

h(x,t)

Figura 6.22: Gréficas de las funciones 1y, r y h(:, t)

b) De manera analoga se demuestra que E"~! es un retracto de deformacién de
R\ {0}. Concluimos que B" yR” (resp. E""! y R" \ {0}) tienen el mismo tipo
de homotopia (fig. 6.23).
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//
\

Figura 6.23:

Ejercicio 6.4.14. Sea C un subespacio cerrado de un espacio topolégico (X, &'). Probar
que C es un retracto de (X, %) siy sélo si, para todo espacio (Y, %), toda aplicacién
continua f: C — Y tiene una prolongacién continua a X.

Ejercicio 6.4.15. Sea (Y, %) un espacio contraible. Probar que toda aplicacién conti-
nua que tiene (Y, %) como codominio o como dominio es inesencial. Dos aplicaciones
cualesquiera de un espacio (X, Z') en el espacio contraible (Y, %) son homoté6picas.

El ejercicio siguiente da un método general para generar espacios homotépicos.

Ejercicio 6.4.16. Sea f:(X,2) — (Y, %) continuay F: X x {1} — Y la aplicacién
continua definida por F(x,1)= f(x). Probar que el llamado cilindro de la aplicacion f

Zp=YUp(XxI)

es homotépico a (Y, %). Mds precisamente Y es un retracto de deformacion de Z; (Y
identificado con su inmersion canénica en Z;). Indicacion: considerar la restriccion
r:Zy — Y definida por r(x, t)= f(x) para (x,f)e X x [ yr(y)=y paray €Y.

6.5. Grupos fundamentales

Los invariantes topolégicos considerados en las secciones 6.1-6.3 no son instrumentos
muy finos de caracterizacion topolégica: el nlimero de componentes por caminos,
los 6rdenes de los eventuales puntos de interseccion, etc., estas caracteristicas son
simples niimeros que no pueden reflejar sutilmente la compleja estructura de un
espacio. En esta seccion veremos brevemente como pueden utilizarse grupos como
instrumentos mds finos de caracterizacién topolégica. Se llaman grupos de homotopia
de primera dimension o grupos fundamentales.
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Sirecordamos que dos caminos u, v en (X, Z') con u(1) = v(0) pueden componerse,
parece natural intentar construir grupos a partir de los caminos y su composicion.
Sin embargo, la composiciéon T no es asociativa. Debemos introducir una relaciéon
de equivalencia entre los caminos que permita identificar los caminos (uTv)Tw y
uT(vTw). La primera idea fue la de identificar dos caminos u: I - X yv: I — X
si son homoté6picos (como aplicaciones). Pero I es contraible y por tanto (6.4.15)
dos caminos cualesquiera en (X, Z') son homotépicos (como aplicaciones). Por eso
introduciremos un concepto de homotopia mas estricto para los caminos.

Definicién 6.5.1 (arcos homot6picos). Dos caminos u, v en un espacio topolégico
(X,Z) que tienen el mismo origen u(0) = v(0) y el mismo extremo v(1) = u(1) se
llaman homotdpicos si existe una homotopia h entre u y v que deja fijo el punto
origen u(0) = v(0) y el punto extremo u(1) = v(1) (en simbolos h: uzv).

De la definicion se sigue que, dos caminos u: I — X, v: I — X con u(0)=v(0)y
u(1)=v(1), son homotépicos si existe una aplicaciéon continua h: I x I — X tal que
h(x,0)= u(x) paratodo x € I
h(x,1)=wv(x)paratodo x €I
h(0,t)=u(0)=v(0)y h(1, t)= u(1)=v(1) para todo ¢t €0, 1].

Nota. Latltima condicién que expresa que h es constante sobre {0} x I y {1} x I es
esencial para el concepto de homotopia entre caminos y lo distingue del concepto de
homotopia entre aplicaciones (fig. 6.24).

Figura 6.24: Homotopia entre caminos

Para captar mejor el sentido intuitivo de la homotopia entre dos caminos daremos
algunos ejemplos gréficos.

Ejemplo 6.5.2. Sobre una esfera y también en el plano todo par de caminos u, v que
tienen el mismo origen y el mismo extremo son homotépicos (fig. 6.25).
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Figura 6.25:

Ejemplo 6.5.3. En una esfera de un asa, dos caminos u, v que tienen el mismo origen
y el mismo extremo, de los cuales uno (v) pasa por el asa y el otro (¢) no, no son ho-
moto6picos (aunque sean homotépicos como aplicaciones). Fijando origen y extremo
del caminos no es posible ‘sacarlo’ del asa sin romperlo (fig. 6.26).

Figura 6.26:

Ejemplo 6.5.4. En el plano con dos huecos, los 5 caminos cerrados u, v, v, w,w,
dibujados en la figura siguiente, no son homotépicos entre si (fig. 6.27).

Una homotopia entre ellos debe dejar fijo el punto x;, pero entonces no podria
contraer, por ejemplo el camino w al camino constante (x,) sin romperlo.

De la misma forma que para la relacién de homotopia entre aplicaciones, se de-
muestra que la homotopia entre caminos es una relacién de equivalencia.

Proposicion 6.5.5. Sea (X,Z’) un espacio topolégico. Entonces la relacién = es de
equivalencia sobre el conjunto €(I, X) de los caminos en (X, %).



204

6.5. Grupos fundamentales

Figura 6.27:

Nota 6.5.6. La clase de equivalencia de un camino u: I — X se denota por [u] y se
llama también clase de homotopia del camino u.

Veamos primeramente que toda u—parametrizacién de un camino u: I x X que
conserva origen y extremo, define la misma clase de homotopia. Mds precisamente:

Proposicion 6.5.7. Sea u: I — X un camino en un espacio topolégico (X, %) y sea
@: 1 — I continua tal que ¢(0) = 0 y (1) = 1. Entonces el camino uop:1 — X es
homotépico al camino u.

Demostracion. La aplicacién continua h: I? — (X, %) definida por
h(s, t)=u(s(1—t)+ty(s)) (s,tel)

es una homotopia entre los caminos u y uo ¢: h(s,0)=u(s)y h(s,1)=uo p(s) para
todosel,h(0,t)=u(0)y h(1,t)=u(l) paratodo t € 1. O

Si queremos introducir una composicion entre las clases de homotopia por medio
de la composicién T entre los caminos, es necesario que ésta sea compatible con la
relacién de homotopia. En efecto tenemos:

Proposicion 6.5.8. Sean u;, vy, u,, v,: I — X arcos en un espacio topolégico (X, )
tales que u,(1) = u,(0) y v1(1) = v,(0). Entonces u,=v; y u,=v, implican que

Uy v, (6.14)

u Tu,2v, T, (6.15)

Demostracion. Sea hy(s, t) (resp. h(s, t)) una homotopia entre los caminos u; y v;
(resp. u, y v»). Entonces:

hy(s,t):=h(1—s,t1)
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es una homotopia entre los caminos inversos u; y v;” lo que demuestra (6.14). La
aplicacion continua hy: I? — X definida por

h(s, 1) = h,(2s,t) si0<s<1/2
U T h2s—1,1) sil/2<s<1

es una homotopia entre los caminos u;Tu, y v, Tv, lo que demuestra (6.15) (fig. 6.28).
O

v, v,

Figura 6.28: Homotopia entre u;Tu, y v, Tv,

Si u, v son dos caminos componibles en (X, '), entonces puede definirse un
producto de las dos clases de homotopia [u] y [v] por

[u][v]=[uTv] (6.16)

puesto que, por la proposicién anterior, esta definicién no depende de los dos repre-
sentantes escogidos © € [u]y v € [v]. La proposicion siguiente reune las propiedades
elementales de esta ley de composicion.

Proposicion 6.5.9. Sean u, v, w en este orden, caminos componibles en (X, %'). Enton-
ces se cumple

[ul(v]lw]) = ((u]llv])[w] (6.17)
[(u(0))][u]=[u]=[u][{u(1))] (6.18)
[ullu"1=Ku(0)] y (v 1lu]=[(u(1)] (6.19)
Demostracién. Los dos caminos obtenidos por composicién de u, v, w:
u(4s) si0<s<1/4

[(uTv)Tw](s)=< v(4s—1) si 1/4<s<1/2
w(2s—1) sil1/2<s<1
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u(2s) si0<s<1/2
[uT(vTw)l(s)=< v(4s—2) si1/2<s<3/4
w(4s—3) si3/4<s<1

en general son desiguales, pero son homotdpicos porque se obtienen uno a partir del
otro por reparametrizacion. Esto muestra (6.17). La demostracién de (6.18) se deja al
lector. Para probar (6.19), es suficiente probar que, para todo camino u, se tiene que
uTu2(u(0)).

Una homotopia entre los caminos uTu~ y < u(0) > estd dada, por ejemplo, por la
aplicacion continua (fig. 6.29).

his, 1) = ul2s(1—1t)] si0<s<1/2
SUZ 0 —s0-1)] si1/2<s<1

lle.f:) h@-’s)

h(‘? ’w) K
n(0) (1)

h(0,0) h(0,1,) h(0,1,) h(0.1;)  h(0,0)
h(1,0) h(L,2,) h(l,t,) h(l,z,) AL
0<t <t <t; <1

Figura 6.29:

Las propiedades (6.17), (6.18), (6.19) de la composicién de clases de homotopia
nos recuerdan las condiciones satisfechas por la ley de composicién en un grupo
(asociatividad, existencia de elemento neutro, existencia de elemento inverso). Sin
embargo, las clases de homotopia en su totalidad no forman un grupo porque no
siempre son componibles. Para obtener un grupo de clases de homotopia, es en
particular necesario que las clases escogidas puedan componerse consigo mismas.
Esto presupone que los caminos respectivos tengan el mismo punto como origen y
extremo.

Definicién 6.5.10 (camino cerrado, 0—homotépico). Un camino u: I — X en un
espacio topolégico (X, %) se llama cerrado si ©(0) = u(1). El conjunto de los caminos
cerrados de origen x, € X se denota por A(X, xy). Un camino cerrado u se llama
0—homotépico si es homotdpico al camino constante (u(0)) = (u(1)).

Veremos en seguida, como corolario de la proposicién anterior, que se pueden
reconstruir todas las clases de homotopia a partir de las clases de homotopia asocia-
das a los caminos cerrados. Mds precisamente, sean x,, x; dos puntos en un espacio
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topolégico (X, Z'); si denotamos por 7;(X; Xy, x;) al conjunto de las clases de homo-
topia cuyos caminos representantes tienen x, como origeny x; como extremo y por
7,(X, xy) el conjunto de las clases de homotopia [u#] cuyos caminos representantes u
son cerrados tales que ©(0) = u(1) = x,, entonces se tiene:

Corolario 6.5.11. Sea u un camino en (X, %) de origen x, y de extremo x,. Entonces la
aplicacionU™: [v]— [v][u~] de m,(X; Xy, x1) en 71(X, X,) es una biyeccion.

Demostracion. Laaplicacion U: [w]— [w][u] de 7,(X, x) en 71, (X; Xy, X;) es lainversa
de U™, por (6.17), (6.18) y (6.19). O

Ademads la homotopiaentre caminos puede reducirse ala 0—homotopia de caminos
cerrados:

Corolario 6.5.12. Dos caminos u,v del mismo origen y del mismo extremo en un
espacio (X, ') son homotdpicos si y solo si el camino uTv~ es 0—homotdpico (fig. 6.30).

v v(S)
” v(S)

% X
S p ues)
/\’” £ —=
X«l
Figura 6.30:
Demostracion. uzv < [u]=[v]<
[ullv™]=[u(0))] <= uTv™2(u(0)). O

Los dos corolarios anteriores muestran que para estudiar las clases de homotopia
en un espacio, es suficiente analizar los conjuntos 7;(X, x;) de clases de homotopia
correspondientes a caminos cerrados u: I — X con u(0) = xy(x € X). Como tercer co-
rolario de la proposicién podemos constar que 7;(X, X,) tiene la estructura algebraica
de un grupo.

Corolario 6.5.13. Con respecto al producto de clases de homotopia, definida en (6.16),
los conjuntos ,(X, x,) forman un grupo con elemento neutro {x).

Demostracién. Dos clases de homotopia cualesquiera en 77,(X, x;) se pueden compo-
ner. Por tanto el corolario resulta inmediatamente de (6.17), (6.18) y (6.19). O
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Definicién 6.5.14 (grupo fundamental). Sea (X, %) un espacio topolégicoy xj € X.
Entonces el conjunto 7;(X, x,) provisto de la multiplicacién definida en (6.16) se llama
grupo fundamental o grupo de homotopia de primera dimension de (X, %) asociado
al punto de base x;.

Nos preguntamos qué relaciones existen entre los grupos fundamentales de un
mismo espacio. La proposicion siguiente nos da una respuesta satisfactoria.

Proposicién 6.5.15. Sea (X, ') un espacio topologico y sea u: I — X un camino con
u(0) = xy, u(1) = x,. Entonces la aplicacion

Ay:[v]—=[ullv][u”] dem (X, x;) en (X, Xo)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracioén. A, esun homomorfismo, puesto que
Ayl DAy ([ =[ullv lu” Nullvllu"]=[ullv][v.][u"]
para todos los [1;],[1,] € 7;(X, x), por (6.17), (6.18) y (6.19). La aplicacién
A (W] = [u” w ™ [u] de 7, (X, xo) en 7, (X, x,)

es elhomomorfismo inverso de A,; entonces A, es unisomorfismo de grupos (fig. 6.31).
O

Por la proposicién anterior, los grupos fundamentales 77, (X, x,) asociados a puntos
de base de una componente por caminos son todos isomorfos, por lo tanto se puede
hablar de los grupos fundamentales de estas componentes. En particular:

| ﬁ\ﬁ

r (D=1 Tl ]

Figura 6.31:

Corolario 6.5.16. Si(X, %) es conectable por caminos, entonces todos los grupos fun-
damentales de (X, %) son isomorfos.
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Nota. Cuando no dé lugar a confusién, identificaremos los grupos isomorfos de
homotopia de un espacio conectable por caminos y los denotaremos por 7;(X).

En el estudio de los grupos fundamentales en general se presupone que el espacio
(X,Z) es conectable por caminos. Esto puede hacerse porque si un punto x, € X
pertenece a una componente conexa X’ en (X, ') entonces 7,(X, xo) = m,(X’, xp);
luego el grupo fundamental puede considerarse en el subespacio conectable por
caminos X’. Los grupos fundamentales de diferentes componentes conectables por
caminos en (X, Z’) no tienen relacion alguna entre si.

Definicién 6.5.17 (Simplemente conexo). Un espacio conectable por caminos (X, ')
se llama simplemente conexo si su grupo fundamental es trivial, es decir, si contiene
sélo al elemento neutro.

Por 6.5.12, (X, %) es simplemente conexo si y s6lo si dos caminos cualesquiera en
(X,2), que tienen el mismo origen y el mismo extremo son homotépicos.

Los dominios simplemente conexos considerados en Andlisis Complejo estan
caracterizados por tener un grupo fundamental trivial. Tales dominios no pueden tener
huecos. Més generalmente, el grupo fundamental de un espacio refleja su estructura
de conexidad. Ilustremos esto con unos ejemplos sin dar demostraciones (que serian
dificiles en algunos casos).

Ejemplo 6.5.18. Son simplemente conexos, o sea tienen un grupo fundamental trivial
los espacios siguientes:

i) Todo espacio contréctil.

ii) Los espacios punteados R" \ {0} si A" > 3.
iii) Las esferas E” para n > 2 (6.4.13 (b)).
iv) Toda esfera punteada E" \ {P} (;por qué?).

Ejemplo 6.5.19. Tienen un grupo fundamental infinito ciclico (isomorfo a Z) los
siguientes espacios:

i) El circulo E!.

ii) El plano punteado R?\ {P}.
iii) Toda region anular {x e R?|a <|| x ||< 8} (0 < a < ) en el plano.
iv) Todo complemento de una recta en R3.

Ejemplo 6.5.20. Los grupos fundamentales con dos generadores pueden tener dos
estructuras muy diferentes.
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a) Eltoro T tiene un grupo fundamental abeliano que es la suma directa de dos
grupos infinitos ciclicos; entonces 7,(72) 2 Z & Z. Dos caminos generadores de
1(T?, xy) (xo € T?) se presentan en la figura siguiente (fig. 6.32).

Figura 6.32:

b) El plano dos veces punteado X =R2\ {x;, x, (x; # x,)} tiene como grupo funda-
mental al grupo libre de dos generadores que consiste de todas las ‘palabras’

[w]™ v [u])™[v])"™ .. [u]™[v]™  (m;n;€Z,kEN)

donde [u#] y [v] son las clases de homotopia de dos caminos cerrados u y v que
circunscriben x; y x,, respectivamente, una sola vez (fig. 6.33).

oy clil) oy e[V

Figura 6.33:

La composicién definida sobre este grupo es sencillamente la yuxtaposicién de
palabras. Es un grupo no abeliano.

Introduciremos ahora un método que es constitutivo para la Topologia Algebraica.
Esta teoria no sélo asocia ciertas estructuras algebraicas a los espacios topolégicos,
sino también morfismos de estas estructuras a los morfismos de la categoria de los
espacios topologicos. Procederemos ahora a definir para cada aplicacién continua
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[ (X, Z)—(Y,%)un homomorfismo de los grupos fundamentales respectivos. Mdas
precisamente, sea X, (resp. ),) un punto de (X, %), (resp. (Y, %)); decimos que f
es una aplicacion del par (X, x;) en el par (Y, ), (en simbolos f: (X, x5) — (Y, ),
sif:(X,%)— (Y,%)es continuay aplica x, sobre };). Denotamos al conjunto de
todas estas aplicaciones por &€((X, x,), (Y, p))- Atodo f € €(X, xp),(Y, 1)) se asocia un
homomorfismo de 7,(X, xy) en (Y, }) de la manera siguiente: la aplicacién

u— fou

asocia a todo camino u € A(X, x,) un camino f o u € A(Y, ). Si u’ es un camino
homotépico a u entonces f o 1’ es un camino homotépico a f o u. Por lo tanto, f
induce una aplicacioén f,: (X, x,) — 7;(Y, p) de las clases de homotopia, definida
por

fQul)=[fou] ([u]em(X,x)) (6.20)
Més precisamente:

Teorema 6.5.21. i) Toda aplicacion f: (X, xy) — (Y, y) induce (por (6.20)) un ho-
momorfismo f, del grupo ,(X, x,) en el grupo m,(Y, ).

i) (1x),=1,,(X, xy) (para todo x, € X). (6.21)
i) Sif:(X,x)— (Y, ) y8:(Y,0)—(Z,z), entonces(g o f), = g.° f.-
Demostracién. i) se concluye inmediatamente de la igualdad
fouTv)=(fouT(fov) (u,veAX, x)

que se deriva de la definicion de T.
ii) es evidente por (6.20).

iii) se cumple, porque para todo arco u € A(X, x,) se tiene que
(gofllu)=(goflou=go(fou)=g.filu). O

Para resaltar la importancia metodolégica de las correspondencias establecidas
entre espacios topolégicos y grupos de homotopia, resp. entre aplicaciones continuas
y homomorfismos de grupos, las analizaremos ahora en el lenguaje de la Teoria de
Categorias. Estamos trabajando con la categoria en §p de los espacios topoldégicos con
punto fijo que tiene como objetos los pares (X, x), donde X es un espacio topolégico
y X es un punto cualquiera fijo de X, y que tiene por morfismos f € €(X, x),(Y, y)):
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las aplicaciones continuas f de X en Y tales que f(x)= y. Si denotamos por ¥ la
categoria de los grupos, entonces hemos construido dos funciones

7;: Ob(3p) — Ob(¥)
(X, x)—m (X, x)

* : (g((Xrx))(Y!y))_’Hom(ﬂ-l(X’x)»ﬂl(Y!y))
=L

que constituyen lo que se llama un funtor:

Definicién 6.5.22 (funtor). Sean (g1, {,) dos categorias. Se llama un funtor (covariante)
de p; en @, y se denota por (F, ) : p; — (. a todo par de funciones

F: Ob(p;) — Ob(p,)
E: M(AB) — M(F(A) F(B)

(para todo par A, B € Ob(gp,)) tales que
(F) Paratodo A€ Ob(gp;)se tiene K(1,4)=1f )
(EK;) Paratodoslos f € M(A,B),g € M(B, C), se tiene F(go f)= E(g)o E(f).

Un funtor viene a constituir una especie de homomorfismo entre categorias. La
propiedad (F ) significa que F preserva las identidades, (F) significa que F, preserva
la composicién de los morfismos. Los enunciados ii) y iii) del teorema anterior (6.5.21)
corresponden precisamente a (F)y (F). Por lo tanto, pueden formularse también de
la manera siguiente.

Corolario 6.5.23. El par(m,%): 3p — % es un funtor.

La teoria de homotopia es la teoria del funtor (7;,*). De manera mas general
podemos definir la topologia algebraica como teoria de los funtores de la categoria
de los espacios topolégicos en las diversas categorias algebraicas (grupos, grupoides,
anillos, etc.)

Concluimos esta seccién deduciendo el resultado importante siguiente: Los grupos
fundamentales son invariantes homotépicos.

Lema 6.5.24. Sean f,g:(X,%)— (Y, %) aplicaciones homotdpicas y x, € X. Entonces
existe un isomorfismo

Aw: (Y, 8(x0)) = (Y, f(x))
tal que f,=1,,3g,.
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Demostracién. Sea h: f ~ g. El camino de deformacién
w:t— h(xy,t)en(Y,%)

conecta el punto h(x,,0) = f(x,) con h(xy,1) = g(x,). Para todo camino cerrado u €
A(X, xp) la aplicacion h(u(s), t)) muestra la homotopia de aplicaciones fou~gou,
pero no la homotopia de caminos f o uzq o u (lo que implicaria f, = g,), porque no
deja fijo el punto f(u(0)). Modificaremos & para obtener una homotopia de caminos.
Sea uc A(X,xy)y

h(xg,4st) si0<s<1/4
h(s,t)=1< hlu(ds—1),1)] sil/a<s<1/2
hixy, t(2—2s)] sil/2<s<1

B Ix{t}

I N R — t

| Figura 107.

16 Tou Sy
Figura 6.34:
Esta homotopia representada en la figura 6.34 muestra que
fou(wT(gou)Tw™

En efecto, 11| I x {0} es sencillamente otra parametrizacion de f o u, R|Ix{1}es
precisamente el camino (wT(g o u))Tw™y h(0, t)= h(1, )= h(xy,0)= f(x,) para todo
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t € I. Concluimos que
[fou]l=[w][gou][w™]paratodo u € A(x, x;) (6.22)

Si denotamos por A, la aplicacién [v] — [w][v][w™~], que es un isomorfismo del
grupo 7,(Y, g(x,)) sobre 7, (Y, f(x,)) por 6.4.15, entonces (6.22) se escribe también

fi=Awog O

Teorema 6.5.25. Sean (X,%),(Y,%) dos espacios conectables por caminos. Si ambos
son homotépicos, entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

Demostracién. Supongamos que f,g: X ~ Y. Concluimos que go f: X — X es ho-
motépica a 1. Por el lema anterior existe un isomorfismo A, : 7;(X) — 7;(X) tal que
gofi=(gof)i=A,0(1x),=A, 01, (x)=A,.Dela misma manera se demuestra que
(f 08)« = f.og, es un isomorfismo. Concluimos que g, y f, deben ambas ser inyectivas
y sobreyectivas, por lo tanto son isomorfismos (6.5.21). O

Como simple consecuencia de este teorema obtenemos ahora una confirmacién
del ejemplo 6.5.18 i): todo espacio contrictil es simplemente conexo.

Dejamos al lector la demostracién del siguiente resultado importante, para la
obtencion de grupos fundamentales concretos:

Ejercicio 6.5.26. Sean (X, 2'),(Y, %) espacios topolégicos, xy € X y ), € Y. Probar: El
grupo fundamental 7, (X x Y, (x4, J)) es isomorfo al producto directo de los grupos
fundamentales 7;(X, xy) y 71(Y, 3p)-
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Axiomas de separacion

7.1. Introduccién a los axiomas de separacion

Para describir la separacién mediante vecindades en un espacio topolégico (X, Z') se
introducen los axiomas siguientes:

I IE

(Tp). Dados dos puntos diferentes x,y € X, x # y, al menos uno
ellos posee una vecindad que no incluye al otro.

(). Dados x,y € X, x # y, cada uno posee una vecindad que no
incluye al otro. (Notar que las vecindades no tienen que
ser disjuntas.)

(1) (Espacio de Hausdorff). Para dos puntos diferentes x,y € X
siempre existen vecindades V, € Z'(x)y V, € Z(y) que son disjun-
tas.

(T3). Para cada subconjunto cerrado A C X ycada x ¢ A existe
una vecindad U, € Z'(A) y una vecindad V, € Z'(x) que cumplen:
UA n ‘/x = @

(7). Para dos subconjuntos cerrados disjuntos Ay B existen siem-
pre vecindades U, € '(A) y Ug € Z(B) que son disjuntas.

Figura 7.1:

Puede parecer que estos axiomas constituyen una jerarquia de condiciones ca-
da vez més fuertes. Sin embargo, esto no es verdad como veremos a continuacion.
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Dejamos al lector la comprobacion de las siguientes implicaciones:
(TIN(R) = (B)A(T) = (L) = (1) = (To) (7.1)

El axioma (T;) significa precisamente que todo subconjunto unitario del espacio es
cerrado. Por eso las combinaciones (T;)A(T;) (resp. (T A(T;)) implican inmediatamente
el axioma (7). En cambio, existen espacios topolégicos que cumplen (73) o (7;) y sin
embargo contienen subconjuntos unitarios no cerrados. Por ejemplo, todo espacio
indiscreto verifica trivialmente (73) y (7,); pero no verifica (7;), ni siquiera (Tp) si tiene
mads de un punto.

Los ejemplos y ejercicios siguientes estdn destinados a demostrar que las implica-
ciones (7.1) no pueden invertirse.

Ejemplo 7.1.1 (T)=T;). El espacio (R, Z;) definido en el capitulo 2, (2.1.9), cumple
(T;) pero no (T,).

Ejemplo 7.1.2 (T;» T;). Elespacio R provisto de la topologia de los complementos
finitos (o numerables) cumple T; pero no 1.

Ejemplo 7.1.3 (T, T3). Sea r la topologia usual sobre Ry 2 la topologia generada
por la subbase r U{Q}. & cumple (T;) porque es mas fina que r. Sin embargo, no
cumple (T;): El conjunto de los ntimeros irracionales I =R\ Q es cerrado en (R, %)
pero no puede separarse del punto x =0, puesto que los abiertos de 2 son uniones
de abiertos de r con ciertos subconjuntos de @ (2.3.2) y cada unién que contenga a I,
es igual a todo el espacio R.

Ejercicio 7.1.4. Probar que todo T;—espacio finito es discreto. En particular, para un
espacio finito el axioma (7;) implica (T3) y (T4).

Ejercicio 7.1.5. Definir distintas topologias sobre X = {1, 2,3} que muestren que:
) (L)»(T)
1) (T)»(1L)

Los axiomas (T) y (T;) son demasiado débiles para servirnos en el desarrollo ul-
terior de la teoria. En las secciones siguientes de este capitulo trataremos sélo las
implicaciones de los axiomas (T) (k > 2). Mds precisamente estudiaremos las siguien-
tes clases de espacios topoldgicos:

Definicién 7.1.6 (espacio de Hausdorff, espacio regular, espacio normal). Un espacio
topolégico (X, Z') se llama:

1) de Hausdorff, si cumple (T,)
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1) regular, si cumple (1) y (13)
111) normal, si cumple (T)y (T4)

Por las implicaciones (7.1) tenemos:
(X, Z) normal = (X, 2) regular = (X, 2) Hausdorff. Empezaremos por la mas
amplia de estas tres clases.

7.2. [Espacios de Hausdorff

Una teoria de convergencia capaz de satisfacernos puede desarrollarse sélo para los
espacios de Hausdorff. La razén se indica en el teorema siguiente:

Teorema 7.2.1 (caracterizaciones de un espacio de Hausdorff). Un espacio topolégico
(X, ) es de Hausdorff siy solo si verifica algunos de los criterios equivalentes siguientes:

(T)) Ningtin filtro sobre(X,2’) converge a dos puntos diferentes.
(T,) Cada x € X es la interseccion de sus vecindades cerradas.
(T) Ladiagonal A={(x,x)|x € X} es cerrada en el espacio producto X x X.

Demostracion. (T,) = (T;)): 1a unicidad del limite en un espacio de Hausdorff, se de-
muestra por el método conocido del andlisis. Sea & un filtro sobre X y x, y € X dos
puntos diferentes. Por (T5) existen dos vecindades disjuntas V, € Z'(x)y V;, € Z(y). Si
Z converge a x, entonces existe F € 7 tal que F C V,. Por lo tanto no puede existir
F’ € 7 incluido en V,, (por (F1) y (F3)).

(T))=>(L'):Seanx € Xy y € O{V: 174 e%(x)}. Entonces V N W # () para todo
VeZ(x)ytoda W eZX(y);porlotanto F ={VNW |VeZ(x)A\W eZ(y)} esun
filtro que converge a x y y. Concluimos que x es el inico punto en N {V: Ve (x)}
si se cumple (7).

(T,”)= (L,”"): Consideremos un par (x, y) ¢ A. Por (T,”) existe una vecindad cerrada
V eZ(x)tal que y ¢ V. Entonces, V xCV es una vecindad de (x, y) que es disjunta a
A. Concluimos que CA es abierto en X x X.

(T,”Y= (T) Sean x, y € X dos puntos diferentes. Por (7,”) existe una vecindad V, €
Z (x)y una vecindad V, € 2/(y) tales que (Vy x V,)NA={; entonces V, NV, =0. 0

Ejemplo 7.2.2. Todo espacio métrico (X, d) es de Hausdorff, puesto que todo punto
x € X eslainterseccién de todas las bolas cerradas de centro x.

Reencontramos aqui un resultado que se demostré en el ejercicio (1.5.3): El limite
de una sucesién convergente en un espacio métrico es tinico.

Pregunta. ;Cuéndo un espacio seudométrico (X, d) es un espacio de Hausdorff?
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Lapropiedad (72) es fundamentalmente parala ‘unicidad del limite’, por el teorema
anterior.

Los corolarios siguientes son herramienta bésica para otros resultados conocidos
del anélisis.

Corolario 7.2.3. Sea (X, %) es un espacio topolégico cualquiera, (Y, %) un T,—espacio
y f una aplicacion continua de (X, %) en (Y, %).
Entonces la grdfica de f :

Gr={(x, f(x) | x € X}
es cerrada en el espacio producto X x Y .

Demostracién. La aplicacién q: (x,y)— (f(x),y)de X xY en Y x Y es continua, ya
que es el producto de las aplicaciones continuas f y 1y (5.2.18). Entonces Gy = {(x, y) |
x€X,y=f(x)} =g '[A]es cerradaen X x Y por (T,”). O

Corolario 7.2.4. Sea(X,%’) un espacio topologico cualquiera, (Y, %) un espacio de
Hausdorff y f, g dos aplicaciones continuas de (X, %) en (Y, %) . Entonces el conjunto
{xeX| f(x)=g(x)} es cerrado.

Demostracién. Laaplicaciéon q: x — (f(x),g(x))de X en Y x Y es continua por 5.2.18.
Por lo tanto {x | f(x)=g(x)} =g~ '[A] es cerrado en (X, 2) por (T,). O

El resultado anterior se establece en analisis para funciones reales, utilizando para
la demostracién la funcién h = g — f de manera que {x | f(x) = g(x)} = h7'[{0}].
Aqui tal operacién no tiene sentido ya que sobre Y no estd definida una estructura
aditiva. (Compdrese también con la solucién del ejercicio 4.2.5). Como consecuencia
inmediata del corolario anterior se obtiene ademas:

Corolario 7.2.5. Sea(X,Z’) un espacio topolégico cualquiera, (Y, %) un espacio de
Hausdorff y f, g dos aplicaciones continuas de (X, %) en (Y, %) que coinciden sobre
un subconjunto denso A en(X, ). Entonces f = g.

Si una aplicacién continua sobre un subespacio denso A de (X, Z') puede prolon-
garse continuamente a todo el espacio, entonces su prolongacién estd determinada
de manera tinica por el corolario anterior, siempre que el espacio imagen sea de Haus-
dorff. Veremos en la siguiente seccion, bajo qué condiciones puede demostrarse la
existencia de tal prolongacién continua.

Ejemplo 7.2.6. Sea (E,| - ||g) un espacio normado y & un sistema total de vectores
en E (4.4.4). Entonces una aplicacion lineal continua L de E en un espacio normado
(F, || - |lp) esta determinada de manera tinica por sus valores en &. En efecto, F es un es-
pacio de Hausdorff. Por linealidad se determinan los valores de L sobre el subespacio
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lineal [&] generado por & y este subespacio es denso en E por suposicién. Tome-
mos, por ejemplo, el espacio normado E = &([a, b],R) provisto de la norma uniforme
| f lloo=sup{|f(x)|| a < x < b}. Toda forma lineal continua u: E — R se llama una

medida de Radén sobre [a, b] y sus valores u(f) se denotan por f: f(t)du(t) (BOUR-
BAKI) [31], cap. III, §1). Sabemos que las funciones polinomiales P,: t — t" (n € N)
forman un sistema total de vectores en &([a, b],R). Entonces toda medida de Radon
. . L. b
estd determinada de manera tinica por los valores f . thdu(r) (neN)
Si u cumple

b
1
t"dul(t) = bn+1_ n+l1
L ple)=——=l( a"")

para todo n €N, entonces u es necesariamente la medida de Lebesgue (para funciones
continuas).

Ejercicio 7.2.7. Consideremos sobre el espacio vectorial E = ¢(R,R) la seminorma

Ps(f)=sup{|f(r)|: t € S}

de la convergencia uniforme sobre un subconjunto S C R (1.4.6). Probar que (E, P;) es
de Hausdorff (o sea, P; es una norma) siy s6lo si S es denso en R.

Por la importancia de la propiedad (7,) nos interesa saber si es heredada o no por
los subespacios, espacios productos, etc. La respuesta es parcialmente afirmativa.

Proposicion 7.2.8 (hereditabilidad de (7;)). i) Todo subespacio de un espacio de
Hausdorff es de Hausdorff

ii) Todo producto de espacios de Hausdorff es de Hausdorff

iii) Toda suma de espacios de Hausdorff es Hausdorff

Demostracién. La demostracion de los enunciados i) y iii) se deja al lector como
ejercicio.

ii) Sea X = [ ][ X; un producto de T,—espacios (X;, Z;) y sean x = (x;), y y = (y;)
dos puntos diftl;ientes en X. Entonces se tiene que x; # y; para algtn i € I. Puesto
que (X;, Z;) es un espacio de Hausdorff, existen dos vecindades disjuntas V; € Z'(x;)y
W; e Z(y;). Sim;: X — X; esla i—ésima proyeccion del producto sobre X;, entonces
7 [Vi]y 77 [W;] son vecindades disjuntas de x y y en X respectivamente. O

Nota. Elinverso de ii) y de iii) es una consecuencia inmediata de i): Si [ [ X; (respec-
iel
tivamente Y. X;) son espacios de Hausdorff, todo espacio (X;, ;) debe ser espacio
iel

de Hausdorff porque es homeomorfo a un subespacio de ]_[X,- (5.2.11) (resp. Z X;)
iel iel
((5.51) Capitulo 5).
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~» No vamos a esperar que la propiedad (T;) se conserve cuando se pasa al cocien-
te, pues (1) expresa la separacion de puntos mientras que la formacién del espacio
cociente significa lo contrario: la identificacion de puntos.

Ma4s precisamente, si (X, Z’) es un espacio topoldgico, R es una relacién de equiva-
lencia sobre X y ¢: X — X /R esla aplicacién canénica. Entonces toda separacién de
puntos en X /R significa la separacion de clases de equivalencia en (X, Z').

Por ejemplo, X/R es un T;—espacio (puntualmente cerrado) siy sélo si las clases
de equivalencia en (X, 2’) son cerradas. Dos puntos X, y € X /R pueden separarse por
dos vecindades disjuntas Vx € Z'(x)y V5 € Z/(y) siy solo si las clases de equivalencia
¢~ (X)y ¢~ (¥) pueden separase por dos vecindades disjuntas saturadas (fig. 7.2).

o1y { olaxp o IxIE.
—
oY, ] { PyD Iyl--}V‘

Figura 7.2: Espacio cociente de Hausdorff
El ejercicio siguiente precisa una condicién necesaria para que X /R sea de Haus-
dorff.
Ejercicio 7.2.9. Probar que:

i) La diagonal A/R de X/R x X/R es la imagen directa de R ¢ X x X bajo la
aplicacion (g, ), e inversamente R es la preimagen de A/R.

ii) Si X/R es Hausdorff, R es cerrado en X x X.
Afadiendo una condicién suplementaria a ii) obtenemos una condicién suficiente.

Proposicion 7.2.10. Sea (X, ') un espacio topologico y R una relacioén de equivalencia
sobreX.SiR c X x X escerradoy p: X — X /R es abierta, entonces X /R es de Hausdorff.

Demostracién. La aplicacion g = (¢, ¢): (x,y) — (¢(x), ¢(y)) es continua y abierta,
por (5.2.16) y la nota del mismo. Por lo tanto g(CR) =((A/R) es abierto, entonces la
diagonal A/R en X/R x X /R es cerrada. O

Otro criterio suficiente estd contenido en el siguiente:
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Ejercicio 7.2.11. Probar quesi f: (X,Z) — (Y, %) es una inyeccién continuay (Y, %)
es de Hausdorff, entonces (X, %) es tambien de Hausdorff. Mas generalmente, si
(X, Z)— (Y,%)es continua y (Y, %) de Hausdorff, entonces el espacio cociente
X /Ry es de Hausdorff.

Terminamos la seccién con un ejercicio que nos servird mas adelante (7.4) como
contraejemplo. Este ejercicio nos muestra un espacio de Hausdorff sobre el cual las
tinicas funciones continuas son las constantes.

Ejercicio 7.2.12 (ejemplo de un espacio de Hausdorff numerable y conexo). Para
cada par de nimeros x, y € N* tales que x y y no tienen un divisor comun diferente
de 1 en simbolos: (x, y)=1), sea

Ux,y)={x+ny|neZ}nN*={zeN*"|x=zmod y}
Probar:
i) Lacoleccion {U(x, y)|x,y e N*,(x, y)=1} es base de una topologia & sobre N*.
ii) (N*, ') es un espacio de Hausdorff.

iii) (N*, 2’) es conexo (Indicacién: W e ZX AWNU(x,y)=0= ny ¢ W para todo
n e N por el teorema del méximo comun divisor).

iv) Las tinicas funciones reales continuas sobre (N*, ') son las constantes.

7.3. Espacios regulares y espacios normales

Empecemos por una caracterizacién de los T;—espacios.

Proposicién 7.3.1 (caracterizacion de los T;—espacios). Un espacio topolégico (X, Z’)
verifica(T;) siy solo si cumple(T}): Para todo x € X las vecindades cerradas de x forman
un sistema fundamental de vecindades de x .

Demostracion. (T;)= (T;): Es suficiente probar que toda vecindad abierta V de x € X,
contiene una vecindad cerrada. Por T; el cerrado CV puede separarse de x mediante

dos vecindads disjuntas W € 2/((¥) y U € 2 (x). Pero esto implica que U C Lw c
CCv)=vV.

(TS') = (T3):si C ¢ X es cerrado y x ¢ C entonces (C € Z'(x). Por (T;) existe una
vecindad cerrada V € 2'(x) tal que V c CC, por lo tanto W =(V es abierta y contiene
aC,entonces We X (C)yVnWw =0. O
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Ejemplo 7.3.2. Todo espacio seudométrico cumple (73) puesto que, para todo x € X,
las bolas cerradas B’(x,p) (p > 0) forman un sistema fundamental de vecindades
cerradas de x en (X, Z,).

En particular todo espacio métrico es regular.

Esta caracterizacién de los T;—espacios implica un criterio local de regularidad
que es muy util en la practica.

Corolario 7.3.3 (caracterizacion local de los espacios regulares). Un espacio topolégico
(X, %) es regular siy sélo si todo punto x € X posee una vecindad cerrada que es regular
(como subespacio de (X, Z)).

Demostracién. Lanecesidad de la condicién es evidente. Supongamos inversamente
que (X, ') cumple esta condicién. Dejemos al lector verificar (7;). Para probar (T}),
sea x € X ysea V una vecindad cerrada regular de x. Por hipétesis existe un sistema
fundamental .% (x) de vecindades cerradas de x en (V,Z/). Por ser V una vecindad
cerrada de x, Z(x) es también un sistema fundamental de vecindades cerradas de x
en(X,%) (3.1.10). O

Ejemplo 7.3.4. Todo espacio discreto es regular.

Podria pensarse que la propiedad (73) se conserva, andlogamente como las pro-
piedades (Tp),(T;) y (1), si se sustituye una topologia (regular) por otra més fina. Sin
embargo, sabemos que la topologia indiscreta verifica ( 73), lo cual implicaria que cada
topologia tendria esta propiedad.

El ejemplo 7.1.3 muestra que sobre R exise una topologia més fina que la topologia
usual que no es regular. Este fenémeno se explica observando que una topologia mas
fina, a la vez que aumenta el nimero de conjuntos abiertos, aumenta también el
ntmero de conjuntos que deben separarse de los puntos por (T3).

Estudiaremos a continuacion la hereditabilidad del axioma (T3).

Proposicién 7.3.5. i) Todo subespacio de un espacio regular es regular.
ii) Todo espacio producto de espacios regulares es regular.
iii) Toda suma de espacios regulares es regular.

Demostracion. i) Sea Ac (X, %)y x € A. Si Z(x) es un sistema fundamental de vecin-
dades cerradas de x en (X,Z), entonces Z,4(x)={VNA|V € Z(x)} es un sistema
fundamental de vecindades cerradas de x en (A, Z,).

ii) Sea X = ]_[(X,-, Z;) un producto de espacios regulares. Por 7.2.8, X es de Haus-

iel
dorff. Ademads, para todo x =(x;) € X, los conjuntos

n;l[%il]ﬂ---m n;ﬂl[%in] € B(x)



7. Axiomas de separacion

223

dondelas V; € B(Z;), (k=1,...,n; n €N)recorren todas las vecindades cerradas
de x; en (X; ,Z; ), forman un sistema fundamental de vecindades cerradas de x en
(X, ).

iii) Es trivial. O

Nota. Los enunciados i) e ii) se generalizan facilmente para topologias iniciales cua-
lesquiera.
Ademds se deduce de i) que los enunciados ii) y iii) pueden invertirse: si [ [(X;, Z;)
iel
(resp. > (X;,Z;) son espacios regulares, entonces todos los espacios (X;, 2;) deben
iel
ser regulares por ser homeomorfos a subespacios de [ [(X;, Z:) y D.(X;, ;) respecti-
i€l i€l
vamente.
Como los demaés axiomas de separacion, (73) no es heredado por los espacios
cocientes.
La proposicién siguiente enuncia una relacién interesante entre las propiedades

(1) y (B).

Proposicién 7.3.6. Un espacio topolégico (X, %) es regular si y sélo si para todo sub-
conjunto cerrado C C X, el espacio cociente X /C es de Hausdorff.

Demostracion. Ejercicio. O

Volveremos ahora al problema (discutido en la seccién anterior) de prolongar una
funcion continua f, definida sobre un subespacio denso A de (X, %), a todo el espacio.
Sabemos que existe a lo sumo una prolongacion continua f, si el codominio (Y, %)
es de Hausdorff. Consideremos el valor de f en un punto arbitrario z € X. Puesto
que Aesdensoen (X,Z'), latraza B:={VNA|V € Z(z)} es una base de filtro en X
que converge a z. Si existe una prolongacién continua T: (X,Z)—(Y,%), entonces

tenemos necesariamente:

f(z)=limg f(x) = lim f(x) (7.2)

z€A

Luego el valor de la prolongacién f en z € X puede calcularse por medio de los
valores de f enlos puntos de A que son cercanos a z. Veremos ahora que, inversamente,
mediante la igualdad anterior (7.2), se define una prolongacién continua de f si (Y, %)
es regular.

Teorema 7.3.7. Sea A un subconjunto denso de un espacio topolégico (X, %)y f una

aplicacion continua de (A, &'4) en un espacio regular (Y, % ). Entonces existe una tinica

prolongacién continua f de f a (X, %) siy sélo si para todo z € X existe }Ci_rg f(x)en
zZ€A

(Y, ®).
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Demostracion. El razonamiento anterior muestra que la condicién es necesaria. Su-
pongamos ahora que }(er; f(x) existe para todo z € X. Tomemos f(z) = }gr; f(x)y
z€A zZ€A
probemos que f es continua.
Sea W una vecindad de ?(z) en(Y,%).Como (Y, %) esregular, existe una vecindad

cerrada V de f(z)tal que V c W.Por suposicion, existe una vecindad U e%_(z) tal que
f [UNA]c V.Esfacil ver que UNA=TU (E.4.3); entonces f [U]c f[U]c f[UNA]c
V. Esto muestra la continuidad de f en X. O

Como aplicacién de este teorema continuaremos estudiando el problema de la
prolongacién continua de una forma lineal definida sobre un subespacio lineal den-
so de un espacio normado, tratado ya en el ejemplo 7.2.6. Después de la unicidad,
demostraremos ahora la existencia de tal prolongacion.

Ejemplo 7.3.8 (Prolongacién de una forma lineal). Sea E un subespacio lineal denso
de un espacio normado real (F, ||-||).

Sabemos que una forma lineal f: E — R es continua si y sé6lo si es acotada, o sea, si
existe M > 0 tal que \f (x)| < M ||x|| paratodo x € E. Veremos que f posee una (inica)
prolongacién continua a F que es lineal.

En efecto, R es regular. Para probar que el chi_lg f(x) existe para todo z € F, es sufi-

z€F
ciente demostrar la existencia del lim f(x,) para toda sucesion (x,,) de puntos en E
X—00

que converge a z en (F, ||-||) (1.6.7). Pero (f(x,,)) es una sucesién de Cauchy en R pues-
to que \f(x,,)—f(xm)| = |f(xn —xm)| <M || x,,— x,, ||. Por lo tanto existe nlinolo(f(xn)).

Concluimos que f posee una prolongacién continua T a F. Para comprobar que f
es lineal tomamos dos vectores cualesquiera x, y € F y dos sucesiones (x,),(y,) de
elementos de E que converjan a x y y respectivamente. Entonces

Flx+y)= 1im () + ()= lim (£(x,)+ F ()
= lim f(x,)+ lm f(y,)=f(x)+f(y)
Similarmente se demuestra que f(Ax)=Af(x) paratodo x € F ytodo A €R.

Como en el ejemplo 7.2.6 aplicaremos ahora el resultado general del ejemplo
anterior a la teoria de integracion.

Ejemplo 7.3.9 (construccién de la integral de Cauchy). Consideremos sobre un inter-
valo [a, b] C R el espacio vectorial real de todas las funciones escalonadas

h:la,b]— R, h[[a,b]] finito (fig. 7.3).
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| i i i
X0=0 — X3 Xq Xn=b
X1 X2t eleee Xns  Xn2 Xni

Figura 7.3: Funcién escalonada

A estas funciones se les asigna de manera natural una integral

b n
J h(x)dx = > hy(x;— %) con {} = hl(x;1, 1]
a i=1

El problema de la construccién de las integrales de Riemann, de Cauchy o de Lebes-
gue, consiste en generalizar esta integral natural a una clase méds amplia de funciones.
Consideremos aqui sélo la integral de Cauchy, cuya construccién es elemental. Sea F
el espacio vectorial de todas las funciones regladas sobre [a, b], 0 sea, el espacio de
todas las funciones que pueden aproximarse uniformente sobre [a, b] por funciones
escalonadas. F, provisto de la norma uniforme, es un espacio normado que contiene

a E como subespacio lineal denso.
b

La aplicacién I: h — I(h)= f h(x)d x es una forma lineal sobre E y cumple
a

|I(h)| <(b—a)l|lh|leo paratodo he€E.

Por lo tanto existe una prolongacién lineal continua I de I a F, por el ejemplo 7.3.8,

cuyos valores denotaremos también por fab f(x)dx (f € F). I( f) se llama integral (de
Cauchy) de la funcién reglada f:[a, b] = R.

Es facil probar que las funciones continuas f: [a, b] — R pertenecen a F y que la
integral de Cauchy y la integral de Riemann (definida mediante las sumas superiores
y sumas inferiores) coinciden sobre ¢([a, b],R).

Para terminar la seccién presentaremos ahora algunos resultados elementales
sobre la propiedad (T;) y los espacios normales cuyas demostraciones en su mayor
parte pueden dejarse al lector que ya se ha acostumbrado a este tipo de razonamiento.
Veremos que, en algunos aspectos, los T;—espacios se comportan muy diferente a los
Tz;—espacios.
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Empezaremos por una reformulacién equivalente del axioma (7}) que serd funda-
mental en la préxima seccion; (1): Si C es un cerrado en (X, 2') y U es una vecindad
(abierta) de C, entonces existe una vecindad V de C tal que

CcvcVcU (7.4)
Proposicién 7.3.10. Los axiomas(T}) y (T]) son equivalentes.

Demostracion. (T;) = (ilj;): Si C es un cerrado y U es un abierto en (X, Z') tales que
C c U, entonces C y LU son cerrados disjuntos. Por (T;) existen vecindades disjuntas
V e¥(C)y W € ¥(CU) que podemos suponer abiertas. Resultaque Cc VyV cCWw,
entonces V c (W c U, puesto que LW es cerrado.

(11) = (T;). Si C y C’ son dos cerrados disjuntos en (X, &), entonces tenemos para
U :=[C’ que C c U € Z. Por (T/) existe una vecindad V de C talque CC V c V c U.
Concluimos que V yCV > C’ son vecindades disjuntas de C y C’ respectivamente. [

~» Al inicio del capitulo vimos que cada espacio normal es regular y de Hausdorff. A
diferencia con estos espacios, la propiedad caracteristica de los espacios normales
(T,) no es heredada por los subespacios ni por los espacios producto.

El lector interesado hallard contraejemplos en KELLEY [110] cap. IV problemas F y
G yen el ejemplo 10.1.13.

Dejamos como ejercicio las demostraciones de las siguientes proposiciones que
enuncian la hereditabilidad de (7}) para ciertos subespacios, imdgenes continuas y
espacios cocientes.

Proposicion 7.3.11. Cada subespacio cerrado de un espacio normal es normal.

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicién 7.3.12. Sea(X,Z) normaly f : (X, %) — (Y, %) una sobreyeccién conti-
nuay cerrada. Entonces (Y, %) es normal.

Demostracién. Ejercicio. (Indicacion: Utilizar la caracterizacion 3 de las aplicaciones
cerradas). O

Corolario 7.3.13. Sea(X,%) normaly C c X cerrado. Entonces X /C es normal.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejercicio 7.3.14. Sean (X, %), (Y, %), espacios normales, sea C C X cerradoy f: C —
Y continua. Probar que el espacio de adjuncién X Uy Y es normal.
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7.4. Separacién de conjuntos por funciones

Del ejercicio 7.2.11 se desprende que todo espacio sobre el cual existe una funcién
real continua inyectiva es necesariamente de Hausdorff. Mads generalmente si para
dos puntos distintos cualesquiera x, y de un espacio (X, Z') existe una funcién real
continua f con f(x)# f(y), entonces (X, ) cumple evidentemente (7). En este caso
se dice que las funciones (reales) continuas sobre (X, Z') separan los puntos de (X, ).
Introduzcamos esta definicién para subconjuntos cualesquiera de X.

Definicién 7.4.1 (funcién separante). Sea f una funcién real sobre un conjunto X. Se
dice que f separa dos subconjuntos Ay B de X, si

sup f[A] < inf f[B] o sup f[B] <inf f[A] (7.5)

Intercambiando eventualmente A y B, una aplicacion f: X — R separa dos subcon-
juntos A, B de X siy sélo si existen niimeros reales a,  tales que se cumple:

x€EANYyEB= f(x)Sa<B < f(y) (7.6)

Esto significa intuitivamente que A y B estan separados por dos curvas (resp.

superficies) de nivel de f (fig. 7.4)

[f<a] [7>B]
[r=p">B1
[f=a'<a]

[f=a] [r=8]
Figura 7.4: Conjuntos separados por la funcién f

Nos interesaremos especialmente por la pregunta, ;cudndo dos conjuntos cerrados
disjuntos de un espacio topolégico pueden separarse por una funcién continua? Para
analizar esta cuestion, serd ttil considerar un tipo particular de funciones:

Definicién 7.4.2 (funcién de Urysohn). Sean Ay B dos subconjuntos disjuntos de un
espacio topolégico (X, Z'). Una funcién real continua f sobre (X, Z) se llama funcién
de Urysohn para los conjuntos A y B, si cumple:

FIAI={0}A fIB]={1} A f[X]C[0,1] (7.7)
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Estd claro que toda funcién de Urysohn para A, B separa estos dos subconjuntos
de (X, %’). Pero se cumple también el inverso: toda funcién continua que separa A
y B puede transformarse en una funcién de Urysohn para A, B. En efecto, si una
funcién continua f: (X, Z) — R cumple (7.5), entonces la funcién continua (5.2.19)
f = méx(a,min(B, f)): x — méx(a, min(f, f(x)) toma el valor a sobre A y el valor

constante 8 sobre B. Luego la funcién f=(f —a)/(p — @) es una funcién de Urysohn
paraAyBen(X,%).

Por lo tanto, si dos conjuntos A, B en un espacio topolégico pueden separarse
por una funcién continua, entonces pueden también separarse por una funcién de
Urysohn para A, B.

La grafica anterior ya nos indica que dos conjuntos A, B en (X, '), que pueden
separase por una funcién continua, también pueden separarse mediante vecindades.

Proposicion 7.4.3. Sean A y B dos subconjuntos de un espacio topolégico (X, %'). Si
existe una funcion real continua sobre (X, %) que separa A y B, entonces existen dos
vecindades Uy € X' (A) y Ug € Z'(B) que son disjuntas.

Demostracién. Supongamos que una funcién continua f: (X, 2’) — R cumple (7.5). Si
7= 1(a+ ), entonces Uy := f~[(—00,7)]y Up := f~![(y, 00)] son vecindades abiertas
disjuntas de Ay B respectivamente. O

Por esta proposicion, un espacio (X, Z’) es normal, si para dos cerrados disjuntos
cualesquiera Ay B en (X, Z') existe siempre una funcién de Urysohn.

Este criterio suficiente es a veces titil para demostrar la normalidad de un espacio.
Como ejemplo, probaremos por este método que cada espacio métrico es normal.

Ejemplo 7.4.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Si Ay B son dos cerrados disjuntos en
(X, d) que estan separados por una distancia estrictamente positiva € = d(A, B) > 0,
entonces es inmediato cdémo pueden separarse mediante vecindades: V (A, &/2)={x €
X |d(x,A)<e/2}yV(B,e/2)={x € X | d(x, B) < £/2} las cuales forman dos vecin-
dades disjuntas de Ay B respectivamente. Sin embargo, sabemos que dos cerrados
disjuntos en un espacio métrico no tienen necesariamente una distancia estricta-
mente positiva: basta considerar A = {(x,0) | x € R} y B = {(x,1/x) | x > 0} en R?
(fig. 7.5).

En este caso parece natural separar los cerrados A y B por una funcién conti-
nua sobre R?, que tenga una curva de nivel que se quede estrictamente por encima
de Ay por debajo de B. Es facil comprobar que, para dos cerrados disjuntos Ay B
cualesquiera en (X, d), la funcién continua (1.5.20):

d(x,A)

frx = G At d(x,B)
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A

Figura 7.5: Cerrados disjuntos con distancia cero

es una funcién de Urysohn para A, B. Luego (X, d) es normal. Concluimos que los
espacios métricos forman una subclase de los espacios normales. Ellos tienen la
propiedad especial de que todos sus subespacios también son normales (por ser
metrizables).

Por la proposicién anterior, la separacion por funciones es mas fuerte que la separa-
cion por vecindades. Se plantea el problema de si son equivalentes. Mds precisamente,
;podemos sustituir en los axiomas (71,), (13), (T;) la separacién por vecindades por
la separacién por funciones continuas? Este problema tiene gran importancia, por-
que relaciona los axiomas de separacion con la existencia de ciertas funciones reales
continuas sobre el espacio de base.

Para los axiomas (T;) y (T3) la pregunta tiene una respuesta negativa. Dos puntos
distintos en un espacio de Hausdorff no siempre pueden separarse por una funcién
real continua.

Por ejemplo en el ejercicio 7.2.12 hemos construido un espacio de Hausdorff
conexo numerable. Puesto que toda imagen continua de tal espacio en R es conexo y
numerable, es necesariamente unitaria, o sea toda funcién real continua sobre este
espacio de Hausdorff es constante (i.e. €(X,R)~R).

En este caso las funciones reales continuas no separan ningtn par de puntos del
espacio. Lo mismo ocurre con ciertos espacios regulares.

Definici6én 7.4.5 (espacio completamente regular). Un espacio topolégico (X, Z') se
llama completamente regular si para todo cerrado C C (X,2) y todo punto x ¢ C,
existe una funcién continua f: (X,2)—[0,1] tal que f(x)=0y f[C]={1} (fig. 7.6).

Los T,—espacios completamente regulares se llaman de Tikhonof o Tychonov, y
juegan un papel fundamental en la teoria de los espacios uniformes, porque se tiene
el resultado fundamental siguiente, el cual demostraremos en el capitulo 11 (véase
nota de 11.1.28).
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0 x C

Figura 7.6:

Teorema 7.4.6. Un espacio topolégico (X, %) es completamente regular si y sélo si
su topologia viene definida por una familia de seudométricas (o sea, si es enyugado
(5.3.9)).

El teorema 7.4.6 nos brinda inmediatamente una gran variedad de ejemplos de
espacios completamente regulares. Veremos mds adelante que, en particular, todos los
subespacios de espacios normales son completamente regulares. Como preparacién
probaremos dos propiedades importantes de hereditabilidad que nos muestran que
la clase de los espacios completamente regulares, no puede coincidir con la clase de
los espacios normales (véase seccién 7.3).

Proposicién 7.4.7. i) Todo subespacio de un espacio completamente regular es
completamente regular.

ii) Todo producto de espacios completamente regulares es completamente regular.
iii) Toda suma de espacios completamente regulares es completamente regular.

Demostracién. i) Sopongamos que (X, Z') es completamente regular y sea A € X. Si
C, es cerrado en A, entonces existe un cerrado C en (X, ') tal que C, =CNA.

Sea x € A tal que x ¢ C,4. Por lo tanto existe una funcién real continua f sobre
(X,Z)talque f(x)=0y f[C]={1}. Larestriccién de f a A es una funcién de Urysohn
para{x}y C en (A, Z,).

ii) Sea x = (x;) ¢ C y C cerrado en I1X;. Existe un abierto elemental U, = nl._ll[Ul]ﬂ
=N ﬂlTnl[Un] tal que x € U c CC. Por hipoétesis existen ademads funciones continuas
fi: (Xij,%ij) — [0, 1] tales que f]-(x,-j) = ()yfj[[]U]-] ={1}paraj=1,...,n.Bastaentonces
definir:

fry—max{fion;;(y)|j=1,...,n} (y €IlX;)

para obtener una funcién de Urysohn para {x} yCU > C.
iii) La demostracidn se deja al lector. O
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El significado particular de los espacios normales resulta del hecho de que el
axioma (T;) es el tinico de los axiomas de separacién, para el cual la separacién por
vecindades y la separacién por funciones continuas son equivalentes. Méas precisa-
mente:

Lema 7.4.8 (de Urysohn). Un espacio topolégico(X, %) cumple(T;) siy sélo si para todo
par de subconjuntos cerrados disjuntos A, B de (X, ) existe una funcién de Urysohn.

Demostracion. Después de la proposicion 7.4.3 solamente queda por probar la nece-
sidad.

Sean A, B dos subconjuntos cerrados disjuntos de (X, %’). Para construir una
funcién de Urysohn asociada f seguimos la idea intuitiva siguiente: intercalamos
entre Ay (B una coleccion de abiertos U(r) (r € A [0, 1]) y definimos f: X — R por:

f(x)=inf{r | x€U(r)} para x€ X (7.9)

Figura 7.7:

Para precisar esta idea de construccién tomamos como A el conjunto de todos los
racionales de la forma k/2" (n €N, k=0,...,2"). Por induccién demostraremos que
para todo r € A puede asociarse un abierto U(r) tal que

)AcU(r)cCBparareA, r<1

ii)r<r'=U(r)cU(r')parar, r' €A

Si n = 0, existe, por (fljl’) un abierto U talque Ac U cC U c CB. Entonces basta
poner U(0/2°)=U(0)=U yU(1°/2°)=U(1)=X.

Supongamos valido para n, es decir, supongamos que para i <ny k=0,...,2" ya

han sido construidos abiertos U(k/2?) que cumplen i) y ii). Resta probar para n + 1.

Queda por definir sélo los abiertos U(k/2"*!) paralos k =2i + 1 impares. Para cada
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k =2i+1 existe por (7;) un abierto U que cumple.

20 - 2(i+1)
U cUcUcU cCB
2n+1 2n+1

2i
Poniendo U (ﬁ) =U, los abiertos U(k/2"*1)(k =0,...,2"*1) satisfacen eviden-

temente a i) y ii).

Ahora definamos la funcién f: X — R por (7.9). Entonces f cumple las siguientes
propiedades:

0< f(x)<1porque Ac[0.1]yU(1)=X

flA]={0} porque A c U(0)

f[B]={1} porque U(r) cCB paratodo r < 1.

Mostraremos que f es continua. Sea x, € X y € > 0. Si f(x,) es diferente de 0y 1,
entonces existen r, 1, € A tales que f(xy)—¢e < r; < f(xy) < 1> < f(xy)+ €. Entonces el
abierto V=U(r,)\ U(r;) esunavecindad de x, y f[V]C[r, ] C(f(xo)—e¢, f(x0)+€).
Si f(xy)=00 f(xy) =1, se consideran vecindades unilaterales de f(x;) € r y se toman

como V, U(r,) o ((U(R,)) respectivamente. Concluimos que f es una funcién de
Urysohn para A, B. O

En un espacio normal todo conjunto unitario es cerrado. Aplicando el teorema an-
terior a A = {x} vemos que todo espacio normal es completamente regular. Mediante
la proposicién 7.4.7 (i) obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.4.9. Todo subespacio de un espacio normal es completamente regular.

Una funcién de Urysohn para A, B cumple A C f~![{0}], pero no necesariamente
A= f71[{0}]. Analizaremos cudndo existe una funcién de Urysohn con esta propiedad
mas fuerte.

Corolario 7.4.10. Sea (X,%) un T)—espacio y sean A, B subconjuntos cerrados de
(X, ). Existe una funcién de Urysohn para A, B tal que A= f~1[{0}] si y s6lo si A es un
Gs—conjunto.

Demostracion. Si A= f~'[{0}], entonces A = n ' [(~o0, %)] es un Gs—conjunto.
neN*
Inversamente, sea A = ﬂN U, un Gs—conjunto (U,, € Z'). Sustituyendo eventualmente
nEN*

U, por U,NCB podemos suponer U,, c (B (n €N).
Para cada n € N*, sea f,, una funcién de Urysohn para Ay B, =CU,. Entonces la

.2 n . P . .
funcién f = Y. (3)" f, es continua como limite de una serie uniformemente conver-
neNx

gente de funciones continuas. Si x € A, entonces f(x)= ), (%)” fn(x)=0.Six € B,
neN*
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entonces f(x)= > (%)" =1.Si x ¢ A, entonces existe n € N* tal que x € B,, =(U,,, por
neN*

N
lo tanto f(x)>(3)" fu(x)>o0. 0

Ejercicio 7.4.11. Si Ay B son Gs—conjuntos en un espacio normal (X, Z’), entonces
existe una funcién de Urysohn f para A, B tal que A= f~'(0)y B = f~(1).

Para terminar esta seccién proponemos al lector el siguiente ejercicio, que vuelve
a tratar el problema central de construir una funcién real continua por medio de una
familia de subconjuntos sobre el espacio (X, Z'). Este ejercicio generaliza el método
que hemos empleado en la demostracion del teorema de Urysohn.

Ejercicio 7.4.12. Sea X un conjunto, A C R un conjunto denso en R y (A;)seca Una
familia de subconjuntos de X tal que:

iy A,=0 yaLeJAAazX
ii) a<f=>A,CAgparaa, f€A.
Probar:
1. Mediante f(x):=inf{a € A| x € A }(x € X) se define una funcién real sobre X.

2. f(x)<rexc¢e U AgparareR, f(x)Sr<xc¢c n Ay parareR.
a<r a>r

3. Si(X, %) es un espacio topoldgico tal que para todo a € A, A, es abierto y si
en lugar de ii) se cumple: ii’): @ < f = A, C Ay para q, € A, entonces f es
continua.

7.5. Prolongacién de funciones reales continuas

Las proposiciénes anteriores sobre la separacién de cerrados por funciones continuas
implican la existencia de funciones reales continuas con ciertas propiedades. Por lo
tanto, es de suponer que sobre un espacio normal podremos obtener algunos nuevos
resultados referentes al prolongamiento continuo de funciones reales.

Veremos primeramente que el teorema de Urysohn puede interpretarse como
un teorema de prolongaciéon. Sean Ay B dos subconjuntos cerrados disjuntos de
un espacio topolégico (X, Z'). Definamos una funcién f: AU B — [0,1] poniendo
f(x)=0sixe€ Ay f(x)=1six € B. Esta funcién definida sobre el subespacio AU B es
continua, puesto que Ay B son a la vez abiertos y cerrados en AU B. Las funciones de

Urysohn para A, B son precisamente las prolongaciones continuas. f: X —[0,1] de f.

El teorema de Urysohn nos asegura que existen tales prolongaciones continuas.
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Notemos que AUB es cerrado en (X, Z')y que f es una funcién muy especial sobre
el cerrado AU B. Luego el teorema de Urysohn es un teorema de prolongacién para
una clase muy especial de funciones definidas sobre un cerrado en un espacio normal.
Pero veremos que este resultado puede generalizarse a la clase de todas las funciones
reales continuas definidas sobre un cerrado en un espacio normal.

Teorema 7.5.1 (Tietze). Un espacio topologico (X,Z') es un Ty—espacio si y solo si
cumple: (T,') Si C C X es cerrado, entonces, para cada aplicacion continua f de C en

un intervalo[a, b] deRR, existe una prolongacién continua f: X —[a,blde f a X.

Demostracién. Ya vimos que (7,) = (1,). Para probar la implicacién inversa podemos
suponer sin restriccion de la generalidad, que [a, b]=[—1,1].

Construiremos la prolongacion continua de f: C — [—1, 1] por aproximacién suce-
siva de f sobre C por restricciones de funciones continuas g,,: X — [—1,1], basdndo-
nos en el siguiente:

Lema 7.5.2. Sea (X,%’) un Ty—espacio, C C X cerradoy f: C — [—1,1] una funcion
continua. Entonces existe una funcién continua g: X — R tal que:

i) —1/3<g(x)<1/3 paraxeX
ii) |f(x)—g(x)|<2/3 paraxeC.

Demostracion. A= f~4[[1/3,1]]y B = f~![[—1,—1/3]] son dos cerrados disjuntos en C,
por lo tanto son cerrados en (X; Z') ya que C es cerrado. Por el teorema de Urysohn
existe una funcién g: X — R tal que g[A] ={1/3},g[B]={-1/3}y—1/3<g(x)<1/3
para x € X, lo cual pruebai). Como—1 < f(x) <1 para x € C se obtiene sucesivamente,
considerando los tres casos posibles x € A, x € B, x ¢ AU B, que |f(x)—g(x)| <2/3,0
sea ii). O

Construiremos por induccidn, funciones continuas g,,: (X, 2) — R tales que:
a) —14+(2/3)" < g,(x)<1—(2/3)" para x € X.
b) |f(x)—g.(x) £(2/3)" parax €C.

¢) gna(x)—gu(x)<1/3(2/3)" para x € X.

Para n =0 definamos gy(x) = 0 sobre X. Supongamos que ya definimos las funcio-
nes g, ..., 8, que cumplen las condiciones a), b) y c). Sea

fa(x)=(3/2)"(f(x)—8a(x)) (x€C)

La funcién f,,: C — [—1,1] es continua. Por el lema anterior, existe una funcién
continua g: X — R tal que —1/3 < g(x) < 1/3 sobre X y |f,,(x)—g(x)| <2/3 sobre C.
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Para la funcién continua g,,,,: X — R definida por:

8n+1(x)=gn(x)+(2/3)"g(x)

se cumplen las tres propiedades a), b), ¢):

a) porque |g,,1(x)|<1—(2/3)"+(2)" 1 =1 —(%)"H paraxe€X

b) porque | f(x)— g (X) = |f(x)—gn(x)—(2)" g(x)| = (3)" Ifu(x)—g(x) < (3)""
parax €C

©) porque |g,,1(x)—g,(x) = (2)" lg(x) < (2)" para x € X.

La sucesién de funciones (g,,) asi definida es uniformemente convergente sobre
X, porque

181(%) = 8m (X < |8m+1(%) = & (X)| + 18m2(X) — g1 ()| + -+ + 8 (%) — 81 ()]
n—m—1

<1/3(2/3)" Z (2/3) <(2/3)" para n>m.

i=0

Por lo tanto 7: x+— lim g,(x), como limite uniforme de (g, ), es continua sobre
n—oo

(X, ) (esto se demuestra por el mismo razonamiento, que para el caso clasico X =R).
Por a) yb) f coincide con f sobre C y aplica X en [—1,1]. O

Si f esunafuncién real continua definida sobre un cerrado C de un espacio normal
(X, %) tal que

|f(x)|<a paratodo x € C, osea, ||f|lco <@ paraun a>0 (7.10)

entonces existe, segtin el teorema anterior, una prolongacién continua f de f a (X, %)
tal que

|f(x)| < aparatodo x € X, osea, |[flloo <@ (7.10")

Veremos ahora que un resultado andlogo a (7.10") puede deducirse para la des-
igualdad estricta.

Corolario 7.5.3. Sea(X,Z') un Ty—espacioy C c X cerrado. Si f: C — R es continua
tal que | f(x)| < a para todo x € C, entonces existe una prolongacién continua

f:X =R def tal que |f(x) < a paratodo x € X.
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Demostracién. Existe una prolongacion continua g de f a X tal que ||gllo < a. El
conjunto B = {x € X | |g(x)| = a} es cerrado en (X, 2') y disjunto de C. Sea h una
funcion de Urysohn para B, C: h[B]={0} y h[C] = {1}. Tomando T =hog setienela
prolongacion pedida, ya que f(x)=g(x)= f(x)sobre Cy

=3 0 si xeB
If(x)= , O
|h(x)g(x) < |g(x)<a six¢B.

Ejercicio 7.5.4. Sea (X, %) un Ty—espacioy C ¢ X un Gs—conjunto. Probar que si
f: C—a,b]esunaaplicacién continua entonces existe una prolongacion continua
f de f a X talque f(x)€(a,b)paratodo x ¢ C.

Hasta ahora hemos considerado solamente la prolongacién de funciones continuas
acotadas. Pero es facil ver que los resultados obtenidos se aplican también a funciones
no acotadas.

% .
oy S x¥ER

Sea h el homeomorfismo x — .
+1 si x =+00

de R sobre[—1,1].Si f: C — R es una funcién continua, entonces ho f: C —[—1,1] es
una funcién continua y acotada. Si g es una prolongacién continua de h o f, entonces
f =h"'og es evidentemente una prolongacién continuade h o ho f = f. Ademas,
si f esreal, oseasi(ho f)[C]c(—1,1), entonces existe una prolongacion g de ho f
tal que g[C] c]—1,1[ o sea f [X] C R. De tal manera, los resultados 7.5.1, 7.5.3 y el
ejercicio 7.5.4 implican el siguiente:

Corolario 7.5.5. Sea(X,%') un T,—espacioy C C X cerrado. Entonces

i) Cada funcién numérica continua f: C — R tiene una prolongacién numérica
continua f de X enR.

ii) Cada funcion real continua f: C — R tiene una prolongacion real continua f de
XenRtalque||flloo =Iflloo-

iii) Si C es un Gz—conjunto entonces cada funcion continua f: C — R tiene una
prolongacién f de X enR que es real sobre C.

;Cuédndo una aplicacién continua sobre un subespacio de un espacio topolégico
puede prolongarse continuamente a todo el espacio, manteniendo el mismo codomi-
nio?, este es uno de los problemas fundamentales de la topologia.

El corolario anterior nos da una respuesta satisfactoria para las funciones reales
sobre un subconjunto cerrado en un T,—espacio.

~» Hay que resaltar que para codominios diferentes de R, R o de intervalos reales
[a, b], el problema puede complicarse mucho mas.
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Ejemplo 7.5.6. Sea X el disco unitario B2 c R?, C c X el circulo unitario E' y Y el
mismo circulo E'. Entonces puede probarse que la aplicacion identidad de E' sobre
E'! no puede extenderse continuamente a todo el disco B> manteniendo E' como
codominio. Este resultado no es facil de obtener. Es equivalente al teorema del punto
fijo de Brouwer para dimension 2. La razén intuitiva es que toda aplicacién del disco
en su frontera que sea la identidad en su frontera rompe necesariamente el disco,
luego no es continua. Para una demostraciéon rigurosa necesitariamos las técnicas de
la topologia algebraica (vease I. M. SINGER [170], p. 96).

El ejemplo anterior plantea el siguiente problema: para qué codominios en vez de
[a, b] se cumple el enunciado del lema de Tietze.

Dejamos al lector probar que en este lema el codominio [a, b] puede sustituirse
por cualquier potencia de R o de I =[0, 1].

Ejercicio 7.5.7. Sea C un cerrado enun Tj—espacio (X, Z')y f unaaplicacién continua
de C en (Y, %). Entonces existe una prolongacién continua f: (X, Z)—(Y,%)de f,
si(Y, %) es delaformaR? o I (Z conjunto).

Para las esferas E” como espacios de llegada existe al menos una prolongacién
parcial.

Ejercicio 7.5.8. Sea (X,2) un T,—espacio, C ¢ X cerradoy f: C — E" continua.
Probar que existe una vecindad U de C en (X, 2’) y una prolongacién continua f: U —
E" de f.

(Indicacién: Considerar U ={x € X | f(x)#0}).

Al problema de separar dos subconjuntos cerrados disjuntos en un espacio topol6-
gico, por una funcidn real continua le corresponde, en un espacio vectorial topolégico
el siguiente problema lineal: separar dos conjuntos cerrados conexos disjuntos por una
funcion lineal continua (fig. 7.8).

Este problema juega un papel fundamental en diversas teorias de optimizacién y
en andlisis funcional en general. Lo trataremos aqui aunque intervengan estructuras
algebrdicas, porque los teoremas se establecen, principalmente, por razonamientos
topolégicos.

Parala separacién de conjuntos convexos por funciones lineales se utilizan métodos
completamente diferentes del método que se emplea para la construccién de las
funciones de Urysohn. Es interesante, pero no nos sorprende, que en la demostraciéon
del teorema central (de Hahn Banach) intervengan argumentos de conexion.

Antes de empezar la exposicion de los teoremas enumeraremos algunas defini-
ciones y unas propiedades sencillas de los conjuntos convexos que son puramente
algebraicas y faciles de comprobar.

Sea E un espacio vectorial real.
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Figura 7.8:

1. C C E es convexo siy s6lo si cumple:

n n
Xpeos Xy €CAAL oy Ay Z0AD A=12> A%, €C (7.11)
i=1 i=1

Figura 7.9:

2. Si(C,)qer €s una familia de convexos en E, entonces ﬂl C, es convexo.
ae

3. Launién de convexos en general no es convexa (fig. 7.9).

4. Para todo conjunto A C E, la intersecciéon de todos los convexos C que lo con-
tienen se llama envoltura convexa de Ay se denota por c(A). c(A) es el convexo
mds pequefio que contiene a A (fig. 7.10).

5. Si f: E — F esuna aplicacién lineal de E en un espacio vectorial F ysi C C E
es convexo, entonces f[C] es convexo.
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Cr4)

i

Figura 7.10: Envoltura convexa de A = {x;, x,, X3}

6. Si A, B C E son convexosy a, 3 €R, entonces
aA+pBB={ax+Py|xcANyeB}
es convexo. En particular A+ B y ¢ A son convexos.
7. C C E sellama cono si cumple

A>0=>ACcCcC

Un cono C C E es convexo siy s6lo si cumple C + C c C (fig. 7.11).

(a) (b)

Figura 7.11: (a) Cono (b) Cono convexo

8. Un subespacio afin H c E (H # E) se llama hiperplano si es maximal, es decir,
si para todo subespacio afin L que contiene H se cumple L=H o L=E.

Para todo hiperplano H cC E existe una forma lineal f: E — R y un nimero
acRtalque H={x € E| f(x)=a}.

(Si(E, ') es un espacio vectorial topoldgico, entonces el hiperplano H =[f =
al={x € E| f(x)=a} escerrado siysélosi f es continua).

9. Si f: E — R es una forma lineal diferente de 0 y a € R, entonces
[f=al={xcE|f(x)=0a}

es un hiperplano.
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Los conjuntos convexos

[fzal:={x€E|f(x)Za}
[fsal:={xcE|f(x)=a}

se llaman semiespacio positivo (resp. negativo) determinado por H =[f = a]. Si un
conjunto estd incluido en[f < a] o [f 2 a], entonces se dice que estd a un lado de H.
Es inmediato que un convexo C que no corta a H debe estar a un lado de H.

Enlas secciones anteriores vimos que el problema de separacion por funciones esta
muy relacionado con el problema de prolongacién de funciones. Lo mismo se cumple
aqui. El teorema fundamental siguiente no es otro que un teorema de prolongacién
lineal continua en forma geométrica.

Teorema de Mazur 7.5.9 (teorema de Hahn-Banach en forma geométrica). Sea A un
subconjunto abierto convexo no vacio de un espacio vectorial topolégico (E, %) y sea
M un subespacio afin en E tal que AN M = . Entonces existe un hiperplano cerrado H
enE talqueM Cc H yAnH =1).

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 0 € M, o sea, que
M es un subespacio lineal. Sea ./ el conjunto de todos los subespacios lineales M’ de
Etalque M c M’y M’ N A=0. # estd inductivamente ordenado por la inclusién c:
Si % es una coleccion totalmente ordenada de subespacios lineales de E, entonces
evidentemente M,: U% € ./ . Por el lema de Zorn, existe un subespacio maximal H
en ./ . Puesto que

M et =>Me. M

H es cerrado. Falta probar que H es un hiperplano. Supongamos por reduccién al
absurdo que H no es un hiperplano. Entonces el espacio vectorial cociente F := E/H
tiene dimensién = 2. Provisto de la topologia cociente, F es un espacio vectorial
topoldgico. Sea ¢: E — F la aplicacién canénica y B := p[A]. B es un abiertoen F y
0¢ B.

{0} es el tinico subespacio lineal L de F talque LN B =4. (7.12)

C= AU AB es un cono convexo abierto que no contiene 0. {0} es cerrado en F, porque
>0

¢71(0)= H c E es cerrado; por lo tanto G := F \ {0} es abierto. G es conectable por
caminos por ser dim F 2 2. Pero G no es convexo y, por lo tanto, G es diferente
de C. Por el ejercicio 6.1.9 existe un punto frontera x € (C\ C)NG de C en G. Si

—X € Co‘ =C, entonces0€(—x,x)C Co‘ (;Por qué?). Entonces x,—x ¢ C. Concluimos
que el subespacio unidimensional generado por x no corta B, lo que contradice (7.12).
Por tanto, dim F =1, H es hiperplano. O
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Definicién 7.5.10 (hiperplano de apoyo). Sea C un subconjunto convexo en un espa-
cio vectorial topolégico (E, Z'). Un hiperplano cerrado H en E se llama hiperplano de
apoyode C si CNH #0ysiC estd de un lado de H (fig. 7.12).

H

Figura 7.12: Hiperplano de apoyo

Corolario 7.5.11 (teorema del hiperplano de apoyo). Sea C c (E,Z’) un convexo que
contiene puntos interiores. Entonces todo punto frontera x € fr C estd contenido en un
hiperplano de apoyo de C.

Demostracién. Probaremos mds generalmente que todo x ¢ C estd contenido en un
hiperplano cerrado H tal que C esté situado a un lado de H. Para eso basta aplicar el

teorema anterior a A = CO y M =[x] teniendo en cuenta que si é C[f £ a] entonces
Ec[fga]porserfzc. O

Corolario 7.5.12 (teorema de separacién). Sean A, B conjuntos convexos en E tales
que A#WD y ANB =1. Entonces existe un hiperplano cerrado H =[f = a] que separa A y
B; i.e. Ay B estdn situados en diferentes semiespacios definidos por H :

sup{f(x)| x€A}Sa<inf{f(x)|x€B}  (fig 7.13) (7.13)

Demostracion. Pongamos C = A— B. Entonces C contiene un punto interior, pero

0 ¢ C. Por la demostracion anterior, existe un hiperplano cerrado H talque0€ H'y
C estd situado en el semiespacio negativo de H. En otras palabras, existe una forma
lineal continua f sobre E tal que f(x) < 0 para todos los x € C. Esto implica:

x€ANyeB= f(x)= f(y)
Tomando a =sup{f(x)| x € A} resulta (7.13). O
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Figura 7.13:

Si (E,Z') es un espacio localmente convexo (p. ej., normado), entonces puede
enunciarse un segundo teorema de separacion.

Corolario 7.5.13 (teorema de separacion estricta). Si B es un convexo cerrado en un
espacio localmente convexo (E,Z') y x ¢ B, entonces existe un semiespacio cerrado que
contienea B peronoa x.

Demostracién. Sea A una vecindad abierta convexa de x tal que AN B = {J. Por el
corolario anterior existe una forma lineal continua f sobre E y a € R tales que A C
[f £aly B c|[f 2 a]. Porque A es abierto, tenemos AC[f < a]. Luego x €[f <a]. O

El corolario anterior podemos también formularlo de la manera siguiente:

Corolario 7.5.14 (caracterizacion de los cerrados convexos). Todo subconjunto conve-
xo cerrado en un espacio localmente convexo es la interseccién de todos los semiespacios
cerrados que lo contienen.

Ejercicio 7.5.15 (teorema de Hahn-Banach en forma analitica). =~ 1) Sea E unespa-
cio vectorial sobre R. Supongamos que p una aplicacién de E en R tal que,

p(x+y)<p(x)+p(y)paratodo x,y €Ey
p(Ax)=Ap(x)paratodo x€e EyA>0

si f es una forma lineal definida en un subespacio F de E tal que
f(x)< p(x) paratodo x €F,
entonces f se puede prolongar a una forma lineal g en E tal que

g(x)< p(x) paratodo x€E.
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Indicacion: i) Si f es una forma lineal en E tal que f(x) < p(x) paratodo x € F;
probar que para todo a € E ytodos los u, v € F se tiene

f(u)—p(u—a)s f(a)S p(v+a)—f(v)

ii) Mds generalmente, si f es una forma lineal definida iinicamente en F y tal
que f(x) < p(x), paratodo x € F. Para todo a € E, se define

N, =sup(f(u)—p(u—a)); M, =1inf(p(v+a)—f(v))
ueF veF
Probar que N, y M, son finitos y que N, < M,
iii) Conservando las mismas hipétesis que en ii), supongamos que a ¢ F, y sea
k €[N,, M,] arbitrario. Para todo x € F ytodo A € R, sea

glx+Aa)=f(x)+ Ak

Probar que g es una forma lineal en el subespacio vectorial F, = F +R, de E
generado por F y a, que g es idéntica a f en F y que g(y) < p(y) para todo
yE€E,.

2) Sean § el conjunto de los pares (F, f), donde F es un subespacio vectorial de E
y f unaformalineal en F, tal que f < p en F. Diremos que:

(B, h) = (B f2)
o que (K,, f>) es una prolongaciéon de (F,, f;) si F; C E, si f; es la restriccion de
fraF.
i) Probar que esta relacién es un orden inductivo sobre §
ii) Deducir de i) que todo elemento maximal de § es de la forma (E, f).

iii) Probar que todo (E, f) € § posee una prolongacién (E, g). Probar en particular
que existe siempre una formalineal f en E talque f SpenE.

iv) Probar que la condicién necesaria y suficiente para que la prolongaciéon (E, g)
de (E, f) seatinica es que, para todo a € E, se tenga que N, = M,,.

Ejercicio 7.5.16 (aplicacién del teorema de Hahn-Banach en forma analitica).

i) Sea E un espacio vectorial sobre R, con una topologia Zy definida por una
familia de seminormas B (5.3.10). Probar que para todo x # 0 en E, existe una
forma lineal f continua en E tal que f(x)#0.

ii) Sea B la bola unitaria cerrada de un espacio normado E sobre R. Probar que
para todo x € E tal que || x|| =1, existe una forma lineal f en E tal que HfH =1y

flx)=1.
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7.6. Cubiertasy particiones de la unidad sobre un espa-

Cl10

Existe una clase muy importante de espacios topolégicos que tienen localmente la
estructura de un espacio euclideano R”, o sea, en dichos espacios, cada punto tiene
una vecindad que es homeomorfa a R” (las llamadas variedades topolégicas). Sobre
tales espacios no es dificil definir lo que son funciones diferenciables, puesto que la
diferenciabilidad es, como la continuidad, una nocién local. En cambio, la integral
de una funcién depende del comportamiento de la funcién sobre todo el espacio,
la integral es una nocién global. Para introducir conceptos globales sobre espacios
localmente euclideanos se necesitan técnicas que vinculen las nociones y propiedades
globales con las nociones y propiedades locales.

Estudiaremos en esta seccién uno de estos métodos estrechamente ligado al axio-
ma (7T}): la particién de unidad.

Empecemos por analizar las cubiertas abiertas de un espacio normal. La propiedad
(7,) puede interpretarse como un axioma que asegura que para toda cubierta (U;, U,)
de X uno de sus elementos, por ejemplo U;, puede sustituirse por un abierto més
pequefio W, tal que

Wy (7.14)

En efecto, si U U, = X y U, U, € 2, entonces C = (U, c U, es cerrado. Por lo
tanto existe, por (7;’), un abierto V talque Cc V C Vc U,. Basta tomar W} =V, para
obtener una cubierta abierta (W;, U,) de (X, 2) tal que W; C U.

Aplicando este método sucesivamente a todos los abiertos de una cubierta abierta
finita (U;, ..., U,) se obtiene una cubierta abierta ‘mds fina’ (W4,..., W,) tal que W, C
U, (i=1,...,n).

Definicién 7.6.1 (refinamiento, encogimiento). Sea (U, ),<; una cubierta de un espacio
topolégico (X, Z).
Una cubierta (Wp)ge; de X se dice que es mas fina o que es un refinamiento de

(Ug)aer si
VBeJ3ael talque Wy Cc U, (7.15)

(W,)aer se llama encogimiento de (U,),<; Si
W,CU, paratodo a €. (7.13)

Nos interesa saber qué cubiertas abiertas poseen un encogimiento. El método de
encogimiento sucesivo explicado anteriormente se generaliza a todos las cubiertas
abiertas puntualmente finitas en un T,—espacio:

Teorema 7.6.2. Toda cubierta abierta puntualmente finita de un T,—espacio posee un
encogimiento.
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Demostracion. Sea (U,),e; Una cubierta abierta puntualmente finita del T)—espacio
(X, Z).
Sobre el conjunto € de todas las cubiertas abiertas de (X, Z') de la forma
B =(Wp)pes U(Uy)eers (Wp CUp para Bejcl) (7.16)
introducimos una relacién de orden < por:

B, <B) < JcJ AWp=Wy para peJ (7.17)

Probemos que (¢, <) es un conjunto inductivamente ordenado. Sea (8 I )ses UNa
familia totalmente ordenada de cubrimientos en €. Debemos hallar una cota superior
de esta familia. Sea J = Us Iy

SE

%] :(Vvﬂ)ﬁe] U(Ua)ael\] con Vvﬁ = VV/;’SS para ﬂ EJS

Esta coleccion de abiertos estd bien definida, puesto que W' = I/Vﬂssl,. sifpe,yBe.

Evidentemente, si logramos demostrar que ‘8 ; es una cubierta de X entonces B serd
una cota superior de (%i )ses €n (€, <).

Sea x € X, por hipétesis tenemos x € U, s6lo para un ntimero finito de indices
ae{ay,...,a,}. Siuno de estos subindices a; pertenece a I \ J, entonces se cumple
x € U,, CUB;. En cambio, sia; € J parai=1,...,n, entonces existe J; (s, € S)tal que
a; € J;, parai=1,...,n por ser (J;)ses totalmente ordenado. Pero ‘B J, €suna cubierta
de X, entonces existe § € J; con x € Wjs. Por definicion, J, c Jyx € Wp C UB;. Por
lo tanto B recubre X.

Por el lema de Zorn existe un recubrimiento maximal 28 en (&, <). Supongamos
por deduccion al absurdo que J, # I. Tomamos a € I\ J,. Por el razonamiento anterior,
el abierto U, en 5 puede sustituirse por un abierto W, tal que W, C U,

El recubrimiento 95 ; U W}, asi definido es posterior a 5 en (¢, <) lo cual implica
una contradiccién. Concluimos que toda cubierta maximal en (€, <) es un encogi-
miento de (U,),e;- O

Por lo expuesto anteriormente, esta claro que el teorema 7.6.2 formula una propie-
dad caracteristica de los espacios Tj.

Ejercicio 7.6.3. Probar que si en un espacio topoldgico (X, Z') toda cubierta abierta
(puntualmente) finita posee un encogimiento, entonces (X, 2') cumple (T}).

No es dificil deducir una caracterizacién andloga de los espacios 7;. Para eso se
introduce el concepto de casi-encogimiento, que es més débil que encogimiento y
mas fuerte que refinamiento.



246

7.6. Cubiertas y particiones de la unidad sobre un espacio

Ejercicio 7.6.4. Probar que un T;—espacio (X, Z’) es regular siy s6lo si toda cubierta
abierta (Uy)qes de (X, 2) posee un casi-encogimiento (Ws)gej, 0 sea, un refinamiento
(Wp)pe; tal que para todo § € J existe un a € I que cumple

WgcU, (7.14a)

Combinemos ahora los resultados de la seccién anterior con el enunciado del
teorema 7.6.2.

Sea (U,)q4e; Una cubierta abierta localmente finita de un T,—espacio (X, %) y sea
(W,)aer un encogimiento de dicho cubierta. Por el teorema de Urysohn existe para
todo a € I una funcién continua f,: X — [0,1] que es igual a 1 sobre W, y que se
anula fuera de Uj,. Estas funciones nos servirdn para descomponer toda funcién real
continua sobre X en una familia de funciones que sélo localmente son diferentes
de 0.

Definicién 7.6.5 (soporte de una funcién). Sea (X, %) un espacio topolégicoy f: X —
R una aplicacién. Entonces el conjunto cerrado

sop(f)={xeX| f(x)#0} (7.15a)
se llama soportede f.

Sop(f) es el cerrado mds pequerio fuera del cual f se anula.

Los soportes de las funciones de Urysohn f,, construidas anteriormente no estan
necesariamente contenidos en U,. Pero si existen funciones de Urysohn para W ,,CU,
con esta propiedad:

Lema 7.6.6. Sea(X,2Z) un T)—espacio, C C X cerradoy A€ 2 (C). Entonces existe una
funcion continua f: X —[0,1] tal que f[C]={1} ysop f C A.

Demostracion. Ejercicio (indicacion: utilizar (T))). O

Si(f,)aer €8s unafamilia de funciones reales continuas sobre (X, ) tal que la familia
de sus soportes (sop f,)qer €S puntualmente finita, entonces la funcién suma

= faix =D fulx) (x€X) (7.16a)

ael ael

esta bien definida, puesto que para todo x € X sé6lo un nimero finito de valores
fo(x) (a €1I)esdiferente de 0. Queremos saber bajo qué condiciones f serd continua.

Lema 7.6.7. Si(f,)qscr s unafamilia de funciones reales continuas sobre (X, ') tal que
la familia de sus soportes (sop fy)qcr €S localmente finita, entonces la funcion suma
f=> fu: X > Res continua.

ael
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Demostracion. Para todo x € X existe una vecindad abierta U, de x tal que U, N
sop f, # @ s6lo para un ntimero finito de indices a € I. Pero f|U, es suma finita
de funciones continuas, por lo tanto es continua. Por 5.1.17, concluimos que f es
continua. O

Definicién 7.6.8 (particién de la unidad). Sea (X, %) un espacio topolégico. Una
familia (), de funciones continuas ¢,: X — [0, 1] se llama particién de la unidad
sobre (X, ) si cumple:

i) Lafamilia (sop ¢4)qc; €s localmente finita

ii) > ¢q(x)=1 paratodo x€X
acl
Definicién 7.6.9 (particion de la unidad subordinada a una cubierta). Sea (U,),c; una
cubierta de (X, Z'). Entonces una particion de la unidad (¢, ),; se llama subordinada
a la cubierta (U, ),e; si paratodo a € I se tiene sop ¢, C U,.

La importancia del teorema 7.6.2 consiste principalmente en el corolario siguiente.

Corolario 7.6.10. En un T)—espacio (X, %), toda cubierta abierta, localmente finita,
posee una particién de la unidad subordinada.

Demostracion. Sea (U,),c; una cubierta abierta localmente finita de (X, Z'). Existe
un encogimiento (W,),c; de (Uy,)qecr- Sabemos ademads por el lema 7.6.6 que existen
funciones continuas f,: X —[0,1] tales que f,[W,]= {1} ysop f, C U,. Como (U,)ue;
es localmente finita, también lo es (sop f,).e; Y poOr esta razén la funcién suma f =
> fu: X > Res continua (7.6.7). Para x € X se tiene que f(x)>1ya que x tiene que

ael
estar en algiin W ,.

Definamos ahora ¢, = f,/f. ¢,: X — [0, 1] es continua y cumple sop ¢, =sop f, C
U,(a € I). Por definicion, tenemos Y. ¢,(x)=(1/f(x)) D. f,(x)=1 para todo x € X.

ael ael
Por lo tanto (¢, ),e; €s una particion de unidad subordinada a (U,)4c;- O

Ejemplo 7.6.11. Sea (X, ') un espacio topolégico y sean A, B dos cerrados disjuntos
de (X, %). Entonces ((A,CB) es una cubierta abierta localmente finita de (X, Z). Su-
pongamos que (1, ,) es una particién de la unidad subordinada a la cubierta (CA,CB).
Entonces sop ¢, c Ay sop ¢, CCB, 0 sea ¢;[A]l= w,[B]=0. Como ¢,(x)+ @,(x)=1
para todo x € X, concluimos que ¢,[A] = ¢;[B] = 1. Vemos que ¢, es una funcién
de Urysohn para el par (4, B) y ¢, una funcién de Urysohn para el par (B, A). Esto
nos muestra que si un espacio topolégico (X, Z') cumple el enunciado del corolario
anterior (para toda cubierta de dos abiertos (U, U,)), entonces es necesariamente un
T,—espacio. Por lo tanto, el corolario 7.6.10 formula una propiedad caracteristica de
los T,—espacios.
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En el capitulo siguiente consideraremos una clase de espacios topolégicos en
los cuales toda cubierta abierta posee un refinamiento abierto localmente finito (los
llamados espacios paracompactos). En tales espacios, todos los cubrimientos (no sélo
los localmente finitos) poseen una particién de la unidad subordinada.

Ejercicio 7.6.12. Sea (Ws)sc; un refinamiento abierto localmente finito de una cu-
bierta abierta (U, )q; de un espacio topologico (X, Z'). Probar que si (Ws)sc; posee
una particiéon de unidad subordinada, entonces (U,),<; también la posee.

Como ya mencionamos al comienzo de esta seccion, sobre ciertos espacios topo-
légicos esta definida una estructura diferenciable (véase el anexo siguiente). Sobre
tales espacios se necesitan particiones de la unidad (¢,),c; cuyas funciones no sean
solamente continuas sino diferenciables.

El ejercicio siguiente indica coémo construir tales particiones de la unidad diferen-
ciables sobre R”".

Fjercicio 7.6.13. Probar que:

i) Lafuncién
exp(—x2)=e V" s x>0
g x— :
0 si x<0

es infinitamente diferenciable sobre R (fig. 7.14).

Figura 7.14:

ii) La funcién infinitamente diferenciable /: R — [0, 1] definida por
h(x)=g(1+x)g(1—x) (x€R)
es estrictamente positiva sobre (—1,1) y se anula fuera de (—1, 1).

iii) Sea C = {x e R | |x; —a;| < &} parai = 1,...,n un cubo abierto de centro
a=(a,...,a,) (a € R" e > 0). Entonces existe una funcién infinitamente
diferenciable f:R" — [0, 1] que es estrictamente positiva sobre C y se anula
fuera de C.
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iv) Sean B y C dos cerrados en R tales que d.,(B, C) > 0. Entonces existe una
funcién de Urysohn infinitamente diferenciable para el par (B, C). (Indicacién:
considerar la cubierta abierta localmente finita de R” formada por los cubos

ax |x; —ea;| <€}
n

.....

cone=1/3 d(B,C),a €Z" y aplicar iii).

v) Sea (U,)qer una cubierta localmente finita de R” formada por abiertos acotados
U, cR",
Entonces existe una particién de la unidad subordinada (¢,),c; formada por
funciones infinitamente diferenciables ¢,. (Indicacion: utilizar el resultado
conocido de que d(B,C) > 0 si By C son dos cerrados disjuntos no vacios
en R” de los cuales uno es acotado.)

7.7. Anexo: utilizacién de las particiones de la unidad en
topologia diferencial

Mostraremos ahora mediante un ejemplo c6émo las particiones de la unidad pue-
den aplicarse para obtener soluciones globales partiendo de soluciones locales. Tales
problemas de sintetizacion se plantean particularmente en la teoria de las llamadas va-
riedades diferenciables y variedades de Riemann que forman el objeto de la topologia
diferencial (resp. geometria diferencial). Estas variedades forman probablemente, des-
pués de los espacios funcionales, la segunda clase de espacios topolégicos concretos
de mayor importancia tanto en la teoria como en la practica.

Vamos a introducir aqui algunas nociones bdsicas de la topologia diferencial para
que el lector obtenga una primera impresién de esta teoria que podra profundizar en
la literatura (véase M. SPIVAK [178], S. LANG [120]). Lo haremos de manera condensada
porque no queremos entrar en los detalles técnicos de la topologia diferencial.

Consideremos el toro T? que se presenta como la superficie de un anillo en el
espacio euclideano R3. Intuitivamente diremos que T2 posee dimension 2; pero no
existe un sistema global de dos coordenadas para T2: T? no es homeomorfo a un
subespacio de R%. En cambio, todo punto a € T? posee una vecindad abierta U que
es homeomorfa a un abierto de R? (fig. 7.15).

Si : x — (¢1(x), ¥2(x)) es un homeomorfismo de U c T? en R?, entonces las
coordenadas ¢,(x)y @,(x) de ¢(x) en R? pueden interpretarse como coordenadas
locales de los puntos vecinos x de a. Estas coordenadas permiten considerar toda
funcién f: T? — R localmente como funcién de dos variables identificando f|U con
fop™:p[U]—R. Con respecto a estas coordenadas
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Figura 7.15:

tiene sentido decir que | es diferenciable en a € T?. De tal manera las coordenadas
locales introducen una estructura diferencial sobre el espacio topolégico T2.

Sin embargo, persiste una dificultad: un punto a € T? pertenece en general a
dominios de diferentes sistemas de coordenadas locales ¢ : U, — R* y y: Uy, — R?.
Para que el concepto de diferenciabilidad no dependa de las coordenadas locales
particulares debemos exigir que ) o ¢! y ¢ o yp~! sean biyecciones diferenciables
sobre sus dominios ¢[U, N Uy y[U, N Uy, ] respectivamente. En este caso fo)~" es
diferenciable en ¢ (a) € ¢[U, N U, ] siysélosi fo¢p~" 1o es en y(a) (fig. 7.16).

r‘ v (a)

o

a

Figura 7.16:

Generalizaremos ahora estas ideas para conjuntos cualesquiera. Para abreviar,
diremos que una funcién es de clase C* (k=0,1,...,00) si f es continua (k = 0),
resp. k veces continuamente diferenciable (k € N), resp. infinitamente diferenciable
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(k = 00). Si f es biyectiva y si f, f~! son de clase C¥, entonces se dice que f es un
difeomorfismo de clase C*.

Definicién 7.7.1 (carta, cartas compatibles). Sea X un conjunto. Toda biyeccién
¢ de un subconjunto no vacio U C X sobre un abierto en R” se llama una carta
n—dimensionalde X .

Dos cartas n—dimensionales ¢ : Uy — R" y: U, — R" sellaman C k—compatibles
(k=0,1,2,...,00) si las aplicaciones mutuamente inversas ) o ¢p!: (])[Uq, n UL/,] —
YUy NUly ¢ o' 4p[U, N U] — ¢[U, N U] son de clase C*.

Ejemplo 7.7.2. Sea X =R”". Todo homeomorfismo de R” sobre un abierto en R” es
una carta de R” que tiene todo el espacio como dominio. Dos homeomorfismos cua-
lesquiera ¢: U - R" yy: W —» R"*(U, W c R" abiertos) son cartas n—dimensionales
C°—compatibles sobre X =R”". Si ¢, son ademés difeomorfismos de clase C*, en-
tonces son cartas C*—compatibles.

Ejemplo 7.7.3. Sea X = E" la esfera n—dimensional y z € E". Entonces la proye-
ccion estereografica ¢, de E™\ {z} sobre R” es una carta n—dimensional de E” con el
dominio Uy, = E" \ {z}. No es dificil comprobar que dos proyecciones estereograficas
cualesquiera son cartas C °°—compatibles (fig. 7.17).

Figura 7.17: Proyeccion estereografica

Definicién 7.7.4 (atlas, atlas compatibles). Sea X un conjunto. Una colecciéon ® de
cartas n—dimensionales C*—compatibles ¢ : Uy —R" de X sellama C k—atlas sobre
X, silos dominios U, (¢ € ®) recubren X. Dos CFk—atlas ® y W se llaman compatibles
(como C*—atlas) si ®UW es un C*—atlas sobre X.

Dejamos al lector como ejercicio probar que sobre X existe una tinica topologia &
tal que todos los U, (¢ € ®) son abiertos y toda carta ¢ € ® es un homeomorfismo de
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Uy sobre ¢[U;] c R". Dos C*—atlas compatibles (k > 0) definen la misma topologia
sobre X.

Ejemplo 7.7.5. Sea X = E”. La coleccién ¢ de todas las cartas estereogréficas ¢, (z €
E™)esun C*°—atlas sobre E".

Pregunta. ;Cémo puede definirse un C°°-atlas sobre el espacio proyectivo P"*(R) =
E"/Ag (5.4.12) partiendo de las cartas estereograficas sobre E"?

Es inmediato que la compatibilidad es una relacién de equivalencia entre los
CFk—atlas sobre X. Toda clase de equivalencia [®] de C*—atlas sobre X se llama una
estructura diferenciable de clase C* sobre X.

Uno de los problemas fundamentales de la topologia diferencial es saber sobre
qué espacios topolégicos X pueden introducir estructuras diferenciables de clase
C* (k > 0) que sean compatibles con la topologia dada. Puesto que de todas formas
hay que presuponer que (X, Z’) es localmente euclidiano, este problema de existencia
se enuncia mas especificamente de la manera siguiente: ;Cudndo, una estructura
diferencial de clase C° sobre X, contiene un C*¥—atlas (k > 1)?

Otra pregunta fundamental es el problema de unicidad. Mdas precisamente ;cudndo
existen sobre (X, 2’) dos estructuras diferenciables de clase C*: [®] y [¥] (k > 1)
compatibles con la topologia dada, tales que no existe ningtin difeomorfismo de
clase C* de (X, [®]) sobre (X, [¥]). En otras palabras: ;Existen diferentes estructuras
diferenciables sobre X que definan la misma topologia Z'?

Definicién 7.7.6 (variedad diferenciable de clase C*). Todo par (X, [®]), formado por
un conjunto X y una clase de equivalencia de C*-atlas sobre X, tal que la topolo-
gia definida por [®] es de Hausdorff, se llama variedad diferenciable de clase C*, o
sencillamente, C*—variedad.

Nota. Atoda clase [®] de C*-atlas equivalentes sobre X se asocia de manera tinica
el mayor atlas ® en [®] que es la unién de todos los C*—atlas compatibles con ®. ®
contiene a toda carta n—dimensional ¢ sobre X que sea C*—compatible con todas
las cartas de ®. Algunos autores llaman variedad diferenciable de clase C* al par (X, ®)
en lugar de al par (X,[®]). Las cartas ¢ que pertenecen a (X, ®) se llaman cartas de
(X, [®]).

Ya conocemos, al menos intuitivamente, algunos ejemplos concretos de variedades
diferenciables: los espacios euclideanos R”, las esferas E”, los toros T" y los espacios
proyectivos P"(R). Consideremos ahora algunos métodos elementales para construir
nuevas variedades a partir de variedades dadas.

Ejemplo 7.7.7 (estructura diferenciable inducida). Sea (X,[®]) una C*—variedad y
U un subconjunto abierto de X. Entonces es facil introducir sobre U una estructura
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diferenciable de clase C* tomando como C*—atlas
Oy ={9 [(UyNU)| ¢ €} (7.18)

& se llama estructura diferenciable inducida por [®] sobre U. La variedad (U, [®;])
tiene la misma dimension que (X, [®]).

Ejemplo 7.7.8. Sea (X, %) un espacio topolégico y (U,),<; Una cubierta abierta de
X. Supongamos dada, sobre todo U,, una estructura diferenciable n—dimensional
[®,] de clase C* tal que [®,]y [® ] introducen la misma estructura diferenciable sobre
U, N U, siempre que U, N U # . Entonces la unién de todos los atlas (U, [®,])(a € I)
define una estructura diferenciable n—dimensional [®] de clase C¥ sobre X, que es
compatible conla topologia dada 2. Se dice que la variedad (X, [®]) se obtiene pegando
las variedades (U, [®,]).

Ejemplo 7.7.9 (producto de variedades). Sean (X,[®])y (Y,[¥]) dos C*—variedades
de dimensiones n y m respectivamente. Entonces las cartas (n + m)—dimensionales

¢ xPp: Uy x Vy = R"xR™ (¢ €@,y € V)

forman evidentemente un C*—atlas (¢ x ') sobre (X, Z). Si ¢’ y Y’ son dos C*—atlas
compatibles con ® y ¥ respectivamente, entonces ® x ¥ es C*—compatible con &’
y ¥’. Resulta que los atlas producto ® x ¥ definen una estructura diferenciable (n +
m)—dimensional de clase C* sobre X x Y.

Sean (X, [®]) y (Y, [¥]) dos variedades diferenciables de clase C*. Una aplicacién
f: F — Y sellama C*—diferenciable o un C*—morfismo si para toda carta ) de (Y,[¥])
existe una carta ¢ de (X,[®]) tal que ¢[U,] C Uy y 3 o f o es una aplicacién de
clase C* de ¢p[U,] en y[Uy].

Evidentemente la composicién de dos aplicaciones C*—diferenciables es C*—di-
ferenciable. Por lo tanto, las variedades diferenciables de clase C¥, junto con las
aplicaciones C*—diferenciables como morfismos forman una categoria (k > 0).

La nocién de isomorfia correspondiente nos permite precisar qué es la topologia
diferencial. Es la investigacion de las propiedades de las variedades C*—diferenciables
que se mantienen invariantes con respecto a C*—isomorfismos.

Las particiones de la unidad constituyen un instrumento particularmente apro-
piado para analizar las variedades diferenciables.

Veremos ahora cémo se utilizan para definir medidas globales sobre una varie-
dad diferenciable a partir de medidas locales. Antes hay que precisar brevemente el
concepto de medida.

Para una funcién continua f:R"” — R, la integral f f(x)d x, en general no esta
definida. Pero si estd definida si f ademads tiene un soporte acotado K c R”.
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K es cerrado y acotado; por lo tanto cumple el teorema de Heine-Borel: Para toda
cubierta abierta de K existe un niimero finito de abiertos que cubren K. En el pré6ximo
capitulo estudiaremos la clase de espacios topolégicos, compactos, que cumplen
esta misma propiedad. Aqui solamente utilizaremos su propiedad caracteristica. Si
denotamos por €;(R",R) el espacio vectorial de todas las funciones reales continuas
con soporte compacto sobre R”, entonces la aplicaciéon

Aif e f fx)dx (f €Ci(R",R))

es una funcional lineal sobre (7", r). Ademads A es positivo en el sentido de que
ffd/l =Af)= ff(x)dx > 0 para toda funcién positiva f € €,(r", r).

Sea ahora (X, [®]) una variedad diferenciable de clase C*. No existe una integral
natural sobre X como la integral de Riemann o de Lebesgue sobre R”, que se derivan
de un concepto natural de volumen de cubos [a, b] C R". Por eso se introduce una
nocién més general de integracion, definida por una medida positiva. Se llama medida
positiva a toda forma lineal positiva sobre el espacio vectorial € (X):= €.(X,R).

Una idea (demasiado) sencilla para construir medidas sobre X seria la siguien-
te: hallar una particiéon de X en subconjuntos U, que puedan describirse por cartas
particulares ¢, integrar las restricciones f|U, (f € €;(X)) por medio de los sistemas
de coordenadas locales y sumar estas integrales. Sin embargo, en general es muy dificil
construir una particiéon de este tipo para X. Por lo tanto, se parte de una cubierta
abierta cualquiera de X y se trata de sintetizar medidas locales sobre los U,, mediante
una particién de unidad subordinada a (U, ). Més precisamente.

Teorema 7.7.10 (de localizacion). Sea(U,),c; una cubierta de(X,[®]) y sea(uy)qer Una
familia de medidas positivas u, sobre U, tales que i, y ug coinciden sobre &;(U, N
Ug) (a, B € I). Entonces existe una tinica medida positiva u sobre X que coincide, para
todo a €1, con u, sobre C(U,).

Demostracion. Sea f € € (X)ysea K el soporte de f. Por definicién de € (X), existe
una cubierta finita (U;);c; de K. Veremos en el préximo capitulo que K, provisto
de la topologia inducida, es normal. Por lo tanto existe una particién de la unidad
subordinada (¢;);c; de (U;);c; sobre K:

Zq&i(x):l paratodo x € K (¢;: X —[0,1] continua).
ie]

El soporte de f;, estd contenido en U; y es compacto (como subconjunto cerrado
de K). Entonces fy, € €;(U;). Definamos:

ulf)= D milfy,) (7.19)

ie]
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Si podemos demostrar que esta definicion es independiente de la cubierta finita
(Ui)iey y de la particién de unidad subordinada, entonces es claro que la funcién asi
definida (7.19) es lineal y positiva sobre €,(X) y coincide sobre € (U;) con u;.

Sea (U;);c; otra cubierta finita de K y (1';);c;. una particién subordinada de la
unidad sobre K. Entonces

o= Fouw)
ie]’
luego
ZUi(fm):ZZHi(fqmpj)- (7.20)
i€] ie] jej’
Similarmente
Zﬂj(fwj)zzzuj(f@,wj)- (7.21)
IS jel ie]

Puesto que u;(fy,,y,) = 1 ;(fp,,y,) por hipétesis, resulta
Z.ui(fq)i) = Z:uj(ﬁ/)j)
ie] jeJ’

Si (X, [®]) es una variedad diferenciable de clase C* que permite C*—particiones
de la unidad (k > 1) (vease el ejercicio 7.6.12), entonces la familia de medidas locales
(u;) se contruyen por medio de densidades de la manera siguiente:

Se considera la cubierta (U )g<o de X. Una densidad sobre (X, [®]) es una familia
(8¢)peo de funciones integrables g, : ¢[Uy] — R, tal que

8o =8p(¢ oy ™) | det(¢, )| sobre Y[U, < U] (7.22)

para ¢, € ®. A esta densidad se asocia can6nicamente la familia (u4 )< de medidas
locales u sobre Uy, definidas por

Hd)(h):f ho¢_1(x)g¢,(x)dx, he&i(U) (7.23)
PlUp]
La férmula para el cambio de variable de integraci6n es:

f g(x)dx= f gof detf'(x)dx

muestra entonces que U Y Uy, asi definidas sobre €, (U, N Uy ) cumplen (7.22). Con-
cluimos del el teorema anterior, que toda densidad (g4)s<e determina de manera
tnica una medida sobre (X, [®]). O
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Compacidad

Los subconjuntos acotados y cerrados C de R” tienen dos propiedades principales,
sobre las cuales se basan algunos de los teoremas mds importantes del andlisis:

Propiedad1: Toda cubierta abierta (U, ),c; de C contiene una subcubierta finita
(Ug,».-- Uy, ) de C.

Propiedad1l: Toda sucesion (x,) de puntos de C tiene un punto adherente
en C.

Los pioneros del andlisis funcional como ASCOLI [11] y VOLTERRA [196] reconocie-
ron laimportancia fundamental que tienen estas dos propiedades parala investigacion
de conjuntos de funciones. En efecto, el descubrimiento de que toda una serie de teore-
mas cldsicos sobre subconjuntos de R” puedan trasladarse a conjuntos de funciones
que verifican estas dos propiedades, fue uno de los motivos centrales para el desarrollo
del Anélisis Funcional.

Teniendo en cuentala gran utilidad de las propiedades Iy Il en Andlisis y en Anélisis
Funcional, es natural que los topélogos hayan tenido un interés vivo en estudiar la
clase de los espacios topolégicos que verifican estas propiedades. Estos espacios se
llaman compactos.

En las primeras tres secciones se expone la teoria de los espacios compactos. La
seccion 8.1 presenta las propiedades bésicas de esta clase de espacios. La seccion 8.2
analiza las funciones continuas sobre espacios compactos y generaliza toda una serie
de teoremas conocidos del Andlisis. En la seccién 8.3 se demuestra el célebre teorema
de Tikhonov y se discuten sus consecuencias. Este teorema es fundamental para las
aplicaciones en Andlisis Funcional.

Histéricamente, el desarrollo de la nocién ‘compacto’ se complicé por la equivalen-
cia de criterios en los espacios R”, que no son equivalentes en un espacio topolégico
cualquiera. La seccién 8.4 trata las variaciones correspondientes del concepto de
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compacidad: la compacidad numerabley la sucesional, dejando al lector casi todas
las demostraciones. Aparte del estudio de los nuevos conceptos, esta seccion tiene la
funcién did4ctica de consolidar y precisar los conocimientos y habilidades adquiridas
hasta entonces en el manejo de la compacidad.

Los espacios clasicos R” y C” no son compactos, pero cada uno de sus puntos
posee un sistema fundamental de vecindades compactas. La seccién 8.5 se dedica al
estudio de los espacios, llamados localmente compactos.

La seccién 8.6 muestra como amplias clases de espacios topolégicos pueden exten-
derse por diversos métodos a espacios compactos y ofrece una exposicion sistemdtica
de tales ‘compactificaciones’, especialmente para los espacios localmente compactos.

Concluimos el capitulo con una seccion de aplicaciones (seccién 8.7) que ilustran la
importancia de la teoria desarrollada en las secciones anteriores, con la deduccién de
una serie de teoremas cldsicos de diversas dreas mediante argumentos de compacidad.

8.1. Espaciosy subconjuntos compactos

Para espacios topolégicos en general las dos propiedades Iy I, mencionadas en la in-
troduccién, son equivalentes si en 11 se sustituye sucesién por filtro. Més detalladamente
podemos demostrar:

Teorema 8.1.1 (criterios de compacidad). En todo espacio topoldogico (X, %) las si-
guientes propiedades son equivalentes:

(C') Toda cubierta abierta de X contiene una subcubierta finita.

(C?) Toda familia de cerrados de X de interseccion vacia contiene una subfamilia
finita, también con interseccién vacia.

(C3) Toda familia de cerrados de X en la que cualquier subfamilia finita es de inter-
seccion no vacia, es a su vez de interseccién no vacia.

(C*) Todo filtro sobre X posee un punto adherente.
(C5) Para todo filtro sobre X hay uno mds fino convergente.
(C®) Todo ultrafiltro es convergente.

Para entender mejor el teorema en su conjunto notemos que los tres primeros
enunciados que hablan de familias de subconjuntos, forman un grupo de propiedades
correspondientes a (I). De manera anéloga los tres tltimos enunciados que hablan de
filtros, forman un grupo de propiedades correspondientes a (II).
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Demostracion. (C') <= (C?):(C")y(C?)son enunciados duales y por lo tanto equi-
valentes. Si (U,),e; €S una cubierta abierta de X, entonces ((U,),e; €s una familia
de cerrados de interseccion vacia e inversamente: si (C,),c; €s una familia de cerra-
dos en (X, Z') de interseccion vacia, entonces ((C,),e; €s una familia de abiertos que
recubre X.

(C?) < (C?):(C3) es simplemente la version negativa de (C?).

(C*) < (C®) se concluye inmediatamente de la proposicién 3.6.8.

(C%) < (CY) es una conclusién inmediata de 3.5.18 y 3.6.9.

Queda por probar la equivalencia entre los dos grupos de propiedades

(Ch), (C*), (C%) y (C), (C°), (C®.

(C3)= (C*). Debemos probar que todo filtro . tiene puntos adherentes, o sea,
que _
N{F |F e Z}#£0 8.1)

Pero esto es la interseccién de una familia de cerrados. De acuerdo con la axioma-
tica de filtro, toda subfamilia finita de Z tiene interseccién no vacia, en particular, se
cumple para la familia de los cerrados F>FeZ.Asi, aplicando (C3) se tiene (8.1).

(C*) = (C3). Sea (C,)qe; una familia de cerrados tal que toda subfamilia finita
sea de interseccién no vacia. = {C, | a € I} es, entonces, una subbase de filtro.
Sea £(% ) su filtro asociado. £(%/) tiene, por hip6tesis, un punto adherente, entonces
aQI C,>N{F | F € F}#0, pues trivialmente todo C, = C, € £(%). O

Nota. Esusual decir que una familia posee la propiedad de interseccion finita, para
expresar que toda subfamilia finita tiene interseccién no vacia. Con tal convenio,
(C3) se escribe: roda familia de cerrados con la propiedad de interseccion finita tiene
interseccion no vacia.

Definicién 8.1.2 (espacio compacto, subconjunto compacto). Un espacio topolégico
(X, %) se lama compacto cuando cumple las propiedades equivalentes (C')—(C5).
Decimos que un subconjunto C de (X, Z') es compacto si lo es como subespacio de
(X, ).

Con toda seguridad el lector acaba de leer una de las definiciones més importantes
de toda la topologia general.

Nota. Alreferirnos a un T;—espacio compacto, diremos un T;—compacto (i =1,2,3,4).

BOURBAKI [30] y otros emplean la palabra casi compacto en lugar de compacto
para designar este concepto, y reservan compacto para los espacios que segin nuestro
vocabulario son compactos de Hausdorff o sea T,—compactos, por ser éstos los més
frecuentes en las aplicaciones. Cuando el lector consulte la literatura topolédgica debe
cerciorarse en cada caso de la nomenclatura empleada por el autor.
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Es conveniente tener presente las caracterizaciones (C')—(C®) de los compactos y
usar la mas conveniente. Por la misma razoén es conveniente reescribir la definicién de
subconjunto compacto. De acuerdo con el concepto de subespacio topolégico, C en
(X, &) es compacto siy sélo si para toda familia de abiertos (A,),c; de (X, ) tal que

Cc UIA“ (=C=U(CNnA,)
ae

ael

existe una subfamilia finita (A, )<x<, para la cual también
n n
Cc kglAak (=C= kgl(c NAg,))

Esta forma es mds manejable y por lo tanto mds usada.
Pregunta. ;De qué manera se reescriben (C?)—(C*)?

Obsérvese que la definicién de subconjunto compacto se establece de tal modo
que resulta invariante para subespacios, es decir, si (X, Z') es un subespacio topolégico
de (Y, %), se tiene que C es un subconjunto compacto de (X, Z’)siysélosi C c X es
un subconjunto compacto de (Y, %), lo que es claro pues (C, %) =(C, Z¢) (5.1.1).

Ejemplo 8.1.3. Todo espacio indiscreto es compacto. Mds generalmente, todo espacio
que tiene sélo un nimero finito de abiertos es compacto. En particular, todo espacio
finito es compacto.

Ejemplo 8.1.4. Un espacio discreto es compacto siy sélo si es finito.

Ejemplo 8.1.5. Sea (X, %) un espacio topolégico y sea (x,) una sucesién en (X, Z’)
que converge a un punto x € X. Entonces el subconjunto C = {x, | n e N}U{x} es
compacto en (X, Z'); pues, si (U,) es una cubierta abierta de C y si x € Ug para un
cierto 3 € I, entonces casi todos los x,, estdn contenidos en Up y los puntos x,, que se
quedan fuera pueden cubrirse por un ntimero finito de U,,.

Ejemplo 8.1.6. Larecta real R no es compacta, pues la cubierta abierta {(—n,n) | n e
N*} no contiene una subcubierta finita de R. Sin embargo, como ya sabemos, todo
intervalo cerrado y acotado [a, b] es compacto. Indicaremos brevemente la demos-
tracion utilizando el criterio (C!): Sea (U,),e; una cubierta abierta de [a,b]en Ry
sea s el supremo de todos los nimeros r € [a, b] tales que los subintervalos [a, r]
pueden cubrirse por un nimero finito de los U,, (@ € I'). Obviamente s esta contenido
en algin U, (a€I)y s> a.Puesto que U, es abierto en R, existe € >0, £ < s —a tal
que [s —¢&,s + €] C U,. El subintervalo [a, s — €] puede cubrirse por una subfamilia
(Ug,»--.»U,,) de abiertos. Por lo tanto la subfamilia (U, , ..., U,, , U,) de (Uy)4er recubre
[a, s + €]. Esto significa una contradiccién si s < b. Concluimos que s = b y que [a, b]
puede cubrirse por un nimero finito de U,(a € I).
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Pregunta. ;Si proveemos a R de la topologia Z; = {(—oo, r) | r € R} de la continuidad
superior, ;cudles son los subconjuntos compactos de (R, Z7)?

Ejemplo 8.1.7. Sea (X, d)un espacio seudométrico compacto. Para todo real ¢ > 0, las
bolas abiertas de radio € recubren X. Por lo tanto, existe un niimero finito de centros
x;€X(i=1,...,n)tales que
Xc ,@1 B(x;,¢) 8.2)
=
Esto significa que todo punto x € X tiene una distancia menor que ¢ a al menos uno
de los puntos x;:
d(x,{x;,...,x,})<e (VxeX) (8.3)

De manera intuitiva podemos decir: el compacto X puede aproximarse tanto como
se quiera por un subconjunto finito. Un subconjunto finito F de un espacio seudomé-
trico X se llama una e—redsi d(x, F) < € paratodo x € X (&> 0) (fig. 8.1).

Figura 8.1: £-red sobre X

Luego hemos comprobado que un espacio seudométrico compacto posee una
e—red para todo ¢ > 0. (fig. 8.1)

Como consecuencia de la inclusién (8.2) notamos ademds que todo espacio seu-
dométrico compacto (resp. todo subconjunto compacto de un espacio seudométrico)
necesariamente es acotado.

Si queremos verificar el criterio (C!) podemos limitarnos a cubiertas formadas
por los abiertos de una subbase. Esto facilita en muchos casos la verificacién de la
compacidad. Indicaremos brevemente la demostracion de los detalles al lector.
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Teorema 8.1.8 (de Alexander). Seab una subbase del espacio topolégico (X, ). Enton-
ces(X,%’) es compacto si toda cubierta de X por elementos deb contiene una subcubierta
finita.

Demostracién. Supongamos por reducciéon al absurdo que (X, Z’) no es compacto.
Entonces existe un ultrafiltro U sobre X que no es convergente. Para todo x € X existe
un abierto U, € ¥(x) tal que U, ¢ U. Un ntimero finito de estos abiertos recubren

n
X. Pero esto nos lleva a una contradiccion: U necesariamente contienea X = U U,
i=1

como elemento mientras que no contiene ninguno delos U,, (i=1,...,n). O

Se deja al lector como ejercicio la elaboracién detallada de la demostracion.
En lo siguiente estudiaremos algunas propiedades elementales de los subconjuntos
compactos.

Ejemplo 8.1.9. Si se saca del compacto [0, 1] el punto 1 se obtiene un subespacio que
no es compacto; la sucesion (1 —1/n) no tiene un punto de adherencia en [0, 1).

Este ejemplo ya nos muestra que la compacidad no se hereda a subespacios cua-
lesquiera. Sin embargo, tenemos:

Proposicion 8.1.10. En un espacio compacto todo cerrado es compacto.

Demostracion. Sea C un subconjunto cerrado de un espacio compacto (X, 2'). Uti-
lizaremos el criterio (C*). Sea Z un filtro en C. Por ser (X, 2') compacto F tiene un
punto adherente x en X. Como en particular C € &, por ser C cerrado, el punto x
pertenece a C. Por lo tanto C cumple el criterio (C*). O

Ejemplo 8.1.11. Todo subconjunto acotado y cerrado C en R es compacto, puesto
que es un subconjunto cerrado del intervalo compacto [inf C,sup C]. En particular, el
conjunto de Cantor (6.2.11) es compacto.

~» Sin hipétesis adicional la proposicién 8.1.10 no puede invertirse. Como ya se ve para
el caso de un subconjunto propio de un espacio indiscreto, en un espacio topolégico
cualquiera un subconjunto compacto no es necesariamente cerrado. Incluso existen
espacios topolégicos que no contienen ningtin subconjunto no vacio que sea a la vez
compacto y cerrado.

Ejemplo 8.1.12. Proveamos a R de la topologia de la continuidad superior %, =
{(=o0, r)| r e R} que hemos considerado en una pregunta anterior de esta seccién. Los
unicos cerrados no vacios en (R, Z7) son los intervalos del tipo [r, ©0]. Pero ninguno
de ellos es compacto. La cubierta abierta ((—oo, n)),cy de [, 00) no contiene una
subcubierta finita.

A pesar de eso sabemos que (R, Z7) tiene subconjuntos compactos no vacios (por
ejemplo los finitos), que no son cerrados.
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Reexaminaremos la argumentacién del ejemplo 8.1.9 para ver qué hipotesis adi-
cionales necesitamos para invertir la proposicién 8.1.10. Cuando deciamos que la
sucesion (1—1/n) no tiene punto de adherencia en [0, 1) hemos utilizado el resultado
de que en un espacio de Hausdor{f siempre el limite de un filtro es su zinico punto de
adherencia. Si queremos generalizar esta argumentacién debemos suponer que el
espacio de base es de Hausdorff. En efecto, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 8.1.13. Sea(X,2’) un T,—espacio compactoy C C X . Entonces C es compacto
siy solo si C es cerrado.

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 8.1.14. Por medio de los resultados obtenidos ahora ya podemos caracterizar
los compactos en R y reestablecer un teorema conocido del andlisis. Por el ejemplo
8.1.11, todo subconjunto acotado y cerrado de R es compacto. Inversamente, todo
subconjunto compacto de R tiene que ser acotado, por la argumentacién del ejemplo
8.1.7, y cerrado por la proposicién 8.1.10. Concluimos que para los subespacios C ¢ R
se cumple

C compacto <= C cerradoyacotado (8.4)

De 8.1.10y 8.1.13 se deduce que en un T,—espacio la interseccion de una familia
cualquiera de compactos es compacta. Aqui se ve una analogia formal con la propiedad
basica (C3) de los cerrados. El andlogo de la propiedad (C2) se cumple también para
los compactos (en cualquier espacio topolégico).

Proposicion 8.1.15. En todo espacio topoldgico la unién finita de subconjuntos com-
pactos es compacta.

Demostraciéon. Ejercicio. O

En resumen, en todo T,—espacio, la coleccién de los subconjuntos compactos es
estable para la interseccion (finita o infinita) y la unién finita.

Consideremos ahora una propiedad de las familias de compactos que no se cumple
para familias de cerrados en general.

Proposicion 8.1.16. Sea (X, ') un espacio de Hausdorf{f y sea (C,),c; una familia
de subconjuntos compactos no vacios que es filtrante con respecto a la inclusién >.
Entonces se cumple para la interseccion C = ﬂl C, que:

ae

i) C es un compacto no vacio.

ii) SiU es una vecindad de C entonces existe a € I tal que

C,cU
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Demostracion. i) Tomemos un conjunto cualquiera C,, de la familia y consideremos
las trazas de los C, sobre C,, . Toda subfamilia finita (C,, N C,,, ..., C,, N C,,) tiene una

n
interseccion no vacia porque kﬂ C,, contiene a cierto C, no vacio por hipétesis. Por
=0
(C3?) tenemos que C = ﬁI(Ca N Cy,) # 0.
ac
ii) De ﬂ] C, € U deducimos que los abiertos CC, (a € I) recubren CU, por lo tanto
ae

también al compacto C,, \ U cCU. Por (C?) existe una subfamilia finita (CC,,,...,CC,,)
que recubre C, \ U. Esto significa que:

S
Nn G, cU
k=0
S
Puesto que (C,) es filtrante con respecto a D, existe a € [ tal que C, C kﬂ Cq, C
=0

U. O

Para destacar que estas dos propiedades estan intimamente relacionadas con la
compacidad, mostraremos con un contraejemplo que no se cumplen para cerrados
en general.

Ejemplo 8.1.17. i) Consideremos en R los intervalos cerrados [n,c0) (n € N). Es-
tos intervalos forman una familia monétona, por lo tanto filtrante, con respecto
a la inclusién D. Pero estos conjuntos no compactos ‘escapan al infinito’, su
interseccion es vacia.

ii) Consideremos en R? los conos cerrados (fig. 8.2).

Co={(x1, %) ER? | x| < (1/n)x,1}, (n€N¥)

Figura 8.2:
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Estos conos forman una familia monétona, por lo tanto filtrante con respecto a .
Su interseccién es la recta real C = {(x;,0) | x; € R}. Sin embargo, ninguna vecindad
de C del tipo R x (—p, p) (p > 0) contiene algin C,, (n €N).

Analicemos ahora la relacion entre compacidad y los axiomas de separaciéon. Con
respecto a la separacidn, los subconjuntos compactos se ‘comportan como los puntos'’.
Mas precisamente:

Proposicién 8.1.18. Sean B y C dos subconjuntos compactos disjuntos en un espacio de
Hausdorff (X, ). Entonces existen dos vecindades disjuntas de B y C respectivamente.

Demostracién. Primero probaremos que B puede separarse de todo punto y ¢ B por
dos vecindades disjuntas. En efecto, para todo x € B, existen dos vecindades abiertas
disjuntas U, y V, de x y de y respectivamente. Tenemos que B c U,z U,.. Entonces
existe una subfamilia finita (U,, ) tal que

Siponemos U, = U U,yV,= ﬂ V,, entonces obtenemos dos vecindades abiertas

disjuntas U, € B(B )y V € B(y). En el segundo paso volvemos a aplicar el mismo
razonamiento, pero esta vez al compacto C. Por el primer paso, para todo y € C
existen dos vecindades abiertas disjuntas U, € ¥(B) y V, € ¥(y). Por la compacidad
de C un numero finito de las vecindades V), recubren C:

r r
Definiendo U = ‘ﬂl U,yv= ‘U1 V,,, obtenemos dos vecindades abiertas disjuntas
= =]

de B y de C respactivamente. O
Corolario 8.1.19. Todo T,—espacio compacto (X, Z') es normal.
Demostracién. Por 8.1.13, todo subconjunto cerrado de (X, Z') es compacto. O

La proposicién 8.1.10 y corolario 8.1.19 manifiestan que en cierta forma se com-
plementan la compacidad y el axioma de Hausdorff. En cierto sentido, la compacidad
es la contrapartida del axioma (7). En un T,—espacio, si un filtro converge, tiene un
unico punto de adherencia. Por otro lado:

Proposiciéon 8.1.20. En un espacio compacto todo filtro que tiene un tinico punto de
adherencia converge a este punto.

Demostracion. Ejercicio. O
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Para terminar esta seccién s6lo nos queda introducir una nocién técnica que no
presenta ninguna dificultad conceptual: los subconjuntos relativamente compactos.

En R la cerradura de un acotado es compacto. Toda sucesion acotada en R tiene un
punto de adherencia en R. Esta propiedad de los acotados en R puede generalizarse a
espacios topolégicos cualesquiera.

Definicién 8.1.21 (subconjunto relativamente compacto). Un subconjunto C en un
espacio topologico (X, Z’) se llama relativamente compacto si su cerradura en (X, )
es compacta.

Nota. Estanocion depende esencialmente de la topologia del subespacio, no sélo de
la topologia inducida: (0, 1) es relativamente compacto en [0, 1] pero no en [0, 1). Por lo
tanto es necesario expresar siempre claramente cudl es el espacio respecto al cual se
toma la cerradura.

En un espacio compacto todo subconjunto es relativamente compacto (8.1.8).
~» En un espacio de Hausdorff, todo compacto es cerrado y por lo tanto es relativamente
compacto. Sin embargo, en un espacio que no es de Hausdorff, un compacto no es
necesariamente relativamente compacto. Por ejemplo, en R provisto de la topologia de
la continuidad superior, todo subconjunto {x} es compacto, mientras que su cerradura
{x} =[x, o0) no es compacta.

La analogia formal entre los subconjutos acotados de un espacio métrico y los
subconjuntos relativamente compactos en un espacio topolégico general, puede
expresarse diciendo que ambos forman una bornologia. Este concepto ha sido in-
troducido para tratar axiomaticamente los acotados prescindiendo de una métrica.
Nosotros no vamos a estudiarlo, s6lo vamos a dar su definicién.

Definicién 8.1.22 (bornologia). Sea X un conjunto, B ¢ #(X). Decimos que B es una
bornologia sobre X cuando cumple:

(B') La union finita de elementos de B estd en B.

(B?%) Todo subconjunto de un elemento de B estd en B.

(B3) Para todo x € X, el conjunto {x} estd en B.

Llamamos espacio bornoldgico al par (X, B).

Llamamos acotados de (X, B) a los elementos de B.

Evidentemente los subconjuntos acotados de un espacio métrico forman una
bornologia. Lo mismo ocurre con los subconjuntos relativamente compactos, en un
T,—espacio.

Proposicion 8.1.23. Sea (X, %) un T;—espacio. Entonces los subconjuntos relativa-
mente compactos de (X, Z’) forman una bornologia.

Demostracioén. (B') y (B?) son conclusiones directas de las proposiciones 8.1.10 y
8.1.15. El axioma (T;) implica (B2). 0O
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Finalmente generalizaremos el teorema cldsico que dice que toda sucesién acotada
en R tiene un punto de adherencia.

Proposicién 8.1.24. Sea (X, ') un espacio topoldégico y F un filtro sobre X. Si F
contiene un conjunto relativamente compacto C (como elemento) entonces & posee un
punto de adherencia en (X, ).

Demostracion. La traza Fz = {CNF|F € 7} es una base de filtro sobre C, porlo
tanto tiene un punto de adherencia x, en C C X. x; es también punto adherente del
filtro &. O

8.2. Compactosy aplicaciones continuas

Es inmediato, del criterio (C'), que la compacidad es una propiedad topoldgica, o sea,
es una propiedad invariante mediante homeomorfismos. Es mas: la compacidad es
invariante bajo aplicaciones continuas.

Teorema 8.2.1. Toda imagen continua de un espacio compacto es compacto.

Demostracién. Supongamos que (X, ') es un espacio compacto y que f una aplica-
cién continua de (X, 2') en un espacio topolégico (Y, %). Verificaremos que f[X]C Y
cumple el criterio (C!). Sea (U, ),<; unacubiertade f[X]en (Y, %). Entonces (™ [Uylper)
es una cubierta abierta del compacto X. Por (C!) existe una subcubierta finita

r . ! r
Xc kL=Jlf I[Uak] =f l[lcgl Uak];
de lo que podemos concluir
.
fixic G U,
Por lo tanto f[ X ] cumple el criterio (C1). O

~» Nota. jAtencién! La preimagen de un compacto por una aplicacién continua en
general no es compacta, como muestra aplicacién constante definida sobre un espacio
no compacto.

Ejemplo 8.2.2. La recta real ampliada R = RU {£00} es compacta porque es homeo-
morfa al intervalo compacto [—1, 1].

Ejemplo 8.2.3. Eltoro T =R/Z es compacto puesto que es la imagen continua del
compacto [0, 1] bajo la sobreyeccién canénica ¢ : R — R/Z.

Ademads de ser un medio frecuentemente utilizado para probar la compacidad de
un espacio dado, el teorema anterior es fundamental por los numerosos corolarios de
gran importancia que tiene, tanto en la teoria como en las aplicaciones.
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Corolario 8.2.4. Sea (X,Z’) un espacio topologico y R una relacion de equivalencia
sobre X. Si X es compacto, entonces X /R lo es también.

Corolario 8.2.5. Sea(X, %) compacto,(Y,%)un T,—espacioy f: X — Y unaaplicacién
continua. Entonces:

i) f esuna aplicacién cerrada.

ii) Si f es sobreyectiva, entonces % es la topologia de identificacion definida por f
sobre Y.

iii) Si f es inyectiva, entonces f es una inmersion: f[X] es homeomorfoa X.

Demostracion. i) Sea C cerrado en (X, ). Por 8.1.8, C es compacto. Por tanto f[C]
también lo es. Como (Y, %) es de Hausdorff, f[C] es cerrado.

ii) se deduce de i) por 5.3.16.

iii) si consideramos f como aplicacién de X sobre f[X], entonces es una biyeccion
continua y cerrada, por lo tanto es un homeomorfismo. O

Veremos a continuacién con un contraejemplo que el inciso iii) no se generaliza a
aplicaciones continuas sobre espacios topolégicos cualesquiera.

Ejemplo 8.2.6. La funcion f: ¢ — f(t)= e’?"* delintervalo [0, 1) en C es una biyeccion
continua de [0, 1) sobre el circulo unitario T en C (el toro). Pero f no es un homeo-
morfismo: T no puede ser homeomorfo a [0, 1) pues es compacto mientras que [0, 1)
no lo es.

Daremos ahora dos ejemplos que muestran aplicaciones del corolario anterior en
el andlisis.

Ejemplo 8.2.7. Sea I c Runintervalo compacto. Del andlisis sabemos que una funcién
continua f: I — R es inyectiva siy sélo si es estrictamente monétona (creciente o
decreciente). I’ := f[I] C R es conexo 6.1.17 y compacto 8.2.1, por lo tanto es un
intervalo cerrado y acotado (8.1.14). Aplicando el corolario anterior, obtenemos el
resultado siguiente: Si f: I — E es una funcién continua estrictamente mondtona sobre
un intervalo acotado y cerrado, entonces su imdgen I’ = f[I] es un intervalo acotado y
cerrado y la funcién inversa f~': I’ — I es también continua. Este resultado se utiliza
en el andlisis por ejemplo para demostrar (por pedazos) la continuidad de la funcién
arcsen a partir de la continuidad de la funcién sen.

Ejemplo 8.2.8. La existencia de las curvas de Peano muestra que el intervalo [0, 1]
puede aplicarse continuamente sobre el rectdngulo [0, 1]2. ;Es posible hacer eso me-
diante una aplicacién inyectiva? Un subconjunto C C R? se llama curva de Jordan si
es imagen de [0, 1] bajo una inyeccién continua f : [0,1] — R2. Por el corolario anterior,
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la inyeccién f es un homeomorfismo de [0, 1] sobre la curva de Jordan. Concluimos
que no existe una curva de Jordan que llene todo el rectangulo [0, 1]? puesto que éste
no es homeomorfo a [0, 1] (compérese con 5.1.16). Si aplicamos el corolario anterior a
la biyeccién identidad sobre un espacio provisto de varias topologias, obtenemos el
siguiente:

Corolario 8.2.9. Sea(X,%') un T,—espacio compacto. Entonces se tiene que:

i) & es minimal en el conjunto parcialmente ordenado de las T,—topologias sobre
X osea: siZ’ es una topologia de Hausdorff mds gruesa que % entonces X =%".

ii) X es maximal en el conjunto parcialmente ordenado de las topologias compactas
sobre X, o sea: si X’ es una topologia compacta mds fina que & entonces X = X".

Demostracion. i) Si (X, ') es de Hausdorff y 2’ c & entonces 1y: (X, 2)— (X, 2Z7)
es continua sobre el compacto (X, Z’), por lo tanto es un homeomorfismo.
ii) Se demuestra de manera andloga. O

Esto es un resultado realmente inesperado y muy importante en las aplicaciones
para probar la identidad entre dos topologias.

Consideremos ahora especialmente funciones continuas con valores reales sobre
un compacto. Obtenemos el resultado fundamental siguiente que es el prototipo de
los numerosos teoremas de existencia, que se prueban utilizando un ‘argumento de
compacidad’ .

Corolario 8.2.10 (teorema del méximo y del minimo). Una aplicacion real continua
sobre un compacto alcanza su minimo y su mdximo.

Demostraciéon. Laimagen de una aplicacién es compacta en R, por lo tanto es cerrada
y acotada; por lo que contiene sus extremos. O

En la préctica a veces es importante tener un teorema similar para funciones reales
semicontinuas.

Teorema 8.2.11. Sea (X,Z’') un espacio compacto. Entonces toda funcién numérica
f: X — R semicontinua superiormente (resp. inferiormente) alcanza su mdximo (resp.
minimo) sobre X .

Demostracién. Sea f semicontinua superiormente y sea s = sup f[X] € R. Definamos
S, =[s—1/n,00) (n € N*). Para todo n € N*, f71[S,] es cerrado en (X, %) por ser
f semicontinua superiormente. Entonces (f~'[S,]) es una sucesién decreciente de

compactos no vacios en (X, Z’). Por 8.1.16, la interseccién C := ﬂN f711S,] no es vacia.
ne

Todo x € C es un punto maximo de f sobre X. La demostracién para las funciones
semicontinuas inferiormente es anéloga. O
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Como aplicacién del corolario anterior analizaremos la separacién de subconjuntos
compactos en un espacio métrico.

Ejemplo 8.2.12. i) Sea(X,d)un espacio métrico. Recordamos que la distancia de

ii)

un punto x € X a un subconjunto C estd definida por

d(x,C):=inf{d(x,z)|z€ C}

Veremos ahora que si C es un compacto existe un punto y en C ‘mds cerca’ de

x o sea tal que (fig. 8.3)
d(x,y)=d(x,C)=d

\\ C,
\
|
|
X 1 Bola compacta

/
/

a) b)
Figura 8.3: a) Distancia de un punto a un compactoy b) a un cerrado

En efecto, la funcion real z — d(x, z) es continua sobre C (1.6.2), entonces
alcanza su minimo d en un punto y € C. El mismo razonamiento puede apli-
carse a cerrados cualesquiera C en (X, d) si todas las bolas cerradas de (X, d) son
compactas (como sabemos, y probaremos en la seccién siguiente, esto ocurre
por ejemplo en los espacios euclideanos de dimensién finita). Sea x un punto,
C un cerrado en tal espacioy d = d(x,C). C' := C N B’(x,d + 1) es compacto
segln hipétesis, luego existe un y € C’ tal que d(x, y) = d(x, C’). El punto y
es también un punto més cerca de x en todo C; pues paratodo z € C \ C’ se
cumpled(x,z)>d+1>d(x,y).

Sabemos que existen cerrados disjuntos K y C en R? tales que d(K, C)=0. Esto
implica que en K x C no existe un par de puntos de distancia minimal tales que
d(x,y)=d(K,C).

Probaremos ahora que dos compactos disjuntos cualesquiera K y C en (X, d)
siempre tienen una distancia estrictamente positiva, y contienen un par de
puntos de distancia minimal.
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La funcién real x — d(x, C) es continua sobre el compacto K, luego alcanza su
minimo d =min{d(x, C)|x € K} =d(K, C) en un punto x,. Puestoque xo ¢ C y
C es cerrado tenemos que d = d(x,, C)> 0. Por i), existe y, € C tal que

d(xo, yo)=d(K,C)>0 8.5)

Si todas las bolas cerradas de (X, d) son compactas, el mismo resultado puede
probarse para el caso mas general en que K es compacto y C cerrado. Esta
situacién ocurre en las aplicaciones, a veces en la forma siguiente: K ¢ X es
un compacto y U es una vecindad abierta de K. Entonces necesariamente
d =d(K,CU)> 0 (siempre que las bolas cerradas de (X, d) sean compactas) (fig.
8.4).

Figura 8.4:

Concluimos esta seccién con un ejercicio cuyo enunciado principal ya hemos
citado, sin demostracion, en el capitulo 1: Todas las normas posibles sobre un espacio
vectorial de dimension finita E son equivalentes; en particular, todas definen la misma
topologia sobre E.

Ejercicio 8.2.13. Sea f: R"” — E una biyeccion lineal de R” sobre un espacio vectorial
real normado E. Probar que:

i) Lafuncién g: x — ||f(x)|| de la esfera E"~! c R" en E es continua.

ii) Existe un ntimero real § > 0 tal que g(x) > § paratodo x € E""!. Paratodo y € E
se cumple || f~!(y)|| £ 67|y ||. Porlo tanto f es un homeomorfismo.
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iii) Todas las normas sobre un espacio vectorial de dimensién finita son equivalen-
tes.

iv) Todo subespacio vectorial E de dimensidn finita en un espacio normado (F, || - ||)
es cerrado.

8.3. Producto de compactos

En 1935 Tikhonov publicé el célebre teorema de que la compacidad es invariante para
productos. Su demostracién era muy ingeniosa, pero un tanto complicada. Daremos
aqui una demostracion alternativa de gran sencillez, obtenida posteriormente con el
empleo de los ultrafiltros. En su tiempo, éste fue un hecho que contribuy6 fuertemente
ala aceptacion general de los filtros, pues evidencia de modo elocuente su utilidad
como instrumento de investigacion.

Teorema 8.3.1 (Tikhonov). Sea ((X,, Zy))qer Una familia de espacios topologicos no
vacios. Entonces [ | X, es compacto si y sélo si lo es cada espacio (X,, %,) (a € I).
ael

Demostracién. =>: por el axioma de eleccion X = | [ X, # . Como las proyecciones
Tq: X — X, son sobreyectivas y continuas, la compacidad de [ | X,, implica la de cada
espacio (X,, Z,) (@ €I)<: Sea % un ultrafiltro sobre | [ X,,. Paratodo a € I, m, {%}
es un ultrafiltro sobre X, . Por el criterio (C®) cada ultrafiltro 7,{%} es convergente.
Concluimos, segtin 5.2.6, que % a su vez es convergente. O

Nota. Utilizando la misma idea de demostracién, el teorema de Tikhonov puede
probarse para todas las topologias iniciales que son definidas por sobreyecciones. Mdas
precisamente, si(X,, Z,)eer €S una familia de espacios topologicos, X un conjuntoy
(fo)aer familia de sobreyecciones f,: X — X,,, entonces X provisto de la topologia inicial
definida por (f,).cr €s compacto siy solo si todos los espacios (X, Z,) son compactos
(ael).

Demostracion. Ejercicio. O

El teorema de Tikhonov es uno de los medios més poderosos para verificar la
compacidad de ciertos espacios (especialmente espacios funcionales). Para ilustrar
esto daremos unos ejemplos.

Ejemplo 8.3.2 (caracterizacién de los compactos en R"). Por 8.1.13 y por el ejemplo
8.1.7, todo subconjunto compacto en un espacio métrico es necesariamente cerrado
y acotado. Veremos ahora que en el espacio métrico R” se cumple también el inverso.

Sea C c R" acotado y cerrado. Entonces C estd contenido en un producto de
intervalos cerrados y acotados [; x --- x I, (fig. 8.5).
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1l X,

Figura 8.5:

Por el teorema de Tikhonov, el producto [; x --- x I,, C R"” es compacto. Concluimos
por 8.1.10 que el subconjunto cerrado C también lo es. Con eso hemos vuelto a
demostrar un teorema fundamental del andlisis. Un subconjunto C C R" es compacto
siy solo si es acotado y cerrado.

Ejemplo 8.3.3. Todo cubo IT (potencia finita o infinita del intervalo compacto I =
[0,1]) es compacto.
El cubo de Hilbert I = || [-1/n,1/n]= IY" es compacto.

neN+
Ejemplo 8.3.4. Sea T un conjunto no vacio cualquiera y consideremos el espacio X =
R” de todas las funciones reales sobre T, provisto de la topologia de la convergencia
puntual (topologia producto). Un subconjunto C ¢ R” se llama débilmente acotado si
para todo ¢ € T la proyeccién

T, [Cl={x(t)| x€C}cR

es acotada (en R). Por tanto, si C es débilmente acotado existen intervalos compactos
I, =[a,, b, ]CR (t €T)tales que
cc] ia b

teT

En este caso C es subespacio del subconjunto compacto [ | I, cR”. Concluimos
teT

que todo subconjunto cerrado débilmente acotado en R es compacto.

El inverso se cumple trivialmente. Todo subconjunto compacto de R” es cerrado,
por ser R” de Hausdorff, y es débilmente acotado puesto que las proyecciones son
continuas. Vemos que la caracterizacién de los compactos expuesta en el ejemplo 8.3.2
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se generaliza a espacios potencias RT de dimension infinita si se sustituye ‘acotado’
por ‘débilmente acotado’.

No obstante hay que destacar una diferencia esencial entre los espacios R” y R”
(T infinito): En R” toda bola abierta es un ejemplo de un abierto acotado no vacio,
mientras que en RT no existe un abierto no vacio que sea débilmente acotado (por la
definicién de la topologia producto); por tanto
~» todos los compactos en R” tienen interior vacio.

Por el ejemplo 8.3.2 todo subconjunto acotado de R” es relativamente compacto.
~» Pero jatencion! Esto no se cumple en espacios métricos cualesquiera. Incluso proba-
remos en la tltima seccién de este capitulo, que un espacio normado que contiene una
bola relativamente compacta es de dimension finita. Aqui sélo daremos un ejemplo
de un espacio normado cuya bola unitaria (cerrada) no es compacta.

Ejemplo 8.3.5. Consideremos el espacio normado X = €([0, 1]) de las funciones reales
continuas sobre [0, 1] provisto de la norma uniforme

lIXlloo =sup{[x(£)|[0< <1} (x €X)

Figura 8.6:

El funcional lineal f: X — R definido por

1/2 X
f(x)=f x(t)dt—f x(t)dt
0 1

/2

es continuo (por el criterio (1.53), cap. 1) puesto que | f(x)| < || x|l paratodo x € X. Se
verifica facilmente que el supremo de f sobre la bola unitaria C ={x € X ||| x||oc <1}
es 1. Sencillamente hay que aproximar la funcién constante por pedazos

t—sig(l/2—t) (0<t<1)
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sucesivamente por funciones continuas x de norma || x||o, <1 (fig. 8.6).
Sin embargo, evidentemente para toda funcién x € C se tiene que |f(x)| < 1. Por
lo tanto f no alcanza su supremo en C. La bola unitaria de &([0, 1]) no es compacta.
Restrinjamos ahora f al subespacio lineal P, de todas las funciones polinomiales
x(t)=ay+at+---+a,t" de grado < n sobre [0, 1]. Entonces la bola unitaria {x € P, |
Ix|loo <1} = C NP, es compacta por ser P, homeomorfo a R*™! (8.2.13). Concluimos
que f alcanza su maximo sobre C N P,.

Para terminar esta seccién analizaremos las vecindades de un producto compacto
contenido en un espacio producto con un ntimero finito de espacios coordenados.
Volveremos a ver que aqui también que los compactos se comportan como puntos.

n

En un espacio producto [ [ X; todo punto x = (x;) tiene como sistema fundamental
i=1
de vecindades la familia

{]_[mvie#/ (xi)izl,...,n}

i=1

Sin embargo, en general, no es cierto que la familia

{l_[V,-|V,-e“I/ (7 [A]) i=1,...,n}

i=1

n
~» sea una base de vecindades de A C [ [ X; (ver ejemplo. fig. 8.7), ni siquiera cuando

i

A

A es un cubo (fig. 8.8).

T
1 2

Figura 8.7: Figura 8.8:

Esto es un error de cuidado. Sin embargo, tenemos para los cubos compactos el teo-
rema de Wallace, cuya demostracién en forma de ejercicio orientado recomendamos
al lector, para tener préctica en el manejo de la nocién de compacidad en espacios
producto.
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Teorema 8.3.6 (de Wallace). Sea ((X,, Z4))i=1..n Una familia finita de espacios topold-
gicos. Si paratodoi=1,...n, C; es un subconjunto compacto de X;, entonces

n
{]_[VfIV,-eB(ci) i=1,...,n}
i=1

n
forman una base de vecindades del cubo | | C;.

i=1
Demostracion. Ejercicio, indicaciones:

La demostracién se hace por induccién. Supongamos que n = 2. Sea W una
vecindad de C, x G,. Para todo (x, y) € C, x G, existen vecindades R, , € B(x),S, , €
B(y)tales que R, , xS, , C W.Elproceso de la demostracion se indica a continuacion:

Primer paso: Probar que existe una familia finita de puntos y; € C, tal que:

Ny
CGcus,, =P
2 i1 X,Y; X

:
i
“““ 2 .,

Il
(W]
x

Figura 8.9: Figura 8.10:
Segundo paso: Probar que existe una familia finita de puntos x; € C; tal que
Gic UQ,=QeB(C)
p= ,élp“ € B(Gy)
PxQcw

(ver fig. 8.11). Supongamos que el teorema es vélido para n. Resta probar que es valido
paran+1. (]
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Pregunta. ;Cémo puede derivarse la proposicién 8.1.18 del teorema de Wallace?

Figura 8.11:

8.4. Compacidad y numerabilidad

En andlisis se utilizan diferentes versiones de la propiedad II (que citamos en la seccién
8.1) como propiedad caracteristica de los compactos X C R, a saber:

(II) Toda sucesion en X posee un punto de adherencia.
(I") Todo subconjunto infinito de X posee un punto de acumulacién en X.
(I”) Toda sucesién en X contiene una subsucesién convergente en X.

~» En general, ninguna de estas propiedades es equivalente a la compacidad e incluso
no son equivalentes entre si. Vamos a estudiar sus caracteristicas y sus interrelaciones
de manera condensada sin entrar en los detalles; pues estos conceptos sélo se utilizan

en situaciones especiales, no tienen la importancia basica de la nocién de compacidad.

Dejaremos casi todas las demostraciones al lector, para que tenga oportunidad de
desarrollar su capacidad productiva de analizar y resolver problemas de compacidad,
de recubrimiento y de convergencia.

Definicién 8.4.1. Se dice que un espacio topolégico (X, %) es
i) numerablemente compacto o N—compacto si cumple (II);
ii) débilmente N—compacto o B— W—compacto si cumple (IT');

iii) sucesionalmente compacto si cumple (I1”).
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Nota. Histéricamente, el término compacto fue primeramente utilizado para deno-
tar los sucesionalmente compactos, mientras que los compactos fueron llamados
bicompactos.

Dejamos al lector como ejercicio probar las implicaciones, compacto o sucesional-
mente compacto = numerablemente compacto = débilmente N—compacto. (8.6)

Daremos ahora dos ejemplos que muestran que estas implicaciones no pueden
invertirse.

Ejemplo 8.4.2 (un espacio N— compacto y compacto, pero no sucesionalmente com-
pacto). Consideremos el espacio I’ de todas las funciones x: [0,1] — [0, 1] provisto de
la topologia de la convergencia puntual. Por el ejemplo 8.3.3, I’ es compacto, por lo
tanto también es N—compacto. Pero I’ no es sucesionalmente compacto. En efecto,
la sucesién de funciones x,,: t — x,(t) (n € N) definida por x,(¢) := n—ésimo término
en el desarrollo binario de ¢ € [0, 1], no contiene una subsucesion convergente. Su-
pongamos, por reduccién al absurdo que (x,, ) es una subsucesién que converge a
x € I'. Entonces, paratodo t €I, (x,,(£)) converge a x(t). Consideremos un nimero
ty € I tal que el ny—ésimo término de su desarrollo binario es 0 si k es pary 1si k es
impar. Entonces la sucesion (x,, ) (%)) se escribe también 1,0,1,0,1,0,..., entonces
no puede ser convergente. Concluimos que en un espacio compacto no es necesario
que toda sucesion contenga una subsucesion convergente.

Pregunta. La propiedad (II) es sencillamente la propiedad (C*) de los compactos, limi-
tada a los filtros de Fréchet. Por lo tanto, todo espacio compacto es numerablemente
compacto. ;Por qué una conclusién analoga no puede establecerse para los espacios
sucesionalmente compactos? ;Por qué la propiedad (II') no es una particularizaciéon
del criterio (C®)?

Para analizar bajo qué condiciones adicionales, ciertas de las implicaciones (8.6)
pueden invertirse, necesitamos algunas caracterizaciones de los espacios numerable-
mente compactos.

Proposicion 8.4.3 (caracterizacién de los espacios numerablemente compactos). Para
todo espacio topolégico (X, ') son equivalentes las siguientes proposiciones:

(NC') Toda cubierta abierta numerable de X contiene una subcubierta finita.

(NC?) Toda familia numerable de cerrados en X que tiene la propiedad de interseccion
finita es a su vez de interseccién no vacia.

(NC3) Toda sucesién decreciente de cerrados no vacios en X tiene interseccion no vacia.

(NC*) Toda sucesion tiene un punto de adherencia.
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(NC®) Todo subconjunto infinito A de X tiene un punto de densidad (i.e. un punto en
X cuyas vecindades contienen un ntimero infinito de puntos de A).

Demostracion. Ejercicio. O

Una comparacién entre (II') y (NC®) muestra que la diferencia entre los espacios
numerablemente compactos y los espacios débilmente N—compactos se refleja en la
diferencia entre ‘punto de densidad’ y ‘punto de acumulacién’. Todo punto de densidad
es un punto de ‘acumulacién’ pero en general el inverso no se cumple. De todos modos,
en un T;—espacio ambas nociones coinciden como se demuestra facilmente.

Lema8.4.4. Sea(X,%) un Ti—espacioy A C X. Entonces x € X es un punto de densidad
de A siy solo si es un punto de acumulacion de A.

Demostracion. Ejercicio. O

Con la ayuda de este lema, se concluye inmediatamente de la proposicién anterior
una primera equivalencia.

Corolario 8.4.5. Un T;—espacio es N—compacto si y solo si es débilmente N—compacto.

Como es de esperar, obtenemos otras equivalencias si suponemos adicionalmen-
te uno u otro de los axiomas de numerabilidad. Probaremos primero la siguiente
caracterizacién de los puntos adherentes de una sucesién en un (AN1)—espacio.

Lema 8.4.6. Sea (X,%) un (ANI1)—espacio. Si una sucesion (x,) en (X, ') tiene un
punto adherente x € X, entonces contiene una subsucesion que converge a x.

Demostracion. Ejercicio. (se generaliza la demostracion clasica del anélisis) O
Proposicion 8.4.7. i) Bajo (AN1) la compacidad secuencial y la numerable son
equivalentes.

ii) Bajo (AN2) dichas nociones y la propia compacidad son equivalentes.

Demostracion. Ejercicio. i) es una consecuencia inmediata del lema precedente; ii) es
un corolario del teorema de Alexander. O

Ejemplo 8.4.8. Sabemos que R” es un (AN2)—espacio de Hausdorff; por lo tanto
las nociones de ‘compacidad’, ‘compacidad secuencial’, ‘compacidad numerable’ y
‘compacidad numerable débil’ son equivalentes en R”. Veremos ahora que lo mismo
se tiene en todos los espacios métricos. Mds precisamente:

Teorema 8.4.9 (caracterizacion de los espacios métricos compactos). Sea(X,d) un
espacio métrico numerablemente compacto. Entonces se cumple:
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i) Para todo recubrimiento abierto % de X existe un ntimero real 6 > 0 (ntimero
de Lebesgue) tal que la cubierta {B(x,0)| x € X} formado por todas las bolas de
radio 0, es mds fina que U .

ii) Para todo € > 0 existe una e—red R de (X, Z ).
iii) (X,%,) es compacto.
iv) (X,%,) es secuencialmente compacto.

Demostracién. i) Supongamos por reduccién al absurdo que i) es falso, o sea que
existe una cubierta abierta % de X para la cual no existe un ntimero de Lebesgue. Esto
significa que para todo n € N* existe un punto x, € X tal que la bola B(x,,2™") no
estd contenida en ningin U € % . Por hip6tesis (x,,) tiene un punto de adherencia x.
Sea x € U € % . Existe k € N* tal que B(x,27%) c U. Entonces, por la desigualdad del
triangulo, se cumple para todo y € B(x,27%71)

B(y,2*YcB(x,2 " cu

Esto implica que B(y,27") c U para todo n > k + 1. Entonces, por la definicién de
(x,), ninguno de los puntos x,, (n > k+ 1) puede pertenecer a B(x,2~""!). Pero esto
contradice a la suposicién de que x es un punto adherente de (x,,).

ii) Supongamos por reduccién al absurdo que ii) es falso. Entonces existe & > 0 tal
que X no puede cubrirse por un ntimero finito de bolas de radio ¢. Por induccién puede

n
seleccionarse una sucesién de puntos x,, € X tal que x,,.; € X\ U B(x;,¢) (n €N).
i=1

Esto implica que d(x,, x,,) = € para m,n € N, m # n. Concluimos que para todo x € X
la vecindad B(x, £/2) contiene a lo sumo un punto de la sucesion (x,,). Por lo tanto
(x,,) no tiene un punto de adherencia en X. Contradiccién.

iii) Sea % un recubrimiento abierto de X. Por i) existe un nimero de Lebesgue

k

0 para % . Por ii) existe una sucesion finita x,..., x, tal que X = _UIB(xk,é'). Para
1=

k=1,...,r existe U; € % que contienen las bolas respectivas B(x;, §). Concluimos

que (U;,, ..., U; ) es una cubierta finita de % .
iv) Se deduce de iii) por 8.4.7 i). O

Nota. La demostracién muestra que en un espacio métrico se tienen las siguientes
equivalencias:
i) A ii) <= compacto <= secuencialmente compacto <= N—compacto.

Veremos ahora algunas propiedades de los espacios numerablemente compactos
y secuencialmente compactos.

Proposicién 8.4.10. i) La compacidad numerable y la compacidad sucesional se
heredan a los subespacios cerrados y a las imdgenes continuas.
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ii) Toda funcién real continua definida sobre un espacio secuencialmente o numera-
blemente compacto (X, %) alcanza sus extremos en X .

Demostracion. Ejercicio. O

Introduzcamos un tltimo concepto en este contexto que no es otra versién de
la compacidad sino un nuevo concepto de propia importancia. Lindel6f demostré
a finales del siglo XIX que toda cubierta abierta de R contiene una subcubierta nu-
merable. Este resultado sorprendente en su tiempo, ha promovido la introduccién
de una noci6n topolégica relacionada a la vez a la compacidad y a los axiomas de
numerabilidad.

Definicién 8.4.11 (espacio de Lindel6f). Un espacio topolégico (X, Z') se dice que
cumple el axioma (L) o que es un espacio de Lindeldfsi toda cubierta abierta de X
contiene una subcubierta numerable.

Esta propiedad viene a ser la complementaria de numerablemente compacto res-
pecto ala nocién de compacidad, esto es,

Proposicion 8.4.12. Para todo espacio topolégico (X, %) son equivalentes las siguientes
proposiciones:

i) (X,Z) es compacto.
ii) (X, %) es de Lindeldf y numerablemente compacto.

Demostracién. Sélo hay que probar que ii) implica i). Sea %/ una cubierta abierta de
X. Por Lindel6f existe una subcubierta numerable %/’. Por compacidad numerable
existe una subcubierta finita /" de %’. O

Si queremos verificar la propiedad de Lindel6f basta considerar sélo las cubierta
abiertas formadas por subcolecciones de una base cualquiera. Esto es lo que nos dice
el criterio siguiente, que es una especie de ‘teorema de Alexander’ débil, para espacios
de Lindelof.

Proposiciéon 8.4.13. Sea (X, %) un espacio topolégico y B una basede X . (X, %) es de
Lindeldf si y solo si toda cubierta de X por elementos de B contiene una subcubierta
numerable.

Demostracién. Sélo hay que probar ‘=’. Sea B una base de & tal que toda cubierta
de X por elementos de B contiene una subcubierta numerable, y sea %/ otra cubierta
abierta cualquiera de X. Para todo x € X existe un abierto U, € % y un elemento
de la base B, € B tal que x € B, C U,. Puesto que los B, (x € X) cubren X, existe
una familia numerable (x,) tal que X = nLEJN B, . Entonces (U, ) es una subcubierta

de X. O
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El corolario siguiente expone la propiedad principal de los (AN2)—espacios.
Corolario 8.4.14 (primer teorema de Lindel6f). Todo AN2—espacio es de Lindeldf.

En los espacios métricos esta propiedad caracteriza a los AN2—espacios.
Teorema 8.4.15. Todo espacio métrico de Lindel6f es AN2—espacio.

Demostracion. Para el espacio métrico de Lindel6f (X, d) consideremos las cubierta
abiertas {B(x,1/k)| x € X}. Paracada k € N* existe una subcubierta finita {B(x¥),1/k) |
n € A}, A € N finito. Veamos que la familia numerable {B(x¥),1/k) | k € N*,n €
kLEJNAk} es una base para 2. Sea U € Z; y x € U. Existe € > 0 tal que B(x,&) c U.

Escojamos k € N tal que k > 2/¢. Como {B(xﬁlk), 1/k)| n € A;} es una cubierta de X,
existe n € Ay, tal que x € B(x%),1/k). Por otra parte, si y € B(xF),1/k) entonces

d(x,y)<d(x, x®)+d(xD, y)<2/k <e.

Entonces
xe€B(xM,1/k)c B(x,e)c U. O

Ejemplo 8.4.16. Ry, mds generalmente, todos los espacios R” (n € N) son AN2—espacios,
por lo tanto son espacios de Lindel6f. Recuperamos aqui el teorema clasico de Lindelof:
Toda cubierta abierta de R contiene una subcubierta numerable.

Por aplicacion del corolario anterior se obtiene un segundo teorema de Lindel6f.

Corolario 8.4.17 (segundo teorema de Lindel6f). En un AN2—espacio (X, %) toda base
de X contiene una base numerable de X .

Demostracién. Sea § = {B, | n € N} una base numerable de (X,%') y B’ otra base
cualquiera. Todo B, (n € N) es cubierto por los abiertos U € 8’ tales que U C B,.
B,,, como subespacio, cumple (AN2), por lo tanto es de Lindel6f. Entonces existe una
subcubierta numerable 3, c 8’ de B,,. Concluimos que ngN B, es una base numerable

de & contenida en . O
El ejemplo siguiente muestra que no todo espacio de Lindel6f cumple (AN2).

Ejemplo 8.4.18. Consideremos sobre R la topologia &5 generada por los intervalos
semiabiertos (a, b] (a,b € R). Zs es mas fina que la topologia usual pues (7, s) =

LJN (r,s—1/n] paratodos r, s € R. Puede demostrarse que (R, Zs) es de Lindelof (véase
nen*

DUGUNDJI [60]; pag. 164, €j. 6). Sin embargo, (R, Z's) no cumple (AN2). Supongamos
por reduccién al absurdo que 8 = {U, | n € N} es una base numerable de Zs). Por el
corolario 8.4.17 podemos suponer adicionalmente que todo U, € f tiene la forma
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(ay, b,]. Seleccionamos b e R\ {b,, | n € N} yunreal a < b. Entonces es evidente que

el abierto (a, b] no puede representarse como unién de una subfamilia de los (a,,, b, ].

Esta contradiccion muestra que (R, Zs) no es un AN2—espacio. Puesto que es facil
comprobar que (R, Zs) es un AN1—espacio separable, tenemos aqui un ejemplo, muy
interesante por la rara combinacién de propiedades, de un T;—espacio separable, AN1
y de Lindeldf que no cumple AN2.

(a,b]x(c,d]

CNS

N
i
|
|
|
I
1

X~ - —

Figura 8.12:

Mencionamos a continuaciéon dos propiedades de herencia de los espacios de
Lindelof:

Proposicion 8.4.19. i) Todo subespacio cerrado de un espacio de Lindeléf es de
Lindelof. Un subespacio cualquiera de un AN2-espacio es de Lindeldf.

ii) Toda imagen continua de un espacio de Lindelof es de Lindeldf.
iii) Todo espacio T; y de Lindeléff es T,. Por lo tanto, (R, Zs) es normal.

Demostracion. Ejercicio. O

No se cumple un teorema de Tykhonov para los espacios de Lindel6f. En efecto,
concluimos esta seccién con un ejemplo en forma de ejercicio que muestra que:

1. el producto de dos espacios de Lindel6f no es necesariamente de Lindelof.

2. la separabilidad en general no se hereda a los subespacios.
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Ejercicio 8.4.20. Sea R? provisto dela topologia producto 2'Z = 25 xZs (véase el ejem-
plo anterior) que tiene como base los rectdngulos semiabiertos (a, b]x(c,d] (a, b, c,d €
R) (fig. 8.12). Probar (sin utilizar los resultados del ejemplo 8.4.18) que:

i) %52 induce enlarecta R ={(x, y)| x —y =0} la topologia discreta.
ii) (R? 2°2) no es normaly, por lo tanto, no es de Lindelof (8.4.19 iii)).

iii) (R? 2¢) es un AN1—espacio separable que no cumple (AN2) y que contiene un
subespacio no separable.

iv) El producto de dos espacios normales no es necesariamente normal.

8.5. Espacios localmente compactos

Los espacios clasicos R, C, R”, C" no son compactos, pero cada uno de sus puntos
posee un sistema fundamental de vecindades compactas. Localmente son compac-
tos. Espacios con esta propiedad juegan un papel importante en la matamaética, por
ejemplo en teoria de integracion (teoria de Radon; véase BOURBAKI [31]).

Definici6n 8.5.1 (espacio localmente compacto). Decimos que un espacio topolégico
(X, %) es localmente compacto si cada uno de sus puntos posee un sistema fundamen-
tal formado por vecindades compactas.

Nota. Como en el caso de los compactos, algunos autores exigen ademads que un
espacio localmente compacto sea de Lindel6f~-Hausdorff. Otros autores llaman ‘lo-
calmente compacto’ a todo espacio cuyos puntos tengan cada uno al menos una
vecindad compacta. Esto no coincide con el uso general de la palabra propiedad local.
Una propiedad local debe heredarse a todo subconjunto abierto. Veremos més tarde
que en todo T,—espacio ambas definiciones son equivalentes.

Ejemplo 8.5.2. Todo espacio discreto (X, 22 (X)) es localmente compacto, puesto que
el conjunto unitario {{x}} formado por el compacto {x} es un sistema fundamental de
vecindades de x para todo x € X. Por otro lado, todo espacio indiscreto es localmente
compacto porque es compacto y es la tinica vecindad de cada uno de sus puntos.
Concluimos que sobre un conjunto la topologia mas gruesa y la topologia mas fina
son ambas localmente compactas.

Ejemplo 8.5.3. Todos los espacios R, C, R”, C" son localmente compactos.
Ejemplo 8.5.4. Elsubespacio Q c R no es localmente compacto.

Demostracion. Ejercicio. O
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Ejemplo 8.5.5. Todo T,—espacio compacto (X, ') es localmente compacto, pues
(X, %) es normal, por lo tanto regular; entonces las vecindades cerradas de x € X
forman un sistema fundamental de vecindades (compactas) de x.

Proposicion 8.5.6 (caracterizacion de los T,—espacios localmente compactos). En un
T,—espacio (X, Z’) son equivalentes las proposiciones siguientes:

i) Todo punto posee un sistema fundamental de vecindades compactas.

ii) Todo subconjunto compacto posee un sistema fundamental de vecindades com-
pactas.

iii) Existe una base de la topologia formada por abiertos relativamente compactos.
iv) Todo punto posee una vecindad compacta.

Demostracién. La equivalencia i) <= ii) se cumple en todo espacio topoldgico. La
implicacién ii) = i) es trivial; inversamente si C es compacto y U D C es abierto,
entonces todo x € C posee una vecindad compacta V, ¢ U y como los abiertos V,

n
U V,, esuna

n
recubren C, existe un recubrimiento finito C ¢ U V.. Evidentemente
i=1 i=1

i=

vecindad compacta de C por 8.1.15.
i) = iii): Si las vecindades compactas de x forman un sistema fundamental de
vecindades de x, entonces también las vecindades abiertas relativamente compactas

V. Por lo tanto, los abiertos relativamente compactos forman una base de & (3.1.13)

(aqui hemos utilizado al axioma (T;) para concluir que 1; es relativamente compacto
si V es compacto).

iii) = iv); es trivial.

iv) = i); sea V una vecindad compacta de x € X. Por el ejemplo 8.5.5, x posee un
sistema fundamental de vecindades compactas en el subespacio V, luego también en
(X, 2). O

Nota. En un espacio topolégico cualquiera se cumplen sélo las implicaciones i) <=
ii) = iv) y iii) = iv).

Corolario 8.5.7. Todo AN2—espacio de Hausdorff que es localmente compacto, posee
una base numerable de abiertos relativamente compactos.

Demostracion. Se desprende del criterio iii) mediante el segundo teorema de Lindel6f
(8.4.17). O

La demostracién de 8.5.6 muestra que un espacio topolégico, del cual todos sus

puntos poseen una vecindad T, compacta, necesariamente es localmente compacto.
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Ejemplo 8.5.8. Todo espacio localmente euclidiano (X, 2’) es localmente compacto.
En particular, todas las variedades de clase C* (k > 0) son localmente compactas.

Podria pensarse que si todos los puntos poseen una vecindad T,—compacta, en-
tonces el espacio es de Hausdorff. Sin embargo, esto no se cumple, como muestra el
ejemplo siguiente.

Ejemplo 8.5.9. Consideremos el espacio X =R*U{6,, 6,} obtenido sustituyendo el
punto 0 de la recta real por dos nuevos puntos 6, y 6, (fig. 8.13).

p————— ~
A N
77 Np——— I8

Figura 8.13: Espacio localmente compacto pero no T,

Es fécil ver que todo punto x € X posee una vecindad T,—compacta. Sin embargo,
los puntos 6, y 6, no pueden separase por vecindades disjuntas. X es un T;—espacio
localmente de Hausdorff sin cumplir (7;) globalmente, pero que es localmente com-
pacto. Por definicién, todo subconjunto abierto de un espacio localmente compacto
(X,%) es a suvez localmente compacto (como subespacio). Por otro lado es fécil ver
que también todo subconjunto cerrado (X, %) es localmente compacto. Nos pregunta-
mos cudl es la forma més general de un subconjunto localmente compacto de (X, ).
Obtenemos la siguiente caracterizacion interesante.

Proposicién 8.5.10. i) Todo subespacio denso y localmente compacto A de un T,
espacio X es abiertoen X.

ii) En un espacio de Hausdorff (X, Z’) todo subconjunto localmente compacto A es
la interseccién de un abierto y de un cerrado.

iii) Si(X, %) es localmente compacto, toda interseccion de un cerrado y de un abierto
en (X, %) es localmente compacto.
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iv) En un T,—espacio localmente compacto, un subconjunto es localmente compacto
siy sélo si puede representarse como interseccién de un abierto y de un cerrado en
(X, %).

Demostraciéon. i) Probaremos que A es vecindad de cada uno de sus puntos. Sea x € A.
Por hipétesis existe un compacto K € Ay un abierto V en X talesque x e VNACK.

Como Aesdensoen X,V =(VNA).Porlotanto, xe VCV=(VNA)CK =K CA.
ii) Por i), A es abierto en A. Por lo tanto, existe V, abierto en X tal que A=V NA
iii) Sea A un abierto y C un cerrado en (X, %), sea x € AN C y U una vecindad
abierta de x. Hay que buscar una vecindad compacta de x en el subespacio AN C que
esté contenida en U. Por hipétesis, existe una vecindad compacta W de x contenida
en lavecindad abierta ANU. V:=WnNC =WnN(ANC)c U esuna vecindad compacta
dexen ANC.
iv) Es una consecuencia inmediata de ii) y iii). O

Ejemplo 8.5.11. Toda variedad algebraica en R” es localmente compacta porque es
cerrada (4.5.5).

Corolario 8.5.12. Sea(X,2%’) un espacio de Hausdorff. Entonces la interseccién de dos
subconjuntos localmente compactos en (X, %) es localmente compacto.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la caracterizacion iii). O

En cambio, la unién de dos subconjuntos localmente compactos en un T,—espacio
no es necesariamente localmente compacto.

Ejercicio 8.5.13. Dar un ejemplo de dos subconjuntos localmente compactos en R?
cuya unién no sea localmente compacta.

La compacidad local no se hereda a las imagenes continuas como la compacidad.

ésta es una diferencia importante.

Ejemplo 8.5.14. Sea [ : (0, 00) — R? definida de la siguiente manera:

(x,senl/x) si0O<x<l1/m
flx)= .
(2/m—x,0) sil/m<x

Es fécil verificar que f es continua, pero f[(0,00)] no es localmente compacto
aunque (0, 00) silo es. Obsérvese que (0,0) € f[(0, o0)] no posee vecindad compacta
pues tendria que ser cerrada en R? lo que no es posible porque toda vecindad de
(0,0) en f[(0.00)] contiene una sucesion de puntos que converge a un punto (0, £) ¢
f1(0,00)] (€ > 0). Es de esperar que esto no pueda ocurrir si f es ademds abierta.
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Figura 8.14: Gréfica de f(x)

Proposicion 8.5.15. La compacidad local es invariante bajo aplicaciones que sean a la
vez continuas y abiertas.

Demostracion. Sea (X, %) localmente compacto, (Y, %) un espacio topolégico y
f: X — Y una aplicacién continua y abierta. Debemos mostrar que una vecindad
arbitraria W de un punto y = f(x) en f[X] contiene a una vecindad (relativa) com-
pacta de y. Pero esto es evidente, porque f~'[W] es una vecindad de x y contiene,
por lo tanto, una vecindad compacta V de x cuya imagen f[V]c W es una vecindad
compactade y en f[X] (por ser f abierta). O

Concluimos que la compacidad local es una propiedad topolégica. Incluso pode-
mos deducir mds. La compacidad local es invariante bajo homeomorfismos locales,
porque todo homeomorfismo local es a la vez abierto y continuo.

Otra diferencia con la compacidad: 1a compacidad local no se hereda a produc-
tos cualesquiera. En efecto, supongamos que V sea una vecindad compacta de un
punto x = (x,) en un espacio producto [ | X,. Entonces las proyecciones 7,[V] son
todas compactas. Pero sabemos que casi todas estas proyecciones son iguales a los
espacios coordenados X,. Concluimos que si existe, un espacio producto [ [ X, con
al menos una vecindad compacta, entonces casi todos los espacios coordenados ex-
cepto un ntmero finito son compactos. Dejamos al lector probar completamente la
caracterizacion siguiente.

Proposicion 8.5.16 (caracterizacion de los espacios productos localmente compactos).

Sea ((Xy, Z4))aer una familia de espacios topoldgicos. | | X,, es localmente compacto
acl
si y solo si todo espacio coordenado es localmente compacto y casi todos son ademds

compactos.

Demostracion. Ejercicio. O
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8.6. Extensionesycompactificaciones

El trabajo sobre espacios compactos, y aun mds sobre espacios T,—compactos es muy
comodo dado el gran nimero de propiedades a las cuales puede recurrirse. Por lo tanto,
si queremos investigar un espacio dado (X, Z) no compacto, puede ser interesante
tener una inmersién de (X, %) en un espacio compacto (Y, %), tal que podamos
trabajar en (Y, %) para estudiar X. Por ejemplo, podriamos utilizar la propiedad de
que todo filtro en X tiene un punto adherente en (Y, %).

Mas generalmente, si tenemos un espacio (X, %) dificil de analizar, es natural

buscar una inmersién f en un espacio (Y, %) que tenga propiedades cémodas o que
conozcamos mejor. Este es el problema de inmersion que se plantea en las diver-
sas ramas de la Topologia Algebraica asi como en Topologia General. Mencionamos
solamente dos ejemplos. 1°. En Topologia Diferencial se estudia qué variedades dife-
renciables pueden considerarse como superficies sumergidas en R”. 2°. El problema
de construccién de los ntimeros reales consiste esencialmente en hallar una inmersién
de Q, en un campo ordenado mas amplio que cumpla el axioma del supremo, resp. el
teorema de Cauchy (toda sucesién de Cauchy es convergente).
___Ahorabien, sea f: (X, ) — (Y, %) una inmersion. La topologia sobre el abierto Y\
f[X] es completamente independiente de la topologia 2. Si cambiamos la topologia
2% por la topologia sobre Y\ f[X], f sigue siendo una inmersién. Por lo tanto, parece
natural limitarse al subespacio ¥, = f[X].

Definicién 8.6.1 (extension, compactificacién). Sean (X, ), (Y, %) espacios topo-
légicos y f: X — Y una inmersién. El par (f,(Y, %)) se llama extensién de (X, %’)
si f[X] es denso en (Y, %). La extension (f,(Y, %)) se dice compactificacion (resp.
T,—compactificacion) de (X, ') si (Y, %) es compacto (resp. T,—compacto).

Nota. No siempre el problema de extension va a sustituir al problema de inmersién.
Por ejemplo, si queremos utilizar estructuras algebraicas sobre Y, estas estructuras no
estdn eventualmente definidas sobre el subconjunto f[X]. Otro ejemplo: Al analizar
si una variedad diferencial dada V puede sumergirse como superficie en un R”, seria,
evidentemente absurdo, limitarnos a considerar extensiones de V.

Ejemplo 8.6.2. Sea ig la inyeccion candnica de Q en R. Entonces el par (ig, R) es una
extension de Q que no es una compactificacion.

Ejemplo 8.6.3. SeaR =RuU{+oo}la 1 recta ampliada con la topologia de orden definida
en el ejemplo 2.1.9; y sea i: R — R la inyeccién canénica. Entonces (i,R) es una
T,—compactificacién de R. El par (arctan, [—m/2,7/2]) es otra T,—compactificaciéon
de R.
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Ejemplo 8.6.4. Consideremos la proyeccion estereogréfica s de la esfera E? c R3
con el polo w sobre el plano R?, definida en el ejemplo 5.4.12. s aplica la esfera agu-
jerada E?\ {w} homeomoérficamente sobre R2. Por lo tanto el par (s7!, E?) es una
T,-compactificacion de R? ~ C (fig. 8.15).

X,

Figura 8.15: Compactificacion de R?

Se dice que E? es la bola de ntimeros de Riemann obtenida por adjuncién del
punto infinito w al plano R> ~ C.

Las vecindades abiertas U del punto infinito w € E? corresponden por el homeo-
morfismo s a los complementos de los compactos K en R?. Se dice que una sucesion
(x,,) en R? converge al infinito si en la compactificacion E? de R? la sucesién correspon-
diente (s~!(x,)) converge al punto infinito w. Esto significa que para todo compacto
K en R? casi todos los términos x,, (n €N)se quedan fuera de K. La idea de compacti-
ficar R? por adjuncién de un punto infinito, cuyas vecindades son los complementos
de compactos, puede transladarse a cualquier espacio topolégico de Hausdorff:

Teorema 8.6.5 (Aleksandrov). Sea(X,%’) un T, espacio topolégico no compacto, X*
el espacio X U{w} obtenido por adjuncién de un punto w ¢ X, i: X — X* la inyeccion
canonicay X* = X U{X*\ K | K c X, K compacto}. Entonces (i,(X*, Z'*)) es una
compactificacion de (X, Z').

Demostracion. 1°. Probaremos primero que X es una topologia:
ADPeX c*yX*=X*\Dex*
(A2) Sea (U,)q4er una familia de elementos U, € Z* ysea U = UI U,. Si todos los U,
ae

pertenecena %', entonces U € ' C 2. Siw € U paraun f§ € I, entonces C := X*\ Ug
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es compacto en (X, ') por definicién de Z'*; entonces X*\U = C\ UI U, es compacto
ae
atp

en (X,Z) por 8.1.10, lo que implica que U = Z*\ (Z*\U)e X™*.

(A3) Sean Uj, ..., U, € Z*. Si U; € 2, entonces U = _r'%l U, = ﬁl(Ui NX)ex ca*.
i= i=
Siwe U paratodo i =1,...,n, entonces los CU; son compactos en X y por lo tanto
tu= U CU; es compacto en X lo que implica que U € Z'*.

2° %* induce la topologia & sobre X, porque X € 2" C 2* y por lo tanto 273 =
{Uex*|UcX}=2.

3°. Veremos ahora que (X*, Z'*) es compacto. Sea (U,),<; una cubierta abierta de
2 *. Entonces existe § € I tal que w € Ug. CUp es compacto en X. Por lo tanto, existen

ay,...,a, €I tales que CUﬂ C kLiJ1 Uy, - Los abiertos (Uﬂ, Uy,»-..,Uy,) cubren X*.

4°. Queda por probar que X es denso en X*. Pero esto es una consecuencia de las
equivalencias X = X* <= {w} ¢ Z* <= X no es compacto. O

Nota. Esta claro que el espacio (X*, Z*) puede construirse también si (X, %) es com-
pacto. En este caso (i,(X*, 2*)) es una inmersién compacta sin ser una compactifica-
cion; el punto infinito w estd aislado en (X*, Z'*).

Ejercicio 8.6.6. Sea f:(X,%Z)— (Y, %) una aplicacién y (X*, Z*) una compactifica-

cion de Aleksandrov de (X, %'). Se dice que f(x) tiende a ), cuando x tiende a infinito

(en simbolos lir(r>10 f(x)=yp)si v%ir)nv f(x)=y, paraelfiltro de vecindades ¥ (w) de w
X— x)N

en (X*,2°*). Probar que si una funcién continua f: (X,2) — R tiende a co cuando
Xx — 00, entonces alcanza su minimo sobre X en algtin punto x;, € X. El resultado de
que todo espacio topolégico no compacto puede compactificarse por adjuncién de
un solo punto, ya nos indica que la compactificacién de Aleksandrov no siempre se
puede adaptar bien a la estructura especial del espacio dado.

Ejemplo 8.6.7. Sea Q* el espacio compacto obtenido por adjuncién de un punto w
a Q por el método de Aleksandrov. Entonces toda sucesién de Cauchy (x,,) en Q que
converge a un numero irracional en R converge en Q* al punto infinito w. En efecto,
(x,,) no tiene un punto adherente en Q. Luego tiene w como tinico punto de adherencia,
lo que implica lim(x,,) = w por 8.1.20. Evidentemente, esta compactificacién que
identifica todos los limites irracionales con el punto infinito no se adapta bien a la
estructura de Q. En particular, en esta compactificacioén el punto infinito no puede
separarse de ningtin punto x € Q por dos vecindades disjuntas.

Es por tanto importante saber cudndo la compactificacion de Aleksandrov es en
verdad adecuada. Este es el propésito de la proposicién siguiente:
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Proposicion 8.6.8. La compactificacion de Aleksandrov es de Hausdorff siy sélo si el
espacio es de Hausdorff y es localmente compacto.

Demostracién. La suficiencia es trivial. Inversamente, supongamos que la compacti-
ficacion de Aleksandrov (X*, Z'*) de (X, Z') es de Hausdorff. Entonces necesariamente
(X,2) es de Hausdorff por la herencia de (7). Por el criterio iv), proposicién 8.5.6
de compacidad local, falta sélo probar que todo punto x € X posee una vecindad
relativamente compacta. Como (X*, Z*) es de Hausdorff, x puede separarse del punto
infinito w por dos vecindades abiertas disjuntas V' y W respectivamente. Pero esto
significa que V esta contenida en el compacto X*\ W, entonces V es relativamente
compacto. (]

El corolario siguiente muestra cémo la extensién de un espacio puede permitir
obtener nuevos resultados sobre la estructura interna del propio espacio.

Corolario 8.6.9. Todo T,—espacio localmente compacto (X, ') es completamente re-
gular.

Demostracion. Por la proposicién anterior, (X, ) es homeomorfo a un subespacio
de un T,—espacio, por lo tanto, por heredabilidad, es completamente regular. O

Ejemplo 8.6.10 (Recta de Bourbaki). Si x eRy &> 0, definimos V(x,&)=[x,x+¢&)U
(—x —¢,x). Lafamilia B={V(x,€)| x €R, € > 0} es una base para una topologia ¢
de R.

a) (R, #)esy:seanx,y €Rx<y

Casol) 0<x.Sie=y—x,setiene V(x, )NV (y,e)=0

Caso2) y<0.Seae= g Por lo tanto, V(x, e)NV(y, £)=0

Caso3) x<0<y,y<—x.Seae=—x.Dedonde, V(x,e)NV(y,e)=0
Caso4) x<0<y<—x.Seae =—%(x + y). Por lo tanto, V(x,&)N V(y,&)=0.

b) Sin eN I, =[-n,n] es #—compacto. Sea ¢ una base de filtro en I,, y sea x
un r—punto de adherencia de Z (r es la topologia usual en I,,). Bastara probar
que al menos uno de los puntos x,—x es un ¢ —punto de adherencia de .Z. Si
no es asi, existe £ > 0y N, € & tales que V(x, &)N N, =0 = V(—x, &)NN,. Por
lo tanto, el conjunto V(x,&)U V(—x, €) es ajeno a N,. Pero V(x,e)UV(—x,€)=
(—x—&,—x+e)U(x—¢g,x+¢&)y(xe, x +€)N N, #0, una contradiccion.

c) Elsubespacio Y de (R,_#) que consta de los reales positivos es homeomorfo a
(R, Zs) (ejemplo 8.4.18).
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d) (R,_#)eslocalmente compactoy r—compacto, es decir, (R, _#) es unién nume-
rable de espacios compactos (lisese b)).

e) SiR*eslacompactacién de Alexandrofde (R, _¢), el espacio R xR* es también lo-
calmente compacto y r—compacto. Por lo tanto, R y R x R* son ambos normales
(Gsese 8.4.9 iii)).

f) R xR* es un ejemplo de un espacio normal el cual tiene un subespacio que no
esnormal, a saber {(x, y)€R?| x>0 y y > 0} (Gsese c) y 8.4.20 ii)).

g) Siun espacio normal tiene un subespacio que no es normal, entonces tiene
también un subespacio abierto que no es normal (ejercicio). Por lo tanto, existe
un subespacio abierto W de R x R* el cual no es normal. Esto demuestra que
un espacio localmente compactoy T, es T; 5, pero no necesariamente Tj.

Mediante la compactificacion de Aleksandrov sélo es posible T,—compactificar un
espacio si éste, ademds de T, eslocalmente compacto. Pero ;puede T,—compactificarse,
por otros medios, una clase méas amplia de T,—espacios?

El argumento de la demostracién anterior nos dice que el T,—espacio debe ser, al
menos, completamente regular. Veremos ahora que esta condicion ya es suficiente.
Antes probaremos un lema que contiene el razonamiento principal de la demostracion,
y ademads nos suministra una representacon ttil de la topologia inicial.

Lema 8.6.11. Sea (X,%') un espacio de Hausdorff provisto de una topologia inicial
definida por una coleccion ® de funciones ¢ : X — (X4, Z). Entonces la aplicacion

frx—(p(x)pes de X en [ X,

ped
es una inmersion.
Demostracién. Los abiertos

O [Up, 100, [Up, 1= (@1, 9) U, x -+ x Uy, ] 8.7)

$; €D,Uy, € Xy, (n€N)forman unabase f de la topologia inicial Z'. Sea 7y, 4 la
n

proyeccién de [ | X, sobre el producto finito I1 Xy, Entonces tenemos el diagrama
ped i=1

conmutativo de la fig. 8.16. f es continua por ser producto de aplicaciones continuas.

Veamos que | es inyectiva: Si x,y € X, x # y, entonces existe un abierto de la forma

(8.7) que contiene x sin incluir y; pero esto significa que ¢;(x) # ¢;(y) para algin

i=1,...,nLuego f(x)=(¢(x))pes # (@ (¥))peo = f (¥ ). Falta probar que toda imagen de
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un abierto de laforma (8.7) es abierto en f[X] (4.5.9). Pero esto resultainmediatamente
del diagrama precedente que implica que:

----------

[1Xs

Pped

H¢i'~-¢n

l_[ X¢[

i=1
Figura 8.16:

Teorema8.6.12 (de Tikhonov). Un espacio de Hausdorff tiene una T,—compactificacion
si y sélo si es completamente regular.

Demostracion. De la heredabilidad de la regularidad completa, se tiene que si un
espacio es T,—compactificable, entonces es completamente regular. Inversamente,
supongamos que (X, Z') es un T,—espacio completamente regular. Para cada x € X
y cada V € ¥(x) existe una funcién continua ¢, y: X — [0,1] tal que ¢, y(x) =0y
¢x,v |0V =1, porlo que x € v}, [[0,1)] € V. Por lo tanto {~'[[0,1)] | ¢ € €(X,[0,1])}
constituye una base de (X, %) : Z es la topologia inicial definida por las aplicaciones
continuas ¢: X —[0,1](¢ € ®:=¢(X,[0,1])). Por el lema anterior la aplicacion f: x —
(¢(x))pes €s una inmersion de (X, Z’) en el cubo compacto [0, 11°. (f, fIX]) es una
T,—compactificacion de (X, ). O

Nota. No se necesitan todas las aplicaciones ¢ € €(X, [0, 1]) para construir la 7,—com-
pactificacion del teorema anterior. La demostracién muestra que toda coleccién ®
€(X,[0,1]) tal que {p![[0,1)] | ¢ € ®} constituya una base de 2" define una inmersion:

x = (p(X)pes de (X,2) en I
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Definicion 8.6.13 (compactificaciéon de Stone-Céch). La compactificacién construi-
da en el teorema anterior se llama compactificacién de Stone-Céchy se denota por
(e, B(X)). STONE [183] y CECH [207] fueron los primeros que dieron la caracterizacién
siguiente de la compactificacién obtenida por primera vez por Tikhonov. Demostraron
que estas compactificaciones son maximales en el sentido de una relaciéon de orden
entre las extensiones de X.

Definicion 8.6.14 (orden entre extensiones). Sean (f,(Y,2))y(g,(Z,3)) extensiones
de un espacio topolégico (X, Z'). Se dice que

(Y, 9)=(8,(Z,3)

si existe una sobreyeccion continua h: (Y,2) —(Z,3) talque ho f = g. Siademaés h
es un homeomorfismo, entonces ambas extensiones se llaman equivalentes (fig. 8.17).

(Y, %)

/

(Xr%) h

\

(Z,3)

Figura 8.17:

Si (f,(Y,92)) = (g,(Z,3)) entonces la extension (f,(Y,2))) afiade mds puntos al
espacio (X, ') que la extension (g,(Z, 3)), pues

h|Y]|=Z= CardY >CardZ

Ejemplo 8.6.15. Sea (i;, R®) una compactificacién de Aleksandrov de R y sea (i, R)
la compactificacién por adjuncién de los puntos —oo, 0o. Entonces (i, R) > (i,, R®),
porque la sobreyeccién i: R — R® definida por h|R = 1y y h(00) = h(—00) = w es con-
tinuay cumple hoi, = i;. Las dos compactificaciones consideradas en el ejemplo 8.6.3
son equivalentes. En efecto, h: R — [—7/2, /2] definida por h|R = arctan, h(c0) =
/2, h(—o0)=—m/2 es el homeomorfismo buscado.

Dejamos al lector probar las siguientes propiedades elementales de la relaciéon >.

Proposicion 8.6.16. La relacion > entre las extensiones de un espacio topolégico (X, Z’)
es reflexiva, transitiva y compatible con la sustitucion de una extension por otra equiva-
lente. Si(X, %) es un T, -espacio entonces > define una relacion de orden entre las clases
de extensiones equivalentes y de T, de (X, %).



296

8.6. Extensionesy compactificaciones

Demostracion. Ejercicio. O

Veremos ahora que las compactificaciones de Stone-Céch son maximales con
respecto a esta relacion de orden. Incluso podremos probar un resultado mas fuerte.

Teorema 8.6.17 (de Stone-Céch). Sea (X,Z’) un espacio completamente regular,
(e, B(X)) su compactificacién de Stone-Céch. Entonces toda aplicacién f de (X,Z')
en un T,-espacio compacto (Y, %) puede factorizarse en la forma f = ho e, donde
h: B(X)— (Y, %) es continua.

Demostracion. Sea ® (resp. @) el conjunto de todas las aplicaciones continuas de
X (resp. Y) en I =[0,1]. Sea (&, B(Y) la compactificacién de Stone-Céch de (Y, %).
Entonces &: Y — 3(Y) c I® es un homeomorfismo. Tenemos la situacién siguiente
(fig. 8.18).

X ——B® c o . I
I
I
I
S
i 1.
v
Y - B cld
e
Figura 8.18:

Si podemos hallar una funcién continua F que haga conmutativo el diagrama de la
izquierda, entonces habremos demostrado el teorema porque en este caso h: €' o F
cumple el teorema. Vamos a construir F como restriccion de una aplicacion continua
F*: I* — I® Laaplicacién f*: ¢ — @ o f de ® en ® permite definir una aplicacion
F*: I® — I® mediante F*(a)=ao f*, es decir:

F*((ag)pes)=(aj0 f)jcs para a=(ay)eI®.

Si denotamos por 7, (resp. 75) la ¢p—€ésima (resp. ¢—ésima) proyeccién de I® (resp.
I <t’) sobre I entonces F* cumple, por definicién,

njoFa)=agep = ap=Tp5)a) (Vael®)

Porlo tanto 775 0 F*: I® — I es continua paratodo ¢ € ® yestoimplica que F*: I® — i
es continua.
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Para todo x € X tenemos

(F*oe)(x)= F*(¢(x))pea) = (@ (f(x))g éoflx) (8.8)

Por continuidad concluimos que

FB(X)]= F*[e[X]c Fx[e[X]Ic e[ f[X]Ic e[Y]=B(Y);

por lo tanto la restriccién F := F* | f(X) aplica f(X) en B(Y). La conmutatividad del
diagrama es ahora una consecuencia inmediata de la igualdad (8.8). O

Corolario 8.6.18. Sea (X, ') un espacio completamente regular. Entonces la compacti-
ficacion de Stone-Céch (e, B(X)) es la mdxima T,—compactificacion de(X,Z’). La clase
de equivalencia de (e, B(X)) estd determinada de manera tinica por esta propiedad.

Demostracion. Si (f,(Y, %)) es una T,—compactificaciéon de (X, Z’) entonces existe
una aplicacion continua h: f(X) — (Y, %) tal que f = hoe. Como f[B(X)] es com-
pacto en (Y, %)y contiene al subconjunto denso f[X], por lo tanto f[3(X)]=Y.Con
esto queda probada la primera parte del corolario. La segunda parte es ahora una
consecuencia directa de 8.6.14. O

Entre las T,—compactificaciones de los T,—espacios localmente compactos hay,
por otro lado, una compactificacién minima, que naturalmente no es otra que la de
Aleksandrov.

Proposicion 8.6.19. Sea (X, %) un T,—espacio localmente compacto, no compacto y
sean (i,(X*, Z™*)) una compactificacién de Aleksandrov y (f,(Y, %)) una T,—compacti-
ficacion. Entonces

(F, (Y, )= (i, (X", 2™),

Es decir, existe una sobreyeccién continuah: Y — X* talque ho f =i (fig. 8.19).

(X,X)

(X*,x%)

(Y,9)

Figura 8.19:
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Demostracion. Ejercicio. Recomendamos proceder en dos pasos:

1. f[X], como todo subconjunto denso y localmente compacto en un espacio de
Hausdorff, es abierto en (Y, %).

2. La aplicacién h: Y — X*, definida por h|f[X]=io f~'y h[Y \ f[X]] = {w} es
continua. O

Nota. En este caso todas las compactificaciones posibles se hallan entre la de Aleksan-
drov y la de Stone-Céch. Queremos recalcar que hay compactificaciones diferentes de
estas dos. Las necesidades especificas en diversos problemas particulares conducen a
la bisqueda de compactificaciones que se adapten idéneamente. En muchos de tales
casos son halladas nuevas propiedades universales, que caracterizan las compactifi-
caciones entonces introducidas (compactificacién de Wallman, ver KELLEY [110], pag.
167, THRON [185], pag. 140-142).

Para diversas cuestiones de la teoria de integracién, para problemas de metrizabi-
lidad, etc., es importante conocer condiciones en las cuales las compactificaciones
construidas cumplen los axiomaa de numerabilidad. A tal efecto se da la siguiente
definicion.

Definicién 8.6.20 (numerable al infinito). Decimos que un espacio topolégico es
numerable al infinito, cuando en su compactificaciéon de Aleksandrov el punto infinito
w posee una base numerable de vecindades.

La siguiente proposicién es inmediata.

Proposicion 8.6.21. Si(X, %) un espacio topologico y (X*, Z*) su compactificacion de
Aleksandrov. Entonces:

i) (X*,Z*)es AN siy solo si(X,Z) es AN1 y numerable al infinito;
ii) (X*, Z*) esAN2siysolosi(X,Z) es AN2 y numerable al infinito;
sCoémo podemos reconocer de la estructura interna de (X, Z') si es numerable al infinito?

Proposicion 8.6.22. Para un T,—espacio localmente compacto los enunciados siguien-
tes son equivalentes:

i) (X,%) es numerable al infinito.
ii) (X, %) es unién de una familia numerable de compactos.

iii) X es union de una sucesion numerable de abiertos relativamente compactos (U,,)
tales que U ,, C U,,,.
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Demostracion. i) = ii): Sea (X*, Z'*) la compactificacién de Aleksandrovde (X, Z)y

sea K,, una sucesién de compactos en (X, X’) tal que X*\ K,, constituye una base de

vecindades de w en (X*, Z*). Se tiene X = UN K,, pues para todo x € X, X*\ {x} es
ne

una vecindad de w, por lo tanto contiene a algin X*\ K, . De donde x € K,,, .
ii) = iii): Sea X = UN K,,. Definamos 6,, = _U0 K;. Construiremos (U;) por induccion.
ne j=

Supongamos construidas Uj,...,U,. Para cada x € U, U %6, existen vecindades
abiertas relativamente compactas. Un niimero finito de ellas cubre al compacto U ,, U
6n41- Pongamos U, igual a la unién de estas vecindades. Tal sucesion es la deseada.

iii) = i): Sea(U,,) una sucesién numerable de abiertos relativamente compactos.
Entonces (X*\ U ) es una base de vecindades de w, pues para cada compacto K
X,(U,) es una cubierta abierta de K. Por lo tanto K estd contenido en una unién

finita '61 U,,- Al ser (U;) creciente se tiene que K C U, (1o =sup{n; |i=1,...,m}).
=
Concluimos que X*\ K > X*\ U,,. O

Ejemplo 8.6.23. Los espacios R” son numerables al infinito, pues estdn cubiertos por
los abiertos relativamente compactos B(0,n) (n €N).

Consideremos ahora las compactificaciones de Stone-Céch. En el préximo capitulo
veremos que el espacio producto I es metrizable. Esto nos conduce al problema de
ver cuando existe una inmersion de (X, %) en IN:

Teorema 8.6.24 (Urysohn). Todo AN2—espacio completamente regular (X, ') tiene
una inmersion en I~.

Demostracion. Hemos probado en la demostacién del teorema de Tychonov (8.6.12)
que la coleccién de abiertos 2 = {p~![[0,1)] | ¢ € €(X,[0,1])} forma una base de Z'.
Segtin el 2°. Teorema de Lindel6f (8.4.17), 2 contiene una base numerable

B ={¢,'[0,1)]| n N}

Concluimos, segtn el Lema 8.6.11, que la aplicacion x — (¢,,(x)),ey de (X, Z) en IN
es una inmersion. O

8.7. Aplicaciones

Para mostrar que la compacidad es un concepto de gran utilidad matematicas, es-
pecialmente en Anélisis Funcional, daremos en esta seccién, algunos ejemplos de
aplicacion. Probaremos sucesivamente cuatro teoremas fundamentales pertenecien-
tes a diferentes areas, utilizando argumentos de compacidad.
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Primera aplicacién: Teorema de Riesz.

El resultado siguiente es bdsico en Andlisis Funcional y en particular en la Teoria de las
Ecuaciones Integrales.

Teorema 8.7.1 (de Riesz). Todo espacio normado localmente compacto es de dimension
finita.

Demostracion. Si(E,||-||) es localmente compacto, entonces existe una bola cerrada
B’(0,p’) ={x € E | ||x]| £ p} que es compacta. Toda bola cerrada B’(a, p’) es una
imagen continua de B’(0, p) (por la aplicaciéon x — a +(p’/p)x). Por tanto toda bola
cerrada, en particular la bola unitaria B; := {x € E | ||x|| < 1}, es compacta. Por lo
tanto B; puede cubrirse con un ntimero finito de bolas abiertas de radio 1/2: B; C

'LnJl B(a;,1/2).Sea F el subespacio lineal generado por {a,,...,a,}. F es cerrado porque
i=

es de dimension finita (8.2.13 iv)). Supongamos que existe un x € E \ F. Puesto que
toda bola cerrada en E es compacta, existe en F un punto y a distancia minimal de
x:d(x,F)=d(x,y). Tenemos F—y =F,porlotanto d(x—y,0)=||x—y||=d(x, F)=
d(x—y,F—y)=d(x—y,F). Concluimos, por la homogeneidad positiva de la norma,
que para

z=llx—yll™(x—y)€B;:
d(z,F):||X,}/||71d(x_}/;F)=1

Pero esto es una contradiccién, porque z € B(a;,1/2) para al menos una a; € F
(i=1,...,n)esdecird(z,F)<1/2 (fig. 5.1). O

Figura 8.20:

Nota. Por la demostracion anterior, el teorema de Riesz puede también enunciarse
en la forma siguiente: Todo espacio normado que contiene una bola compacta es de
dimensién finita.
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Segunda aplicacién: (Teorema de Alaoglu).

Sea (E, || -|]) un espacio normado sobre K =R o K =Cy E’ el espacio dual, es decir el
espacio vectorial de todas las formas lineales continuas f: E — K. Recordemos que
E’ es un espacio normado con la norma

Ifll=sup{lf(x)l|| x € EAllx|| <1}

La topologia débil Z sobre E’ es la topologia méas débil que hace continua a toda
forma lineal %: f — f(x) sobre E’ (x € E). El resultado siguiente es bdsico para el
andlisis de los espacios duales.

Teorema 8.7.2 (de Alouglu). La bola unitaria B, ={f € E’|||f|| < 1} en el espacio dual
E’ es débilmente compacta.

Demostracién. E’ es un subconjunto del espacio K de todas las funciones reales o
complejas sobre E.

La topologia producto sobre K, es decir, la topologia de la convergencia puntual,
inducela topologia débil en el subespacio E/ ¢ K. Hay que probar que B es compacto
con respecto a la topologia producto. Para f € B, tenemos | f(x)| < ||x||, por lo tanto B;
es débilmente acotado (8.3.4). Por la caracterizaciéon del ejemplo 8.3.4 sélo falta probar
que B, es también débilmente cerrado. Sea h € K¥ un punto adherente de B, en K con

respecto a la topologia de la convergencia puntual. Veremos que h: E — K es lineal.

En efecto, para todo x, y € E y ¢ > 0 arbitrario, existe f € B; tal que |f(x)— h(x)| <&,
lf(y)=h(y)l<eyl|f(x+y)—h(x+y)| < e.Puestoque f(x+y)=f(x)+f(y), concluimos
que |h(x)+h(y)—h(x+y)| < 3¢, es decir h es aditiva. De manera similar se demuestra
que h(ax)=ah(x)paratodo ¢ € K. Por lo tanto £ es lineal.

Como |f(x)| <||x|| paratodo f € B, (x € E) se deduce ademds que h(x)< || x|/ +&
para todo £ > 0. Entonces |h(x)| <||x||. En suma, i es una forma lineal continua de
norma ||k|| <1; h € B;. Luego, B, es débilmente cerrado. O

Tercer aplicacion: Teorema de d’Alembert.

El teorema siguiente es también conocido como ‘Teorema Fundamental del Algebra’.

Teorema 8.7.3 (de d’Alembert). Todo polinomio p(z) = ay+ a,z+ -+ a,z", con
coeficientes complejos a; y de grado n > 0, tiene una raiz compleja.

Demostracién. C es localmente compacto. Es facil ver que la funciéon f: z — |p(z)|
tiende a infinito si |z| — 0o. Por tanto, por 8.6.6 alcanza su minimo y en un punto z,
sobre C. Supongamos por reduccién al absurdo que p(z,) # 0.
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Consideremos el desarrollo de Taylor de la funcién polinomial p en z,:
p(2) = plzo)+ cklz—20)" +++ cu(z— 20)"
donde c;. # 0. Existe una circunferencia
C={zeC|lz—z|=p}

con centro z, tal que

k k k
|ckr(2—20) !+ + ez — 20)"| <l (2 = 20)"| = |k |p".

Si z recorre toda la circunferencia C entonces c¢;(z—z,)* recorre toda la circunferencia
de centro 0 y de radio |c|p*; por lo tanto p(z,)+ ci(z — z,)* recorre toda la circun-
ferencia de centro p(z,) y radio |c;|p*. Pero entonces existe un punto z; € C tal que
p(20)+ ci(z1—z0)* pertenece al segmento [0, p(z,)] en el plano complejo. Esto significa
que:

Ip(z0) + cr(z1— 20)"| = p—l ek p*.

Por lo tanto tenemos la siguiente desigualdad

Ip(z1)l < |p(z0) + ¢z —Zo)k| +|cr1(z1 _Zo)k+1 + o+ cu(z1 — 20)"|

<(p—lelp") +leklp* =p,

que contradice a la definicién u = min{|p(z)| | z € C} (fig. 8.21).

p(z,)

p(z)

Figura 8.21:
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En efecto, como la funcién
2 —k
q(2)= cx1(z2 — 20) + Cry2(z2—20)" + -+ + ch(z — 2)"

tiende a 0 cuando z tiende a z, existe 0 > 0 tal que |q(z)| < |ci| para cada z tal que
|z —zy| < 6 tomando p = g, obtenemos la desigualdad deseada. O

Nota. Del andlisis complejo se sabe que toda funcién polinomial p: z — p(z) de C
en C es abierta. Si presuponemos este resultado (véase AHLFORS [2]) podemos evitar
todos los cdlculos en la demostracién precedente. En efecto, por el ejercicio 8.6.6 la
funcién z — |p(z)| admite su minimo en un punto del plano complejo. Por otro lado,
el ejercicio 4.5.14 nos dice que una funcién z — |p(z)| no puede admitir un minimo
diferente de 0 si la funcién z — p(z) es abierta.

Cuarta aplicacién: Teorema de Krein-Milman.

Continuaremos con esta aplicacién, nuestra incursion en la teoria de convexidad
iniciada en el capitulo anterior.

Definicién 8.7.4 (punto extremal, subconjunto extremal). Sea C un subconjunto
en un espacio vectorial real E. Se dice que z € C es un punto extremal de C si z no
es combinacién estrictamente convexa de puntos de C, es decir, si para todos los
x,y€C,A€(0,1), se cumple:

z=Ax+(1-A)y=>x=y=z

Se dice que K ¢ C es un subconjunto extremal en C siparatodoslos x,y € C, A <€(0,1)
se cumple (fig. 8.22):
Ax+(1-A)yeK=>x,yeK

K
K extremal

z extremal

Figura 8.22:

Evidentemente C es un subconjunto extremal en C. Un punto z € C es extremal
en C siy sélo si el subconjunto {z} es extremal en C.
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Teorema 8.7.5 (Krein-Milman). Sea(E,Z’) un T,—espacio localmente convexoy C C E
compacto. Entonces todo subconjunto extremal compacto en C contiene un punto
extremal de C.

Demostracién. Sea .« la coleccion de todos los subconjuntos extremales compactos
de C. ¢ esta parcialmente ordenado por la inclusién D y no es vacio porque contiene
a C. Veremos que esta inductivamente ordenado. En efecto, si (K,),e; €s una familia
totalmente ordenada de subconjuntos extremales en C entonces aQI K, #0 es compac-

tay no vacia, por 8.1.16; ademds es un subconjunto extremal, porque para x,y € C,
A€(0,1)

Ax+(1-A)y e ﬂIKa:VaGI (Ax+(1-A)yek,)
ae

=X,y EQQIK""

Por el lema de Zorn, todo subconjunto extremal compacto K en C contiene un subcon-
junto compacto extremal minimal. Falta s6lo probar que todo elemento minimal K, en
2 contiene un tinico punto (que es entonces el punto extremal buscado). Supongamos
por reduccion al absurdo que K, contiene dos puntos diferentes x;, x,. Por el teorema
de separacion estricta (7.5.13), existe una forma lineal continua f: E — R que separa
X1 Y X f(x1) # f(x,). f1 Ky admite su valor minimo y = min{f(x) | x € Ky} en un punto
X, en el compacto K. El conjunto de estos puntos minimos K; = {x € Ky | f(x)=u}, es
un subconjunto propio no vacio y cerrado de K,. Supongamos que Ax +(1—A)y € K;
para x,y € C y A€(0,1). Entonces

X,y €Ky y Af(x)+(1=A)f(y)=f(Ax+(A=A)y)=p.

Entonces f(x) = f(y) = u. Concluimos que x, y € Kj y, por tanto, K; € #. Hemos
llegado a una contradiccién: £ no puede contener un elemento estrictamente mads
pequeio que K. O

Dejamos al lector probar la siguiente consecuencia importante.

Corolario 8.7.6. En un T,—espacio localmente convexo, todo compacto convexo X es
la envoltura convexa cerrada del conjunto X, de sus puntos extremales:

X =0(X,).
Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 8.7.7 (principio del méximo). Sea (E, y) un T,—espacio localmente con-
vexo y C C E un convexo compacto. Entonces toda funcion convexa semicontinua
superiormente f: C — R alcanza su mdximo en un punto extremal de C.
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Demostracion. Sea m = max f[C] (8.2.11). Por ser f convexa, el conjunto de todos
los maximos: M := f~![{m}] es extremal pues z = Ax +(1—A) y € M implica que

m=f(z)<Af(x)+(1—A)f(y) < m.Porlo tanto f(x)= f(y)=m, esdecir x,y € M.
Por ser f semicontinua superiormente, M = f~'[[m, 00)] es cerrado, luego compacto.

Por el teorema anterior, M contiene un punto extremal. O
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Continuos

Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. El primero en tratar con esta
clase particular de espacios fue G. Cantor, en 1883, aunque él se limit6 a estudiar los
continuos en R”.

En R, los intervalos [a, b], donde a < b, son continuos y son todos homeomorfos
entre si. Sia = b, entonces se trata de un conjunto con un s6lo punto, el cual es también
un continuo. Asi que la recta real contiene, topolégicamente hablando, solamente dos
tipos de continuos.

Para n > 2, la diversidad de continuos contenidos en R” resulta tan grande que
una clasificacién completa parece imposible. Sin embargo, los continuos poseen
propiedades que permiten su estudio sistemadtico. Por ser métricos y compactos,
resultan ser separables. De aqui se sigue que todo continuo es homeomorfo a un
subespacio del cubo de Hilbert. En las secciones 9.1, 9.2, 9.3 y 9.4 se exponen conceptos
basicos y se demuestran algunos de los teoremas que estructuran la Teoria de los
Continuos.

Quiz4 uno de los mayores atractivos de los continuos sea su versatilidad. En efecto,
es posible estudiar en ellos una gran diversidad de propiedades topolégicas, algunas
de las cuales se exponen en las secciones 9.5 y 9.6. Estas dos secciones estdn dedicadas
a dos clases particulares de continuos, los localmente conexos y los encadenables.
Actualmente la teoria de continuos es un campo de investigaciéon con mucha actividad,
de hecho, la creacién de nuevas propiedades, ejemplos y contraejemplos, se realiza
regularmente.



308

9.1. Elcubo de Hilbert, intersecciones anidadas y conceptos bdsicos

9.1. El cubo de Hilbert, intersecciones anidadas y con-
ceptos basicos

Una exposicién relacionada con espacios métricos, compacidad y conexidad se ha
hecho en los capitulos 1, 8 y 6, respectivamente. En esta seccién expondremos con-
ceptos y resultados que son de particular importancia para la teoria de los continuos.
En particular demostraremos que todo continuo es homeomorfo a un subespacio del
cubo de Hilbert y que la interseccién anidada de continuos es un continuo.

Definicién 9.1.1. Un continuo es un espacio métrico, compacto y conexo. Un sub-
continuo es un subespacio de un espacio métrico, el cual (con la topologia heredada)
es un continuo.

Ejemplo 9.1.2 (continuos y subcontinuos 9.1 y 9.2).

a) Los tinicos subcontinuos de la recta real son los intervalos cerrados y acotados
(véase el teorema 6.1.5). Por el contrario, si # > 1, R” contiene una enorme
variedad de continuos, como se observa en los ejemplos que siguen.

b) El circulo unitario, S' ={(x, y) eR? | x2+ y2=1}.
c) Eldisco, D?={(x,y)eR?| x2+y?<1}.

d) El continuo X = {(x,y)eR?|y = sen(%),o < x <1} se conoce como la curva
topoldgica.

A |
a b \\J

D? La curva topologica

Figura 9.1:

e) C= X UA donde A es un arco que une al punto p = (1, sen(1)) con el punto
g =(0,—1), de manera que X N A= {p, q} el cual se conoce como el circulo de
Varsovia.

f) Sea P € R? el continuo que consiste de la unién de los siguientes segmentos
rectilineos: Los dos que unen el (0,0) con el (1,0) y (0, 1); aquellos que unen el
(zln, 0) con (2,, ) ), ne{0,1,2,...}. Llamaremos a P espacio peine.
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g) ElroroT =S!x S

h) El toro sélido T = S' x D?.

Y

—~ N~

Circulo de Varsovia Espacio peine El toro El toro solido

Figura 9.2:

Ejercicio 9.1.3. Exprese cada continuo X de los ejemplos anteriores (9.1.2) como
X =HUK, donde H y K son subcontinuos propios de X.

Notacién y observaciones 9.1.4. Recordemos que los subconjuntos compactos de es-
pacios de Hausdorff, son cerrados (8.1.13). Como todo espacio métrico es de Hausdorff,
todo subcontinuo de un espacio métrico es cerrado.

Cuando un espacio X no es conexo (véase la definicién 6.1.1), entonces X =U UV,
donde U y V son conjuntos ajenos y cada uno de ellos es un subconjunto abierto y
no vacio de X. Para expresar esto, utilizaremos la siguiente notacién: X = U | V. Note
que si éste es el caso, U y V son también cerrados en X.

Recordemos también (corolario 6.1.12) que si X = U | V y C es un subconjunto
conexo de X, entoncesCCU 6 CCV.

Un abierto-cerrado de X es un subconjunto de X que es a la vez abierto y cerrado.
Un espacio es conexo si y solo si los tinicos abiertos-cerrados de X son X y el conjunto
vacio.

Demostraremos ahora que el Cubo de Hilbert I N (8.3.3) es un “continuo universal",
lo cual significa que I es un continuo y cualquier otro continuo es homeomorfo a un
subcontinuo de IV,

Si X es un espacio métrico con métrica d, d’(x, y) = min{d(x, y), 1} define una
métrica sobre X, la cual induce la misma topologia que la métrica d. Por otra parte, si
para cada n €N, X,, es un espacio métrico con métrica d,,, entonces la suma

— d; (Xn, Yn)
D

n=1
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[ee]

define una métrica en el producto cartesiano | [ X,,, que induce la topologia producto
n=1

(véase 10.2.1). De aqui, de 6.1.26 y de 8.3.1, se deduce que el producto numerable de
oo

continuos es un continuo. Asi, el cubo de Hilbert IN = [] I, donde I, =[0,1] para
. n=1
cada n €N, es un continuo.
Para demostrar que I es un continuo universal utilizaremos las siguientes propo-

siciones, que dejamos como ejercicios.

Ejercicio 9.1.5. Demuestre que un espacio métrico compacto es separable (contiene
un conjunto denso y numerable).

Ejercicio 9.1.6. Sea X un espacio métricoy x, € X. Demuestre quela funcién f: X — R,
definida como f(x)=d(x, x,), es continua.

Teorema 9.1.7 (P. Urysohn). Sea X un espacio métrico compacto, con métrica d. En-
tonces existe una inmersion de X en IV, es decir, X es homeomorfo a un subespacio del
cubo de Hilbert.

Demostracién. Puesto que X es métrico y compacto, se sigue del ejercicio 9.1.5 que X
contiene un subconjunto denso y numerable D ={x;, x,, ...}. Definamos h: X — I N
como sigue: h(x)=(d(x, x1), d(x, x,),...). Recuerde que una funcién cuyo contradomi-
nio es un producto de espacios topolégicos, es continua siy sélo si cada funcién coor-
denada es continua (5.2.15). Se sigue del ejercicio 9.1.6 que la funcién h;(x)=d(x, x;)
es continua para cada i €N, asi h es continua. Por otra parte, sean x, y € X dos puntos
distintosy r = d[ﬁi’y ) entonces, puesto que D es denso, B,(x)ND # 0. Sea x; € B,(x)ND,
entonces las desigualdades d(x, x;) < r < d(x;, y) muestran que h(x)y h(y) tienen
distinta coordenada i-ésimay, asi, h(x)# h(y). De aqui se sigue que h: X — h(X) es
continua y biyectiva. Luego, se sigue de 8.2.5 i) que h es un homeomorfismo de X en
h(X). O

El siguiente ejercicio requiere conocimientos de cardinalidad de conjuntos.

Ejercicio 9.1.8. Demuestre que un espacio métrico separable contiene a lo mas 2%
elementos y un continuo con més de un elemento tiene exactamente 2% elementos,
donde ¥, denota la cardinalidad del conjunto de los nimeros naturales.

El siguiente teorema sobre conexidad nos serd de gran utilidad més adelante.

Teorema 9.1.9. Sean X un continuo y C un subcontinuo de X. Supongamos que
X\C=U|V.Entonces CUU y CUV son subcontinuos de X .

Demostracion. Puesto que V es abierto en X \ C, entonces V es abierto en X y, por lo
tanto, X \ V = C UU es cerrado. Andlogamente, C UV es cerrado. Demostraremos la
conexidadde CUU.
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Supongamos que CUU =M | N. Como C es conexo, podemos suponer que C C N
y, por lo tanto, M C U. Se obtienen las siguientes conclusiones:

) X=CuUuV=MU(NUYV).
ii) M y N UV son no vacios puesto que M y N son no vacios.
iy MNINUV)=(MNN)UMNV)=MnVcUnV =0.

iv) Como M es cerradoen CUU y CUU es cerrado en X, se tiene que M es cerrado
en X.

v) De laigualdad X \ C = U|V se sigue que V\V CCCN.Entonces, como N es
cerradoen X, NUV=NUV =NUV.Asi, NUV escerrado en X.

De i) -v), se deduce que X = M|(N U V), lo cual contradice la conexidad de X. Por
lo tanto, C U U es conexo. Similarmente, se demuestra que C U V' es conexo. O

Elsiguiente teorema, de fundamental importancia en las Matemadticas, es utilizado
frecuentemente en la Teoria de los Continuos.

Teorema 9.1.10 (de Baire). Sea X un espacio compacto y Hausdorff no vacio. Supon-

gamos que X = | J F,. Entonces F,# 0 para algunan €N.

neN

o

Demostracién. Supongamos que F,= () para toda n € N. Queremos probar que

X # |J E,. Para esto, construiremos una sucesién de cerrados no vacios de X con

neN
o

la propiedad de la interseccién finita. Sea G, un abierto no vacio de X. Como F=0,
entonces G, \ F, es abierto y no vacio. Por la regularidad de X, existe un abierto G, no
vacio tal que G; C G, \ F;. De la misma manera, dado G,, construimos un abierto G,
tal que

Gn+1 c Gn\Fn+l c Gn c Gn-

Asi que la sucesion de cerrados {G,,} e tiene la propiedad de la interseccion finita
y, por la compacidad de X, (] G, #0. De aqui que

neN
X#X\(G = Jx\G)> | JE > JE.
neN neN neN neN
Esto contradice que X =  J F,. O
neN

Una version equivalente del teorema de Baire se deja como ejercicio al lector.
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Ejercicio 9.1.11. Sean X un espacio compacto y Hausdorff y (D,,),cn una sucesiéon de

subconjuntos densos y abiertos de X. Demuestre que (| D, # 0.
neN

Vimos anteriormente que el producto numerable de continuos es un continuo y
asi, con el producto topolégico, podemos construir nuevos continuos partiendo de
otros ya dados. Presentaremos aqui otra forma de construir continuos: El método de
intersecciones anidadas.

Teorema9.1.12. Sea K; un continuoyK, > K3>...2 K,, D..., una sucesion decreciente

(anidada) de subcontinuos de K,. Entonces la interseccion K = ﬂ K,, es un continuo.
neN

Demostracion. Ya que la interseccion de cerrados es cerrada, K es cerrado en K y
por lo tanto K es compacto. Supongamos que K no es conexo, es decir, K = G|H.
Como G y H son cerrados en K y K es cerrado en K;, G y H son cerrados en Kj.
Puesto que GN H =0y K; es normal, existen U y V abiertos ajenos, con G c U y
H c V. Demostraremos ahora que existe n € N tal que, K,, ¢ U U V. Supongamos,
por el contrario que, para cada n € N, K, N (K; \ (U U V)) # 0. Entonces la familia
{K,N(K;\(UUV))}, ey tiene la propiedad de la interseccién finita, lo cual implica que
KN(K\(UUV))#0Dyesto contradice que K c UUV . Asi, K,, c UUV paraalgtn n €N.
Ademéds, K,NU D> G #0y K,NV > H #0,lo cual muestraque K, =K, NU | K,NVy
contradice la conexidad de K,,. O

Ejercicio 9.1.13. Dé un ejemplo que ilustre que la hipétesis de compacidad en el
Teorema 9.1.12 es esencial. Es decir, proporcione un ejemplo de una familia anidada
de conexos cuya interseccién no es conexa.

Ejercicio 9.1.14. Demuestre el teorema 9.1.12 en la siguiente forma, la cual es mas ge-
neral. Sea A una familia de indices y { K}, 4 una familia de continuos con la propiedad

de interseccion finita. Entonces () K, es un continuo.
acA

Ejemplo 9.1.15. Sea K; un toro sélido contenido en R3, es decir, K; = S! x D?. Sea K,
un toro s6lido contenido en Kj, con la propiedad de que K, le da dos vueltas a K; (véase
la Fig. 9.3). Continuamos construyendo inductivamente K,, un toro sélido contenido
en K,,_; de manera que K,, le da dos vueltas a K,,_, (K, le da 2"~! vueltas a K;). La

interseccion Z = ﬂ K,, se conoce como solenoide diddico. En el solenoide diadico,
neN
la sucesién para nimeros de vueltas estd dada por {2,2,2,2,...}. Otros solenoides

diferentes se contruyen con diferentes sucesiones.
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Figura 9.3:

9.2. Cuasicomponentesy teoremas de comportamiento
en la frontera

En la seccion 6.2 se estudiaron propiedades de las componentes conexas. Se estudiara
en esta secciéon un concepto muy similar, el de cuasicomponente, el cual coincide
con el concepto de componente cuando el espacio es compacto. Este concepto nos
permitird también demostrar los teoremas de comportamiento en la frontera que
constituyen una herramienta muy ttil en la teoria de continuos.

Definici6én 9.2.1. Sea X un espacio topolégicoy p € X. La cuasicomponente Q,, de
p en X, es la interseccién de todos los abiertos-cerrados de X que contienen a p. Es
decir,

Q, =N{A| A es abierto-cerradoen X y p € A}.

Dado un espacio X y p € X, denotamos por C, ala componente conexa de X, con
peC,.

El siguiente lema serd utilizado para demostrar la conexidad de las quasicompo-
nentes en espacios compactos.

Lema9.2.2. Sea X un espacio métricoy S un subconjunto no conexo de X . Entonces
existe un subconjunto abierto G de X tal queSNG #0#S\(G) y Snfr(G)=0.

Demostracién. Como S no es conexo, S = U|V. Sea d una métrica para X. El lector
podra verificar (ejercicio 9.2.3) que el conjunto

G={xeX|d(x U)<d(x,V)}

satisface las conclusiones del teorema. O
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9.2. Cuasicomponentes y teoremas de comportamiento en la frontera

Ejercicio 9.2.3. Verifique que el conjunto G en la demostraciéon dellema 9.2.2 satisface
las conclusiones requeridas.

Las cuasicomponentes satisfacen las siguientes propiedades. Compdrese con las
propiedades de las componentes (6.2.1 y 6.2.2).

Teorema 9.2.4. Sea X un espacio topoldégicoyp € X.
a) Si X es conexo, entonces Qp =X.
b) La cuasicomponente Q,, es un subconjunto cerrado de X .

¢) Un punto q € X es elemento de Q, siy solo si para toda separacion X = U|V
de X, o bien p,q €U o bien p,q € V. Debido a esta propiedad, decimos que la
cuasicomponente de p es el conjunto de puntos que no pueden separarse de p.

d) El conjunto de cuasicomponentes es una particion de X .
e) C, CQ,. En general no se da la igualdad de estos conjuntos.

f) Si X es métrico y compacto, la cuasicomponente Q,, es un subconjunto conexo de
X, yC,=0Q,.

Demostracion. a) Se sigue de que los tnicos abiertos-cerrados de un conexo X son X
y el conjunto vacio.

b) Las cuasicomponentes son intersecciones de cerrados.

c) Sea g € Q, y supongamos que X = U|V y que p € U. Como U es abierto-
cerrado, entonces g € U. Inversamente, supongamos que la propiedad de que g no
puede separarse de p es valida y sea U un abierto-cerrado de X que contiene a p.
Entonces la igualdad X = U | (X \ U) implica que g € Q,,.

d) Se sigue inmediatamente de c) ya que la relacién p no puede separarse de q es
una relacién de equivalencia.

e) Sea g € C, y supongamos que X = U|V y que p € U. Como C, es conexo,
entonces C, C U, asique g € U. De aqui se sigue que g € Q,,.

f) Supongamos que Q, no es un subconjunto conexo. Por el Lema 9.2.2, existe un
abierto G de X que satisface GNQ, # 0, (X\G)NQ, #0 y fr(G)NQ, =0.Sea g € GNQ,,.
Como fr(G)NQ, =0 y fr(G) es un compacto, se tiene que existe un abierto-cerrado
F tal que g € F y F Nfr(G) =0 (ver ejercicio 9.2.6, mas adelante). Sea r € Q, N(X \ G).
Entonces r € X \(FNG)y g € FNG. Por otra parte, F NG es abierto. Note que FNG
también es cerrado, ya que

(FNG)=FNG=FNG=(Fnfr(G)U(FNG)=FnNG.

Esto contradice el inciso c) y demuestra f). O
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El siguiente es un ejemplo de un espacio X en el cual la cuasicomponente de un
cierto punto contiene propiamente a la componente. (véase la Figura 9.4).

Ejemplo9.2.5. Sean X la union de los siguientes conjuntos contenidos en R?: las rectas
l; y I, con ecuaciones y =—1y y =1, respectivamente, y los perimetros de los rectan-
gulos R, conlados paralelos alos ejes y con vértices (—n, 1— n+1) (—n,—1+ n+1) (n,1—

n+1) (n,—1+ n_+1) Sea p € ;. Se deja como ejercicio al lector verificar que Q, =, UL,

mientras que C, = =1, (fig. 9.4).

Figura 9.4:

Ejercicio 9.2.6. Sea X un espacio métrico y compacto, Q una cuasicomponente de X
y C un subconjunto cerrado (compacto) de X tal que Q N C ={. Demuestre que existe
un abierto-cerrado F de X talque QC Fy FNC =0.

Ejercicio 9.2.7. Demuestre las afirmaciones que se hacen en relacién con el ejemplo
presentado en la demostracion de 9.2.4 e). Ademas, construya un nuevo ejemplo de
un espacio X y un punto p € X tal que C, # Q,,.

A continuacién, demostraremos los teoremas de comportamiento en la frontera
(9.2.9 y 9.2.10) que son herramientas muy ttiles en la teoria de los continuos. En
particular, del Teorema 9.2.9, se deduce que un continuo no trivial contiene una
infinidad de subcontinuos propios no degenerados (es decir, con mds de un punto).
El siguiente lema es un caso particular del Teorema 9.2.10. Sin embargo, utilizaremos
este caso particular para demostrar el caso general.

Lema 9.2.8. Sean X un continuo, U un subconjunto abierto propio y no vacio de X' y
K una componente de U . Entonces K Nfr(U) # 0.

Demostracién. Supongamos que K Nfr(U)= (). Entonces K c U. Por el ejercicio 9.2.6,
existe un abierto-cerrado A de U tal que K ¢ A U. Puesto que A es cerrado en U, A
es cerrado en X. También, A es abierto en X, ya que A es abierto en U y U es abierto
en X.Como 0 # A# X, esto contradice la conexidad de X. O
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9.3. Continuos irreducibles y composantes

Teorema 9.2.9. Sean X un continuo y A un subcontinuo propio de X contenido en
un abierto U. Entonces existe un subcontinuo B de X contenido en U, que contiene
propiamente a A.

Demostracion. Como X es regular, existe V abierto talque AC V C VCU.SeaBla
componente de V que contiene a A. Entonces B es un subcontinuo de X, que contiene
aAyB c U.Sesiguedel Lema9.2.8 que BNfr(V)#0,lo cual demuestraque A# B. O

Teorema 9.2.10. Sean X un continuo, E un subconjunto propio de X y K una compo-
nente de E. Entonces K Nfr(E) # 0.

Demostracién. Como X es conexo, entonces fr(E) # 0y, si suponemos que K N fr(E) =
@, entonces K CE. Se sigue del Teorema 9.2.9 que existe un continuo B tal que

Kc Bc é yf # B. Pero esto contradice que K es una componente de E. O

9.3. Continuos irreducibles y composantes

Definicién 9.3.1. Sea X un continuoysea A C X. Se dice que X es irreducible alrededor
de A, si ningin subcontinuo propio de X contiene a A. Se dice que un continuo X es
irreducible, si existen puntos p, g € X tales que X es irreducible alrededor de {p, q}.
En este caso, también se dice que X es irreducible entrep y q.

Ejemplo 9.3.2.

a) Elintervalo [0,1] es irreducible entre p =0y g = 1.

b) La curva topolégica, {(x,y)eR2 |y = sen(%), x €(0,1]}, es irreducible entre p =
(0,y)y g =(1,sen(1)), para cualquier y €[—1,1].

c) El circulo unitario S!, no es irreducible.
d) Eltriodo simple X =([—1,1] x {0})u ({0} x [0, 1]), no es irreducible.

En los ejemplos anteriores, notamos que no todo continuo es irreducible. Sin
embargo, como veremos en los resultados siguientes, todo continuo contiene subcon-
tinuos irreducibles. Para demostrar esto, utilizaremos el Lema de Zorn (ver A.10.8).

Teorema 9.3.3. Sea X un continuo y A un subconjunto cerrado de X . Entonces X
contiene un subcontinuo irreducible alrededor de A.

Demostracion. Sea 9 ={Y | Y es subcontinuo de X y A C Y}. Consideramos sobre
9 el siguiente orden parcial. Para V,Y' € 9, Y < Y’siysélosi Y D Y’. Sea 6 una
cadena en 2. Esto es, para cualesquiera Y, Y’ € ¢ setieneque Y <Y’ 0 Y’ < Y. Sea
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K=n{Y | Y € ¥}.Sesigue del ejercicio 9.1.14 que K es un subcontinuo de X. Ademds,
esté claro que A € K. Asi, K es una cota superior para ¢ en 2. Entonces, por el Lema
de Zorn, 2 tiene un elemento maximal. Es decir, existe D € ¥ talque,siY €e 2yD <Y
entonces D = Y. Esto significa que ningiin elemento de & estd contenido propiamente
en D yasi D es el continuo irreducible alrededor de A. O

Un concepto de utilidad, para el estudio de los continuos irreducibles, es el de
composante.

Definicién 9.3.4. Sea X un continuo no degenerado y p € X. La composante de p en
X, denotada por k(p), es

k(p)={x € X | existe un subcontinuo propio A de X con p, x € A}.

Observacién 9.3.5. Para un continuo no degenerado X y p € X, la composante de p
en X es un subconjunto conexo de X.

Ejercicio 9.3.6.
a) Sea X =[0,1], describa k(0), k(3) y k(1).
b) Sea X el triodo simple ;Cudntas composantes diferentes existen en X?
¢) ;Cudntas composantes diferentes existen en el circulo unitario S'?

Teorema 9.3.7. Sea X un continuo no degenerado y p € X. Entonces la composante
k(p) de p en X es un conjunto denso en X.

Demostracién. Sea U un abierto no vacio en X. Veremos queUn k(p)+# 0. Por regula-
ridad, existe un abierto no vacio V en X tal que V c U. Si ipe V, entonces p € UNk(p)
y no hay mas que demostrar. Ahora, supéngase que p ¢ V. Denotamos E = X X\ V. Sea
C la componente de E que contiene a p. Por el Teorema 9.2.10, se tiene que CNV £0.
Por otra parte, C es un subcontinuo propio de X que contiene a p. Asi, C C k(p).
Entonces k(p)NV #0. Como V c U, se concluye que k(p)N U #0. O

Teorema 9.3.8. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es irreducible si y sélo si
existen por lo menos dos composantes diferentes en X .

Demostracion. Supéngase que X es irreducible. Sean p,q € X tales que X es irre-
ducible entre p y g. Esto es, no existe un subcontinuo propio de X que contenga al
conjunto {p, g}. Se sigue de la Definicién 9.3.4 que p ¢ k(q)y g ¢ k(p). Asi, k(p) # k(q).

Reciprocamente, supéngase que existen puntos p,q € X tales que k(p) # k(q).
Entonces k(p)# X o k(g)# X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que k(p) # X.
Sea r € X \ k(p). Entonces, no existe un subcontinuo propio de X que contenga al
conjunto {p, r}. Por lo tanto, X es irreducible entre p y r. O
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9.4. Continuos descomponibles y continuos indescomponibles

Observamos en 9.3.5 que las composantes son conjuntos conexos. En el ejercicio
que sigue, el lector demostrara que el complemento de cualquier composante también
€s un conjunto conexo.

Ejercicio 9.3.9. Sea X un continuo no degenerado. Sea p € X. Demuestre que X \ k(p)
es un subconjunto conexo de X.

Teorema 9.3.10. Sea X un continuo no degenerado. Sea p € X . Entonces la composante
k(p) de p en X es una unién numerable de subcontinuos propios de X, cada uno de los
cuales contieneap.

Demostracion. Sea {U; | i € N} una base numerable para el subespacio X \ {p} tal que
U; # 0, para cada i € N. Denotemos por C; ala componente de X \ U; tal que p € C;,
para cada i € N. Como cada U; es un abierto no-vacio, se tiene que cada X \ U; es un
subconjunto cerrado propio de X. Entonces, para cada i €N, C; es un subcontinuo

propio de X. Ademds, como p € C;, para cada i €N, resulta que | | C; C k(p). Ahora,
ieN
veamos que k(p) C | C;. Sea x € k(p). Entonces, por definicién de k(p), existe un
ieN
subcontinuo propio A de X tal que p, x € A. Como X \ A es un abierto no-vacio en
X \{p}, existe j €N tal que U; C X \ A es decir, AC X'\ U;. Como C; es la componente
de X'\ U; con p € C; y como A es un conexo en X \ U; con p € A, se tiene que A € C;.

Por lo tanto, x € C; y k(p)= | C;. O
ieN

9.4. Continuos descomponibles y continuos indescom-
ponibles

En el ejercicio 9.1.3, el lector expresé un continuo como la unién de dos de sus subcon-
tinuos propios. Los continuos que admiten tal descomposicién se llaman descompo-
nibles. En caso contrario se llaman indescomponibles. Los ejemplos de la seccién 9.1,
excepto el solenoide (9.1.15), son todos descomponibles. Veremos en esta seccion
propiedades de los descomponibles y de los indescomponibles. Construiremos un
continuo indescomponible.

Teorema 9.4.1. Un continuo X es indescomponible si y sélo si todos sus subcontinuos
propios tienen interior vacio.

Demostracién. Sea H un subcontinuo propio de X y supongamos que H# . Entonces

K = X\ H es un subconjunto propio y cerrado de X. Si K fuera conexo, entonces
X = HUK es una descomposiciéon de X en dos de sus subcontinuos propios, con-
tradiciendo que es indescomponible. Por lo tanto K = X \ H no es conexo, se sigue
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de la Proposicién 6.1.13 X \ H tampoco es conexo. Asi que X\ H = U | V. Por el
Teorema 9.1.9 HUU y H U V son subcontinuos propios de X y, por lo tanto, la des-
composicién X = (HU U)U (H U V) muestra que X es descomponible, negando la
hipétesis.

Reciprocamente, demostraremos que, si todo subcontinuo propio de X tiene
interior vacio, entonces X es indescomponible. Para esto, supéngase que X es des-
componible. Entonces X = AU B, con Ay B subcontinuos propios de X. Note que

X \ B es un abierto no vacio de X contenido en A. Por lo tanto ;17& 0. O

En 9.3.8 se demostré que un continuo X es irreducible si y sélo si X tiene mas
de una composante. Veremos aqui que los continuos indescomponibles tienen una
cantidad no numerable de composantes, lo que muestra, en particular, que son irre-
ducibles.

En los continuos indescomponibles las composantes son ajenas dos a dos. En
efecto, sea X un continuo y para x,y € X, definamos la relaciéon x = y si y sélo
si existe un subcontinuo propio de X que contiene a x y a y. El lector demostrara
que esta relacion es de equivalencia (ejercicio 9.4.2) y que las clases de equivalencia
correspondientes son las composantes; por lo que son ajenas dos a dos.

Ejercicio 9.4.2. Sea X un continuo indescomponible. Demostrar que las composantes
de X son ajenas dos a dos.

Teorema 9.4.3. El conjunto de composantes de un continuo indescomponible X no es
numerable.

Demostracién. Sea’ la familia de composantes de X. Entonces X = | J C. Por el
Ceé

Teorema 9.3.10, cada C € € se puede expresar como C = | ] K;(C), donde K;(C)
neN
es un subcontinuo propio de X (i €N). Si el conjunto % fuera finito o numerable,

entonces X seria la unién de una familia numerable de subcontinuos propios. Por el
Teorema de Baire (9.1.10), alguno de ellos debe tener interior no vacio. Esto contradice
el Teorema 9.4.1. O

Ejercicio 9.4.4. Demuestre que un continuo descomponible X tiene o bien una o
bien tres composantes. Notese que en el caso descomponible las composantes no
forman una particién del continuo.

Teorema 9.4.5. Un continuo X es indescomponible siy sélo si existen tres puntos cuyas
composantes son, las tres, distintas. Dicho de otro modo, si s6lo si existen tres puntos tal
que X es irreducible entre cada dos de ellos.
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Demostracién. Si X es indescomponible, elegimos tres composantes distintas y un
punto en cada una de ellas, lo cual demuestra la necesidad en el teorema. Para de-
mostrar la suficiencia, supongamos que X = H U K donde H y K son subcontinuos
propios de X. Sean a, b, ¢ € X. Entonces o bien dos de estos tres puntos estdn en H o
bien dos de estos tres puntos estdn en K. Digamos que a, b € H. Entonces X no es
irreducible entre a y b. O

A continuacion daremos un ejemplo de un continuo indescomponible. Para ello
definiremos el concepto de cadena.

Definici6n 9.4.6. Una cadenaen un espacio métrico X es unacoleccion finita {U;, ..., U, }
de abiertos en X tal que U; N U; # @ siy s6lo si |i — j| < 1. La llamamos e—cadena si
diam(U;)<e, i=1,2,...,n.

Ejemplo 9.4.7 (Figura 9.5). Sean a, b, ¢ tres puntos distintos del plano euclidiano R?.
Definiremos una sucesién de continuos {K},},cy de la siguiente manera:
Sea 6, ={U,,...,U,} una cadena, donde

i) n=3yU;esuna bola abierta con radio r, paratoda j€{1,2,...,n},
ii) < %min{d(a,b), d(a,c), d(b,c), 1},

iii) U, =B, (a), U,=B,(c) y Uj= B, (b) para alguna j€{2,...,n— 1}.

Definimos K; = Lnj U;.

Sea 6, ={V,,... ,]\:/,ln} una cadena donde

i) V; es unabola abierta con radio r, para toda j €{1,2,...,m},
ii) < %rl,

iii) La cerradura de cada V; estd contenida en alguna U;. V; = B,,(a), V,, = B,,(b)y
V;=B,(c)paraalguna j€{2,...,m—1},

Definimos K, = (nj Vj.

Sea 6;={W,.. .],ZII/VP} una cadena donde

i) W; es una bola abierta con radio r; para toda j €{1,2,..., p},
i) rs<3n,

iii) La cerradura de cada W; estd contenida en alguna V;.
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W, =B,,(b), W, =B, (c)y W; = B, (a) paraalguna j €{2,..., m—1}.
p

Definimos K; = jL_Jl w;.

Continuamos con este procedimiento de la siguiente forma:

Si n =0(mod 3), la cadena %, tiene el primer elemento con centro en a, el tltimo
con centro en ¢ y uno intermedio con centro en b.

Si n=1(mod 3), la cadena %, tiene el primer elemento con centro en a, el Gltimo
con centro en b y uno intermedio con centro en c.

Si n =2(mod 3), la cadena %, tiene el primer elemento con centro en b, el Gltimo
con centro en ¢ y uno intermedio con centro en a.

Cada elemento de la cadena %), esta contenido en algtin elemento de la cadena
6,+1, para cada n € N. Luego, se define K,, como la cerradura de la unién de los
elementos de la cadena %6,,. Es claro que cada K, es un continuoyque K;2 K, 2...,

asi que por el Teorema 9.1.12, la interseccién K de estos continuos es un continuo.

Figura 9.5:

Demostraremos ahora que el continuo K, definido en 9.4.7, es indescomponible.
Para esto, demostraremos que K esirreducible entrea y b,entre by cyentreaycy
aplicaremos el Teorema 9.4.5. Bastara demostrar que K es irreducible entre a y b, ya
que los otros dos casos son analogos.

Supongamos que a y b son elementos de un subcontinuo propio H de K. Sea
Xx € K\ H. Entonces d(x, H) > 0. Por la forma en que se construy6 K, existe n € N con
las siguientes propiedades:

i) el primer eslabén de la cadena %, contiene a a y el dltimo a b,

ii) el didmetro de los eslabones de 6, es menor que d(x, H) (ya que el didmetro de
los eslabones tiende a 0).
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9.5. Conexidad local y conexidad por trayectorias

De i) se sigue que todos los eslabones de €, intersectan H (ejercicio 9.4.8). Puesto
que x € K, x estd en alguno de los eslabones de 6,,. Esto implica que d(x, H) < d(x, H),
lo cual es una contradiccion.

Ejercicio 9.4.8. Sean X un continuo y H un subcontinuo de X. Sea ¢ = {U,,...,U,}
n
una cadena en X tal que H C | J U;. Supéngase que HNU; #0# HNU; con i < j.
i=1
Demuestre que H N Uy # @ paratodo i < k < j.

9.5. Conexidad local y conexidad por trayectorias

En el capitulo 6 (de 6.2.13 a 6.2.22) se estudi6 la propiedad de conexidad local en
espacios topoldgicos en general. En el caso en que el espacio topolégico es un continuo,
tenemos nuevas propiedades.

La conexidad por trayectorias se estudi6 en 6.3 utilizando la nomenclatura de
conectable por caminos. Esta propiedad estd relacionada con la conexidad local ya que,
como veremos adelante, todo continuo localmente conexo es conexo por trayectorias.

Como se definié en 6.3, un espacio X es conectable por caminos si para cada par
de puntos x, y € X existe una funcién continua f:[0,1] — X tal que f(0)=xy f(1)=y.
A esta propiedad se le conoce también como conexidad por trayectorias.

Teorema 9.5.1. Sea f: X — Y una funcion sobreyectiva, continua y cerrada entre los
espacios topologicos X y Y. Supongamos que X es localmente conexo. Entonces Y es
localmente conexo.

Demostracién. Demostraremos que cada componente de un subconjunto abierto de
Y es abierta en Y. El teorema quedard demostrado utilizando 6.2.15.

Sea V un abierto en Y y B una componente de V. Dado que la imagen continua
de conexos es conexa, f(B) es la union de algunas de las componentes de f~1(V),
las cuales son abiertas por 6.2.15. Esto demuestra que f~'(B) es abierto. Se sigue de
aqui que X \ f~!(B) es cerrado en X y, por lo tanto, Y \ B = f(X \ f~!(B)) es cerrado
en Y y B esabiertoen Y. O

Dado que toda funcién continua de un espacio compacto a un espacio Hausdorff
es cerrada, obtenemos la siguiente consecuencia del teorema 9.5.1.

Corolario 9.5.2. Sean X y Y continuos. Supéngase que X es localmente conexo y que
f: X — Y esuna funcién continua y sobreyectiva. Entonces Y es localmente conexo.

Como un caso especial de este tltimo corolario, notamos que una imagen continua
y Hausdorff del intervalo [0, 1] serd siempre un continuo localmente conexo. El inverso
de esta afirmacién también es verdadero y es uno de los resultados fundamentales en
la Teoria de Continuos.
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Teorema 9.5.3. Un continuo es localmente conexo si y sélo si es una imagen continua
del intervalo [0, 1].

La caracterizacion de los continuos localmente conexos, expresada en 9.5.3, se co-
noce como teorema de Hahn-Mazurkiewicz. Varios libros de Topologia lo demuestran.
Citamos aqui la demostracién que aparece en NADLER [144], teorema 8.14, pag. 126.

Los siguientes ejemplos ilustran la existencia de funciones continuas entre el
intervalo [0, 1] y algunos continuos localmente conexos.

Ejemplo 9.5.4.
i) f:10,1]— S! definida por f(¢)=(cos (27t),sen(27t)).

ii) Sea Y =([—1,1]x{0}u({0}x[0,1]) CR?ysea f: [0,1] — Y definida de la siguiente

forma:
(4t—1,0) sitel}, 1],
f(0)=4(0,1-4(t—3) sitely,3],
(4(r—3)0) site[3,1].

Observacién 9.5.5. Como el cuadrado unitario [0, 1]x[0, 1] eslocalmente conexo, el teo-
rema 9.5.3 asegura que existe una funcién continua y sobreyectiva f: [0,1] — [0, 1]x [0, 1].
Este caso particular del teorema 9.5.3 fue demostrado, desde 1890, por Peano. Ahora,
después del teorema de Hahn-Mazurkiewicz, conocemos mds; por ejemplo, sabemos
que existe una funcién continua y sobreyectiva del intervalo [0, 1] en el cubo de Hilbert
IN, puesto que IN es localmente conexo.

Combinando el teorema de Hahn-Mazurkiewicz y el teorema de extension de
Tietze (ver 7.5.1), se obtiene un resultado mads concreto, el cual expresamos en el
teorema que sigue.

Teorema 9.5.6. Para cualesquiera dos continuos localmente conexos se tiene que uno
es imagen continua del otro. Atin mds, si X y Y son continuos localmente conexos,
entonces para cualesquiera n puntos x,,..., X, € X y Yi,..-, Yn € Y (n €N), existe una
funcion continua y sobreyectiva f: X — Y tal que f(x;)=y;, i €{l,...,n}.

Demostracion. Evidentemente, basta demostrar la segunda parte del teorema. Por el
teorema de Hahn-Mazurkiewicz, existe una funcién continua y sobreyectiva g: [0,1] —
Y.Sea t; €[0,1] tal que g(t;) = y; paracada i € {1,...,n}. Sean p,q € X \ {xy,..., x,,}
conp#qyA={p,q,x,...,x,}. Definamos h: A— [0,1], como h(p)=0, h(qg)=1y
h(x;)=t;,i<€ {1,...,n}. Obsérvese que h es continua (pues A es un subespacio discreto
de X). Ademsds, A es cerrado en X. Entonces, por el teorema de extensién de Tietze (ver
7.5.1), existe una funcién continua H: X — [0, 1]talque H(p) =0, H(q)=1y H(x;)=¢;,
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ie{l,...,n}. Obsérvese que H(X) es un conexo en [0, 1]. Como {0, 1} ¢ H(X), se tiene
que H(X)=[0,1]. Es decir, H es sobreyectiva. Finalmente, sea f = g o H. Se tiene que
f satisface la conclusién del teorema. O

Del teorema 9.5.3 se obtiene el siguiente resultado, que nos da mucha informacién
sobre la estructura de los continuos localmente conexos.

Teorema 9.5.7. Todo continuo localmente conexo es conexo por trayectorias.

Demostracion. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces existe una funcién
f continua y sobreyectiva del intervalo [0,1] en X (9.5.3).Seanpygen Xys, t en
[0,1] tales que f(s)=py f(t)=q.La funcidn f restringida al intervalo [s, ¢] es una
trayectoriade p ag en X. O

Este teorema se enuncia frecuentemente en una forma maés fuerte: Sea X un
continuo localmente conexo. Entonces, para cada par de puntos x, y € X, existe un
arco (espacio homeomorfo a [0, 1]) contenido en X con extremos x y y. (véase NADLER
[144], teorema 8.23, pag. 128). Por otra parte, nétese que el inverso no es verdadero,
por ejemplo el espacio peine (ejemplo 9.1.2 f)), es conexo por trayectorias pero no es
localmente conexo.

Ejercicio 9.5.8. Demuestre que un continuo indescomponible no es localmente co-
nexo en ningun punto.

9.6. Continuos tipo arco o encadenables

En esta seccién vamos a estudiar una clase particular de continuos: los continuos tipo-
arco. Topolégicamente estos pueden considerarse como una generalizacién natural
de los continuos que son arcos (los que son homeomorfos al intervalo [0, 1]). Estos
continuos tienen muchas propiedades comunes al intervalo [0, 1] y aqui veremos
algunas de ellas. Especificamente, vamos a demostrar que los continuos tipo-arco
son hereditariamente unicoherentes, a-triddicosy que tienen la propiedad del punto
fijo. También veremos un teorema de caracterizacién en términos del concepto de
e—cadena (ver definici6n 9.4.6).

Definicién 9.6.1. Sean X, Y continuos, f: X — Y una funcién continuay € > 0. Se
dice que f es una e—funcion si, para cada x € X,

diam f(f(x)) <e.

Note quessi f es sobreyectiva, la condicién en la definicién puede sustituirse por:
diam f~!(y)< e paratodo y € Y.



9. Continuos

325

Por otra parte, si f es inyectiva, entonces f~!(f(x)) = {x}. Asi,
diam f7'(f(x))=0.

Luego, en este caso, f es e—funcién para todo £ > 0.

Intuitivamente, si £ es pequeio, una é—funcién puede pensarse como una funcién
que no estd muy lejos de ser inyectiva. Con esta interpretracién, considerando que
las biyecciones continuas entre continuos son homeomorfismos, una é—funcién
sobreyectiva entre dos continuos es “casi” un homeomorfismo.

Definicién 9.6.2. Un continuo X es tipo-arco si, para cada € > 0, existe una e—funcién
sobreyectiva f,: X —[0,1].

Ejemplo 9.6.3. Sea X el continuo que denominamos la curva topolégica (ver ejemplo

9.1.2 d)). Esto es,
1
= N B 71 .
y sen(x) x€(0 ]}

X es tipo-arco. Para justificar esto, sea € > 0. Eljjase a > 0 talque a <¢, a <1
y sen(é) =1.Sea h:[—1,1] — [0,a] un homeomorfismo tal que h(—1)=0y k(1) = a.
Definamos f,: X — [0, 1] de la siguiente manera

X= {(x,y)eIR2

X sixela,l]

f(x,y)= {h(y) sixelo.a’ para (x,y)eX.

Teorema9.6.4. Si X esun continuo tipo-arco, entonces todo subcontinuo no-degenerado
de X es tipo-arco.

Demostracién. Sea X un continuo tipo-arcoy Y un subcontinuo no degenerado de X.
Sea £ > 0. Sea a > 0 tal que a < min{e,diam Y'}. Elijase f,: X — [0, 1] una a—funcién
sobreyectiva. Sea g = f, |y. Entonces, como g7 '(g(y))= f~'(g(y))N Y, se tiene que
g es una a—funcioén. Asi, g es e—funcién, porque a < ¢. Por otra parte, g(Y) es un
conexo en [0,1], por lo tanto g(Y) es un punto o un subintervalo de [0, 1]. Pero a <
diam (Y'), entonces g(Y) es un subintervalo de [0, 1]. De aqui se sigue la conclusién
del teorema. O

Observacién 9.6.5. Por la definicién, una e—funcién “regresa” puntos en conjuntos
de didmetro menor que €. En realidad, se tiene un poco mads, una e—funcién “regresa”
conjuntos de didmetro suficientemente pequeiio en conjuntos de didmetro menor
que ¢. Esto se precisa en el ejercicio que sigue.

Ejercicio 9.6.6. Sean X, Y continuos, ¢ >0y f: X — Y una e—funcién. Demuestre
que existe 6 > 0 tal que para todo A C Y con diam A < §, se tiene que diam f~!(A) < &.
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Ejemplo 9.6.7. El circulo unitario S, no es tipo-arco.

Sea 0 < ¢ < diam S! y supéngase que [: S' —[0,1] es una e—funcién suprayectiva.
Sean B el semicirculo inferior y A el semicirculo superior que unen los puntos p y gq
en S!, como en la figura 9.6.

A

B
Figura 9.6:

Obsérvese que f(A)U f(B)=1[0,1]y que f(A)y f(B) son cerrados no vacios. Por
lo tanto, f(A)N f(B) es un conexo no-vacio en [0, 1]. Por otra parte, sean H y K arcos
suficientemente pequefios en S' de tal forma que p € H, g € K y dist(H,K) > &.
Entonces f(H)N f(K)=0. Ademas, f(A)N f(B)N f(H)#0 (este conjunto contiene a
f(p)y f(A)N f(B)N f(K)#® (este conjunto contiene a f(g)). También,

fAN f(B)c f(H)U f(K).

Entonces,

FANf(B)=[f(A)n f(B)N fIH)]U[f(A)N f(B)N f(K)],

por lo que f(A)N f(B) es la unién de dos cerrados no-vacios y disjuntos, lo cual
contradice la conexidad de f(A)N f(B).

Nota9.6.8. Del Teorema 9.6.4 y el ejemplo 9.6.7 se deduce que si X contiene un circulo,
entonces X no es tipo-arco.

En el ejemplo 9.5.4, lo esencial fue lo siguiente: S se puede representar como
S!=AUB, donde Ay B son subcontinuos tales que AN B no es conexo, mientras que
en un intervalo no es posible hacer esto. Esta propiedad del intervalo se retoma en la
siguiente definicion.
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Definicién 9.6.9. Un continuo X es unicoherente si siempre que X = AU B, con A
y B subcontinuos de X, se tiene que AN B es conexo (y, por lo tanto, subcontinuo
de X). Se dice que X es hereditariamente unicoherente si todo subcontinuo de X es
unicoherente.

Ejemplo 9.6.10.
a) Elintervalo [0, 1], y en general cualquier arco, es hereditariamente unicoherente.
b) La curva topolégica (ver ejemplo 9.1.2 d)), es hereditariamente unicoherente.
c) Elcirculo S yel circulo de Varsovia (ver ejemplo 9.1.2 €)), no son unicoherentes.
d) Un triodo simple, esto es, un espacio homeomorfo al continuo
X =([-1,1]x {ohu ({0} x[0,1]),
es hereditariamente unicoherente.
Ejercicio 9.6.11. Justifique las afirmaciones en el ejemplo anterior.

Teorema 9.6.12. Sean X, Y continuos. Supongase que Y es unicoherentey que, para
cada € > 0, existe una e—funcién sobreyectiva f: X — Y. Entonces X es unicoherente.

Demostracion. Dadas las hipétesis, supéngase, por el contrario, que X no es unicohe-
rente. Entonces existen Ay B subcontinuos de X, talesque X = AU By AN B no
es conexo. Por lo tanto, existen P,Q cerrados en AN B, (y cerrados en X) tales que
ANB=PUQ, P#0+#QyPnQ =M. Por normalidad, existen U y V abiertos en X tales
que PCU,QC VyUNV =§. Pongamos

a, =dist(U; V), a, =dist[A\(UUV); B] y a3 =dist[A; B\ (UUV)].

Note que @; >0, i €{1,2,3}. Seae>0con ¢ < a;, i €{1,2,3}. Por hip6tesis, existe una
e—funcién sobreyectiva f: X — Y. Se tiene que f(A)y f(B) son subcontinuos de Y
tales que Y = f(A)U f(B). Como Y es unicoherente, f(A)N f(B) es conexo. Sean

Wi={yef(AnfB)If(y)cU}y
W ={y e flANFB)| f'(y) SV}

No es dificil demostrar que W, y W; son conjuntos abiertos en f(A)N f(B). Por otra
parte, como U NV =, se tiene que Wy N W, =(. Ademds, si p € P y q = f(p), entonces

gefl(ANfB)y f(q)cU



328

9.6. Continuos tipo arco o encadenables

(esto resulta porque diam f~'(q) < &, f{(g)NU # B yaque P c U y dist(U; V) =
a; > £). Asi, W, # 0. Andlogamente se justifica que W, # . Finalmente, vamos a
demostrar que f(A)N f(B) =W, U W,. Para esto, supéngase que f(A)N f(B)# W, U W;.
Sea y € [f(A)N f(B)]\[W; U W;]. Entonces, como diam f~(y)<e, fY(y)ZUUV,
existe x € f~!(y)\(UU V). Supbngase (sin pérdida de generalidad) que x € A\(UU V).
Ahora, como y € f(B), existe b € B tal que f(b) = y. Por lo tanto, x,b € f7(y).
Note que, d(x,b) < diam f~(y) < e. Como x € A\(UUV)y b € V, se tiene que
a, < d(x,b) < ¢,y esto es una contradiccién, pues ¢ < @,. Hemos demostrado que
f(A)N f(B)= W, UW;, W;, W, son abiertos no-vacios y Wy N W, =, lo cual contradice
la conexidad de f(A)N f(B). O

Teorema 9.6.13. Todo continuo tipo-arco es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Por el Teorema 9.6.4, basta demostrar que todo continuo tipo-arco es
unicoherente. Sea X un continuo tipo-arco. Entonces, por definicién, para cada ¢ >0
existe una e—funcién de X sobre el intervalo [0, 1]. Como [0, 1] es unicoherente, por el
Teorema 9.6.12, se sigue que X es unicoherente. O

Ejemplo 9.6.14. El triodo simple (ver ejemplo 9.6.10 d)), no es tipo-arco.

Demostracion. Sea 0 < € <1y supongase que f: X — [0,1] es una e—funcién sobre-
yectiva. Pongamos A =[—1,0] x {0}, B=[0,1] x {0} y C = {0} x [0, 1]. Sean p, g, r los
puntos extremos del triodo.

p A ‘ B q
Figura 9.7:

Se tiene que f(A)U f(B)U f(C)=[0,1]. Ademas, f(0,0) f(A)N f(B)N f(C). f(A),
f(B)y f(C) son tres subintervalos en [0, 1] con interseccién no vacia. Por lo tanto,
uno de los tres debe de estar contenido en la unién de los otros dos. Supéngase, sin
pérdida de generalidad, que f(A) € f(B)U f(C). Entonces, existe x € BU C tal que
f(p)= f(x). Denotemos por t a este valor comun, es decir, f(p)= f(x)=t. Se tiene
que p, x € f~1(¢). Como f es e—funcion, d(p, x) < £. Esto es una contradiccion, porque
e<lyd(p,x)>1paratodo x € BUC. O
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Lo esencial en este tltimo ejemplo fue que existe un subcontinuo Z de X, a saber,
Z ={(0,0)}, tal que X \ Z = A; UA, U Az, donde Z,- NA; = (3, i # j. Por otra parte, en el
intervalo, cada vez que se tienen tres subintervalos con una interseccién comun, uno
de los tres estd contenido en la union de los otros dos. Retomamos esta propiedad del
intervalo en la siguiente definicién.

Definicién 9.6.15. Un continuo X es un _triodo si existe un subcontinuo Z de X tal
que X\ Z=A,UA,UA;z donde A; #0 y A;NA;=0,i# j.Sedice que X es atriddico
si no contiene un triodo.

Ejemplo 9.6.16.
a) Elintervalo [0,1] es atriédico.
b) La curva topoldgica (ver ejemplo 9.1.2 d)) es un continuo atriédico.
¢) El cuadrado unitario [0,1] x [0,1] no es un continuo atriédico.

Teorema 9.6.17. Sean X,Y continuos. Supéngase que Y no es un triodo y que, para
cada € > 0, existe una e—funcién sobreyectiva f: X — Y. Entonces X no es triodo.

Demostracién. Supongamos que X es un triodo. Entonces existe un subcontinuo Z

3 [e—
de X tal que X \ Z = | JA;, donde A; #0y A;NA; =0,i,j €{1,2,3}, i # j. Porel
i=1
Teorema 9.1.9, se tiene que Z U A; es un subcontinuo de X, paracadai € {1, 2,3}.
Sea a; € A;, paracada i €{1,2,3}. Sea, a; =dist({a;}; X \ 4;), i €{1,2,3}. Sea ¢ > 0 tal
que € < a;, i € {1,2,3}. Por hip6étesis, existe una -funcién sobreyectiva f: X — Y.
Sea B; = f(ZUA;), i €{1,2,3}. Note que f(Z)y B; son subcontinuos de Y, para cada
3 3
i€{1,2,3}, Y={JB;y f(Z)S () B;. Como Y no es un triodo, alguno de los B; debe
i=1 i=1

estar contenido en la unién de los otros dos. Supéngase (sin pérdida de generalidad)
que B; € B,UBs. Esdecir, f(ZUA;)C f(ZUA,)U f(ZUA3). Luego, existe x € ZUA,UA;
tal que f(a;) = f(x). Como f es e-funcion, se tiene que d(a;, x) <¢. Como a, € A, y
x € X\ Ay, setiene que a; < d(a,, x) < &, que es una contradiccién, porque ¢ < ¢; para
cadaie€{l,2,3}. O

Teorema 9.6.18. Todo continuo tipo-arco es atriédico.
Ejercicio 9.6.19. Demuestre el Teorema 9.6.18.

Ahora vamos a presentar una caracterizacion de los continuos tipo-arco. Para esto,
vamos a introducir el concepto de continuo encadenable.

Definicién 9.6.20. Un continuo X es encadenable si, para cada ¢ > 0, existe una

n
e—cadena, {U,...,U,},en X talque X = | J U;.
i=1



330

9.6. Continuos tipo arco o encadenables

En el lema siguiente se establece que, si X es un continuo encadenable, siempre
se pueden considerar cadenas que cubren a X, de tal forma que tinicamente se inter-
secten las cerraduras de eslabones consecutivos. No incluiremos la demostracién de
este lema que intuitivamente es claro.

Lema 9.6.21. Si X es un continuo encadenable y € > 0, entonces existe una & -cadena
¢ ={U,,...,U,} en X, que cubrea X, tal que U; N U ; =0, siempre que|i— j|> 2.

Teorema 9.6.22. Sea X un continuo. Se tiene que X es tipo-arco siy solo si X es enca-
denable.

Demostracion. Supdéngase que X es un continuo tipo-arco. Sea ¢ > 0. Entonces existe
una e—funcién sobreyectiva f: X — [0, 1]. Sabemos que existe 6 > 0 tal que, si A € [0, 1]
con diam A < &, entonces diam f~'(A) < ¢ (ver el ejercicio 9.6.6). Como el intervalo
[0,1] es un continuo encadenable, existe una 6-cadena ¥ ={V,,..., V,,} que cubre a
[0,1]. Sea U; = f~1(V;), paracada i € {1,...,n}. Sea 6 ={U,,..., U,}. Claramente € es
una eé—cadena que cubre a X. Por lo tanto, X es encadenable. Ahora, supéngase que
X es un continuo encadenable. Sea ¢ > 0. Por el Lema 9.6.21, existe una § -cadena
¢ ={U,...,U,} que cubre a X, tal que U; N U; = @, siempre que | i — j [> 2. Se
puede suponer que n > 3. Sea m = max{i | 2i + 1 < n}. Note que m > 1. Para cada
ke{1,...,m}, definamos My = Uy UU» UU 41 ¥ Iy = [5t, £], donde s, = &L y
t, = % Se tiene que U,y N Uy =0, k € {1,...,m}. Como todo espacio métrico
es completamente normal, para cada k € {1,..., m}, existe una funcién continua
fi: My — I tal que fi'(s;)=Uaxy ¥ ' (£x) = U ggyy . Definimos f: X —[0,1] como
sigue
fx)= {fk(x) si x € My,

1sixeU,.

Por la definicién de los conjuntos M; y como U ﬂﬁj =), siempre que |i—j| > 2, se
tiene que f estd bien definida y es una funcién continua. Por otra parte, como f(X) es
un conexo en [0,1]y0,1 € f(X), setiene que f(X)=[0,1]. Porlo tanto, f es una funcién
sobreyectiva de X en el intervalo [0, 1]. Ahora, si 0 < t < 1, entonces f~!(¢) C U; para
algini €{1,...,n}. Como % esuna %-cadena, resulta que diam f~!(z) < % Finalmente,
sin=2m+1,setiene que f'(1)=U, y, si n#2m+1, entonces 2m +1=n—1, por
lo tanto f~'(1) = U,,_; UU ,,. En cualquier caso, resulta que diam f~!(1) < £. Hemos
demostrado que, dado ¢ > 0, existe una é—funcién sobreyectiva f: X — [0, 1]. O

En 9.3.2 ¢) y d), vimos que un circulo y un triodo no son irreducibles. Un teorema
fundamental en el estudio de los continuos irreducibles es el teorema de Sorgenfrey
(1944). Su demostracion se puede consultar en el libro de NADLER [144], teorema 11.34.

Teorema 9.6.23 (Sorgenfrey). Sea X un continuo no degenerado unicoherente. Entonces
X es irreducible si y solo si X no es un triodo.
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Como una consecuencia directa obtenemos:
Teorema 9.6.24. Todo continuo encadenable es irreducible.

Demostracién. Sea X un continuo encadenable. Por el Teorema 9.6.13 y el Teore-
ma 9.6.22, se tiene que X es unicoherente. Por otra parte, el Teorema 9.6.18 y el
Teorema 9.6.22 garantizan que X no es un triodo. Ahora, la conclusion se sigue por el
Teorema de Sorgenfrey. O

Para finalizar, vamos a demostrar que cada funcién continua de un continuo tipo-
arco en si mismo deja al menos un punto fijo. La solucién de ecuaciones diferenciales
estd intimamente relacionada con los problemas del punto fijo. Un teorema clasico
en la topologia, que tiene aplicaciones en diversas dreas de la matematica, es el de
Brouwer: El disco unitario B? tiene la propiedad del punto fijo.

Definicién 9.6.25. Un continuo X tiene la propiedad del punto fijo (p.p.f.) si, para
cada funcién continua f: X — X, existe p € X tal que f(p)=p.

Ejercicio 9.6.26. Demuestre que el intervalo [0, 1] tiene la p.p.f. Sugerencia: Considere
los conjuntos U ={t €[0,1]| f(t)<t}y V ={t € [0,1]| f(¢t) > t}, yusela conexidad
de [0,1].

Esquemadticamente, el hecho de que [0, 1] tenga la p.p.f., significa que la grafica
de cualquier funcién continua f: [0,1] — [0, 1] intersecta a la diagonal del cuadrado
[0,1] x [0,1], es decir, a la grafica de la funcién identidad en [0, 1]. En realidad, la tinica
propiedad de la funcién identidad que se utiliza en la demostracién de este hecho es
su sobreyectividad. Considere el siguiente resultado.

Lema 9.6.27. Si A es un subcontinuo del cuadrado[0,1] x [0, 1] tal que t,(A) =10, 1],
entonces ANA#0, donde A={(t,t)| t €[0,1]} es la diagonal del cuadrado.

Ejercicio 9.6.28. Demuestre el Lema 9.6.27.

Teorema 9.6.29. Sean f y g funciones continuas de un continuo X en el intervalo [0, 1].
Supéngase que f es sobreyectiva. Entonces existe x € X tal que f(x)= g(x).

Demostracién. Sea A= {(f(x),g(x))| x € X}. Se tiene que A es un subcontinuo del

cuadrado [0,1] x [0, 1] tal que 7,(A) =[0, 1]. Se sigue del Lema 9.6.27 que, AN A #0, es
decir, existe x € X tal que f(x)=g(x). O

Teorema 9.6.30. Todo continuo tipo-arco tiene la propiedad del punto fijo.
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Demostracién. Sea X un continuo tipo-arcoy f: X — X una funcién continua. Para
cada n €N, existe una %—funci(’)n sobreyectiva g, : X — [0, 1]. Por el Teorema 9.6.29, pa-
racada n €N, existe x, € X tal que g,,(x,) = g,(f(x,)). Es decir, x,, f(x,) € g;l(tn) pa-
raalgan ¢, €[0,1]. Asi, d(x,, f(x,)) < % Por compacidad, se puede suponer que x,, con-
vergeaun punto x € X.Por continuidad, f(x,)convergea f(x). Como d(x,, f(x,)) < %
n €N, se sigue que d(x, f(x))=0. Por lo tanto, f(x)= x. O

9.7. Creacion de ejemplos

En las secciones anteriores, hemos definido varios conceptos: descomponible, uni-
coherente, irreducible, propiedad del punto fijo, localmente conexo, conexo por tra-
yectorias, atriédico encadenable. Cada una de estas propiedades puede ser hereditaria.
El objetivo de esta seccion es que el lector construya ejemplos que tengan varias pro-
piedades juntas o ejemplos que tengan unas propiedades pero no otras. Definiremos
también puntos y conjuntos de corte.

Sea X un continuo y C € X. Decimos que C es un subconjunto de corte de X si
X\ C no es conexo. Si C contiene solamente un punto, lo llamamos punto de corte.

Ejemplo 9.7.1.  a) Todo punto del intervalo abierto (0, 1) es un punto de corte del
intervalo cerrado [0, 1].

b) Las curvas cerradas simples (espacios homeomorfos a S!) no tienen puntos de
corte. Sin embargo cualquier subconjunto con dos elementos, es un conjunto
de corte.

c) Sea T CR?la uni6n de los tres segmentos rectilineos que unen al punto (0, 0)
con los puntos (1,0), (—1,0) y (1, 1). Excepto estos tres puntos, todos los puntos
de T son de corte.

d) En el espacio peine (ejemplo 9.1.2 f)) todos los puntos son de corte, excepto los
que estdn contenidos en el eje Y ylos de la forma (zi,l, 1).

Ejercicio 9.7.2. Diga qué propiedades tienen y que propiedades no tienen los ejemplos
considerados en 9.1.2.
Construya ejemplos o al menos un ejemplo de continuos, (tal vez no existen):

con exactamente 7 puntos que no sean de corte,

hereditariamente unicoherentes que contengan alguin triodo,

conexos por trayectorias pero no localmente conexos,

irreducibles sin puntos de corte,
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localmente conexos, hereditariamente unicoherentes sin puntos de corte,
localmente conexos sin puntos de corte,

hereditariamente localmente conexos,

irreducibles pero no hereditariamente irreducibles,

descomponibles tales que todos sus subcontinuos (que no sean puntos) sean
homeomorfos al total,

indescomponibles tales que todos sus subcontinuos (que no sean puntos) sean
homeomorfos al total,

indescomponibles no unicoherentes,

homogéneos (un continuo X es homogéneo si para cada par de puntos p, g € X
existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(p)=q).

homogéneo y unicoherente,
con propiedad del punto fijo,
homogéneo y con propiedad del punto fijo,

continuo plano que sea conjunto de corte de R?.

Teorema 9.7.3. Todo continuo contiene al menos dos puntos que no son de corte.

La demostracién de este resultado puede verse en NADLER [144], teorema 6.6,
pag. 89.

Los siguientes teoremas son ejemplos de caracterizaciones de continuos por medio
de sus conjuntos de corte. Sus demostraciones se pueden consultar en NADLER [144],
teorema 6.17 y teorema 9.31.

Teorema 9.7.4. Un continuo X es homeomorfo al intervalo [0,1] si y sélo si todos los
puntos de X, excepto dos de ellos, son de corte.

Teorema 9.7.5. Un continuo X es homeomorfo aS' siy sélo si todo subconjunto de X
con dos elementos es de corte.

Definicion 9.7.6. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
subcontinuos homeomorfos a S*.

Las dendritas son continuos que tienen una gran cantidad de propiedades, las
cuales se encuentran en diversos articulos y libros. Véase por ejemplo NADLER [144],
capitulo 10. La siguiente es una de las caracterizaciones méas conocidas de las dendri-

tas.
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Teorema 9.7.7. Un continuo es una dendrita si y sélo si cada uno de sus puntos es o
bien de corte o bien extremo de cualquier arco que lo contenga.

Ejercicio 9.7.8. Clasificar los puntos de los continuos en el ejemplo 9.1.2 como puntos
de corte y no de corte.
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Paracompacidad y metrizabilidad

El objetivo de este capitulo es introducir al lector en dos temas cuya importancia
radica fundamentalmente en sus aplicaciones dentro de la propia topologia.

En la primer seccién estudiaremos los espacios paracompactos, definidos median-
te un axioma de cubrimiento (P) mds débil que (C).

Desde un punto de vista sistematico, la teoria de los espacios paracompactos
constituye dentro de este libro una sintesis de la teoria de los espacios normales,
expuesta en el capitulo 7, y de la teoria de los espacios compactos, presentada en el
capitulo 8.

El estudio de estos espacios, que atiin hoy en dia es de gran interés investigativo, ha
contribuido notablemente al desarrollo de las ramas de la topologia en las cuales los
recubrimientos abiertos y sus refinamientos constituyen una herramienta esencial
de trabajo, como por ejemplo en metrizabilidad, teoria de la dimensién, topologia
diferencial y otros.

Como ya hemos mencionado en el capitulo 2, el problema de hallar criterios
generales para la metrizabilidad de los espacios topoldgicos, fue una de las cuestiones
mads analizadas en la topologia general desde su inicio.

El método utilizado por A. H. Stone en la demostracién de su célebre teorema
(10.1.11) permitié finalmente en los afios 50’s a tres matemadticos: Bing, Nagata y
Smirnov, dar una solucién satisfactoria al problema de metrizabilidad. La presentacién
de este resultado y de otros criterios necesarios y/o suficientes es el objeto de la
seccién 10.2.

Puesto que las aplicaciones de la teoria desarrollada en este capitulo se quedan,
generalmente, en el marco de la topologia, nos contentaremos con exponer solamente
los resultados fundamentales, en un estilo mas denso, sin entrar en los detalles de la
teoria y sus aplicaciones.
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10.1. Espacios paracompactos

En el capitulo 7 probamos que en un espacio normal toda cubierta localmente finita
posee una particion subordinada de la unidad (7.6.10). Se plantea el problema de
cuédndo este resultado puede generalizarse a foda cubierta abierta (no necesariamente
localmente finita). Esto es posible precisamente en los espacios paracompactos.

Definicién 10.1.1 (paracompacto). Un espacio topolégico (X, %) se llama paracom-
pacto si cumple el axioma (P): toda cubierta abierta de X posee un refinamiento
abierto localmente finito.

Un subconjunto A en (X, 2') se llama paracompacto si el subespacio (4, Z4) cum-
ple (P).

Un subespacio compacto es evidentemente paracompacto. En 1948, A. H. STONE
[183] dio un fuerte impulso a la teoria de los espacios paracompactos probando que
todo espacio seudométrico es paracompacto (9.1.11). La clase de los paracompactos
incluye asi dos tipos cldsicos muy importantes de espacios topolégicos. Veremos
que, a pesar de esta generalidad, tienen una estructura suficientemente concreta
para conservar una parte importante de las caracteristicas propias de los espacios
compactos y de los espacios métricos. Analizaremos la relacién entre el axioma (P) y
los axiomas de separacion. El lema siguiente nos recuerda el resultado anédlogo para
los espacios compactos (8.1.18).

Lema 10.1.2. Sea (X, %) un espacio paracompacto y sean B y C dos cerrados disjuntos
en (X, %) tales que para todo x € B existen dos vecindades disjuntas V, y W, que
separan x y C. Entonces B y C pueden separarse por dos vecindades disjuntas.

Demostracion. Q = {V,|x € B}U{(B} es una cubierta abierta de X. Sea Q’ un refi-
namiento abierto localmente finito de Q y sea Qg ={U € Q’ | U N B # 0}. Entonces
Up :=UQjp es una vecindad de B. Para todo y € C existe una vecindad W, de y tal
que sélo un nimero finito de conjuntos U, ..., U, de Qj intersectan a W,,. Para todo
i=1,...,n,3x; € Btalque U; C V, . Puesto que V,, N W, =0, tenemos U; N W, =0 por
lo tanto, para Wy’ =W, NnW, N---NnW, € B(y), que es una vecindad de y, se tiene tam-

bién Wy’ NU; =0. Sisuponemos U¢ == | J Wy’, entonces U y Ug son respectivamente
yeC
vecindades de Cy By UsNUg =10. O

Proposicion 10.1.3. Todo T,—espacio paracompacto es normal.

Demostracion. Primero veremos que todo T,—espacio paracompacto (X, Z’) es regular.
Sea B C X cerradoy y ¢ B. Entonces podemos aplicar el lema anterior a los cerrados B
y C :={y} puesto que todo x € B puede separarse de y por el axioma (7). Concluimos
que By y ¢ B pueden separarse por dos vecindades disjuntas.



10. Paracompacidad y metrizabilidad

Sean By C dos cerrados disjuntos cualesquiera en (X, Z’). Acabamos de mostrar
que By C cumplen la hip6tesis del lema anterior. Por lo tanto pueden separarse por
dos vecindades disjuntas. O

Como consecuencia de esta proposicion obtenemos la propiedad de los T,—espacios
paracompactos que fue la motivacién principal para su estudio.

Corolario 10.1.4 (teorema de la particién de la unidad). Toda cubierta abierta Q =
{U, | @ € I} en un T,—espacio paracompacto tiene una particién subordinada de la
unidad.

Demostracion. Sea Q" ={Ag | B € J} un refinamiento abierto localmente finito de Q.
Para todo 3 € J seleccionemos a = ¢(f) € I tal que Az C U,. Por el corolario 7.6.10 y
la proposicién anterior, existe una particién de la unidad (gs)ge; subordinada a Q”.
Para todo a € I, las funciones f,: X — [0, 1] definidas por

gp(x) siaey[]]y
(Bl=a

fa(x) =4 @ ]
0 siaé pl]]
estan bien definidas, son continuas y constituyen una particién de la unidad, pues

> fu(x)= >, gp(x)=1 paratodo x € X. La familia de los soportes de las g5 forman
acl BeJ
una coleccién localmente finita. Por lo tanto se cumple

sop(f)c | sop(gp)= | sop(gp)c Us. (10.1)
w(B)=a e(B)=a
Concluimos que (f;) es una particién subordinada de la unidad a Q. O

La caracterizacién siguiente muestra que, para espacios regulares, el axioma (P)
puede debilitarse variando el tipo de los refinamientos cuya existencia se postula.

Teorema 10.1.5 (criterios de paracompacidad para T;—espacios). Para un T;—espacio
(X, ') son equivalentes los siguientes enunciados:

(P) (X,Z) es paracompacto.
(P") Toda cubierta abierta de (X,%') posee un refinamiento abierto o -localmente
finito Q, es decir, un refinamiento abierto de la forma Q = | ] Q,, donde toda

neN
coleccion Q,, es localmente finita.

(P”) Toda cubierta abierta de(X,Z’) posee un refinamiento localmente finito.
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(P") Toda cubierta abierta de (X, %) posee un refinamiento cerrado localmente finito.

Demostracion. (P)=> (P’) es trivial.
(P")= (P"): Basta probar que toda cubierta abierta c—localmente finita Q = | J Q,
neN

n
tiene un refinamiento localmente finito. Sea U, 1a unién de todos los abiertos A € |_J Qy
k=0
y sea B, = U, \ U,_, para cada n € N (A_; := ). Entonces la coleccién {B, | n € N}

forma un recubrimiento de X por conjuntos mutuamente disjuntos. La coleccién

Q' = |J{ANnB, | A€ Q,} es evidentemente un refinamiento de Q. Veremos que Q’ es
neN
localmente finita.

Para todo x € X existe un n € N tal que x € U,,. Por hip6tesis existe una vecindad V,
n

de x que intersecta s6lo un niimero finito de conjuntos A € | J Q. Podemos suponer
k=0
que V, C U,. Pero entonces la intersecciéon de V, con todo B,, (m > n+ 1) es vacia.

Luego, V, intersecta s6lo un nimero finito de conjuntos AN B, en Q’.
(P”)= (P""): Sea Q un recubrimiento abierto de (X, %’). Para todo x € X existe un
U, € Q que contiene a x y por (73) un abierto W, tal que

xeW,cW, cU,. (10.2)

Sea Q’ un refinamiento localmente finito del recubrimiento abierto Q” ={W, | x €
X}. Entonces {A | A€ Q’} es un refinamiento cerrado localmente finito de {W, | x € X}
y también de Q, por (10.2).

(P”) = (P): Sea Q una cubierta abierta de X y sea Q' un refinamiento cerrado
localmente finito de Q. Para todo x € X, existe una vecindad abierta W, que intersecta
s6lo un nuimero finito de B € Q’. Sea Q” un refinamiento cerrado localmente finito de
la cubierta abierta Q" = {W, | x € X}. Para todo B € Q’ existe un abierto Uy € Q tal
que B c Ug. Puesto que la coleccion de cerrados Q” es localmente finita, la unién Cz =
U{C € Q”| Cn B =0} es cerrada. Entonces Az = Uy \ C; es abierto paratodo B € Q’. La
coleccion Q*={Ap | B € Q’} es un refinamiento abierto de Q pues B C Ap C Up para
todo B € Q’. Queda por probar que Q* es localmente finito. En efecto, para todo x € X
existe una vecindad V, de x que intersecta solamente un ntimero finito de conjuntos

n

C,...,C, €Q”. Setiene que V, c | J C; porque Q” es un recubrimiento de X. Por otra
i=1

parte, por ser Q” un refinamiento de Q”, los C; intersectan s6lo un nimero finito de

n
conjuntos B € Q'. Seleccionemos By, ..., B,, € Q' tales que (| J C;)N B =0 para todo
i=1

n
BeQ’'\{B,,..., By,}. Entonces se cumple, para dichos conjuntos B, que | J C; C C
i=1
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n

y, por tanto, Az N [ J C; € (Up \ Cg)N Cp = 0. Concluimos que V, N Ap =0 para todo
i=1

BeQ’'\{By,...,B,,}, oseala coleccion Q* ={Ag | B € Q’} es localmente finita. O

Veremos a continuacién que los criterios de este teorema son muy efectivos para
comprobar la paracompacidad de un espacio. El resultado siguiente nos precisa un
teorema de Tikhonov que dice fodo espacio regular de Lindelof es normal. Ademas,
muestra que, para espacios regulares, no s6lo el axioma (C), sino también el axioma
(L) de Lindeldf, es un axioma de recubrimiento mads fuerte que (P).

Corolario 10.1.6. Todo espacio regular de Lindeldf es paracompacto.

Demostracién. Es una consecuencia inmediata del criterio (P’) porque todo subcu-

brimiento abierto numerable es trivialmente un recubrimiento abierto c—localmente

finito: Q = (J {A,}. O
neN

Corolario 10.1.7. Todo T,—espacio localmente compacto numerable al infinito es

paracompacto.

Demostracién. Sabemos que un tal espacio cumple (73) (8.6.9) y es de Lindelof (8.6.20,
iii)). O

Nota. Més precisamente, puede demostrarse la caracterizacién siguiente: un T,—espacio
localmente compacto es paracompacto siy sélo si es suma de espacios localmente
compactos y numerables al infinito. Para una demostracién, véase BOURBAKI [29)].

Ejemplo 10.1.8. Los espacios R” son paracompactos porque son espacios regulares
de Lindeloff.

Ejemplo 10.1.9. Toda variedad diferenciable numerable al infinito es paracompacta.

Ejemplo 10.1.10. El espacio (R, Zs) definido en el ejemplo 2.3.15 es normal y de
Lindel6f. Entonces es paracompacto.

Utilizaremos ahora la caracterizacion (P’) para demostrar el ya anunciado, resulta-
do principal de esta seccion.

Teorema 10.1.11 (A.H. Stone). Todo espacio seudométrico es paracompacto.

Demostracién. Sea (X,d) un espacio seudométrico. Queremos probar que (X, %)
cumple (P’). Para ello tomemos una cubierta abierta Q, de X. Convendremos en
poner: d(x,0)= oo y d(A,0) = co para todos los x € X, A c X. Definimos

U,={xeX|d(x,CU)>27"}
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Figura 10.1:

para todo abierto U € Z; y todo n € N.
Evidentemente (U,,) es una sucesién creciente de abiertos (por ser d continua) tal
que

U:

(@

u,. (10.3)
1

S
Il

Veremos ahora que:
X €U, Ay ¢ Uy =d(x,y)>2""D, (10.4)

En efecto, para todo z €CU se tiene que d(x,y)>d(x,z)—d(y,z)>27"—d(y, z);
y d(y,z) (z€CU) se acerca tanto como se quiera a d(y,0U) < 27"+,

Un refinamiento abierto o -localmente finito de Q, se obtiene ahora escogiendo
los conjuntos U, (U € Q) (para cada n), de tal manera que tengan una distancia
estrictamente positiva entre ellos (para n €N fijo).

Sea s el conjunto de todas las subcolecciones Q C Q, que tienen la propiedad
siguiente:

Para todo U € Q existe una sucesion de subconjuntos abiertos (U}) tales que

) dU,Vv)z2"paral,VeQconU#V .
ii) UQ=U{U*|UeQAneN} '
Paratodo U € Q, el conjunto unitario {U} pertenece a #; pues es suficiente poner
Uy =U,, por (10.3) y (10.4).
Entonces 7 # (). En lo que sigue supondremos que a toda Q € 5 se asocia una
familia fija (U}),en, U € Q que cumple (10.5).
Definiendo

Q,={Uy|U€Q} (neN)y Q*=U{Q; |n€N} para Qe
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se introduce sobre # una relacién de orden definida por:
Q<Q'<=QcQ'AQ"cQ”

Sea 2 un subconjunto totalmente ordenado de (-7, <). Entonces es facil compro-
bar que Q5 =UZ con la familia asociada U{Q* | Q € 2} cumple la propiedad (10.5)
y que Q < Qg4 para todo Q € . Luego (7, <) estd inductivamente ordenado. Por el
lema de Zorn, existe una coleccién maximal Q; en . Veremos ahora que Q; = Q,.
Supongamos por reduccién al absurdo que existe un U € Q,\Q;. Definamos entonces:

Uy ={x €U, |d(x,0(uQ,)) <27}
(UY) es una sucesion de subconjuntos abiertos U* c U,, que cumple

i) d(Ur, V) >2""" paratodo V € Q; ytodo n €N, puessix € U*, y € V* en-
tonces d(x,0V)< d(x,0uQ;)< 27", Porlo tanto x ¢ V,,,, entonces d(x, y)>
2=+1) por (10.4).

ii') x€(UQ)UU = xeU{V* | neNAV €Q}U(ULU? | neN})

pues si x € U, y x ¢ U}, entonces d(x,0(UQ,)) > 2=0+1: por lo que x € UQ,, lo que
implica x e U{V* | n e NAV € Q,} (por (ii)) para Q. Por otra parte i) e ii’) muestran
que la coleccién Q; U{U} con la coleccién asociada Qf U{U | n € N} pertenece a ¢y
es estrictamente mayor que Q; en (-, <), lo que es una contradiccién. Concluimos
que Qy = Q, € 5. Pero esto significa que la coleccion asociada Q; = U{(Q,)}, | n €N} es
una cubierta abierta de X (por ii)) més fina que Q,. Ademés Q* es o -localmente finito
porque las colecciones (Q,)¥ son localmente finitas (n € N). En efecto, por i), toda bola
B(x,2~"*Y) (x € X; n arbitrario, prefijado) puede intersectar a lo sumo a un conjunto

UreQr.

n n
Concluimos que (X, Z;) verifica a (P’) y por tanto es paracompacto, porque todo
espacio seudométrico es un T3-espacio. O

Veremos en la siguiente seccién que el teorema de Stone implica un criterio nece-
sario de metrizabilidad, (también puede probarse que es suficiente). Para concluir esta
seccion analizaremos ahora brevemente la heredabilidad de (P). No vamos a esperar
que la paracompacidad sea heredada por todo subespacio.

Veremos mds adelante un contraejemplo (10.1.13). Sin embargo, se tiene el siguien-
te resultado:

Proposicion 10.1.12. Todo F,—conjunto (y en particular todo cerrado) en un T,—espacio
paracompacto es paracompacto.
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Demostracion. Sea F = | | F,, donde todos los F, son cerrados en un espacio pa-
neN
racompacto (X, %) y sea Q una cubierta abierta de F. Todo V € Q tiene la forma

V=FnUy conUy, € %.ParatodoneN, Q, ={Uy, | V€ Q}U{CE,} es una cubierta
abierta de (X, ). Sea Q;l un refinamiento abierto, localmente finito de Q,,. Entonces,
paratodon€N,Q, :={UNF |U € Q, AUNEF, #0} es una coleccion localmente finita

. N 0 : .

de abiertosen F y Q' = LGJN Q;, es un refinamiento abierto de Q. Como F es regular,
n

por ser subespacio del espacio regular (X, %), se tiene que es paracompacto, por el

criterio (P’). O

Contrariamente a la compacidad y ala compacidad local, la paracompacidad no
se hereda ni siquiera a los productos finitos.

Ejemplo 10.1.13. Ya sabemos que el espacio (R, &) es paracompacto (10.1.10). Vere-
mos ahora que la segunda potencia (R?, 2'?) no es paracompacta.

Basta probar que este T;-espacio no es normal. Supongamos por reduccién al ab-
surdo que (R?, %52) esnormal. Ladiagonal D = {(x,—x)| x € R} es un subespacio discre-
to cerrado en (R?, 2'2). Todo subconjunto C dela diagonal D es cerrado. Entonces para
todo subconjunto C c D existen dos vecindades U(C)e Z(C)y V(D\C)e #(D\ C)
tales que U(C)N V(D \ C) = 0. El conjunto R = Q* es denso en (R? 2'?). La aplica-
ciéon C— U(C)NR de (D) en 2 (R) es inyectiva; pues si C, C’' € 2 (D), C # C’, por
ejemplo C’\ C #0, entonces el abierto U(C’)\ V(D \ C) que contiene a C’\ C no es
vacio, por lo que tiene una interseccién no vacia con el conjunto denso R es decir
(U(CH\V(D\C))NR #By, porlo tanto, (U(C')NR)\ (U(C)N R) #0. Pero la aplicacion
C — U(C) no puede ser inyectiva porque card 2 (D)= 2% > Card 2(R)=2N. Con
esto hemos construido un contraejemplo que muestra:

1. El producto de dos espacios paracompactos no es necesariamente paracompac-
to.

2. El producto de dos espacios normales no es necesariamente normal.

Podemos utilizar este mismo espacio para mostrar que un subespacio de un
T,—espacio compacto (luego paracompacto y normal) no es necesariamente para-
compacto ni normal. En efecto, (R?, %SZ) es completamente regular como producto
de dos espacios completamente regulares, luego tiene una inmersién en un cubo
compacto I?.

Dejamos al lector probar que se cumple al menos la siguiente proposicién:

Proposicion 10.1.14. Todo producto de un espacio paracompacto por un espacio
compacto es paracompacto.

Demostracion. Ejercicio. O
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Como ultima propiedad de heredabilidad mencionamos, sin demostracién, el
resultado siguiente de E. Michael.

Proposiciéon 10.1.15. Si(X,2) es paracompactoy f: (X, %) — (Y, %) es una sobreyec-
cion continua y cerrada, entonces (Y, %) es paracompacto.

Una demostracion se halla, por ejemplo, en DUGUND]JI [60], pdg. 165/6 0 NAGATA
[147], pag. 161/2.

Terminamos la seccién con una aplicaciéon del teorema de la particién de la unidad
(10.1.4). Recomendamos al lector demostrar este interesante resultado de C. H. Dowker
en forma de ejercicio orientado.

Proposiciéon 10.1.16. Sea g (resp. G) una funcién real semicontinua inferiormente
(resp. superiormente) sobre un T,—espacio paracompacto (X, %) tal que G(x) < g(x)
para todo x € X. Entonces existe una funcion continua h: X — R tal que

G(x)< h(x)< g(x) (10.6)
para todo x € X.

Demostracién. Ejercicio.
Indicacién:
La demostracién se efecttia en dos pasos:

1. Los conjuntos U, = {x|G(x) < r}n{x|g(x) > r}(r € Q) forman una cubierta
abierta de (X, %).

2. Sea(f})req una particion subordinada de la unidad. Entonces h: x — > rfi(x)
reQ
es la funcién buscada.

10.2. Criterios de metrizabilidad

Comenzaremos esta seccién con un sencillo resultado que nos serd de amplia utilidad
en lo que sigue:

Proposicion 10.2.1. Sea y = (dy)ren Una familia numerable de seudométricas sobre
un conjunto X y para cada k €N sea d;. = inf(dy, 1). Entonces

i) La seudométrica
o 1
d=>" S (10.7)
k=1

define sobre X la misma topologia que la familia u. En particular, Z,, es seudo-
metrizable;
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ii) d es una métrica siy sélo si

(VkeN:di(x,y)=0)=>x=y (10.8)

Demostracion. i) Sabemos que d, asi definida, es efectivamente una seudométrica
real. Puesto que
d,<2*d (keN),

la topologia &; = %g’lk es mds gruesa que Z; para todo k € N. Entonces &, =
sup{Zy; | k € N} C Z,. Para demostrar la inclusi6n inversa, debemos probar que toda
bola B,;(x,p)={y € X|d(x,y) < p} definida por d contiene una vecindad de x en
(X, Z,).

Sea N €N tal que 1/2" < p. Tenemos:

N oo
Z (1/2%a; Zl/zkgméx{d{,...,d]’v}ﬂ/zfv
k=1 k=N

n
por lo tanto la vecindad V, = ({y € X | d;(x,y) < (p —1/2")} de x en (X, Z,,) esta
i=1
contenida en By(x, p).
ii) Se concluye inmediatamente de las equivalencias d(x,y)=0 < di(x,y)=0

paratodo k e N <= d;(x, y)=0paratodo k e N. O

De este resultado se deduce facilmente un criterio de metrizabilidad para espacios
producto.

Corolario 10.2.2 (metrizabilidad de espacios producto). Unespacio producto | [(X,, Z;)
acl
de espacios no triviales (X,, Z,) (Card X, > 2) es metrizable si y sélo si todo espacio

(Xg» Xy) es metrizable y ademds I es numerable o finito.
Demostracion. Ejercicio. (Indicacién: véase 5.2.13.) O

Ejemplo 10.2.3. Los espacios producto RX y[0,1]X son metrizables siy s6lo si X es
numerable.

Inversamente, el resultado 8.6.24 de Urysohn expresa que todo AN2—espacio com-
pletamente regular puede sumergirse en [0, 11N, Por lo tanto todos estos espacios son
metrizables. Resulta entonces que el teorema 8.6.24 de Urysohn es esencialmente un
teorema de metrizabilidad. Debilitando un poco sus hipétesis, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 10.2.4 (de metrizabilidad de Urysohn). Un AN2—espacio es metrizable siy
s6lo si es regular (o normal, o completamente regular).
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Demostracién. Sélo queda por probar que todo AN2—espacio regular es metrizable.
Pero todo AN2—espacio regular es paracompacto (10.1.6) por lo tanto completamente
regular. Basta aplicar el razonamiento anterior. O

En particular tenemos los criterios siguientes para la metrizabilidad de espacios
compactos, resp. localmente compactos.

Corolario 10.2.5. i) Todo T,—espacio localmente compacto que satisface AN2—es
metrizable.

ii) Un T,—espacio compacto es metrizable si y solo si verifica AN2.

Demostracién. i) Por 8.6.9 todo T,—espacio localmente compacto es regular.
ii) S6lo queda por probar que todo T,—compacto metrizable cumple AN2 y esto se
debe a la corolario (8.4.14) ya que estos espacios son metrizables y de Lindeloff. O

Las dos proposiciones anteriores (10.2.4 y 10.2.5) en realidad pertenecen a la teoria
de los espacios completamente regulares y de las compactificaciones de Stone-Céch.
Las hemos presentado primeramente, para seguir el orden en que histéricamente
fueron apareciendo los resultados relacionados con el problema de metrizabilidad.
Sin embargo, se podrian también obtener como corolarios directos del resultado
fundamental de esta seccién que vamos a probar a continuacidn.

El teorema de Nagata-Smirnov-Bing nos proporciona un criterio general, necesario
y suficiente, para la metrizabilidad de cualquier espacio topolégico. Este teorema
tiene otra base metddica, distinta a la del teorema de metrizabilidad de Urysohn, que
pertenece a la teoria de las cubiertas abiertas y sus refinamientos. Especialmente en
la demostracién de dichos teoremas se utiliza el lenguaje desarrollado por A. H. Stone
en su contribucién a la teoria de los espacios paracompactos.

Teorema 10.2.6 (Nagata-Smirnov-Bing). Un espacio topolégico (X, Z’) es metrizable si
y s6lo si es regular y posee una base c—localmente finita.

Demostracion. Necesidad. Supongamos que (X, Z') es metrizable y que d es una mé-
trica tal que & = %.

Para cada n sea B, , la familia de las bolas de radio + : (B(x, %))xeX ysea B; =
oo
|J Ba,n- Entonces B, es una base de 2 y todo B, (n €N) es una cubierta abierta

n=0
de X. Por el teorema de Stone (10.1.11), todo B, , tiene un refinamiento localmente

finito que es una cubierta abierta de X, llamémosle B,,.
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oo
La coleccién f = | B, es una base de 2. En efecto, sea U € ' y x € U. Existe n
n=1

1
tal que x € B, (x, ;) c U. Pero B,, es un refinamiento de B, ,, que recubre X y por

1
lo tanto existe V € B,, talque x € V C B, (y, ) para cierta y € X.

Entonces d(x, y) < ﬂ y paratodo z € V tenemos d(x, z) < ;. Deaquique xeV C
U, con lo que queda demostrada la necesidad de la condicién.
oo

Suficiencia.Sea = | B, unabase de 2 tal que cada B,, es una familia localmente
n=1
finita. Veremos primeramente que (X, Z') tiene que ser paracompacto y por tanto

normal. En efecto, si Q es una cubierta abierta de X, entonces existe para todo abierto
A € Q una subcoleccién 4 C § tal que UB, = A; entonces la coleccion U{f, | A€ Q}
es un refinamiento o—localmente finito de Q. Concluimos por 10.1.5 (P’) que (X, %)
es paracompacto.

Utilizando la normalidad de (X, %) procederemos ahora a definir una familia de
seudométricas en X, mediante funciones de Urysohn. Sean m y n dados. Para cada
U € B, consideremos los elementos V € B,, tales que V c U. Denotemos la unién de
estos elementos por U*. Es claro que U* puede ser vacio para algiin m pero no para
todos debido a la regularidad de (X, %) (7.3.1).

Por el ejercicio E5.10 se tiene:

U'=U{VeB,|VcU}=U{V|VeB,AVcU}cU (10.9)

Para aquellas ternas m, n, U, para las cuales U* # ), existe por (7.4.8) una funcién de

Urysohn tal que
0 sixelU
k= - 10.10
Ju(*) {1 si xeU ( )

La aplicacién

Amnu: X xX—-Ry
(x, )= | fu(x)— fu(y)l

es una seudométrica continua sobre (X, Z').
Ahora definamos:

(%, 1)= D | fu(2)= fu(y) (10.11)

UeB,

Como B, eslocalmente finita, existen vecindades U, y U, de x y y respectivamente
que tienen interseccién no vacia con, a lo mds, un ntimero finito de elementos de
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B,:Uy,..., Uy y Uy, ..., Us. Entonces sobre U, x U, la funcién d,, , se reduce a una
suma finita de funciones continuas

o n(%,Y)= D | fu,(¥) = fu,(¥) (10.12)
n=1

Luego d,, , es una seudométrica continua en (X, ).

Sea u la familia numerable de seudométricas d,,, ,, (m, n €N). Por ser todas estas
seudomeétricas continuas se tiene, por el ejemplo 5.3.9, que &, C 2. Probaremos que
X CZy.

Sean x € X y U, € B(x). Existe n, tal que B, contiene un elemento U que satisface
xeU cU,.

Por otra parte, por la regularidad de (X, Z'), existe m, tal que B,,,, contiene un elemento
V que cumple .
xeVcvVcl.

Por la definicion de d,, ,, tenemos d,,, »,(x,y) =1 para todoslos y € CU,. Entonces
U, > Bdmo,ng (x,1), lo que prueba que toda vecindad de x en (X, Z') contiene una bola
definida por una seudométrica de u, o sea,  C %,,. Concluimos, por el teorema
10.2.1, que (X, %H) =(X, %) es seudometrizable y, por ser un espacio de Hausdorff, es
metrizable. O

Introduciremos ahora un nuevo concepto que pone de manifiesto la relacién
existente entre la metrizabilidad y la paracompacidad, y permite ademds obtener un
resultado de gran utilidad sobre la metrizabilidad de variedades diferenciables.

Definicién 10.2.7. Un espacio topoldgico (X, %) se llama localmente metrizable si
todo punto tiene una vecindad metrizable como subespacio de X.

Dejamos al lector comprobar el siguiente corolario en forma de ejercicio orientado.

Corolario 10.2.8 (Smirnov). Un T,—espacio localmente metrizable es metrizable si y
sélo si es paracompacto.

Demostracion. Ejercicio.
Indicaciones:

i) Tome una cubierta formada por vecindades metrizables (V,),cx y seleccione un
refinamiento localmente finito (V, )ye;.

ii) SiB, = |J By, esunabase c—localmente finita de V, demuestrequef = B,
neN acl
es una base de &'
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iii) Demuestre que § = | J B,, donde para cada n, B, = | J B, 4, es localmente
neN ael
finita.

O

Ejemplo 10.2.9. Toda variedad topolégica es localmente metrizable por ser local-
mente homeomorfa a subconjuntos abiertos de R” (n € N). Por lo tanto, una variedad
topolégica es metrizable si y sélo si es paracompacta. De la nota de 9.1.7 y del hecho
que toda variedad topolégica es la suma topolégica de sus componentes conexas
(6.2.15) tendremos: Una variedad topoldgica es metrizable siy s6lo si todas sus com-
ponentes conexas son numerables al infinito.
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Espacios uniformes y espacios métricos
completos

Profundizaremos en este capitulo en el estudio de la teoria de los espacios métricos
ya comenzado en el primer capitulo de este libro. Procederemos en dos direcciones
opuestas. En una primera parte analizaremos la estructura bdsica, llamada estruc-
tura uniforme, que nos permite hablar de la nocién de continuidad uniforme y de
sucesiones de Cauchy en un espacio métrico y, mas generalmente, en todo espacio
enyugado. Esta parte tiene por tanto una tendencia hacia la generalizacién sistema-
tica y la fundamentacién axiomdtica de ciertos conceptos y resultados bésicos de la
teoria de los espacios métricos. En la segunda parte se exponen algunos resultados
mas especificos sobre los espacios métricos completos, con vista a su aplicacién en
otras ramas de la matemadtica. La mayoria de estos resultados podrian generalizarse a
espacios uniformes completos, pero preferimos llegar directamente a los resultados
en su forma mads ttil para las aplicaciones.

No nos proponemos desarrollar los elementos de la teoria axiomética de los espa-
cios uniformes tal y como lo hicimos para los espacios topoldgicos. Dejamos al lector
verificar que muchos de los conceptos y métodos técnicos de la teoria de los espacios
topolégicos, pueden aplicarse andlogamente en la teoria de los espacios uniformes
(estructuras uniformes iniciales y finales, etc.). Nos contentaremos con presentar los
conceptos y resultados fundamentales para su aplicacion a los espacios funcionales
(capitulo 12), y alas teorias de las diversas estructuras algebraicas topoldgicas (grupos
topoldgicos, espacios vectoriales topolégicos, etc.).

En la seccion 11.1 se expone la definicién axiomadtica de los espacios uniformes y
se relaciona su teoria con la teoria de los espacios topolégicos caracterizando a los
espacios topolégicos uniformizables.

Las secciones 11.2 y 11.3 presentan los resultados bésicos sobre las aplicaciones
uniformemente continuas y los filtros de Cauchy, respectivamente, a espacios unifor-
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mes completos, que utilizaremos en el capitulo final al analizar la estructura uniforme
de los espacios funcionales. Basdndose en estos resultados generales, en la segun-
da parte se deduce una serie de teoremas importantes sobre los espacios métricos
completos (11.4), y el completamiento de un espacio métrico (11.5). Estos resultados
son basicos para las teorias de los espacios de Hilbert o de los espacios y dlgebras
de Banach. Para ilustrar su utilidad en diversas dreas de la matematica, en la tiltima
seccién se exponen algunas de las aplicaciones al andlisis, andlisis numérico, teo-
ria de ecuaciones diferenciales, teoria de los espacios de Hilbert y teoria de variable
compleja.

11.1. Espacios uniformes y espacios uniformizables

Del anélisis conocemos dos conceptos fundamentales, aparentemente no topolégicos
que todavia no hemos generalizado para los espacios topolégicos: los conceptos
de sucesion de Cauchy y la continuidad uniforme. Ambas nociones se generalizan
facilmente a los espacios métricos.

Definicién 11.1.1 (sucesion de Cauchy). Una sucesién (x,) en un espacio seudo-
métrico (X, d) se llama de Cauchy, si para todo € > 0 existe un nimero N € N tal
que

m,n>N=d(x,,x,)<é (11.1)

Definicién 11.1.2 (aplicacién uniformemente continua). Una aplicaciéon f de un es-
pacio seudométrico (X, d) en un espacio seudométrico (Y, d’) se llama uniformemente
continua si para todo & > 0 existe 6 > 0 tal que para x, y € X:

d(x,y)<6=d'(f(x), f(y) <e (11.2)

Si tratamos de formular estas nociones para espacios topoldgicos en general en-
contramos un obstdculo. Ambas presuponen que se tiene un concepto de cercania
uniforme entre pares de puntos cualesquiera.

Las vecindades V € ¥(a) resp. V € ¥(A) en un espacio topolégico nos definen la
cercania de un punto x cualquiera al punto prefijado a o al conjunto prefijado A.

~» Sin embargo, en un espacio topoldgico general no podemos comparar las vecinda-
des de diferentes puntos, ya que no tenemos un criterio para determinar el conjunto
de todos los pares de puntos x y y que tienen un cierto orden de cercania. En efecto,
mostraremos mediante el siguiente ejemplo que la propiedad de Cauchy no es una
propiedad topolégica de las sucesiones en un espacio métrico, sino que depende en
cierta medida de una estructura adicional que introduce la métrica d.
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Ejemplo 11.1.3. Consideremos sobre R las dos distancias
d(x,y)=ly—x|
Y
1+|x| 1+]|yl

que definen, ambas, la misma topologia sobre R. La sucesion (n) es una sucesién de
Cauchy en (R, d’) pero claramente no es una sucesién de Cauchy en (R, d).

d/(xr J’)Z

Por otro lado, la propiedad de Cauchy asi como la continuidad uniforme, perma-
necen invariantes ante la sustitucién de una métrica por otra semejante. Tal parece
que al pasar por la abstraccion de los espacios métricos a los espacios topolégicos
(capitulo 1), nos hemos saltado una estructura intermedia importante.

Para caracterizar axiomdaticamente esta estructura intermedia, procederemos co-
mo antes, al axiomatizar la estructura topolégica. Analizaremos qué conjuntos definen
el orden de cercania entre dos puntos cualesquiera de un espacio seudométrico (X, d)
y seleccionaremos algunas de sus propiedades fundamentales como axiomas de una
nueva estructura mas general, sin utilizar los niimeros reales.

El orden de cercania entre dos puntos Xy, J, € X se define mediante la seudométrica
d por un nimero real:

d(xo, o)< ¢

La misma relacién puede expresarse utilizando el lenguaje de la teoria de conjuntos:
(X0, )€U, ={(x,y)e X x X |d(x,y)< ¢} (11.3)

Si conocemos la coleccién:
B={U,|e>0} (11.4)

podemos olvidar que sus elementos se definieron por medio de una distancia y tomar
los propios conjuntos U € B para indicar el orden de cercania entre dos puntos de la
siguiente manera:

X,y son vecinosdeorden U <= (x,y)eU (11.5)

Para analizar las propiedades bdsicas de la coleccién 95 introducimos la siguiente
notacion.

Notacion 11.1.4. SiU,Vc X x X, a€ X, AC X, entonces
VoU:={(x,y)eX?|3zeX:(x,2)eU A (z,y)eV}
U™ ={(x,y)€X*|(y,x)€ U}
Ula):={y €X|(a,y)€ U}
UA:={yeX|dacA:(a,y)cU}
V":=Vo---0V (nveces) para n € N*
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(no es necesario poner paréntesis ya que o es asociativo). Se dice que U es simétrico si
Uu=U""'.

La base de filtro ®5 definida por (11.4) cumple tres propiedades bésicas, que co-
rresponden precisamente a las tres propiedades caracteristicas de una seudométrica:

(B1) Ac U paratodo U € B(A: diagonal de X x X).
(B2) Paratodo U €°B existeun V e‘B talque V C Ul
(B3) Paratodo U €B existe Ve‘B talque VoV c U (fig. 11.1).

X

Figura11.1:

Las propiedades correspondientes del filtro generado por 5 sirven como axiomas
de una nueva estructura.

Definicién 11.1.5 (estructura uniforme, espacio uniforme). Sea X un conjunto. Un
filtro 2 sobre X x X se llama una estructura uniforme si cumple:

(Ul) AcU paratodo Ue .
(U2) U 'e% paratodo Ue¥.
(U3) Paratodo U € % existe Ve talque VoV cU.

Al par (X, %) se llama entonces espacio uniforme. Los conjuntos U € % se llaman
entornos de X o entornos uniformes de X (aunque sean subconjuntos de X x X). Dos
puntos x, y € X se llaman vecinos de orden U si x,y € U (U € ). Un subconjunto
A c X sellama pequerio de orden U € U si Ax Ac U. Aligual que en la teoria de los
espacios topolégicos, necesitamos un concepto de base o sistema fundamental de
entornos para construir espacios uniformes concretos.
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Definicién 11.1.6 (sistema fundamental de entornos). Sea (X, %/)un espacio uniforme.
Una subcoleccién B c % se llama un sistema fundamental de entornos de % o base
de % siy soélo si cumple:

YUe¥%3dBeBBCU. (11.6)

Ejemplo 11.1.7. Sea (X, %/) un espacio uniforme. Entonces tanto los entornos simé-
tricos de % como las bases de filtro %5, ={V" | V € %,n > 1} con n fijo forman bases
de % . La verificacion se deja de ejercicio.

La siguiente proposicién queda como un sencillo ejemplo.

Proposicion 11.1.8. Sea X un conjunto. B C (X x X) es base de una estructura
uniforme sobre X siy solo si es una base de filtro que cumple (B1) — (B3).

Demostracion. Ejercicio. O

Ejemplo 11.1.9. Sea X un conjunto. La estructura uniforme mds gruesa sobre X, en
el sentido del orden C sobre 2 (X x X):

Uy =1{X x X} (11.7)

se llama estructura uniforme indiscreta sobre X. La mds fina es la llamada estructura
uniforme discreta sobre X:

U={UeP(XxX)|AcU}. (11.8)

Ejemplo 11.1.10. A todaseudométrica sobre un conjunto X se asocia canénicamente
la estructura uniforme %, que tiene como base la base de filtro

By ={U.|U,={(x,y)eX*|d(x,y)<e}Ae>0}. (11.9)

Ma4s generalmente, si u es un conjunto saturado de seudométricas sobre X, enton-
ces la base de filtro

B, :={Use | Uge ={(x,y)€X*|d(x,y)<e}Nd e > 0} (11.10)

es base de una estructura uniforme %, sobre X que se asocia canénicamente a u. Es
facil comprobar que %, es el supremo de la familia de estructuras uniformes (%) e,
(en el conjunto de todas las estructuras uniformes sobre X ordenado por la inclusién
C). La verificacion de los enunciados de este ejemplo se deja como ejercicio.

Ejemplo 11.1.11. Sea G un grupo provisto de una topologia . El par (G, Z’) se llama
grupo topolégico si cumple los axiomas siguientes:

(GT1) Lamultiplicacién (x,y)— xy de G x G en G es continua.
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(GT2) Lainversion x — x~! de G en G es continua.
Sea ¥(e) el filtro de vecindades del elemento neutro e € G. Entonces se tiene que:
i) e U paratodo U € ¥(e)
ii) Paratodo V € ¥(e) existe U € ¥(e) tal que U C V! (por GT2)
iii) Para todo V € ¥(e) existe U € ¥(e) talque U - U C V (por GT1)

De aqui concluimos que la base de filtro
B, ={Uy | Uy ={(x,y)| xy e V}IAV e ¥(e)} (11.11)

cumple (BU1)-(BU3), por lo tanto define una estructura uniforme %/ sobre G. Otra
estructura uniforme %, que se asocia canénicamente a G estd definida por la base de
filtro.

B, ={Wy | Wy ={(x,y) | x 'y e VIAV e¥(e)} (11.12)

En general %, y %, son estructuras uniformes diferentes sobre G. Sin embargo, si
G es conmutativo, entonces ambas coinciden evidentemente. Puesto que el grupo
aditivo de un espacio vectorial es conmutativo, a todo espacio vectorial topolégico
(E, %) se asocia can6nicamente una tnica estructura uniforme %,- definida por el
filtro de vecindades ¥ (0). Si la topologia 2" se define por una norma || - || sobre E,
entonces es facil comprobar que la estructura uniforme %, y la estructura uniforme
% definida por la norma por el ejemplo 11.1.10 coinciden. La verificacion de los
enunciados de este ejemplo queda como ejercicio.

Ejemplo 11.1.12. Sea X un conjunto y  una cubierta de X. Entonces, para todo
x € X, el conjunto
S (x,Q)=u{Vven|xeV} (11.13)

se llama la estrella de x con respecto a Q. Q se llama refinamiento baricéntrico de una
cubierta 9’ de X, si el recubrimiento

S0 :=1{5,(x,9)| x € X} (11.14)

es una cubierta de £’.
Sea {1 = {Q, | @ € I} una coleccién de cubiertas de X con las dos propiedades
siguientes:

(A1) Todo par de cubiertas ,,Q4 € 4l poseen un refinamiento comun 9,,.

(A2) Paratodo 9, € i existe un refinamiento baricéntrico Qg € 4l de Q.
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Tales colecciones de cubiertas se llaman familias uniformizantes. Por ejemplo,
toda coleccién de particiones de X que verifica (U1) constituye una familia unifor-
mizante. En particular la coleccién Py de todas las particiones finitas de X es una
familia uniformizante. Supongamos que tenemos sobre X una familia uniformizan-
te 4l. Entonces 4 define, de manera candnica, una estructura uniforme % sobre X
mediante:

Uy ={VePXxX)|V=U{UxU|UeQ AQel}} (11.15)

La idea intuitiva que acompafia esta construccion es la de considerar todos los con-
juntos de una cubierta 9 € $1 como del mismo orden. V =U{U x U | U € Q} retine
entonces todos los pares (x, y) que son vecinos de orden £ (fig. 11.2).

X

Figura 11.2: Entorno definido por una particién de X

La estructura uniforme definida de tal manera por la familia uniformizante Py se
llama estructura uniforme de las particiones finitas.

Este método de definir una estructura uniforme mediante una coleccién de cu-
biertas es completamente equivalente al método dado por la definicién, ya que toda
estructura uniforme %/ sobre X puede definirse de esta manera.

En efecto, para todo V € %/ la coleccién de las vecindades de orden V:

Qy ={V(x)| x e X} (11.16)
es una cubierta de X y la coleccién de todas estas cubiertas
U={Qy |V ew} (11.17)
es una familia uniformizante sobre X tal que

GZ/U:GZ/
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La verificacién de este resultado se deja como ejercicio.

De una estructura uniforme %/ sobre un conjunto X se deriva, de manera canénica,
una topologia sobre X tomando como vecindades los cortes U(x) (U € %). Mas
precisamente.

Proposicion 11.1.13. Sea % una estructura uniforme sobre un conjunto X . Entonces
existe sobre X una tinica topologia que asocia a cada punto x € X el filtro de vecindades

YV(x):={V(x)|Veu} (11.18)

Demostracién. Es un ejercicio de rutina verificar que los filtros ¥(x) satisfacen los 4
axiomas (U1)—(U4). De (3.1.8) la proposicion es, entonces, una consecuencia inmedia-
ta. O

Nota. SiV € % esun entorno simétrico, entonces la vecindad V(x) € B(x) es pequeiia
de orden V2, pues V(x)x V(x)Cc Vo V7L,

Nota. Latopologia definida en la proposicién anterior se llama topologia del espacio
uniforme (X, %)y se denota por X .

Dos estructuras diferentes %/, y %, sobre X pueden definir la misma topologia,
como muestran las dos métricas topolégicamente equivalentes d, d” sobre R (11.1.3)
y no definir la misma estructura uniforme sobre R.

Dos estructuras uniformes %/, %, sobre X se llaman (topolégicamente) equiva-
lentes si Xoy, = X'y,

Ejemplo 11.1.14. Sea % la estructura uniforme de las particiones finitas sobre un
conjunto X. Entonces 2, es la topologia discreta.

Ejercicio 11.1.15. Probar las siguientes compatibilidades:
i) Si(X,d)esun espacio seudométrico, entonces 2 = Xy,
i) Si(X,u)esun espacio enyugado, entonces 2, = Xy, .

iii) Si (G, %) es un grupo topolégico y %, %, son las dos estructuras uniformes
asociadas sobre G, entonces

gg‘ = 3{‘9]/1 = ‘%.UZ/Z .

Pregunta 11.1.16. ;Son necesariamente semejantes dos seudomeétricas, sobre un con-
junto X, que definen la misma estructura uniforme?



11. Espacios uniformes y espacios métricos completos

357

En un espacio seudométrico (X, d) se definen, para todo subconjunto B € X, las
vecindades de orden &:

V(B,e)={xeX|d(x,B)<e} (¢>0)

que reune todos los puntos cuya distancia a B sea menor que ¢. Daremos ahora una
definicién andloga para espacios uniformes.

Definicién 11.1.17 (vecindad uniforme de orden U). Sea (X, %) un espacio uniforme
y B c X. Entonces, para todo U € %, la vecindad U(B) de B en (X, %) se llama
vecindad uniforme de orden U de B.

Sabemos que en un espacio seudométrico (X, d) las vecindades V (B, ¢) de un
conjunto B € X (& > 0) no siempre forman un sistema fundamental de vecindades
de B.

Ejemplo 11.1.18. Lavecindad R? del conjunto:
B={(x,y)€R}|xy=1,x20,y >0}

no contiene ninguna vecindad uniforme de B (fig. 11.3). Sin embargo, en (X, d) siempre

se tiene que -
B=n{V(B,¢&)| >0}

7/

Z

Figura 11.3:

Una férmula anédloga se cumple en todo espacio uniforme.

Proposicion 11.1.19. Sea (X, %) un espacio uniformey B C X. Entonces se cumple,
con respecto a la topologia X4, de(X, %), que

B=n{V(B)|V e} (11.19)
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Demostracién. Para probar que B C V(B) para todo V € % basta demostrar que, para
todo entorno simétrico W, se tiene (W (B) c (B, por el ejemplo 11.1.7. Pero esto es
evidente, porque

x¢W(B)=>W(x)NB=0

Queda por probar que para todo x ¢ B existe V € % tal que x ¢ V(B). Pero si V es un
entorno simétrico tal que V(x)N B =0, entonces necesariamente x ¢ V(B). O

Con respecto a los axiomas de separacion, veremos mas adelante que todo espacio
uniforme es completamente regular. Por ahora nos contentaremos con probar el
siguiente resultado.

Proposicion 11.1.20. Todo espacio uniforme (X, %) es un Tz—espacio.

Demostracién. Sea C C X cerrado y x ¢ C. Entonces existe un entorno V € % tal
que V(x)N C =0 y un entorno simétrico W tal que W o W c V. Concluimos que
W(x)NnW(C)=0. O

Con este resultado hemos probado que en un espacio uniforme (X, %) un cerra-
do C puede separarse de todo punto x € (C. Utilizando la caracterizacién (C!) de
compacidad (8.1.1) es facil deducir de aqui que C puede separarse de todo compacto
disjunto K c X por medio de dos vecindades uniformes disjuntas.

Proposicién 11.1.21 (separacién en un espacio uniforme). Sea (X, %) un espacio
uniforme, C C X cerradoy K c X compacto tales que C N K = (). Entonces existe un
entornoV € % tal que

V(C)NnV(K)=0.

Demostracion. Ejercicio.(Indicacion: utilizar 11.1.20). O

De este resultado se concluye inmediatamente que para los subconjuntos com-
pactos de (X, /) las vecindades uniformes si constituyen un sistema fundamental de
vecindades.

Corolario 11.1.22. Sea K un subconjunto compacto en un espacio uniforme (X, ).
Entonces % (K)={V(K) |V € %} es un sistema fundamental de vecindades de K en
(X, Za).

Ejercicio 11.1.23. Sea (X, %) un espacio uniforme y & = 2 su topologia.
Probar que las colecciones de los entornos abiertos, y de los cerrados en X x X:

U={VIVeUyy U={V|Veu)

forman sistemas fundamentales de entornos de %/. En particular todo entorno U € %
es una vecindad de la diagonal A.
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Ejercicio 11.1.24 (caracterizacién de los espacios uniformes de Hausdorff). Probar
que para todo espacio uniforme (X, %) son equivalentes:

i) (X,Z%)esun T;—espacio.

ii) (X, %% )esun T,—espacio.
iii) (X, %) es un espacio regular.
iv) A=n%.

Después de esta breve presentacion de algunas propiedades elementales de la
topologia de un espacio uniforme, procederemos a analizar aquellas topologias que
provienen de una estructura uniforme.

Definicién 11.1.25 (espacio uniformizable). Decimos que un espacio topolégico
(X, %) es uniformizable si existe una estructura uniforme %/ sobre X tal que:

x :%a)/

Ya hemos mencionado que pueden existir mas de una estructura uniforme %
que definan la misma topologia dada & sobre X (ver notas 11.1.13). Por lo tanto no
podemos esperar la unicidad de la estructura uniforme buscada.

Daremos ahora una solucién completa al problema de existencia, analizando la
relacién conocida entre espacios uniformes y espacios enyugados.

Teorema 11.1.26. Sea (X, %/) un espacio uniforme que tiene un sistema fundamental
numerable (V,,) de entornos. Entonces % puede ser definida por una seudométrica real
d sobre X, o sea:

U = %d

Demostracién. Para construir tal seudométrica nos serviremos del método de de-
finir una funcién real por medio de un sistema de conjuntos, ya utilizado para la
construccién de las funciones de Urysohn.

Utilizando el método de induccién podemos seleccionar una sucesion de entornos
simétricos (U,,) de % talesque U, C V} y Un3Jrl cU,NnV, paran>1.

Definamos:

Si(x,J/)¢U1

1
= 11.20
g(x,y) {inf{z_k|(x,y)eUk} iz, S 0, ( )

Para obtener una seudométrica a partir de g debemos hacer que se cumpla la
desigualdad triangular. Para todo par (x, y) € X x X consideramos el conjunto de todas
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las sucesiones finitas x = z, z1,...,2, = ¥y en X y tomamos el infimo:

n—1

d(x,y)zinf{Zg(zi,zm) |zg=x,2,=Y, z; EX}

i=0

g es una funcién simétrica, positiva y se anula sobre la diagonal A ¢ X x X. Por lo tanto
d tiene las mismas propiedades. Ademads, es evidente que d cumple la desigualdad
triangular. Por lo tanto d es una seudométrica real.

Veremos que % = %,;. Para eso probaremos que:

(1/2)g(x,y)<d(x,y)<g(x,y) (11.21)

La desigualdad derecha es inmediata. La desigualdad izquierda se concluye de que

n—1

d=Zg(zi,zi+1)2(1/2)g(x,y) (11.22)

i=0
se cumple para toda sucesién x = z, z1,...,2, = y en X. La desigualdad (11.22) se
prueba por induccidn en n. Si a > 1/2 entonces se deduce (11.22) inmediatamente

del hecho que g(x, y) <1 para cualesquiera x, y € X.
Supongamos que a < 1/2 y que m es el indice maximo tal que ng(z,-, Zit1) <
m o
a/2. Entonces se tiene que Zg(zi,zm) > a/2 vy por lo tanto . > glzi,zi) < a/2.
Podemos aplicar la hip(’)tesisl:(i)e induccion a los pares (x, z,,) yl(:zn;:rll, ¥)

m—1

(1/2)g(x,2m) < > 8(21) 201) < @/2

i=0

n—1

(1/2)g(zme1, IS D, &z zin) < a/2

i=m+1

Sea k el niimero natural mas pequeiio tal que 27 < a. Entonces los pares
(X, 2m), (2> Zms1) (21, ¥)
pertenecen a Uy y, por tanto, (x, y) € U,f C Ui_;. Concluimos que
(1/2)g(x,y)<(1/2) 27"V <a
Las dos desigualdades (11.21), que acabamos de probar, implican

Uiy cd7H[0,27%]1 c Uy, (11.23)
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pues

(x,y)eU=2">g(x,y)>d(x,y)
= (x,y)ed'[[0,27"]]
=27%>d(x,y)>1/2g(x,y)
= g(x,y)< 27k
=(x,y)e Ui,

Las inclusiones (11.23) significan que la estructura uniforme definida por d, es
igual ala estructura uniforme %/ que tiene como base la sucesiéon de entornos (U,,). O

Corolario 11.1.27 (caracterizacion de las estructuras uniformes). Toda estructura
uniforme % sobre un conjunto X puede definirse mediante una coleccion u de seudo-
métricas reales o sea:

U = U,

Demostracién. Para todo entorno V € %/ existe una sucesion de entornos simétricos
(U,)talque U; c V' y Ur?+1 Cc U, (n = 1). La sucesiéon (U,) genera como base una
estructura uniforme %, que puede definirse por medio de una seudométrica real dy,
por el teorema anterior. %/ es evidentemente el supremo de las estructuras uniformes
Uy (V € ), por lo tanto coincide con la estructura uniforme definida por el conjunto

u={dy|V € %} de seudométricas (11.1.10). O

Corolario 11.1.28 (caracterizacion de los espacios uniformizables). Un espacio topo-
légico (X, %) es uniformizable si y sélo si cumple (T3 5).

Demostracion. Sea Z = Xy, y U = “,.Podemos suponer que i es saturado. Sea x € X
y U € ¥(x). Existe un entorno V € % tal que V(x) C U y una seudométrica d € y tal
qued(x,y)> p > 0paratodoslos(x,y)e€ X?\V.Lafuncion f(y)=1inf{1,(1/p)d(x, y)}
cumple:

fx)=0y fIX\U=1

Inversamente sea (X, %) un T; 5 espacio. Para toda vecindad U de un punto x € X,
existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(x) =0y f | (U = 1. Sea d; la
seudométrica sobre X definida por dy(x, y)=|f(x)—f(y)|. Claramente d es continua
y Bdf(x, 1)={y € X|d(x,y) <1} cU. Concluimos que la topologia 2 se define me-
diante la coleccion de seudométricas uy ={dy | f: X — [0, 1] continua}, entonces es
uniformizable por el ejemplo (11.1.10). O

Nota. De la demostracion del corolario anterior se desprende que un espacio topol6-
gico es T35 siy sélo si su topologia viene definida por una familia de seudométricas.
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El corolario anterior constituye una respuesta completa a la pregunta de cuan-
do una topologia dada puede derivarse de una estructura uniforme (problema de
existencia). Dicho corolario implica, en particular, que todo T,—espacio compacto es
uniformizable. Para esta clase de espacios se tiene, ademds, que su estructura uniforme
estd determinada de manera tinica.

Recordemos al lector demostrar el siguiente resultado.

Ejercicio 11.1.29. Probar: Para todo T,—espacio compacto existe una tinica estructura
uniforme % tal que &5, = 2, a saber el filtro % = V(A) de todas las vecindades de la
diagonal en el espacio producto X x X. Ademads, % es igual a la estructura uniforme
definida en el sentido del ejemplo (11.1.12) por la coleccién uniformizante de todos
los recubrimientos abiertos finitos de (X, ).

Indicacién: Siempre se tiene % C ¥(A). Supdéngase por reduccién al absurdo que
U=Ue ¥(A)\ U y considérese el filtro inducido por U sobre el compacto (U c X x X.

También podemos ahora caracterizar a las estructuras uniformes metrizables.
Decimos que un espacio uniforme (X, %/) es metrizable si %/ puede definirse por una
métrica. Del teorema anterior se obtiene.

Corolario 11.1.30 (caracterizacion de los espacios uniformes metrizables). Un espacio
uniforme de Hausdorff (X, % ) es metrizable si y s6lo si %% posee un sistema fundamental
numerable de entornos.

Nota. Esta claro que de la metrizabilidad del espacio uniforme (X, %) se concluye la
metrizabilidad del espacio topolégico (X, %7 ). Sin embargo, el inverso no se cumple.

~» Un espacio uniforme (X, %) puede ser no metrizable aunque el espacio topolégico
asociado (X, %3 ) sea metrizable. Por lo tanto no hay que confundir el problema de
metrizabilidad para los espacios topolégicos, tratado en el capitulo anterior, con el
problema de metrizabilidad para los espacios uniformes, para el cual se ha dado una
solucién en el corolario precedente.

Ejemplo 11.1.31. Sea (X, %) un espacio discreto infinito. La topologia & es metrizable
(por la métrica discreta). Consideremos sobre X la estructura uniforme % definida
por las particiones finitas. Ya hemos visto (11.1.12) que & = Z,. Sin embargo % no es
metrizable. En efecto, supongamos por reduccién al absurdo que %/ tenga un sistema
fundamental numerable de entornos (11.1.30). Entonces deberia existir una sucesién
de particiones finitas (P,) tal que para toda particion finita P de X se cumpliera para
un cierto n =np €N

Vo=U{UxU|U€eP}>Vp =U{VxV|VeP,}

Pero esto significa, como es facil comprobar, que todo conjunto en P puede represen-
tarse como unién de elementos de P,,. Puesto que, para todo n € N, existe solamente
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un namero finito de particiones que se obtienen de este modo, el conjunto de to-
das las particiones finitas sobre X debia ser numerable. Pero Card {P € 2 (2 (X)) |
P particién finita de X} > Card 2 (X)> Card X > CardN, con lo cual llegamos a una
contradiccion.

Dejamos al lector comprobar que el criterio de metrizabilidad topolégica (11.2.5)
enunciado en el capitulo anterior es, en efecto, un criterio de metrizabilidad para la
estructura uniforme correspondiente.

Ejemplo 11.1.32. Sea u = {d; | k € N} una familia numerable de seudométricas sobre
un conjunto X y sea d la seudométrica sobre X definida por

(o]

1
d(x,y)= o if{d(x,y),1}
k=0

Entonces %, = %,.

Concluimos esta seccién con otra caracterizacién interesante de los espacios
uniformizables, cuya demostracion se deja al lector.

Ejercicio 11.1.33. Probar que un espacio topolégico (X, Z') es uniformizable si y s6lo
si cumple la siguiente propiedad:

Toda funcion semicontinua inferiormente f: X — R es supremo de funciones conti-
nuas de X enR.

Indicaciones: 1°. Para probar la suficiencia de esta condicién, deduzca (13 5) basan-
dose en que las funciones indicadores 2y (U € Z') son semicontinuas inferior-
mente; 2°. Para probar la necesidad, supdngase, sin pérdida de generalidad, que
—1<f(x)< 1 (x € X)yaplique (T 5).

11.2. Aplicaciones uniformemente continuasy construc-
cion de espacios uniformes

La Definicién 11.1.2 se generaliza de manera natural a espacios uniformes cuales-
quiera. Diremos que una aplicacién f de un espacio uniforme (X, %) en otro (Y, %’)
es uniformemente continua si, para todo W € %, existe un entorno U € % tal que
dos imdgenes f(x)y f(y) son vecinas de orden W siempre que x e y sean vecinas de
orden U.

Definicién 11.2.1 (aplicacién uniformemente continua). Sean (X, %)y (Y,%’) espa-
cios uniformes. Una aplicacién f: X — Y se llama uniformemente continua si para
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todo W € %’ existe un U € % tal que
(fxAlU]cw (11.24)

Por tanto, f es uniformemente continua si y sélo si la imagen inversa de todo
entorno W € %’ por f x f es un entorno en % . Esto es:

We' =(fxf) Wleu (11.25)

O Sea
(FxfyHu'ycu (11.26)

Esta claro que para demostrar la continuidad uniforme de una aplicacién f es
suficiente verificar (11.24), (11.25) o (11.26) para un sistema fundamental de entornos
de (Y, ).

Ejemplo 11.2.2. Sean (X,d),(Y,d’) espacios seudométricos. Entonces una aplicacion
f: X — Y esuniformemente continua con respecto a las dos estructuras uniformes
Uyy Wy siysolosiVe>0,30 >0 tal que:

dx,y)<6=>d(f(x),f(y)<e
Por lo tanto, la Definicién 11.2.1 generaliza efectivamente la Definicién 11.1.2.

Ejemplo 11.2.3. Sea (X, d)un espacio seudométrico y A € X. Entonces, por 1.5.20 la
aplicacion
x—d(x,A) de X en R

es uniformemente continua.

Ejemplo 11.2.4. Sean %, %/, dos estructuras uniformes sobre un conjunto X. Enton-
ces la aplicacion identidad de (X, %) en (X, %,) es uniformemente continua si 'y s6lo
si %, es mas fina que %,.

Ejemplo 11.2.5. Sean (E, %), (F,Z’) espacios vectoriales topoldgicos. Entonces toda
aplicacién lineal continua f: E — F es uniformemente continua, con respecto a las
estructuras canénicamente asociadas a 2’ y 2. En efecto, paratodo W € ¥,-(0) existe
U € ¥,(0) tal que

y—xeUs= fy)—f(x)=fly—x)eW

puesto que f es continua en cero.

Ejemplo 11.2.6. Ninguna funcién polinomial de grado n > 1
pix—px)=ay+a;x +ax*+---+a,x"

de R en R es uniformemente continua.
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Por el teorema del valor medio del cdlculo diferencial una funcién derivable
f:R — R es uniformemente continua si y sélo si su derivada f’: R — R es acota-
da.

Proposicién 11.2.7. Toda aplicacion uniformemente continua f: (X, %) — (Y, %’) es
continua.

Demostracién. Paratodo W € %’ existe U € % tal que f[U(x)] Cc W(f(x)). O

En general, esta proposicion no puede invertirse. Para ver esto basta considerar la
aplicacion identidad 1: (R,d’) — (R, d) (11.1.3) que es continua, pero no uniforme-
mente continua.

Sin embargo, para la clase de los T,—espacios compactos se cumple el inverso
de11.2.7.

Teorema 11.2.8. Sea (X,%) un T,—espacio compacto, % la estructura uniforme
asociaday(Y, ") un espacio uniforme. Entonces toda aplicacién continua f: (X, ) —
(Y,Z,,) es uniformemente continua (de (X, %y ) en(Y,%")).

Demostracion. SeaW € %’. W es una vecindad de A en Y x Y. Puesto que f x f: X x
X — Y x Y es continua, (f x f)~![W] es una vecindad de A en X x X, por lo tanto es
un entorno de (X, %) por el ejercicio 11.1.29. O

Este teorema puede probarse también directamente sin utilizar el ejercicio 11.1.29.
Sencillamente hay que generalizar la demostraciéon conocida del andlisis para interva-
los compactos a espacios uniformes cualesquiera.

La unicidad de la estructura uniforme de un espacio 7, compacto es entonces un
corolario inmediato del teorema anterior.

La demostracién del resultado siguiente es evidente:

Proposiciéon 11.2.9 (composicién de aplicaciones uniformemente continuas). Si
X, %)= (Y, %) yg:(Y,%')— (Z,%") son uniformemente continuas, entonces la
composicion go f:(X,%)— (Z,%") es uniformemente continua.

Esta proposicién nos muestra que los espacios uniformes como objetos, junto con
las aplicaciones uniformemente continuas como morfismos, constituyen una catego-
ria % llamada categoria de los espacios uniformes. Verifiquemos que los isomorfismos
de esta categoria conservan efectivamente las estructuras uniformes. Diremos que
una biyeccion f: (X, %)— (Y, %’) conserva la estructura uniforme, si la aplicacion

U—(fxAU]lUe%) (11.27)

constituye una biyeccién de % sobre %’. Por (11.26) esto se cumple siy sélosi fy
(Y, %")— (X,%) son ambas uniformemente continuas. Veremos que los isomor-
fismos de la categoria il son precisamente las biyecciones entre espacios uniformes
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que conservan la estructura uniforme. A tales aplicaciones les llamaremos isomorfis-
mos uniformes.

En la categoria % de los espacios uniformes podemos utilizar familias de aplica-
ciones (f,)q4cr para definir nuevos espacios uniformes a partir de espacios uniformes
dados, por el mismo método presentado sistemdaticamente para la categoria de los es-
pacios topolégicos en el Capitulo 5. Recomendamos al lector comprobar los resultados
siguientes.

Ejercicio 11.2.10. i) Probar: El conjunto de todas las estructuras uniformes sobre
un conjunto X ordenado por inclusién es una reticula completa.

ii) Sea X un conjunto y (f,).; una familia de aplicaciones f, de X en espacios
uniformes (X,, %,). Entonces la estructura uniforme mds gruesa sobre X con
respecto a la cual todas las aplicaciones f, son uniformemente continuas se
llama estructura uniforme inicial sobre X definida por (f,),<; v se denota por
U (fy,( Xy, 2y)acr)- Probar que un sistema fundamental de entornos de

%(far(Xar %a)ael)

se obtiene mediante las intersecciones finitas de los conjuntos
—1
(fux f) V] (@€, Ve,

iii) Probar: Una aplicacion g de un espacio uniforme (Z, %) en un espacio

U for (Xa» Ua)aer)
es uniformemente continua si y sélo si todas las aplicaciones
Jaog:(Z,U) = (Xq, Us)
son uniformemente continuas.

iv) Probar: La topologia asociada a la estructura uniforme inicial % (f,,,(Xy, %y)acr)
es la topologia inicial _#(f,, (X4, X4, )eer- El concepto de estructura uniforme
inicial nos sirve para definir subespacios y productos uniformes.

Definicién 11.2.11 (subespacio uniforme). Sea (X, %) un espacio uniformey A C X.
Entonces la estructura uniforme mds gruesa sobre A con respecto ala cual la inyeccién
canénica i, : A— X es uniformemente continua se llama estructura uniforme induci-
dad en A por % y se denota por %,. El espacio uniforme (A, %,) se llama subespacio
uniformede (X, %).
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Definicién 11.2.12 (producto de espacios uniformes). Sea ((X,, %,))qer una familia de
espacios uniformes. La estructura uniforme maés gruesa sobre X = x{X, |a € I} con
respecto a la cual todas las proyecciones 7,: X — X, son uniformemente continuas
se llama producto de las estructuras uniformes %, (a € I)y se denota por [ | %,. El

acl
espacio uniforme (X, [ | %,) se llama producto de la familia (X, %,))4<; de espacios
ael
uniformes y se denota por [ [(X,, %,).
ael

Dejamos al lector comprobar las siguientes propiedades elementales de los subes-
pacios y productos uniformes.

Proposicion 11.2.13. Sea (X, % ) un espacio uniformey A C X. Entonces:

i) La estructura uniforme inducida sobre A por U estd determinada por

Uy={VN(AxA)|V €U} (11.28)

i) Sif:(X,%)— (Y, ') es uniformemente continua, entonces la restriccion

flA: (A, %) — (Y, %) es uniformemente continua.
iii) La topologia definida por %/, sobre A es la topologia inducida sobre A por Z 4, .
Demostraciéon. Ejercicio. O

Proposici6n 11.2.14. Sea | [(X,, %,) el producto de una familia ((X,, %,))ac; de espa-
ael
cios uniformes. Entonces:

i) Un sistema fundamental de entornos sobre ]_[(Xa, U,) se obtiene mediante las
acl
intersecciones finitas de los conjuntos

(g X )" [V, (11.29)

donde a € I y los V, recorren un sistema fundamental arbitrario ¥, de entornos
de ,.

ii) Una aplicacion f = (f,) de un espacio uniforme (X, %) en | | (Xy, %,) es unifor-
acl
memente continua siy sélo si todas las aplicaciones f, =m0 f: (X, %) — (Xy, 2,)

son uniformemente continuas.
iii) La estructura uniforme producto | | %, define sobre x{X, | a € I} la topologia

ael
producto [ | Zo, .

ael
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iv) Sean(X,, %,) espacios uniformes no triviales, i.e. Card X,, > 2 paraa € I. Entonces

[ [(Xq, %,) es metrizable si y sélo si todo (X,, %,) es metrizable (a €)el es
ael
numerable.

Demostracion. Ejercicio. O

11.3. Filtros de Cauchy y espacios uniformes completos

Hemos introducido los espacios uniformes para generalizar los conceptos de continui-
dad uniforme y sucesién de Cauchy. Nos queda todavia esta dltima tarea; definir lo que
es un filtro de Cauchy en un espacio uniforme general (X, %/). Para ello procederemos
de la manera siguiente: formularemos primero lo que significa la propiedad de Cauchy
de una sucesion (x,) en un espacio métrico (X, d) para el filtro de Fréchet asociado y
generalizaremos después esta condicion a filtros cualesquiera en (X, %/).

(x,,) es una sucesién de Cauchy siy sélo si para todo € > 0 existe una seccion final
S, ={xi| k=n} (neN)tal que S, es pequeno de orden ¢ (Definicién 11.1.1), o sea:

5(S,)=sup {d (x¢,x)) | [, k= n}<e

Para el filtro .Z generado por {S, | n € N} esto quiere decir: Para todo & > 0 existe
F € Z pequeiio de orden ¢, esto es:

O0(F)<e. (11.30)
Generalizando este resultado obtenemos la definicion siguiente:

Definicién 11.3.1 (filtro de Cauchy). Sea (X, %) un espacio uniforme y % un filtro
(resp. base de filtro) sobre X..Z sellama filtro de Cauchy (resp. base de filtro de Cauchy)
siy sélo si para todo entorno V € % existe F € # de orden V, o sea tal que:

FxFcV (11.31)

Ejemplo 11.3.2. De nuestro procedimiento de definicién esta claro que 11.3.1 ge-
neraliza 11.1.1 Un filtro de Fréchet # asociado a una sucesion (x,) en un espacio
seudométrico (X, d) es de Cauchy si y sélo si la sucesion (x,,) es de Cauchy.

Ejemplo 11.3.3. Sea (X, u) un espacio enyugado. Un filtro .7 sobre X es de Cauchy
en (X,%,) siy solo si para todo ¢ > 0y todo subconjunto finito de seudométricas
{d,,...,d,,} c uexiste F € ¥ tal que:

sup{di(x,y)l(x,y)er/\izl,...,m}Se (11.32)
Si u es saturado entonces esta condicién es equivalente a:

Ve>0,VdeuldFeZ:d[F xF]<e¢ (11.33)
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Ejemplo 11.3.4. Sea (X, %/) un espacio uniforme y ¥(x) el filtro de vecindades de x
en (X, %4 ). Entonces ¥(x) es un filtro de Cauchy, pues para todo V € % existe un
entorno simétrico W € % talque W o W c V y, por tanto:

W(x)x W(x)CWoWCV

Puesto que, todo filtro mas fino que un filtro de Cauchy es de Cauchy, se concluye
del ejemplo anterior, el siguiente resultado.

Proposiciéon 11.3.5. En un espacio uniforme (X, ) todo filtro convergente es de
Cauchy.

El inverso de esta proposiciéon no se cumple. Por ejemplo, en el espacio métrico
Q, toda sucesion que converge a un numero irracional en R, es de Cauchy sin tener
limite en Q. Sin embargo tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 11.3.6. Todo filtro de Cauchy en un espacio uniforme (X, % ) converge a
cada uno de sus puntos adherentes.

Demostracién. Sea x punto adherente del filtro de Cauchy . en (X, %). Sea W € %
un entorno cualquiera. Debemos probar que existe F € & tal que F ¢ W(x). Sea
V € 9 un entorno simétrico talque VoV c Wysea F € Z talque F x F C V. Sea
ademds y € F N V(x). Entonces

FcV(y)c(VoV)x)c W(x). O

La definicion de la continuidad uniforme implica que las imagenes de conjuntos su-
ficientemente pequefios bajo una aplicacién uniformemente continua son pequefias.
Dejamos al lector el precisar esta idea de demostracién para la proposicion siguiente.

Proposiciéon 11.3.7. Sea f: (X, %)— (Y,%’) una aplicacion uniformemente continua.
Si & es un filtro de Cauchy sobre X, entonces la base de filtro f{F} es de Cauchyen Y .

Nota. Sabemos por (11.1.3) que la imagen continua de un filtro de Cauchy, en general,
no es de Cauchy. Podria pensarse que una aplicacién continua que aplica a todo filtro
de Cauchy en una base de filtro de Cauchy tiene que ser uniformemente continua.
Pero esto es falso, como muestra toda aplicacién f: R — R que sea continua sin ser
uniformemente continua (p. €j., f(x)=e*). En efecto, sobre R todo filtro de Cauchy
es convergente, luego su imagen continua es un filtro convergente.

El importante papel que juega el criterio de convergencia de Cauchy en el célculo
(sobre R) nos induce a pensar que la clase de los espacios uniformes, para los cuales
se cumple el mismo criterio, es importante para la generalizacién de los métodos del
andlisis a espacios mds generales (anélisis funcional). Estudiaremos ahora esta clase
de espacios uniformes.
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Definicién 11.3.8 (espacio uniforme completo). Un espacio uniforme (X, %) se llama
completo si todo filtro de Cauchy sobre X es convergente. Un espacio enyugado se
llama completo si el espacio uniforme asociado es completo.

Entonces los espacios completos son precisamente aquellos para los cuales puede
invertirse la Proposicién 11.3.5.

Ejemplo 11.3.9. R” es completo (n > 1) pues si .Z es un filtro de Cauchy sobre R",
entonces contiene un subconjunto acotado, luego también un subconjunto compacto
lo cual implica (8.1.1) que tiene un punto de adherencia en R”. Ahora basta aplicar la
Proposicioén (11.3.6).

Ejemplo 11.3.10. Sea (X, %) un T,—espacio compacto, %,- la estructura uniforme
correspondiente. Entonces (X, %) es completo, puesto que todo filtro de Cauchy
sobre X tiene un punto adherente en X.

Est4 claro que no todo espacio completo es compacto (ver por ejemplo R). Anali-
zaremos brevemente qué condicién debe cumplir un espacio completo (X, %) para
ser compacto.

Decimos que un espacio uniforme es precompacto si puede aproximarse unifor-
memente tanto como se quiera por un conjunto finito.

Definicién 11.3.11 (espacio precompacto). Un espacio uniforme (X, %) se llama
precompacto si para todo entorno U € % existe una cubierta finita de X, formada por
conjuntos pequenos de orden U. Un subconjunto A € (X, %) se llama precompacto si
es precompacto como subespacio uniforme.

Por tanto (X, %) es precompacto si para todo entorno V € % existe una familia
finita (x;);—; ., en X tal que

,,,,,

X= ,[31 V(x;) (11.34)
i=

Ejemplo 11.3.12. Todo espacio compacto es precompacto con respecto a su estructura
uniforme.

Ejemplo 11.3.13. Un espacio métrico (X,d) es precompacto si y s6lo si para to-
do £ > 0 posee una e¢—red {xy,...,x,} (8.1.7). En particular, todo espacio métrico
precompacto es acotado. Sin embargo, un espacio métrico acotado no es necesa-
riamente precompacto como muestra el espacio métrico R provisto de la métrica
d'(x,y)=inf{1,[x—yl|}.

Ejemplo 11.3.14. Un subconjunto A C R” es precompacto si y sélo si es acotado.

Un subespacio X del espacio uniforme R” es compacto siy sélo si es cerrado y
acotado. Si expresamos esta caracterizacion a partir de propiedades intrinsecas del
subespacio uniforme X, vemos que X c R” es compacto si y s6lo si es completo y



11. Espacios uniformes y espacios métricos completos

371

precompacto. Probaremos que esta caracterizacion es vélida para cualquier espacio
uniforme.

Proposicion 11.3.15. Un espacio uniforme (X, %/) es compacto si y solo si es completo
y precompacto.

Demostracién. S6lo queda probar que estas condiciones son suficientes. Sea (X, %)
completo y precompacto. Verificaremos que (X, %,) cumple el criterio (C®) de compa-
cidad. Sea £ un ultrafiltro sobre X. Por ser (X, %/) completo, basta demostrar que 2
es un filtro de Cauchy. En efecto para todo U € % existe una cubierta finita (4;,...,4,)
de X tal que los conjuntos A; son todos pequetios de orden V. Por ser £ un ultra-
filtro, uno de estos conjuntos debe pertenecer a 2 (3.5.20). Por lo tanto, para todo
V €%, 2 contiene un elemento pequefno de orden V, de donde se concluye que £
es de Cauchy. O

En particular, obtenemos un nuevo criterio de compacidad para los espacios
métricos (compdrese con 8.1.7).

Corolario 11.3.16. Un espacio métrico es compacto si y solo si es completo y posee, para
todo € > 0, una e—red.

Mencionemos otro corolario.

Corolario 11.3.17. En un espacio completo un subconjunto es precompacto si y sélo si
es relativamente compacto.

Ejercicio 11.3.18. Probar que para un espacio uniforme son equivalentes las proposi-
ciones siguientes:

i) (X,%)es precompacto.
ii) Todo ultrafiltro sobre X es de Cauchy.

Después de aclarar la relacion existente entre espacios completos y espacios com-
pactos mediante el concepto de precompacto, analizaremos ahora la hereditabilidad
de la completitud.

Elsubespacio Q c R muestra que un subespacio de un espacio completo en general
no es completo. Sin embargo, tenemos:

Proposicién 11.3.19 (subespacios completos). Todo subespacio cerrado de un espa-
cio completo es completo. Reciprocamente todo subespacio completo de un espacio
uniforme de Hausdorff es cerrado.
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Demostracién. Sea (X, % )un espacio uniformey C C X. Supongamos que (X, %) es
completo y C cerrado. Puesto que todo filtro de Cauchy .Z sobre C es una base de
filtro de Cauchy sobre X, .Z converge a un punto x, € X, que debe pertenecer a C por
ser C cerrado (4.1.3).

Supongamos ahora que (X, %) es de Hausdorff y C completo. Si x, € C entonces
latraza . ={CNF | F € Z} es un filtro de Cauchy sobre C, entonces converge a un
punto x; € C. Ademads, Z evidentemente converge en (X, %/) al punto x,. Por ser
(X, %) de Hausdorff, tenemos la unicidad del limite. Luego x; = x, € C. O

Anadamos otra propiedad de herencia.

Proposicion 11.3.20 (caracterizacion de los productos completos). Sea (Xy, %)) aer

una familia de espacios uniformes. | | (X, %,) es completo si y sélo si todos los espacios
acl
(X, %,) son completos.

Demostracién. Supongamos que todos los (X, %,) son completos (a € I). Si Z es un
filtro de Cauchy sobre X, entonces todo filtro 7,{.Z} es de Cauchy, luego convergente
en X,. Por (5.2.6), & es convergente en X. Si inversamente X es completo entonces
todo (X, %,) es completo por ser isomorfo a un subespacio cerrado en X. O

Ejemplo 11.3.21. El espacio R* de todas las funciones reales sobre un conjunto X es
completo respecto a la estructura uniforme producto.

La importancia de los espacios completos se verd acentuada mucho mas en las
secciones siguientes. Nos contentamos por ahora con aplicar este concepto al pro-
blema de prolongacién continua que ya se trat6 en diversos capitulos anteriores. El
resultado siguiente es basico para muchas aplicaciones.

Teorema 11.3.22 (prolongacién de una funcién uniformemente continua). Sea A un
subespacio de un espacio uniforme (X, %) y(Y, ') un T—espacio completo. Entonces
toda aplicacion uniformemente continua

f: (A! %A) = (Yv %/)

tiene una tinica prolongacién continua f: A— Y. Ademds, [ es uniformemente conti-
nua.

Demostracién. La prolongacion, si existe, es Gnica, por (7.2.5). Puesto que (Y, Zy,) es
un espacio regular, para probar la existencia es suficiente probar que la imagen de toda
traza ¥,(x) de un filtro de vecindades ¥(x) (x € A) sobre A es convergente. Pero esto es
evidente, porque ¥,4(x) es un filtro de Cauchy sobre Ay f: A— Y es uniformemente
continua; de donde f{¥,(x)} es un filtro de Cauchy en el espacio completo (Y, %’).
Queda sélo por probar que la prolongacién continua f: A — Y es uniformemente
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continua. Para ello, sea W un entorno cerrado cualquiera de (Y, %’). Por hipétesis y
(11.1.23), existe un entorno abierto U € % tal que

(fxIUNAxA)cW;

luego
(FxNIUNAXA]cW=W.

Puesto que U es abierto, tenemos U N(AxA)D> UnN (A x A), lo cual implica que
U N(A x A) es un entorno sobre A. Por lo tanto, f verifica el criterio (11.24) para el
sistema fundamental de los entornos cerrados en (Y, %’). O

Corolario 11.3.23. Sean X y Y subespacios densos de Ty—espacios completos (X, %) y
(Y,9%"). Entonces todo lsomorﬁsmo unlforme f : X — Y se prolonga de manera tinica
en un isomorfismo uniforme f de X sobre Y.

Demostracion. Sea g = f~'- f y g poseen prolongaciones uniformemente continuas
f:X - Yyg: ¥ — X. Evidentemente go f y f o g son prolongaciones continuas
de las aplicaciones identidad 1y y1, de X e ¥ respectlvamente Por la unicidad de

estas prolongaciones, tenemos go f =1 2y fog=1 y- Luego f =g Por ser ambas
aplicaciones uniformemente continuas, f es un isomorfismo uniforme. O

Diversas aplicaciones de los dos resultados anteriores serdn estudiados en las
préximas secciones.

11.4. Espacios métricos completos

Estamos acostumbrados a decir que un espacio métrico es competo si en él toda
sucesion de Cauchy es convergente. Esta definicion es consecuente con la dada ante-
riormente para espacios uniformes segiin nos muestra la siguiente:

Proposicion 11.4.1. Sea (X, d) un espacio seudométrico. Entonces son equivalentes:
i) (X,%,) es completo.
ii) Toda sucesion de Cauchy en (X, d) es convergente.

Demostracién. i) = ii) es trivial.
ii) = i): Sea Z un filtro de Cauchy en X. Para cada n € N, tomemos A,, € Z tal que

Apx A, C Uy, (11.35)

donde
Uyn={(x,y)eX?|d(x,y)<1/n} (11.1.10)
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El filtro #’ ¢ & generado por (A,),cy €s evidentemente de Cauchy. Ademés &
tiene base numerable y, por lo tanto, puede expresarse como la interseccién de todos
los filtros elementales més finos que él (3.5.8).

Si Z” es un filtro elemental mds fino que &', entonces " es de Cauchy y, por
tanto convergente a un punto x € X (por i)). Evidentemente, x es punto adherente del
filtro més grueso Z’; por lo tanto es un punto de convergencia de Z”, por (11.3.6). Por
ser Z mas fino que 7, se tiene que # converge a x, de lo que se desprendei). O

Los espacios métricos completos utilizados en la practica poseen generalmente
una estructura vectorial. De especial importancia sonla clase delos espacios normados
completos llamados Espacios de Banach y de los espacios prehilbertianos completos
llamados Espacios de Hilbert.

Veremos ahora un ejemplo importante para cada una de estas clases de espacios
meétricos completos.

Ejemplo 11.4.2. Elespacio [,(N) de las sucesiones (x,,) de nmeros reales tales que
oo

> |x,|* < oo es de Hilbert.
n=0

Sabemos que dicho espacio es prehilbertiano (1.2.6). Demostremos que /,(N) es
también completo. En efecto, sea (x(™) = (x\"™)) una sucesién de Cauchy en l,(N). Esto
significa que para cada € > 0 existe un m, tal que:

oo
2

pazmy= > |xP—xI"<e (11.36)

n=0
Para cada n fijo esto implica, en primer lugar, que la sucesiéon (xfl’”)) es de Cauchy en

Ry, por tanto, converge hacia un limite x,,.
n

En segundo lugar, dejando p > my, fijo y haciendo tender g a co en »_ |x£,p )—xﬁﬁ) 2

n=0

n
- . 2
(n € N) obtenemos, por la continuidad del médulo que »’ ‘x,(lp) = xn| < ¢ para todo
n=0

00
2
n €N, entonces Z |x,(f)—xn| <e¢ para p > my.
n=0

Esto demuestra que la sucesion (xflp - X, ) pertenece a I,(N); por tanto, x = (x,,)
pertenece también a I,(N) y se tiene que x(" — x en L,(N).

Ejemplo 11.4.3. Dado un conjunto A y un espacio métrico (X, d), el espacio
B(A, X)={f|f:A— X acotada} (11.37)
provisto de la métrica de la convergencia uniforme.

deo(f,8g)=sup(f(x),g(x)) (11.38)

xX€A
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es completo si (X, d) es completo. En efecto, supongamos que (X, d) es completo
y sea (f,,) una sucesiéon de Cauchy en B(A, X). Es claro que (f,,) es también una su-
cesi6n de Cauchy en X4. Por la Proposicién (11.3.20) tenemos que la sucesion (f;,)
converge puntualmente a una cierta funcién f. Demostremos que f,, converge a f
uniformemente.
En efecto, por ser (f;,) de Cauchy en B(A, X), dado € > 0 existe n, tal que si m, n > n,
entonces
VxeA d(fu(x) fulx))<e (11.39)

Dejando n fijo y haciendo tender m — oo en (11.39), se obtiene para n > ny:
VxeA d(f(x) f(x)<e (11.40)
Concluimos que (f;,) converge a f uniformemente y que f € B(A, X).

En particular, si (E, || - ||) es un espacio de Banach, entonces el espacio vectorial
B(A, E) provisto de la norma de la convergencia uniforme:

I llco =supll f ()l
X€A

es un espacio de Banach.

Ejercicio 11.4.4. Demostrar que para todo espacio normado (E, ||-||) su dual topolégico
(E’,111-111) es completo donde:

lulll= sup [u(x)|
lxli<1

El siguiente teorema nos muestra, dentro de las caracterizaciones teéricas de un
espacio métrico completo, una de las més usadas (11.6.4).

Proposicion 11.4.5 (Cantor). Un espacio métrico (X, d) es completo si y sélo si toda
sucesion decreciente (F,) de subconjuntos cerrados no vacios con (6(F,)) — 0 tiene

interseccion no vacia. Mds exactamente ﬂ E, se reduce a un punto.
neN

Demostracién. Supongamos que (X, d) es completo. Evidentemente la condicién de
que el didmetro de que los F, tiende a cero implica que el filtro generado por la base
(E,) es de Cauchyy, por tanto, convergente a un cierto punto x, en (X, d). Por ser x, un

punto adherente a dicho filtro, se tiene que x, € F, = F, para todo n, o sea () E.#9
neN

Si y, € F, para todo n, entonces:

d(xp, )< 06(F,); neN
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y, por tanto, x, = Jj.

Reciprocamente supongamos que se cumple la condicién expuesta en el teorema.
Sea (x,) una sucesiéon de Cauchy en (X, d). Si (S,,) es la sucesién de secciones finales
asociadas a (x,), entonces la familia (S,,) satisface dichas condiciones y, por tanto,

existe xp € () S, Esto significa que x, es un punto adherente a la sucesién (x,,)y, por
neN
(11.3.6), se tiene: lim x,, = x;. O
n

Nota. Los espacios compactos cumplen que (| F, # 0 para toda sucesion (F,) de-
neN
creciente de cerrados no vacios, sin ninguna hipétesis adicional. La diferencia entre

ambas clases de espacios, los compactos y los completos se refleja en el teorema
anterior mediante la hipétesis complementaria de que 6(F,) — 0, necesaria para los
espacios métricos completos. El hecho de que ser completo sea una propiedad unifor-
me y no topolégica, se manifiesta en esta hipdtesis que depende esencialmente de la
estructura uniforme definida por la métrica d.

La siguiente condicién necesaria para que un espacio métrico sea completo es un
resultado muy usado en topologia, y tiene una gran aplicacién en analisis, sobre todo
en la demostracion de teoremas de existencia (11.6.5).

Teorema 11.4.6 (de Baire). En un espacio métrico completo la interseccion de cualquier
familia numerable de conjuntos abiertos densos es densa.

Demostracién. Sea (X, d) un espacio métrico completo y (D,,) una sucesién de con-
juntos densos y abiertos en (X, d).
Probaremos que U N( ﬂ D,,) # 0 para todo abierto no vacio U en (X, d). En efecto,

neN
por ser U N D, #0, existe una bola abierta B, tal que B, c UN D, y 6(B;) < 1. Proce-
diendo por induccién, se puede construir una sucesion (B, ) de bolas abiertas tales
que:

B,cB,.,nND, y 6(B,)<1/n (11.41)
Entonces: -
(BacWN([) D) (11.42)
neN neN

pero las B, satisfacen las condiciones del Teorema de Cantor y, por tanto,

M B. #0

neN

con lo cual queda probado el teorema. O

Debido a la importancia del corolario anterior, introduciremos la siguiente defini-
cion.
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Definicién 11.4.7 (espacio de Baire). Un espacio topolégico (X, Z') es de Baire si para
cualquier familia numerable (U,,) de conjuntos abiertos densos en X, se tiene que
(] U, es densaen X.

neN

Ejercicio 11.4.8. Probar que todo espacio localmente compacto y T, es de Baire.

Se dice que un subconjunto A de un espacio topolégico es denso en ninguna parte

si A = 0. Por ejemplo, todo subconjunto finito de R es denso en ninguna parte. El
siguiente ejercicio nos muestra algunas propiedades de los espacios de Baire en los
cuales utilizaremos los conjuntos densos en ninguna parte.

Ejercicio 11.4.9. 1. Probar que si (X, Z’) es un espacio de Baire entonces se cumple:

i) Launién de cualquier familia numerable de conjuntos densos en ninguna parte
en (X, ) tiene interior vacio.

i) SiX= U A,, donde cada A,, es cerrado, entonces al menos uno de ellos tiene
neN
interior no vacio.

iii) X no se puede poner como unién numerable de conjuntos densos en ninguna
parte.

iv) Toda unién numerable de conjuntos cerrados con interior vacio tiene interior
vacio.

2. Decir cudl de estas proposiciones es también suficiente para que un espacio sea de
Baire.

Ejemplo 11.4.10. Se dice que un espacio topoldgico (X, %) es topolégicamente com-
pleto si existe una métrica d sobre X tal que & =%, y (X, %,) es completo. Segtin el
Teorema de Baire, todo espacio topolégicamente completo es de Baire. La propiedad
de Baire puede por lo tanto utilizarse como una condicién necesaria para que un es-
pacio sea topolégicamente completo. Veremos en lo siguiente que, segtin este criterio,
el espacio QQ no es topolégicamente completo. En efecto, basta observar que Q es la
unién numerable de sus conjuntos unitarios que son conjuntos cerrados para ver que
Q@ no es de Baire.

11.5. Completamiento de un espacio métrico

Evidentemente no todo espacio métrico es completo. En el ejemplo 11.4.10 vimos que
Q@ no es completo para ninguna distancia topolégicamente equvalente a la usual. Sin
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embargo, es por todos conocido el proceso de completamiento de Q que da lugar a
los ntimeros reales. R es, en cierto sentido, el menor espacio métrico completo que
contiene a Q. Este proceso, mediante el cual obtenemos R a partir de 9, no es més
que de un tipo particular de extension (8.6.1) la cual conserva no sélo las propiedades
topolégicas, sino también las propiedades uniformes de Q. Hay que destacar esta
propiedad porque existen otras extensiones topolégicas que no se comportan de la
misma forma. En el ejemplo 8.6.7, vimos una extensiéon (compactificaciéon) de Q que
no conserva sus propiedades uniformes, ya que identifica puntos irracionales arbitra-
riamente lejanos. Introduzcamos por lo tanto el concepto de extensiéon uniforme.

Definicién 11.5.1 (inmersién y extension uniformes). Sean (X, %)y (Y, %’) dos espa-
cios uniformes:

i) f:(X,%)—(Y,%’)sellama inmersion uniforme de (X, %) si

f1X2) = (F1X], %] x)
es un isomorfismo uniforme.

ii) Elpar (f,(Y, %)) se llama extension uniforme de(X,%)si f:(X,%)— (Y, %)
es una inmersién uniforme y f[X] es denso en (Y, Zy/).

En esta seccién nos interesan solamente aquellas extensiones uniformes que son
completas.

Definicién 11.5.2 (completamiento). Dado un espacio uniforme (X, %) se dice que
la extension (f,(Y, %)) es un completamiento de (X, %) si(Y,%’) es un espacio com-
pleto.

Nota. Para facilitar el lenguaje en determinadas ocasiones convendremos en llamar
completamiento de (X, %) solamente al espacio (Y, %).

Un resultado tedérico importante nos dice que todo espacio uniforme separado
posee un completamiento tinico salvo isomorfismo uniforme. No daremos aqui la
demostracion en el caso general, sino solamente en el caso de un espacio métrico,
pues es éste en realidad el tinico resultado que utilizaremos. No obstante, invitamos
al lector a probar el enunciado general en forma de ejercicio orientado (E11.19).

Exigiremos del completamiento de un espacio métrico que conserve no sélo las
propiedades uniformes sino tambén las propiedades métricas del mismo. En efecto,
tenemos el siguiente:

Teorema 11.5.3 (completamiento de un espacio métrico). Todo espacio métrico (X, d)
tiene un completamiento (i,(Y,d)), donde (Y,d) es un espacio métrico completo e
i: X — i[X] es una isometria. Ademds, el completamiento de un espacio métrico es
tinico salvo isometrias.
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Demostracién. Demostraremos primero la unicidad del completamiento. Sean
(i1,(%3,dq)) vy (in, (Y, d,)) dos completamientos de (X, d) (fig. 11.4).

(X.d)

Figura 11.4:

Evidentemente i = i,o i, 1: {1[X]— i,[X] es una isometria y, por tanto, un isomorfis-
mo uniforme. Por el Corolario 11.3.16, i puede extenderse a un isomorfismo uniforme
i:(Y;,d;)— (Y, d,) que por continuidad, es claramente una isometria.

Pasemos ahora a probar la existencia del completamiento. Sea x; € X fijo y defina-
mos la aplicacién:

i: X — B(X,R) (11.43)
que asocia a todo x € X la funcién g, definida por:
g:(y)=d(y,x)—d(y, %) (11.44)
Es claro que g, € B(X,R) pues
ilelglgx(y)l = sylelgld(y,x)—d(y, Xo)l < d (x, X) (11.45)
Ademads, i es una isometria de X sobre i[X], pues
doo(8x 8x) = s;telgld(y, x)—d(y, x') =d(x,x") (11.46)
Por lo tanto, el par (i,i[X]) esun completamiento de (X, d). O

Podemos caracterizar ahora los espacios métricos para los cuales su completa-
miento es una compactificacion.

Proposiciéon 11.5.4. Un espacio métrico es precompacto si y sélo si su completamiento
es compacto.
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Demostracion. Se desprende de 11.3.17. O

Nota. Hemos visto en la demostracién constructiva del Teorema 11.5.3, que todo
espacio métrico (X, d) tiene un completamiento que es un subespacio de un espacio
normado. En el caso en que la métrica d venga definida por una norma o un producto
escalar, podemos precisar atin mas este resultado, como veremos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 11.5.5. Para cada espacio normado (E,||:||) y cada espacio prehilbertiano
(H, < ->), existen completamientos (£, ||-||.) y (H, < - >.) que son, respectivamente, un
espacio de Banach y un espacio de Hilbert tales que || - ||, y <->, son prolongaciones
continuasde |- || y <->.

En efecto, siguiendo la demostracion del Teorema 11.5.3, considerando (E, || - ||) en
vez de (X, d)y x, =0, tendremos que E se identifica con el subespacio vectorial i[ E]
de B(E,R) formado por las funciones g, definidas en (11.44). De (11.45) se desprende
que ||glloo = |x||. Luego, la restriccién de la norma de i [E] = E a i[E] coincide con la
normade E. Pero || -|| : i[E] — R es una aplicacién uniformemente continua y, por el
Teorema 11.3.15, tiene una prolongacién continua a E, que por unicidad tiene que
coincidir con lanorma || - ||, de dicho completamiento.

De lo anterior se desprende que todo espacio prehilbertiano (H, < - >) tiene un
completamiento que es un espacio de Banach, cuya norma es una extension de la
norma definida por el producto escalar < - >. Por ser dicho producto escalar una
aplicacién uniformemente continua de H x H en R puede prolongarse continuamente
a H x H, donde H es el completamiento de H. Estd claro que esta extension es un
producto escalar < - >, en H y, por continuidad de la norma definida por < - >, es
pecisamente la norma de H.

Ejemplo 11.5.6. Consideremos el espacio €([0, 1], R) provisto del producto escalar

1
<f.g >2=J f(r)g(t)de (11.47)
0

Es fécil probar (ejercicio E1.4) que €([0,1],R) < - >,) es un espacio prehilbertiano.
Probaremos que no es completo. Para ello definamos la sucesién de funciones (f,,)
donde (11.5):

fo(x)=inf{(2x)", 1} (11.48)

La sucesion (f;,) es de Cauchy en €([0, 1], R) ya que si definimos f mediante

f(x):{o si0< x<1/2; (11.49)

1 sil/2<x<1
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Figura 11.5: Gréficas de f,,(x)=inf{(2x)",1

entonces

1/2 1
_ 2n
f |f2 ()= F(x)Pdx = L (2x)"dx =2eni) 0,

de donde se obtiene:

1 1/2
an—mezsU |f(x)— £ |2dx) U |fon(x |2dx)

:1/2( + )—>0
2n+1 2m+1

Supongamos que existe una funcién continua g tal que:

152 =g]l,—0
La desigualdad
1 1/2 1 1/2 1 1/2
( J |f(x)—g(x)|2dx) s( J |f(X)—fn(X)|2dx) +U |fn(x)—g(x)|2dx)
0 0 0
prueba que:

1
J |f(x)—g(x)[*dx =0
0

Por ser el integrando una funcién continua salvo en x = 1/2 se obtiene que fy g
pueden diferir solamente para x = 1/2, lo cual contradice la continuidad de g en dicho
punto.
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El espacio prehilbertiano €([0, 1], R), < - >,) admite un completamiento que deno-
taremos por L,[0,1]y que es un espacio de Hilbert.

Un resultado interesante es que el producto escalar en L,[0, 1] puede expresarse
mediante una integral mas general llamada integral de Lebesgue, que coincide para
las funciones continuas con la integral de Cauchy, a partir de la cual se define < - >,.

11.6. Aplicaciones

Daremos ahora algunas aplicaciones importantes de la nocién de completitud a
diversas ramas de la matemadtica.

Aplicacion 1. Teorema del punto fijo

Comenzaremos esta seccién con un teorema de gran importancia en andlisis numéri-
co; pero para ello necesitamos introducir algunos conceptos. Una aplicacién f de un
espacio métrico (X, d) se dice que es contractante derazon k,sik <1y

d(f(x), f(y) <kd(x,y) Vx,y€X

Claramente una tal aplicacién es uniformemente continua.
Dada una aplicaciéon g: (X,d) — (X, d), a cada punto x € X tal que g(x) = x se
llama un punto fijo de g.

Teorema 11.6.1 (del punto fijo). Cada aplicacién contractante f de razén k definida
en un espacio métrico completo (X, d), tiene un punto fijo tinico x,, caracterizado por
la siguiente propiedad:

Para cada punto x € X la sucesién de valores iterados

[f"(x)]=fofo--o f(x) n—veces

converge al punto x, con el error de aproximacion:
n

1-k

d(f"(x), x) < d[xo, f(xo)] (11.50)

Demostracion. Dividiremos la demostracién en tres partes:

i) Para todo x € X, (f"(x)) converge a un cierto punto x, con el error de aproxima-
ci6n (11.50).
En efecto, del hecho que

d(f(x), f(y)<kd(x,y) Vx,y€X
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se deduce sucesivamente:

d(f(x), fA(x) < kd(x, f(x))
d(f"(x), fH(x) < k™ d(x, f(x))

y por tanto de la desigualdad triangular se obtiene:

kn

dA(f™(x), f"P(x) < k"A+k+ k> +-+ kP d(x, f(x) < 1—%

d[x,f(x)] (151

Esto prueba que (f"(x)) es una sucesiéon de Cauchy y, por tanto, convergente a un
cierto punto x, € X para el cual, por (11.51), se cumple:

kn
1-k

d(f"(x), %) < dlx, f(x)]

ii) f(xy) = Xp-

Si sustituimos x por x; en la estimacién del error tendremos:

n+1

d[fn+1(x0),f(x0)] < kd(f"(xo), x()) < l_k

d[xy, f(x)],

lo que implica que la sucesién (f"(x,)) converge a x, v f(xp), 0 sea xy = f(xp).
iii) Unicidad del punto fijo.
Si y, fuera otro punto fijo de f, entonces:

d(xo, yo) = d(f (x0), £ (30)) < k d(x0, yo) < d(x0, %)

que es una contradiccion. O

Aplicacion 2. Existencia y unicidad de solucién para ecuaciones dife-
renciales de primer orden.

Expondremos ahora un teorema clésico relativo a la existencia de solucién local inica
para ciertos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden. El teorema que de-
mostraremos no es mas que una aplicacién del teorema del punto fijo desarrollado
anteriormente.

Teorema 11.6.2. Sea f una funcién continua con valores reales definida sobre un
subconjunto abierto U deR?. Supongamos que existe un niimero positivo M tal que:

|F(x, )= f(x, )| <M | = -
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Dado (xy, o) €U, sean b, c y K tales que
S=[xg—c,x9+c]x[y—b,y+blcU

K =sup {|f(x,y)| |(x,y)eS}+1.

Entonces, para todo 0 < a <min{c,1/M, b /K}, existe una funcion
yilx,—a,xp+al—R

tal que:
y(x0)= ¥ (11.52)

Y (x)=f(x,y(x)) Vx €[x—a, xy+ a] (11.53)

Ademds, y es la tuinica funcién que satisface (11.52) y (11.53) sobre el intervalo
[xp—a, xy+a).

Demostracion. Haremos algunas observaciones preliminares.
Para probar este teorema, consideraremos la solucion de la siguiente ecuacion
integral para y

y(x)=yo+f fle, y(t)dt (11.54)

El lector puede facilmente comprobar que una funcién y satisface (11.54) siy sélo si
satisface (11.52) y (11.53).

Nuestra estrategia serd hallar un espacio completo ¢ de funciones y una aplicacion
contractante ¢, : ¥ — ¢ que tenga la siguiente propiedad: si existe una solucién y
de (11.54), entonces y € ¥y, ademas, y es solucion de (11.54) siysélosiy(y)=y.Para
complementar esto notemos que cualquier solucién y debe ser tal que (x, y(x))e U
para todo x en el dominio de y de manera que f(x, y(x)) esté definido.

Otras consideraciones relativas a la eleccién del espacio ¢ quedaran claras al lector
en el desarrollo de la demostracion.

Sea (xy, o) € U. Por ser U abierto existen b y c tales que el rectdngulo:

S=[xg—c,xg+c]x[yp—b,+blcU
Sea a un ntimero cualquiera tal que:
0<a<m1n{c,M,—}
Notemos que (fig. 11.6)

[xo—a,xo+a]lx[y—>b,y+blcU
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Figura 11.6:

El espacio (€([xy —a, xo + a],R), d,) s completo por ser cerrado en a([x,—a, xo+
a],R) (11.37), pero este no es el espacio adecuado para nuestros propoésitos.

Definamos ¥ como el subespacio de &([ x, — a, x, + a], R)) formado por todos los
elementos y tales que:

y(x)E[J’O_b;J’O"'b]; Vxe[x()_a,xO"ra].

Evidentemente ¢ es completo por ser cerrado en &([x) —a, x, + a],R), ysi y € ¥,
entonces (x, y(x)) € Upara todox € [xy—a, Xy + a).
Definiremos v sobre ¥ de la siguiente forma:

w(g)(x)=yo+f f(t,g(t))dt (11.55)

Ellector puede comprobar que y/[¥] C ¥. Por otra parte y: 4 — ¢ es una contraccion.
En efecto, sig;, g€ Y

|wh(g1)(x)—(g:)(x)| =

f (f(t’gl(t))_f(t;gz(t)))dt‘

SMJ|&m—&mwt

<Mad(g1, &)-

Como la desigualdad se cumple independientemente de x € [x,—a, X, +a], se obtiene:

doo(Y(81), Y(g2)) < Mad (81, 82)
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lo que implica, que ) es contractante pues de la definicién de a, Ma = k < 1. Por el
teorema del punto fijo existe una funcién y tnica en ¥ que cumple

Yy)=y

o sea y satisface (11.52) y (11.53).
Si y; es otra funcién sobre [x,—a, Xy + a] que satisface (11.52) y (11.53) entonces:

X

n(x)= M)"‘f fe, n(e)de, ¥Yxelxy—a,x +al,

0

y por tanto:
X
Iyl(x)—y(x)l=U (&, n(@0))=f(z, p(t)de
Xo
< Madoo(ylryz)r V-x € [x()_a, Xo + a],
de donde
Aoo(Y1, J2) < doo(11) Y2),
que es una contradiccién. O

Aplicacién 3. Teorema del vector minimizante

El siguiente teorema es una herramienta fundamental en el estudio de los problemas
de la mejor aproximacién en espacios de Hilbert.

Teorema 11.6.3. Sea x un vector en un espacio de Hilbert H y sea K un subconjunto
cerrado y convexo de H . Entonces existe un tinico vector k, € K tal que

llx = koll < llx — k|l

para todo k € K. Mds atin la condicién necesaria y suficiente para que k, sea el tinico
vector minimizante es que < x — ky, k — ky >< 0 para todo k € K .

Demostracion. (fig. 11.7).
Para probar la existencia sea (k,) una sucesién en K tal que:

=Kyl = & = inf [}x— ]|

Por la ley del paralelogramo se tiene:

ki+kj?2

ki = ksl = 211ks = 1+ 211 — 12— x —
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Figura 11.7: Distancia minima a un cerrado convexo

ki +k;

Por la convexidad de K, estd en K y por tanto:

>0

= U,

o2

de donde
llk: — k11 < 2l|k; — x|I” + 2| k; — x||* —46° — 0

En fin, la sucesion (k,) es de Cauchy y por tanto convergente a un elemento kj € K.
Por continuidad, ||x — ky||=6.
Para probar la unicidad supongamos que existe k; € K tal que ||x — k;||=0.
La sucesion:
= ky sinespar
" |k sines impar

cumple ||x — k,|| — 0, por el argumento anterior (k,) es de Cauchy y por lo tanto
convergente. Esto s6lo puede ocurrir si ky = k;. Probaremos que si k; es el tinico vector
minimizante entonces:

<x—kok—ky><0

para todo k € K. Supongamos por el contrario que existe un vector k; € K tal que
< x —ky, k; — ky >= € > 0. Consideremos el vector k, =(1—a)ky+ak; (0<a<1).
Por ser K convexo, k, € K, para0 < ¢ < 1. Ademas:

[l — kall® = lI(1 = @)(x — ko) + a(x — ky)|I?

=(1—aPllx — kol +2a(1 — @) < x — ko, x — ky > +a2]|x — ky ||
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a— ||x —k,||? es una funcién diferenciable de @ con derivada en a = 0 igual a

d
—— 1% — kgll*la=o = =21 x — Ko I* +2 < x — ko, x — Ky >

da
=-2< x—ko,kl—k0>
=—2¢
<0
I'(R)
Figura 11.8:

Entonces para algtin a positivo pequeno ||x — k,|| < ||x — ko|| 1o cual contradice
la propiedad minimizante de k. Inversamente supongamos que k; € K es tal que
< x—ky, k—ky >< 0 para todo k € K. Entonces para cualquier k € K, k # k, tenemos:

llx =Kl = Il — ko + ko — K|I*
=|lx —koll> +2 < x — ko, ko — k > +]| kg — k|[?

2 |lx—koll®,

de donde k; es el iinico vector minimizante. O

Aplicacion 4. Teorema de Goursat

El teorema que expondremos a continuacion es de gran importancia en el desarrollo
de la teoria de las funciones holomorfas de una variable compleja. La demostracién
se basa en el teorema de Cantor.

Teorema 11.6.4 (de Goursat). Si f es holomorfa en un abierto U de C, entonces la
forma diferencial f(z)d z es localmente exactaen U.
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Demostracién. Para probar el teorema basta demostrar que la integral de f(z)dz a
lo largo del borde de cada rectdngulo con lados paralelos a los ejes coordenados es
nula (fig. 11.9).

Figura 11.9:

Sea R un rectdngulo con lados paralelos a los ejes coordenados y sea I'(R) el camino
en U formado recorriendo los lados de R en sentido contrario a las manecillas del
reloj. Sea

a(R) =f f(z)dz.
T(R)

Debemos probar que a(R)=0
Dividiendo R en cuatro rectangulos tales que

I(R)=T(RM)+T(R®)+T(R®)+T(RW),

deducimos que existe almenos uno de ellos, lamémosle R tal que |a(R?)| > 1/4|a(R)|.
Repitiendo este procedimiento se construye una sucesion (R,,) de rectdngulos encaja-
dos en U con lados paralelos a los ejes tales que |a(R,,)| > 1/4"|a(R)| (fig.11.7).

Por el teorema de Cantor existe un punto z, inico comun a todos los rectdngu-
los R,.

De la derivabilidad de f en z, se deduce que dado € > 0, existe un entorno V|(z,)
de z, tal que:

|f(Z)—f(Zo)—(Z—Zo)f/(zo)| <elz—2zl, Yze€V(z).

Para n suficientemente grande R,, C V(z,). Las formas diferenciales dz y zdz = d(z?2/2),
siendo exactas en U tienen integral nula sobre I'(R,,), entonces

f |z —zpldz
I(Ry)

<e <eL, sup |z—zl,

z€I(R,)

a(R)| = U flz)dz
I'(R,)
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donde Ly ) es lalongitud de T'(R,,).
Pero si d y P son las longitudes de la diagonal y el perimetro de I'(Rn) entonces
L,=2""Py sup |z—zy| es menor que la diagonal de R,, cuya longitud es 27"d.
z€l'(Rn)
Finalmente |a(R,)] < €4 "Pd. Pero por construccién de los rectidngulos
R,: |a(R,)| = 4 "|a(R)| de lo cual se deduce |a(R)| < ¢ Pd. Siendo & > 0 arbitrario

el teorema queda probado. O

Aplicacion 5. Existencia de funciones en ([0, 1], R) que no son deriva-
bles en ningtin punto

Como ejemplo de aplicacién al Andlisis del teorema de Baire veremos el siguiente
teorema de existencia.

Teorema 11.6.5. Existen funciones reales y continuas sobre[0, 1] que no son derivables
en ningun punto de|0,1].

Demostracion. Paracadan=1,2,... definamos N,, C €([0, 1], R) mediante:

x+h)—f(x)‘
h

N, = {feeﬁ([O,l],R)lElxe[O,l—l/n]:Vhe[O,l/n]‘f( < n} (11.56)

Las tnicas funciones de €([0, 1], R) que tienen derivada en algtin punto son aquellas
que pertenecen a algin N,,. Nosotros probaremos que

(0,1, R)\ | JN, #0

neN

y para ello nos basaremos en el ejemplo 11.4.10.
Es decir, probaremos que cada N, es denso en ninguna parte y como ([0, 1], R) es

completo no podrd seriguala | N,.
neN

1. CadaN,, es cerrado

Es facil comprobar que la funcién evaluacién W: €([0,1],R) x I — R es conti-
nua (E11.6).
Para cada punto fijo hj €(0, %] se tiene que las aplicaciones de

@([0,1],R)x[0,1—%]—>R

dadas por
1
(f 00 3 Flx+ o)
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()= 2 /()

son también continuas, luego también lo serda

(f,x)_)‘f(x+h}23—f(x)‘

y por tanto
{0 ) < )

es cerrado en €([0, 1], R) x [0, 1— %]
1

La proyeccién de este conjunto paralela al eje compacto [O, 1- E] es entonces
cerrada en €([0, 1], R) (E8.10) y es precisamente

(11.57)

N(h0)={f|3xe[0,1—1/n]:‘Wkn}

ComoN,, = ﬁ{N(hO) | hy € (0, 1/n]} esto prueba 1.
2. Cada N,, tiene interior vacio

Si f eN,, probaremos que en cada bola B(f, £) (tomando las bolas con respecto a
la distancia d.) existe g € ([0, 1],R) N),,; esto es, existe g tal que

) doo(f,g)<e
i) Yxe[0,1— %] 3R, €]0,1/n]:

g(x+hi)—glx))_
hy
Por el teorema de Weierstrass de aproximacion por polinomios que el lector puede
encontrar detallado en el Gltimo capitulo existe un polinomio p tal que do(f, p) < €/3;
de esta manera necesitamos una funcién que esté a una distancia menor que ¢/3 de
p y teniendo la propiedad ii).
Como la derivada p’ es continua sobre I tenemos:

M =méx{|p’(x) | 0< x <1} (11.58)

y definamos S(x) como una funcién continua no negativa sobre I cuya grafica consta
de segmentos de recta, siendo el valor absoluto de la pendiente de cada segmento
M +n+1. La gréfica nunca se eleva mas de ¢£/3 unidades por encima del eje x.
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Entonces: do,(p +s,p)<€/3 vy p + s esla funcién buscada ya que

p(x+h)+s(x+h)—s(x)—p(x)‘ S ‘ s(x+h)—s(x)|_‘p(x+h)—p(x)
h B h h

y para cada x €[0,1—1/n] podemos evidentemente hallar & €[0,1/n] tal que el lado
derecho sea mayoroigualque M +n+1—M =n+1. O
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Espacios funcionales

De acuerdo con nuestra motivacién inicial para el estudio de los espacios métricos, y
los espacios topoldgicos y con el cardcter de las aplicaciones dadas hasta el momento,
concluimos este libro con un capitulo dedicado completamente a la aplicacién de los
resultados obtenidos en los capitulos anteriores a los espacios funcionales.

De esta forma volvemos también al origen histérico del Andlisis Funcional.

La idea de considerar las funciones como puntos de un espacio topolégico cons-
tituy6 el punto de partida para el Anélisis Funcional, asi como el paso intermedio
esencial para la definicién abstracta de los espacios métricos y mas tarde de los es-
pacios topolégicos. Esta idea surgié como resultado de un largo proceso histérico de
abstraccion. Atn a principios del siglo XIX solamente era conocida la nocién de una
funcién arbitraria. Los diferentes conceptos de convergencia (puntual y uniforme)
no se distinguieron con precision antes de los afios 1840/50. El estudio formal de
la convergencia uniforme (encabezado por la escuela italiana: Dini, Arzela, Ascoli)
comenzd en el tltimo tercio del siglo XIX y no fué hasta finales de siglo que utilizaron
sistemdticamente topologias sobre conjuntos de funciones.

En la seccién 12.1 veremos que los conceptos de convergencia uniforme y con-
vergencia puntual se derivan de estructuras uniformes sobre el espacio funcional
3(X,Y)=YX.

Estudiaremos un método general para introducir estructuras uniformes sobre tales
espacios, las llamadas estructuras uniformes de la c—convergencia, que compren-
den toda una serie de estructuras uniformes importantes en Andlisis Funcional (de
convergencia puntual, convergencia compacta, convergencia acotada, convergencia
uniforme). Expondremos sus propiedades elementales y aplicaremos enseguida los
resultados obtenidos a los subespacios de Y* formados por las funciones acotadas,
las funciones continuas y las funciones multiliniales.

En la seccidn 12.2 analizaremos una topologia sobre §(X, Y) llamada fopologia
compacta-abierta que no presupone una estructura uniforme sobre el codominio
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Y sino solamente una topologia. En comparacién con las estructuras uniformes de
la seccién 12.1 que se estudiaron implicitamente desde que se inicié en anélisis la
investigacion de los sucesiones y series de funciones, la topologia compacta abierta
es un concepto relativamente reciente. Su importancia en la topologia (p. €j., parala
teoria de homotopia) ha crecido considerablemente desde que FOx [69] descubri6 las
propiedades bdsicas que la caracterizan. La topologia compacta-abierta en general
no se deriva de una estructura uniforme, pero en el caso de que el codominio sea un
espacio uniforme coincide con la topologia de la convergencia compacta.

Los resultados expuestos en la seccion 12.2 profundizan a la vez nuestros conoci-
mientos sobre esta topologia.

Continuaremos el estudio de la topologia de la convergencia compacta en la sec-
ci6én 12.3 donde deduciremos los resultados clasicos de Ascoli sobre los conjuntos de
funciones que son compactos en esta topologia. Presentaremos ademds en la secciéon
12.3 dos aplicaciones del teorema de Ascoli, una en andlisis complejo y otra en la
teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, a saber: la caracterizacion de las familias
normales de Montel y el teorema de existencia de Peano.

La dltima seccién 11.4 expone el tratamiento sistemético de M. H. Stone, sobre
la aproximacién uniforme de funciones reales continuas definidas sobre un espacio
compacto. Esta exposicidn culmina con el teorema de Stone-Weierstrass que genera-
liza el teorema de Weierstrass sobre la aproximacién uniforme de una funcién real
continua por polinomios en un intervalo compacto [a, b]. Aplicaremos este teorema
para estudiar la relacién entre la estructura algebraica del anillo €(X, R) y la estructura
topolégica del espacio (X, Z'). El método presentado en esta parte constituye una
herramienta béasica de dos ramas del Andlisis Funcional: la teoria de los anillos de
funciones reales continuas y la teoria de las dlgebras uniformes (complejas).

12.1. Estructuras uniformes sobre espacios funcionales

Sean X un conjunto y (Y, d) un espacio seudométrico. Hasta el momento conocemos
dos conceptos de convergencia sobre el espacio 3(X, Y)= Y ¥, la convergencia unifor-
me y la convergencia puntual que no sélo corresponden a dos topologias diferentes
(véase Capitulo 1), sino también a dos estructuras uniformes diferentes sobre 3 (X, Y).
Analizaremos ahora detalladamente el proceso de definicién de ambas estructuras
uniformes con vista a desarrollar un método general para la introduccién de estructu-
ras uniformes en los espacios funcionales §(X, Y) que comprenda a ambas estructuras
uniformes como casos particulares.

Si (Y, d) es un espacio métrico entonces la topologia de la convergencia uniforme
sobre un subconjunto A ¢ X (1.4.6) estd definida por una estructura uniforme sobre
3(X,Y).
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Ejemplo 12.1.1. Sea (Y, d) un espacio (seudo)métricoy A ¢ X. Decimos que fy g
son vecinos de orden € (¢ > 0) sobre A si

du(f,8)=sup{d(f(x),g(x))|x€A}<e (12.1
Para todo ¢ > 0, los pares (f, g) con esta propiedad forman un entorno
WA e):={(f.8)|f,8g€3(X,Y)Nds(f,g)<e} (12.2)

La coleccion de estos entornos
B a={W(A¢€)|e>0}

es un sistema fundamental de entornos para una estructura uniforme %,,, que se
llama estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre A. El espacio (X, Y)
provisto de esta estructura uniforme se denota por §4(X, Y).

La topologia de 5 4(X, Y) es precisamente la topologia de la convergencia uniforme
sobre A definida por la seudométrica d, (1.4.6) (fig. 12.1)

Figura 12.1: (f,g)e W(A,¢)

Tenemos f,, — f en §4(X, Y) siy sélo si
Ve>0dNeN:(f,, f)e W(A,¢) para n>N (12.3)

Es evidente como hay que generalizar la definicion de la estructura uniforme %,/ 4 si
tenemos como codominio un espacio uniforme (Y, % ) en vez de un espacio métrico
(Y, d). Se verifica facilmente que la coleccién de todos los entornos

W(A,V):={(f,8) (X, V) |Vx € A: (f(x),g(x) eV} (12.4)
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donde V recorre %, verifica las condiciones BU 1-BU 3 para un sistema fundamental
de entornos. Por lo tanto podemos hacer la siguiente definicién (ver 11.1.8).

Definicién 12.1.2 (estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre A). Sea X
un conjunto, A € X y (Y, %) un espacio uniforme. Entonces la estructura uniforme
9y, 4 sobre 3(X, Y) definida por el sistema fundamental

(WA, V)| Veu} (12.5)

se llama estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre A. El espacio §(X, Y)
provisto de esta estructura uniforme se denota por §4(X, Y)y la topologia correspon-
diente se llama topologia de la convergencia uniforme sobre A. Se dice que una base
de filtro £ sobre §(X, Y') converge uniformemente sobre A a f € §(X, Y) (Notacién:
< —/; f) si % converge a f con respecto a esta topologia.

u

Nota. Si A= X se habla de convergencia uniforme sin especificar que es sobre X. En
este caso se utilizan las notaciones siguientes §,(X,Y), /X, %,y ¥ — f envez de
u

SX(X! Y)) %M/X Y‘gu_/;(f

Consideremos ahora, brevemente, la estructura uniforme asociada al segundo
concepto clasico de convergencia, la convergencia puntual. Este concepto viene a
estar definido por la estructura uniforme producto sobre 3(X,Y) = Y*. Con vista a
hallar un enfoque unificado para ambas estructuras uniformes analizaremos ahora la
estructura uniforme producto en el lenguaje del ejemplo y la definicién anterior.

Ejemplo 12.1.3. Sea X un conjunto y (Y, %) un espacio uniforme. La estructura
uniforme producto %, sobre 3(X,Y) = Y ¥ es la més gruesa con respecto a la cual
todas las aplicaciones evaluacién f — f(x) de 3(X, Y) en (Y, %) son uniformemente
continuas (x € X). Los entornos:

W({x}, V)={(f,8)€(3(X, Y))* | (f(x),g(x) eV} (12.6)

(x € X,V € %) constituyen una subbase de %, que se llama estructura uniforme de
la convergencia puntual.

Obtenemos un sistema fundamental de entornos para %), si formamos todas las
intersecciones finitas

n
in W({xi}! V) = W({xlr--wxn}r V) (127)
Ved; neN; xp,...,.x,€X

Si fijamos el subconjunto finito F = {x,..., x,} € X y dejamos variar V en %, los
entornos (12.7) definen precisamente la estructura uniforme %, de la convergencia
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uniforme sobre F en 3(X, Y). Resulta que podemos caracterizar %, también como la
estructura uniforme de la convergencia uniforme sobre todos los subconjuntos finitos
de X, o sea, como el supremo de todas las estructuras uniformes %, donde F recorre
todos los subconjuntos finitos de X. Esto es:

Uy, =sup{? | x € X} =sup{%,r | F C X finito} (12.8)

y se tiene:
F—fen3,(X,Y)¢=VxeX:F(x)— f(x) (12.9)

< VFcX finito:Z |F—f|F
u

Ahora esta claro cémo se puede generalizar el procedimiento anterior para definir
%, de tal manera que el método obtenido comprenda también la definicion de %,,.

En vez de considerar sélo la convergencia uniforme sobre subconjuntos finitos F
de X podemos estudiar la convergencia uniforme sobre los conjuntos de cualquier
coleccion dada o C 2(X). La estructura, %,/ de convergencia uniforme sobre A C X
se obtiene poniendo sencillamente o = {A}.

w O—t
= QOF———d =

3 X, %

Figura 12.2:(f,g)e W(A,¢)

Definicion 12.1.4 (estructura uniforme de la c—convergencia). Sea X un conjunto,
o C Z(X)y (Y,%) un espacio uniforme. Entonces la estructura uniforme supre-
ma de todas las estructuras uniformes %,,4(A € o) se llama estructura uniforme
de la o—convergencia sobre 3(X,Y) (notacion %,,). La topologia asociada se llama
o—topologia (notacién: Z,). Se dice que una base de filtro .Z sobre 3(X, Y) converge
uniformemente sobre los conjuntos de o a una funcién f: X — Y, si & converge a
f en el espacio uniforme 3, (X, Y):=(5(X, Y), %,) (Notacion: .ZT»f).
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De esta definicion, se obtiene un sistema fundamental de entornos para %, to-
mando todas las intersecciones

,61 W(A;, V)= W (iL_nJlAl-, V) (12.10)
donde V recorre un sistema fundamental de entornos de % y {A;,...,A,} es una
subcoleccion finita de o (11.2.10).

Si denotamos por rest, la aplicacion f — f | Ade 3(X, Y) en 3,(A, Y) entonces
9, es la estructura uniforme mds gruesa sobre §(X, Y) tal que todas las aplicaciones
rest,(A € o) son uniformemente continuas, o sea %,; es la estructura uniforme inicial
sobre 3(X, Y) definida por la familia (resty) se:

Uy = U(restA,SA(X, Y))AGO’ (12.11)

De aqui resulta, por 11.2.10, que %, define efectivamente la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos de o:

F—f en 5,(X,Y)e=>VAco F|A—f|A (12.12)

Por (12.10), %, no cambia si afiadimos a o todas las uniones finitas de conjuntos de
o (saturacién por uniones finitas), o si afiadimos todos los subconjuntos de conjuntos
de o (saturacion por subconjuntos):

T={SeP?(X)|3A,,....,A,€q:SC _GlAi}=> Usr=U, (12.13)
i=

En el caso de que o sea saturada, ya los entornos
W(A, V) (Aca, ¥ € U) (12.14)

forman un sistema fundamental de entornos de %,;.
Si (Y, d) es un espacio seudométrico entonces la estructura uniforme %, sobre
3(X, Y) se define mediante la colecciéon de seudométricas.

Us={ds|dy=sup{d, |{x € A}NAc o} (12.15)

Veremos ahora, como ejemplo, los cuatro tipos de c—convergencia que maés se utilizan
en las aplicaciones.

Ejemplo 12.1.5 (estructura uniforme de la convergencia uniforme). Sea o ={X}. En-
tonces §,(X, Y)=5,(X, Y) estd provisto de la estructura uniforme de c—convergencia
mads fina que existe sobre §(X, Y). Hemos visto que 3,(X, Y) es seudometrizable si lo
es (Y, %) (ejemplo 12.1.1).
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Ejemplo 12.1.6 (estructura uniforme de la convergencia puntual). Sea o ={{x}|x €
X1} la coleccién de todos los subconjuntos unitarios de X. Entonces, por el ejemplo
12.1.3, 5,(X,Y) = YX. Por (12.12) y (12.13) %,, es la mas gruesa de las estructuras
uniformes de o—convergencia tal que o es una cubierta de X. La saturacién o de o
es la coleccion de todos los subconjuntos finitos de X, luego la caracterizacién (12.8)
de %, es s6lo un caso particular de (12.13).

Ejemplo 12.1.7 (estructura uniforme de la convergencia compacta). Supongamos
ahora que (X, ') es un espacio topolégico. Si o es la coleccion de todos los subconjun-
tos compactos de (X, %), %, (resp. Z,;) se llama estructura uniforme (resp. topologia)
de la convergencia compacta sobre 3(X, Y) (notacion %,; 3.(X, Y); Z.). Puesto que o
es saturado por uniones finitas (8.1.15), los entornos W(C, V) con (C € X) compacto
vy (V € %) forman un sistema fundamental de entornos para %,. Por lo tanto, si (Y, %)
es seudometrizable y si (X, Z’) es c—compacto, entonces 3.(X, Y) es seudometrizable.
La estructura uniforme %, es mas fina que %), pero mds débil que %,,. La convergencia
compacta se caracteriza por:

9'T>f(=>VCC(X,3{) compacto: 9’|C—u>f|C (12.16)

Ejemplo 12.1.8 (estructura uniforme de la convergencia acotada). Supongamos ahora,
mads especificamente, que (X, d) es un espacio seudométrico (para mayor generalidad
podriamos considerar un espacio bornolégico (X, .¢)). Entonces se emplea a veces
sobre 5(X, Y) la estructura uniforme de la convergencia acotada %, definida por
la coleccion o = {A € 2(X) | 6(A) < oo} de todos los subconjuntos acotados de
(X, d). Esta estructura uniforme depende no sélo de la topologia sino también de la
seudométrica especifica sobre X.

Sea x;, € X fijoy B, := B(xy, n) para n € N. La sucesién de bolas (B,,) recubre X de
tal manera que todo subconjunto acotado B C (X, d) estd contenido en alguna bola
B,,. Concluimos que los entornos

W(B,,V) (neN,Veu) (12.17)

contituye un sistema fundamental para %,,. Por lo tanto 3,(X,Y):=(3(X, Y), %,) es
seudometrizable siempre que (Y, %) lo sea.
Para todo espacio seudométrico (X, d) tenemos sobre §(X, Y)

Uy C U CUy CU, (12.18)
La convergencia acotada se caracteriza por

F—f<>VYBCX,5(B)<c0:F|B—f|B (12.19)
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Nota. Observemos que las estructuras uniformes %, constituyen inicamente una
clase de estructura uniformes sobre 3(X, Y). Existen otras estructuras uniformes dife-
rentes y son importantes especialmente para subespacios de 5(X, Y). Por ejemplo, las
estructuras uniformes definidas por la convergencia en media o en media cuadrética
consideradas en la Seccién 1.1.

Laimportancia de la definicion de las estructuras uniformes de c—convergencia, se
basa en su papel unificador que permite encontrar propiedades comunes de diversas
estructuras uniformes sobre §(X, Y), sin reparar en las exigencias particulares que cada
una efecttie sobre X. Deduciremos en lo que sigue una serie de resultados, excluyendo
los casos triviales donde Uc =@ o card Y < 1.

Proposicion 12.1.9. El espacio 3,(X,Y) es de Hausdorff siy sélo si(Y,Z,) es de Haus-
dorff y X =Uo (suponiendo que Card Y > 2).

Demostracién. Sea (Y') el subespacio de todas las aplicaciones constantes (y): x — y
de X en Y. Labiyeccién ¢: y — (y) de(Y, %) sobre (Y) es uniformemente bicontinua.
Luego (Y, %) es isomorfo a (Y) como espacio uniforme. De aqui se concluye que
(Y,%,) es de Hausdorff si 3,(X, Y)lo es.

Supongamos ahora que (Y, %) es de Hausdorff. Si X # Uo entonces &, > X,
entonces 5,(X, Y) es de Hauusdorff, por 7.2.8. Inversamente, si existe x, € X \ Uo,
entonces dos funciones f,g: X — Y que no coincidan en x, sobre Uo no pueden
separarse en 3, (X, Y). O

Teorema 12.1.10. Para un filtro (resp. base de filtro) F sobre 3,(X,Y) son equivalentes
los siguientes enunciados:

) F—f;

ii) F esde Cauchyy paratoda x € Uo: F(x)— f(x). Esta caracterizacion permi-
te reducir la c—convergencia a la convergencia puntual en Uo, si sabemos de
antemano que 7 es de Cauchy.

Demostracién. i) = ii): Si.Z — f, entonces Z es de Cauchy por11.3.5y 7 (x) — f(x)
o

para todo x € Uo por ser e,: u — u(x) de 3,(X,Y) en (Y, %) continuas para todo
X E€Uo.
ii) = i): Sea V € % cerrado y A € o. Por hipétesis existe F € Z talque F x F C
W(A, V) o sea:
(u(x),v(x))eV paratodos u,veF AxcA

Puesto que Z(x) — f(x), f(x)es punto adherente de F(x) = {v(x)| v € F} para
todo x € A. Pero V es un entorno cerrado. Luego (u(x), f(x))e V paratodo u € Fy
todo x € A. Esto significa que F ¢ W(A, V)(f). Concluimos que para todo entorno
W =W(A, V)de %, existe F € Z contenido en W(f),osea 7 — f. O
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Corolario 12.1.11. Si(Y,%) es completo entonces 3,(X, Y) es completo.

Demostracion. Sea Z un filtro de Cauchy sobre 3, (X, Y). Para todo x € Uo la base de
filtro de Cauchy Z(x) = e,{Z} converge a un punto y = y(x) en (Y, %) por ser éste
completo. Definamos f: X — Y mediante f(x)=y(x)parax€Uoy f(x)=p <Y
arbitrario fijo si x € X \ (Uo). Entonces Z(x) — f(x) sobre Uo. Entonces 97f por

el teorema anterior. O

Dejamos al lector comprobar que la hip6tesis del corolario anterior es también
necesaria en el caso de que 3,(X, Y) sea de Hausdorff.

Ejercicio 12.1.12. Sea (Y) el subespacio de las funciones constantes en 3(X,Y)y
o una cubierta de X. Probar que (Y) es cerrado en §,(X,Y) siy s6lo si (Y, %) es
de Hausdorff. Concluir de aqui que el espacio 3,(X, Y) es T,—completo si y sélo si
(Y, %) es T,—completo. Aplicaremos ahora estos resultados a algunos subespacios
importantes de 3(X, Y).

Aplicacion 1. Subespacio B(X, Y) de aplicaciones acotadas.

Supongamos que (Y, d) es un espacio seudométrico. Entonces denotamos por B(X, Y)
al espacio de todas las aplicaciones acotadas f: X — (Y, d). En lo que sigue consi-
deraremos solamente la estructura uniforme %, de la convergencia uniforme en
B(X,Y).

Proposicion 12.1.13. B(X, Y) es a la vez abierto y cerrado en §,(X, Y).

Demostracion. Sea f € 3(X,Y). Entonces la bola abierta
B(f,1)={uel(X,Y)|doo(u, f)<1}

contiene solamente funciones acotadas si f es acotada y solamente funciones no
acotadas si f no es acotada. Por lo tanto, B(X,Y)c 5,(X,Y)yCB(X,Y)c F,(X,Y)son
abiertos. O

Como aplicacion del Corolario 12.1.11 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 12.1.14. El espacio B(X, Y) provisto de la estructura uniforme inducida por
U, (Notacion B,(X,Y)) es completo, si(Y, %) es completo.

La estructura uniforme de B,(X, Y) coincide con la estructura uniforme definida
por la seudométrica canénica sobre B, (X, Y):

deo(f,g)=supld(f(x) g(x))| x € X} (12.20)



402

12.1. Estructuras uniformes sobre espacios funcionales

(Este supremo es siempre un namero real, pues f y g son acotadas). d., €s una métrica
en B,(X, Y) siempre que d sea una métrica sobre Y. Si Y es un espacio normado
(E, |- 1), entonces d, se deriva de la norma canoénica || - ||, sobre B, (X, E) definida
por

Il f lloo=sup{ll f(x)]I| x € X} (12.21)

(B(X,E), |- lloo) €s un espacio normado que tiene la misma estructura uniforme que
B, (X, E). Recuperamos entonces, mediante el Corolario 12.1.14, el siguiente resultado
de que (B(X, E),|| - ||oo) €s un espacio de Banach siy s6lo si (E, || - ||) es un espacio de
Banach (11.4.3).

Consideremos ahora el caso particular en que E =R 6 E =C. Entonces B(X, E) es
un algebra conmutativa unitaria (con respecto al producto f - g(x)= f(x)g(x)) cuya
norma cumple la propiedad caracteristica de un dlgebra normada.

I f-&llooSI flloo - 18 lloo (12.22)

Ademas, (B(X, E),|| - llo) €s completo, o sea es un algebra de Banach.

Aplicacion 2. Subespacio ¢(X, Y') de aplicaciones continuas.

Supongamos ahora que (X, Z’) es un espacio topolégico, (Y, %) un espacio uniforme
y o c Z(X). Entonces denotamos por €, (X, Y) al subespacio de todas las funciones
continuas u: X — Y en 3,(X, Y). El conocido teorema del Analisis que dice que todo
limite uniforme de una sucesién de funciones continuas, es continua, se enuncia a
continuacién en forma mds general.

Teorema 12.1.15. &(X,Y)escerradoen,X,Y).

Demostracién. Copiaremos sencillamente la demostracién conocida del anélisis. Sea
gedX,Y)en 3,(X,Y)y x, € X. Basta probar que g es continua en x,. Sea V un
entorno cualquiera de % . Existe f € &(X, Y) tal que (f(x),g(x)) € V para todo x € X.
Por ser f continua, existe U € ¥(x,) tal que (f(x), f(xp)) € V para todo x € U. De aqui
se concluye que

(8(x0), f(x0)) €V A (f(x0), f(x)) €V A(f(x), g(x)) eV

3 3
entonces (g(xp), g(x)) € V. Puesto que los entornos V(V € %) en (Y, % ) forman un
sistema fundamental de entornos de 2/ (11.1), tenemos que g € €(X, Y). O

Este resultado no se generaliza para o—topologias &, cualesquiera. De hecho
sabemos que (X, Y) en general no es cerrado en 3,(X, Y), puesto que el limite puntual
de una sucesion (f,,) de funciones continuas no es necesariamente continua. Sin
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embargo, si g € €(X, Y) entonces g es continua en todo punto x, contenido en el
interior A de cualquier conjunto A € o. En efecto, basta aplicar el teorema anterior al
espacio (’2(/01, Y)en3,(A, Y)paraver que g |/°;€ Q(;l, Y)=¢(4, Y). En particular se tiene

el siguiente resultado.

Corolario 12.1.16. Seao c Z(X) tal que U{fol | A€o} =X. Entonces €(X, Y) es cerrado
en 3, (X,Y)

De aqui se deduce inmediamente.

Corolario 12.1.17. Sea (X, %) localmente compacto. Entonces €(X, Y) es cerrado en
3.(X,Y). Ademds € (X, Y) es completo si(Y, %) es completo.

Corolario 12.1.18. Sea (X, d) un espacio seudométrico. Entonces €(X, Y) es cerrado en
3.(X,Y). Ademds 5,(X,Y) es completo si(Y, %) es completo.

Ejemplo 12.1.19. Sobre el dlgebra €(R”,R) las estructuras uniformes %, y %, coinci-
den (Ejemplo 12.1.8). Y

¢.(R",R)=¢,(R",R) es metrizable.

Concluimos, a partir del corolario anterior, que €.(R”,R) es un espacio completo
metrizable. En particular, es un espacio de Baire.

Aplicacion 3. Subespacio de las funciones multilineales continuas.

Sean (E, || 1), (E;, |- 1I;) (i=1,..., n)espacios normados sobre R o C. Una aplicacién
fi(x,...,x,)— f(x,...,x,) de E; x---xE, en E

se llama n—lineal si es lineal con respecto a cada una de las coordenadas x;. Denote-
mos por L(X, E) al espacio de las aplicaciones n—lineales continuas de

X=E x---xE, en E.

En este espacio, contrariamente a los anteriores, la estructura uniforme fundamental
es la de la convergencia acotada.

Las tres proposiciones que siguen son ejercicios sencillos de aplicacién de los
conceptos estudiados en esta seccion.

Proposicion 12.1.20. La norma canénica sobre L(X, E):
| flle=sup{ll f(x1,..., x ) |l %; ;<1 para i=1,...,n} (12.23)

define sobre L(X, E) la estructura uniforme de la convergencia acotada.



404

12.2. La topologia compacta abierta

Demostracion. Ejercicio. O

Proposicion 12.1.21. L(X, E) es cerrado en 3(X, E) para la topologia de la convergencia
acotada.

Demostracion. Ejercicio. O

Corolario 12.1.22. (L(X,E),||-||;) es de Banach siy sélo si(E,|| - ||) es de Banach.

Ejemplo 12.1.23. Sea (F,|| - ||) un espacio normado. Entonces el espacio dual F’ =
L(F,R) provisto de la norma canénica

Iy lI=sup{l y(x) [l x I<1} (y € F)

es un espacio de Banach.

12.2. Latopologia compacta abierta

En la seccién anterior hemos introducido toda una serie de estructuras uniformes
diferentes sobre §(X, V). En esta seccién cambiaremos nuestro enfoque, No analizare-
mos estructuras uniformes sino una fopologia sobre €(X, Y) que en cierto sentido es
una generalizacién de la topologia de la convergencia compacta.

Partimos del problema siguiente. Sean (X, Z),(Y, %),(Z, %) espacios topolégicos
¥ (fy)yey una familia indizada de aplicaciones continuas f, : X — Z. Tal familia puede
representarse por medio de una aplicacion f: (x,y)— f(x,y) = f,(x)de X x Y en
Z o de forma equivalente por una aplicacién f: y — fy deYen3(X,Z).Sif es
continua decimos que (f, ),y €s una familia (continuamente) parametrizada (p.ej.,las
homotopias, véase 6.4.1 y 6.5). Nos planteamos el problema de ver si es posible proveer
a 5(X, Y) de una topologia con respecto a la cual la continuidad de f se exprese
equivalentemente por la continuidad de f.

Veremos que este problema se resuelve, para espacios localmente compactos
(X, %), definiendo la topologia siguiente sobre 5(X, Y).

Definicién 12.2.1 (topologia compacta-abierta). Sean (X, %), (Y, %) espacios topolé-
gicos. Entonces la topologia 2, sobre 3(X, Y) generada por la subbase de todos los
conjuntos

F(K,U)={fe3X,Y)|fIK]cU} (K cX compacto, U e %) (12.24)

se llama topologia compacta-abierta sobre 3(X, Y). (Notacion: 3.,(X, Y)).
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Para todo subconjunto H C (X, Y) la topologia inducida por Z, se llama topolo-
gia compacta-abierta sobre H y se denotara también por 2, cuando no haya lugar a
dudas.

~» Nota. A pesar de la similitud existente en la notacién entre los entornos W (A, V)
de las o—topologias y los conjuntos F(K, U), estos dltimos son solamente abiertos en
la topologia Z.,. En general no constituyen una base sino una subbase de Z,.

g[K]/

U

v /\/

Figura 12.3: g € F(K,U) con V(fy[K])

La idea intuitiva, precisada en la definicion anterior, es la de considerar una apli-
caciébn g: X — Y ‘cerca’ de f: X — Y (sobre un compacto K c X) si g[K] se mantiene
dentro de una vecindad dada U de f[K] (fig. 12.3).

Figura 12.4: Funci6n g de una vecindad de f; en §,(X, Y)
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Resulta instructivo comparar 2, sobre §(X, Y)= Y* con la topologia producto
Z,. Un sistema fundamental de vecindades de una funcion fy: X — Y en el espacio
‘jp(X, Y)= Y X est4d formado por los conjuntos:

ﬁ F({x,},U;)= ﬁl n U] (x; € X, U € Y) (12.25)
= = i

Estos conjuntos contienen todas las funciones f: X — Y que ‘pasan por las puertas
U; en los puntos x;’ segiin nos muestra la figura 12.4.

En cambio, un sistema fundamental de vecindades de f, en 3.,(X, Y) viene dado
por los conjuntos

n n
_ 1777 ]
iQ1F(K“ U)= igl K,Q% nKi[Ul] (K; € X compacto)

U; € By(f[K;]) (12.26)

Como veremos en la siguiente figura, estos conjuntos contienen todas las funciones
que pasan por los tineles en U; a lo largo de los compactos K; (fig. 12.5).

Jo

B EEN

1

Figura 12.5: Funcién g de una vecindad de f en §.,(X,Y)
Si (X, %) es un espacio indiscreto, entonces las topologias %), y Z, coinciden
evidentemente sobre (X, Y).

Ejercicio 12.2.2. Sean (X,%'),(Y, %) espacios topolégicos. Entonces la aplicacion
¥ — (y) que asocia a todo y € Y la funcién constante (y): x — y de X en Y es una
inmersién de (Y, %) en 3.,(X,Y).

Ejercicio 12.2.3. Sean (X, %) y (Y, %) espacios topolégicos. Probar que
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i) Fca(X,Y)es de Hausdorff siysélo si(Y, %) es de Hausdorff.
ii) Z.a(X,Y)esregularsiysélosi(Y,#)es regular.
(Indicacion: probar que F(K,U) c F(K,U)).

iii) Ninguno de los axiomas T;, AN1, AN2 ni la compacidad ni la conexidad se
heredan de (Y, %) a §..(X, Y).

Teorema 12.2.4 (de Fox). Sean (X, %),(Y,%) y (Z,%) espacios topolégicos y sea f una
aplicacionde X x Y en Z.

i) Si f es continua entonces la aplicacion f:y — fy de(X, %) en €(X,Z) que
asociaacaday €Y la funcion parcial (continua) f,: x — f(x, y) es continua.

ii) Si(X,Z) es localmente compacto, entonces se tiene la equivalencia:

f:XxY —Z continua <= f:Y — €(X,Z) continua.

Demostracion. i) Sea f continua. Entonces f, € €(X, Z) para todo y € Y. Para probar
la continuidad de f: y — fy enun punto y, € Y basta demostrar que toda vecindad
de f}, en €,(X,Z) de la forma F(K, U) contiene a una imédgen fIW] (W € ¥ (1))
Notemos que f,, € F(K, U)significaque K x{y,} C fU] € % x%.Podemos entonces
aplicar el teorema de Wallace (8.3.6) para afirmar que existe W € ¥(y,)talque K x W C
f~'[U]; entonces f[W]c F(K,U).

ii) Sea f continua y (X,2’) localmente compacto. Sean x, € X, J, € Y y U una
vecindad abierta de f(xo, ) en (Z, Z). Como f, € €(X, Y), existe una vecindad com-
pacta K € ¥(x) tal que f[K x {},}] € U. Por ser f continua existe W € ¥(3,) tal
que f[W] c F(K,U); por lo tanto f[X x W] c U, de donde concluimos que f es
continua. O

En el caso de que (X, Z) sea localmente compacto, el teorema anterior permite
caracterizar la topologia compacta-abierta como la topologia mds gruesa para la cual
la aplicacién evaluacién es continua.

Corolario 12.2.5 (caracterizacion de la topologia compacta abierta). Sean(X,%),(Z,%)
espacios topologicos.

i) Toda topologia 2’ sobre un subespacio H C €(X, Z) para la cual la evaluacion:
e:(x,u)—»u(x) de XxH en Z

sea continua, es mds fina que Z .
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ii) Si(X,Z) es localmente compacto, entonces X, es la topologia mds gruesa sobre
H para la cual la evaluacion e es continua.

Demostracion. i) Por el teorema anterior, aplicado a los espacios (X,%),(H,Z")y
(Z,%),1a continuidad de e: X x H — Z implica la continuidad de é: u — e, de H en
Ca(X,Z). Pero e,: x — u(x) esigual a u. Por lo tanto, la inyeccién canénica é: u — u

de (X,Z")en €. (X, Z) es continua, lo que muestra i).
ii) S6lo queda por probar que e es continua si &’ = Z,. En este caso, &: u — u de
(H,Z.(X,Z)) en €.,(X, Z) es continua. Por lo tanto e también lo es (Teorema 12.2.4).
Il

Recomendamos al lector resolver el ejercicio siguiente, cuyo tercer enunciado
puede considerarse una generalizacién de la caracterizacion ii) del corolario anterior.

Ejercicio 12.2.6. Sean (X,%),(Y,%),(Z, %) espacios topolégicos. Supongamos que
paratodo f € 3(X,Y)ytodo g €3(Y,Z)la composicién g o f € 3(X, Z) estéd definida.
Probar que:

i) g+— go fyesunaaplicacién continua de §.,(Y,Z) en 3.,(X, Z) para toda funcién
fo€l(X,Y)fija.

ii) f— gyof esunaaplicacién continuade €,(X, Y)en €., (X, Z)paratodafuncién
g €¢(Y, Z) fija.

iii) Si(X,%),(Z, %) son de Hausdorff e (Y, %) es localmente compacto entonces la
aplicacion (f,g)— go f de € (X, Y) x €, (Y, Z) en €,(X, Z) es continua.

iv) Tomando como X un conjunto unitario deducir 12.2.5 ii) de iii).

v) Dados dos espacios uniformes de Hausdorff (X, %) (Z,% ")y un espacio uni-
forme localmente compacto (Y, %’), son uniformemente continuas las aplica-
ciones definidas en i), ii) y iii), con respecto a la estructura uniforme %, sobre
3(X,Y),3(Y,2) y 3(X, Z).

Veremos a continuacién, mediante un ejemplo, cémo el Teorema 12.2.4 se aplica
en la teoria de homotopia.

Ejemplo 12.2.7. Sean (X, %)y(Z, %) espacios topolédgicos. Dos aplicaciones f,g: X —
Z son hométopas si existe una aplicacién continua i: X x[0,1] — (Z, Z) tal que f = hy
y g = hy. Esto significa que existe una aplicacién continua h:[0,1] = €,(X, Z) tal que
h(0)= f y h(1)= g (Teorema 12.2.4). Concluimos que f y g son hométopas siy s6lo si
pertenecen a la misma componente conexa por caminos en €, (X, Z).

Si Y no sélo tiene una topologia sino también una estructura uniforme, entonces,
ademas de Z,, puede definirse sobre (X, Y) la topologia &, de la convergencia
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uniforme sobre cada compacto. Veremos finalmente que sobre ¢(X, Y) ambas topo-
logias coinciden (Aunque son diferentes en general, sobre 5(X, Y)). De esta forma
los resultados anteriores nos proporcionan a la vez caracterizaciones y propiedades
importantes para la topologia %.

Teorema 12.2.8. Sean (X, %) un espacio topologico y (Y,%) un espacio uniforme.
Entonces la topologia compacta-abierta X, y la topologia de la convergencia compacta
. coinciden sobre &(X,Y).

Demostracion. Probaremos primero que toda vecindad W de una funcién f, en
¢.(X,Y) es una vecindad de f; en €. (X, Y). Existe un compacto K ¢ X y un en-
torno simétrico V € % tal que {f € €(X, Y) | (f(x), fo(x))€ V.V x € K} C W entonces
podemos suponer que W tenga esta forma. Ademads, existe un entorno abierto simé-

3
trico U € % talque U C V. Por ser f; | K : K — Y uniformemente continua, existe una
cubierta finita de K por compactos K; (i =1,...,n)tal que f[K;] es pequeiio de orden
U paratodoi=1,...,n.Losabiertos U; = U(fo[K;]) € ¥(fo[K;]) son pequeﬁos de orden

U Por otra parte | ﬂ F(K;, U;) esuna vecindad de fyen €, (X, Y).Si f ﬂ F(K;,Uy),

entonces (fy(x), f(x)) e U; x U; C U C V paratodo x € K (i=1,...,n). Puesto que los
K; recubren K, concluimos que f € W( fy). Entonces ﬂ F(K;, U;) € W(fy)-

Veremos ahora que toda vecindad de la forma F (K U )€ ¥ (fy) (K € X) compacto
UeX,en€,(X.Y)esvecindad de f, en € .(X.Y). Sabemos que existe un entorno
simétrico V € % tal que V(fy[K]) c U. Sea f € ¢€(X,Y) tal que (f, fy) € W(K, V).
Entonces (f(x), fo(x)) € ¥ para todo x € K. Entonces f[K] c V(F[K]) c U. Esto
prueba que W(K, V)(fo)Ne&(X,Y)c F(K,U). O

Del teorema anterior y del ejemplo 12.1.7 se deduce inmediatamente el siguiente
criterio de metrizabilidad para €, (X, Y).

Corolario 12.2.9. Sea (X, %) un espacio localmente compacto numerable al infinito y
sea(Y,d) un espacio métrico. Entonces €.,(X, Y) es metrizable.

La siguiente figura nos muestra graficamente el método de demostracién utilizado
en el Teorema 12.2.8, ademds, de una manera significativa, nos pone de manifiesto la
relacién existente entre las topologias Z., v Z..

Los tineles paralelos 1 y 2 representan vecindades de f € Z,,, mientras que en 2,
también puede haber tineles inclinados (3 y 4), por los cuales pasan funciones que se
acercan uniformemente a f sobre K3 y Kj.

Para probar que 2, ¢ Z, se construyen los K; del Teorema 12.2.8 siguiendo el
procedimiento dibujado en el tiinel 3, de manera que f pase también por una sucesion
de tineles consecutivos con lados paralelos a X .
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Figura 12.6:

12.3. Subconjuntos compactos en &(X, Y)

El teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual describe los subconjuntos compactos en
R, es uno de los teoremas topolégicos fundamentales del Anélisis elemental. En gene-
ral, siempre que se quieren aplicar los resultados de la topologia general a espacios
topolégicos concretos, se necesitan caracterizaciones especificas de sus subconjun-
tos compactos. El objetivo fundamental de esta seccion es el de caracterizar a los
subconjuntos compactos de € (X, Y).

El criterio que estableceremos se basa en la nocién de equicontinuidad.

Definicién 12.3.1 (conjunto equicontinuo). Sea (X, %) un espacio topolégicoy (Y, %)
un espacio uniforme. Un subconjunto H c §(X, Y') se llama equicontinuoen x € X si
para todo entorno V € % existe una vecindad U, € ¥(x) tal que para todo f € H se
cumple

yeUe=(f(x), f(y)eV (12.27)

H se llama equicontinuo si es equicontinuo en todo x € X.

~» La definicién muestra que todas las funciones de un conjunto equicontinuo H
3(X, Y) son continuas. Pero el inverso no se cumple. Los subconjuntos H C €(X, Y) en
general no son equicontinuos. Si H ¢ €(X, Y), entonces existe, para toda funcién f € H
individualmente, una vecindad Uy € 7(x,) tal que se cumple (12.31). Sin embargo las
vecindades en general no contienen una vecindad comtn U c Uy (f € H).

Ejemplo 12.3.2. Todo conjunto finito G ¢ €(X, Y) es equicontinuo.
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Ejemplo 12.3.3. Sean (X, d),(Y,d’) espacios seudométricos. Una funcién f: X — Y
se llama lipschitziana de razon k > 0 si d(f(x), f(y)) < k (x,y) para cualesquiera
X,y €X.

Todo conjunto de funciones lipschitzianas de razén k > 0 es equicontinuo. Las
graficas siguientes de subconjuntos ¢(R, R) ilustran bien la diferencia entre conjuntos
equicontinuos, y conjuntos de aplicaciones continuas que no son equicontinuos.

Ejemplo 12.3.4. i) H={f, €CR,R)|f(x)=ax+b, beR}paraa prefijado, es
equicontinuo.

ii) H={f,|f.(x)=ax+ b, a R} para b prefijado, no es equicontinuo.

iii) H={f,| fu(x)=ax+ b, a €R|a| < M} para cualquier nimero fijo M > 0, es
equicontinuo.

bx0 b=0
@) (i) (i)
Figura 12.7:
Con la orientacion gréfica del ejemplo anterior (fig. 12.7), sera f4cil para el lector
resolver el siguiente ejercicio.
Ejercicio 12.3.5. Probar que:
i) H={f,€¢([1,00),R)| f,(x)=x% a<1}esequicontinuo.
ii) H={f,<€([1,00),R)| fo(x)=x% a>1}no es equicontinuo.

Observemos que la equicontinuidad es una propiedad definida independiente-
mente de la topologia sobre H y s6lo depende de la topologia de X y de la estructura
uniforme de Y. Pero como las topologias de uso practico sobre H estin cominmente
relacionadas de alguna manera con las de X y Y, existe de hecho una relacién entre la
equicontinuidad y dichas topologias que se pone de manifiesto para la topologia &,
como nos muestran los resultados siguientes.
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Proposicion 12.3.6. Sea (X, Z’) un espacio topoldgicoy sea(Y, %) un espacio uniforme.
Si H C 3(X, Y) es equicontinuo en x, € X, entonces la adherencia HP de H en ‘jp(X, Y)
es también equicontinua en Xx.

Demostracién. Sea W un entorno cerrado simétrico de (Y, %)y g € HP. Por ser H
equicontinuo existe una vecindad U € ¥(x,) en (X, &) tal que (f(x), f(xy)) € W para
todo x € U ytodo f € H; en particular para toda [ € H, f €(f(x), f(x)) € ¥,(g)N H.
Pasando al limite puntual en este filtro se tiene que f(x,) — g(x,) vy f(x) — g(x) donde
x € U arbitrario, pero fijo. Entonces (f(x), g(x)) € W por ser W cerrado. O

Aplicando la proposici6én anterior, obtenemos conjuntos equicontinuos més am-
plios a partir de un conjunto equicontinuo dado.

Ejemplo 12.3.7. Sea (X,2) un espacio topolégico, (E, || - ||) un espacio normado y
H c 3(X, E) un conjunto equicontinuo. Entonces la envoltura convexa cerrada c(H)
en el espacio vectorial topolégico 3 p(X , E) es equicontinua.

Ejemplo 12.3.8. Sea (X, 2') un espacio topolégico y H ¢ Z(X,R) un conjunto equi-
continuo. Entonces el conjunto formado por todos los supremos e infimos finitos de
funciones de H y todos los limites puntuales finitos de filtros sobre H es también
equicontinuo.

Proposicién 12.3.9. Sea (X, %) un espacio topolégico, (Y, %) un espacio uniformey
H c &(X, Y) equicontinuo. Entonces:

i) Laaplicacione:(x,f)— f(x)deX x H en Y es continua si proveemos a H de la
topologia Xp.

ii) Xp yZ, coinciden sobre H.

Demostracion. ii) se concluye de i) por 12.2.5y 12.2.8, puesto que &, C .

i)Sea fy € H, xo € X y W € % arbitrario. Existe W € % simétricotalque WoW c W.
Por definicién de %), existe una vecindad V' de f, en (H, Z),) tal que f(x,) € W (fy(x0))
para todo f € V. Por la equicontinuidad de H existe U € ¥(x,) tal que

(f(x), f(x0))€ W paratodo f€H.

Concluimos que

(f(x), folx0)) = (f (x), f(%0)) 0 (f (X0), fo(x0) € W o W € W (12.28)
0 sea
e(x, f)=f(x)e W(f(x))

paratodo f € V y x € U. Entonces existen, para todo W € %, vecindades U € ¥(x,),
Ve, (f) tales que e[U x V] C W((xo, fo))- O
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Corolario 12.3.10. Sea (X, %) un espacio topolégico, (Y, %) un espacio uniformey
H c ¢(X,Y) equicontinuo. Entonces la adherencia de H en 745 (X,Y) respecto a la
topologia de la convergencia puntual es igual a la adherencia de H en € .(X,Y) con
respecto a la topologia de la convergencia compacta.

Demostracién. Sea Hr laadherenciade H en,(X,Y). HP esequicontinuo por 11.3.6.

La adherencia H¢ de H en €.(X, Y) estd contenida en H?. Por otro lado, por la propo-
sicion anterior, la topologia &', coincide con %), sobre H?. Entonces H? = H¢. [J

De los resultados anteriores se deduce, mediante el teorema de Tikhonov, un
primer criterio suficiente para la compacidad de H c €(X,Y).

Corolario 12.3.11 (Ascoli). Sea(X,%’) un espacio topologico, (Y, %) un espacio uni-
formey H c &(X,Y) equicontinuo. Entonces, si H(x) es relativamente compacto en
(Y,Zy) para cada x € X, se tiene que H es relativamente compactoen € (X, Y).

Demostracién. H como subespacio de §(X, Y)= Y X, estd contenido en H{m | x e
X} c YX, Por el teorema de Tikhonov, el subespacio producto H{m | x € X} en
3p(X, Y) es compacto (con respecto a la topologia ). Por lo tanto, la adherencia
HP de H en 3p(X, Y) es compacta. De los dos resultados anteriores se desprende que
Hc = HP es compacta con respecto a 2. O

Bajo una hip6tesis més fuerte sobre (X, Z'), obtenemos una caracterizacién com-
pleta de los subconjuntos relativamente compactos de € (X, Y).

Teorema 12.3.12 (de Ascoli). Sea (X, %) un espacio localmente compacto y (Y, %)
un espacio uniforme de Hausdorff. Entonces, para H c €(X,Y), son equivalentes las
propiedades siguientes:

i) H es relativamente compactoen € (X, Y).

ii) H es equicontinuo y, para todo x € X, el conjunto H(x) C Y es relativamente
compacto.

Demostracion. ii) = i) es una consecuencia inmediata de 12.3.11. 1) = ii). Sea H C
¢.(X, Y) relativamente compacto y H su adherencia compacta. H(x) es la imagen del
compacto H por la aplicacién continua f — f(x)de ¢.(X, Y)en Y, luego es compacto
(y cerrado). Por tanto H(x) C H(x) es compacto.

Queda por probar que H es equicontinuo en cualquier punto x, € X.Sea V € %
un entorno simétrico cualquiera y sea K una vecindad compacta de x;,. Por ser H
relativamente compacto existe una cubierta finita (Hj, ..., H,,) de H formada por partes
pequeiias de orden W(K, V). De cada H; seleccionamos una funcién f; € H; (i =
1,...,n). Existe una vecindad U de x, en (X, %) tal que (f;(x), fi(x,)) € V para todo
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x € U, por ser el conjunto finito {f;,..., f,} € €(X, Y) equicontinuo. Para todo h € H
existe i €{1,..., n} tal que (f;(x), h(x)) € V sobre K. Entonces se cumple que:

(h(x0), h(x)) = (h(xo), fi(x0)) o (fi(x0), fi(x)) o (fi(x), h(x)) € v (12.29)

3
para todo x € U. Puesto que los conjuntos V (V = V~! € %) forman un sistema
fundamental de entornos de %, (12.29) significa que H es equicontinuo sobre x,. [

En forma de ejemplos, daremos ahora algunos casos particulares parala aplicacién
del teorema de Ascoli.

Ejemplo 12.3.13. Sea (X, 2’) localmente compacto y (Y, %?/) un espacio uniforme de
Hausdorff. Entonces, sobre todo subconjunto equicontinuo H € €(X, Y), todas las
topologias de o—convergencia mds finas que Z), son iguales. O sea H es relativamente
compacto en €, (X, Y), con respecto a la topologia de la convergencia uniforme, siy
sblo si H es equicontinuo y H(x) C Y es relativamente compacto para todo x € X.

Ejemplo 12.3.14. Sea (X, %) compacto e (Y, U) un espacio uniforme T,—compacto.
Entonces los subconjuntos relativamente compactos en € (X, Y) coinciden con los
subconjuntos equicontinuos.

Ejercicio 12.3.15. Sea (X, %) un espacio localmente compacto, numerable al infinito.
Probar que si H es un subconjunto equicontinuo y puntualmente acotado de €(X,R)
(es decir, H(x) Cc R acotado para todo x € X), entonces toda sucesion ( f,,) de funciones
f» € H posee una subsucesién que converge uniformemente sobre todo compacto a
una funcién continua f: X — Y (es decir: H es compacto y sucesionalmente compacto
con respecto a Z.).

Si (X, %) es ademds conexo, basta que para un punto x, € X, H(x,) sea acotado:

Ejercicio 12.3.16. Sea (X, 2) un espacio localmente compacto conexo. Probar que
H c ¢.(X,R) es relativamente compacto si y sélo si H es equicontinuo y existe un
punto x, € X tal que H(x,) C Y es acotado.

Concluimos esta seccién con dos aplicaciones del teorema de Ascoli al andlisis
complejo y a la teoria de ecuaciones diferenciales.

Aplicacién 1: Caracterizacion de las familias normales.

Sea U un abierto en el plano complejo y 5,(U) el espacio vectorial complejo de
todas las funciones holomorfas /: U — C provisto de la topologia de la convergencia
compacta. Por 12.1.7, 5£,(U) es metrizable.
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Un subconjunto A C #,(U) se llama acotado, si es uniformemente acotado sobre
todo compacto K contenido en U, o sea U{A(x) | x € K} es acotado en C para todo
compacto K c U.

Un subconjunto H ¢ #,(U) se llama familia normal (de Martel) si toda sucesién
de funciones de H contiene una subsucesién que converge uniformemente sobre todo
compacto K ¢ U auna funcién holomorfa & € H. Es decir, H es una familia normal
siy sélo si H es compacta. La caracterizacién siguiente es el teorema fundamental de
la teoria de las familias normales.

Teorema 12.3.17. H C 5 .(U) es normal si y sélo si es cerrado y acotado con respecto a
la topologia de la convergencia compacta.

Demostracién. Las condiciones impuestas son evidentemente necesarias ya que si
H es normal la evaluacidén e: (x, f) — f(x) de U x H en C es continua (por 12.3.9).
Entonces la imagen e[K x H] = U{H(x) | x € K} es compacta para todo compacto
KcU.

Inversamente, sea H C #,(U) acotado. Por el teorema de Ascoli, basta probar que
H es equicontinuo para completar la demostracion.

Sea z, un punto cualquiera de U y sea K = K(z,, r) un cuadrado de centro z, y de

lado 4r > 0 tal que K c U. Entonces para dos puntos z’, z” € K y para toda funcién
f € H, se cumple, por la férmula de Cauchy,

P f &) 4o 1 J 1) e
a

270 ) E— 2" 270 ), E— 2

SiM =sup{|f(z)|| z€dK A feH}ysiz’, z” varfanen el disco D ={z € C| |z — 2| <
r} entonces |E—z'| > ry|E—z”|>r paratodo £ € K, entonces

1" / 16M 1" /
If(z")—f(z )|SF|Z =2 s

de donde se concluye la equicontinuidad de H (fig. 12.8). O

Aplicacion 2. Teorema de existencia de Peano.

En el capitulo anterior demostramos el teorema fundamental de la teoria de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, que afirma la existencia y unicidad de la solucién para el
caso en que la funcién f en la ecuacién

y'(x)= f(x, y(x))

sea lipschitziana.
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Figura 12.8:

La existencia puede probarse también bajo la hipétesis mds débil de que f sola-
mente es continua. Este resultado constituye un segundo teorema fundamental de la
teoria de las ecuaciones diferenciales.

Teorema 12.3.18 (Peano). Sea:

= f(x,y(x)) (12.30)

una ecuacion diferencial dada.

Figura 12.9:

Si la funcion [ es continua en un abierto G C R?, entonces existe para cada punto
(X0, Yo) € G un intervalo J =(xy— 0, xy+0) (6 > 0) y una funcién derivable ¢: ] - R
tal que

do(x

% =f(x,¢(x)) paratodo x<€] y ¢p(x))=¥ (12.31)
Demostracion. Podemos suponer que | f(x,y)|< M para (x, y) € G (si no, conside-
ramos f definida solamente sobre una bola de centro (xy, };;) cuya cerradura esté
contenida en G).
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Tracemos por el punto (xg, ) las rectas con pendiente M y—M . Tracemos, ademads,
las rectas verticales x = a y x = b de manera que los dos tridngulos con vértice comtn
en (xy, Jp) que ellas producen pertenezcan integramente a la region G.

Construyamos ahora para la ecuacion dada los llamados poligonos de Euler del
siguiente modo: tracemos por el punto (xy, J,) larecta de pendiente f(xy, };). Tomemos
en esta recta un punto (x;, y;) y tracemos a través de él una recta de pendiente f(x;, ;).
En esta recta tomemos un punto (x,, J») y tracemos una recta de pendiente f(x,, J»),
etc. Consideremos ahora una sucesion de poligonos de Euler L, que pasen por el
punto (X, },) y tales que la longitud del mayor de los eslabones de la curva poligonal
L, tienda a cero cuando k — 00. Sea ;. la funcién cuya grafica es la curva L. Las
funciones ¢, (k € N) cumplen:

1. Estan definidas en un mismo segmento [a, b].
2. Tienen una cota superior y una cota inferior comun.
3. Forman un conjunto equicontinuo H c €,([a, b],R).

Por el ejercicio 12.3.15, H es sucesionalmente compacto con respecto ala topologia
de la convergencia uniforme. Por lo tanto existe una subsucesion (¢, ) de (@) uni-
formemente convergente. Un cdlculo un poco complicado aunque rutinario muestra
que el limite uniforme.

Y= lim (SOnk)
verifica la ecuacidn diferencial (12.30) y la condicién inicial ¢(x;) = .

Diferentes subsucesiones de (¢;) pueden converger a diferentes soluciones de la

ecuacion (30). Por eso la solucién no estd determinada de manera Gnica. O

12.4. Aproximacion de funciones reales continuas

Daremos en esta seccién una primera introduccién a problemas de aproximacion
exponiendo una serie de resultados bdsicos sobre la aproximacién de funciones reales
continuas, junto con algunas aplicaciones al problema de aproximacién de funciones
complejas continuas. Estudiaremos solamente problemas de aproximacion uniforme
sobre un espacio compacto dado (X, Z’), es decir, limitaremos nuestras consideracio-
nes al espacio €,(X,R) (resp. €, (X, C), de las funciones reales (resp. complejas) conti-
nuas sobre el compacto (X, ) provisto de lanorma || f ||=|| f ||lco=sup{|f(x)|: x € X}.

Veremos que el problema propiamente topolégico de la aproximacién en (€(X,R),
|| - [loo) esta fuertemente ligado a la estructura algebraica y al orden de ¢(X,R), lo cual
no es més que un reflejo de las correspondientes estructuras en R.

Como consecuencia de la proposicion y de la aplicaciones 2 y 3 en la Seccién 12.1,
se obtienen los resultados siguientes:
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Proposicion 12.4.1. Sea (X, Z') un espacio compacto. Entonces (€(X,R),|| - ||loo) (resp.
€(X,C), |- lloo) es un dlgebra real (resp. compleja) completa bajo las siguientes defini-
ciones:

(f +8)x)=f(x)+g(x)
(Af)x)=Af(x)
(f-8)x)=f(x)g(x)
| f lloo =sup{|f(x)| | x € X}

(Obsérvese que €(X,R) € B(X,R) y que|| - ||co define la estructura uniforme de la
convergencia uniforme sobre X ).

Proposicion 12.4.2. &(X,R) es una reticula para el orden inducido por el orden pro-
ducto.
f<ge=VxeX:f(x)<glx).

Para f,g € €(X,R) se tiene en (€(X,R),<) que inf(f,g)(x) = min{f(x), g(x)} vy
sup(f, g)(x) =max{f(x),g(x)}; Vx € X.

Para estructurar mejor la materia, bastante compleja, de esta seccion, subdividimos
lo que sigue en secciones cuyo contenido se sefiala en sus propios subtitulos.

Envolturas superiores e inferiores de funciones reales continuas.

El teorema que expondremos a continuacion es una muestra de la relacién que existe
entre el orden y la aproximacién sobre €(X,R).

Sabemos que en general la envoltura superior & =sup H de funciones reales con-
tinuas sobre un espacio topolégico (X, Z') es una funcién solamente semicontinua
inferiormente (2.4.22) con valores en R. Sabemos ademads que h es continua siem-
pre que sea limite uniforme de funciones de H. El inverso se mantiene si (X, ) es
compacto y H es filtrante superiormente.

Teorema 12.4.3 (Dini). Sea(X, %) unespaciocompactoy H C €(X,R) filtrante superior-
mente (resp. inferiormente). Si f =sup H (resp. f =1inf H) entonces puede aproximarse
uniformemente por funciones de H .

Demostracién. Paratodo ¢ >0y todo x € X existe u, € H tal que
Flx)—e<u,(x)

Para cada x € X sea V, una vecindad abierta de x tal que la desigualdad se cumpla
para todo y € U,. Un numero finito de V,, (i =1,...,n)recubre el compacto X. Por
ser H filtrante superiormente existe h € H tal que u,, < h parai=1,...,n. Tenemos:

fy)—e<u (y)<h(y)< f(y)
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VyeV, (i=1,...,n). Puesto quelos V,, recubren X, se concluye que || sup H—h || oo <
€ con lo que queda probado el teorema. O

En particular para sucesiones se tiene el siguiente corolario.

Corolario 12.4.4. Sea(h,) una sucesion creciente (resp. decreciente) de funciones con-
tinuas de un compacto (X, %) enR. Si la envoltura f = sup(h,,) (resp.f = inf(h,)) es
finita y continua sobre X entonces (h,) converge uniformemente a f sobre X.

El contraejemplo siguiente muestra que las condiciones de que (X, 2’) sea compac-
toyde que f sea continua son ambas indispensables para que se cumpla la conclusién
del teorema de Dini.

Contraejemplo 12.4.5. i) Lasucesién (h,,)delas funciones h,: x — x'/" de[1, 00)
en R decrece puntualmente a la funcién constante (luego continua) (1) = inf(x,,),
pero no uniformemente. El intervalo [1, o0) no es compacto.

ii) La sucesion (h,,) de las funciones h,,: x — x" sobre el intervalo compacto [0, 1]
decrece puntualmente a la funcién f =inf(h,,): x —0si x #1 (1 — 1), pero no
uniformemente pues f es semicontinua superiormente, pero no es continua
(fig. 12.10).

J=1

so)= {O}i

h,—s 1 h,—4>f

Figura 12.10:

El teorema de Dini es un teorema con un enfoque completamente del andlisis, pues
nos sirve para determinar la convergencia uniforme de una sucesion de funciones
dada, a una cierta funcién limite. Cambiaremos ahora de enfoque.

Adoptando el punto de vista caracteristico del andlisis funcional estudiaremos
todos los limites uniformes de sucesiones de un conjunto dado H de funciones reales
continuas sobre (X, '), o sea estudiaremos la cerradura de H en (€, (X,R)).
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Tres problemas de aproximacién uniforme.

Comenzaremos precisando los tipos de problemas que vamos a analizar. Sea H C
(€(X,R).
Primer problema: ;Cuando es posible aproximar uniformemente una funcién continua

f por funciones pertenecientes al conjunto H? Es decir, ;Cuando f € H en (€,,(X,R)?
Segundo problema: ;Cudndo es posible aproximar uniformemente una funcién conti-

nua f por combinaciones lineales de funciones de H? Es decir ;Cudndo f € L(H) en
¢.(X,R) donde L(H) es el subespacio lineal de ¢(X,R) generado por H?

Tercer problema: ;Cuando es posible aproximar uniformemente una funcion f por
polinomios de funciones de H? Es decir ;Cuando f € A(H) en (¢,(X,R) donde A(H)
es el dlgebra generada por H en ¢(X,R)?.

Para resolver estos problemas son importantes los siguientes conceptos que es-
tablecen un vocabulario descriptivo de conjuntos de funciones. Estos conceptos no
estdn expresamente construidos para funciones continuas, aunque son éstas las que
nos ocupan de momento.

Definicién 12.4.6 (ceros de un conjunto de funciones). Sea X un conjuntoy H C
3(X,R). Decimos que x € X es un cero del conjunto H si h(x)=0 paratodo h € H. El
conjunto de todos los ceros de H se denota por Z.

Definicién 12.4.7 (conjunto separante). Sean X, Y dos conjuntos y H C (X, Y).
Decimos que H separa al par (x,y) € X? cuando existe h € H tal que h(x) # h(y).
Denotamos por Ry al conjunto de todos los pares (x, y) € X? que no son separados
por H.

Ry={(x,y)eX*|YheH:h(x)=h(y)} (12.32)

H sellama separantesi Ry = Ay o sea para todo par (x, y) € X2, x # y existe h € H

tal que h(x)# h(y).
Resulta evidente que Ry; C X2 es una relacion de equivalencia sobre X:

XRyy <=VYheH:h(x)=h(y) (12.33)
H es separante siy sélo si Ry es la relacién identidad.

Ejemplo 12.4.8. Un conjunto unitario {f} ¢ 3(X,R) es separante si y s6lo si f es
inyectiva.

Ejemplo 12.4.9. Si(X,Z') es completamente regular entonces el conjunto €(X,[0,1]) C
¢(X,R) es separante.

Una nocién mds fuerte que separante es la siguiente:
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Definicién 12.4.10 (arbitrariamente separante). H ¢ Z(X,R), se llama arbitraria-
mente separante si para todo par (x;, x,) € X>\Ay y todo par (3, y») € Y2\ Ay existe
h € H tal que h(x;) =y y h(x2) = ¥».

Ejemplos 12.4.11. i) El conjunto P c &(R,R) de las funciones polinomiales de
una variable es arbitrariamente separante.

ii) El conjunto de las funciones afines x — ax+b deRen R talesque | a |[< k (k>0
fijo) y b €R es separante, pero no es arbitrariamente separante.

En las secciones siguientes se confirmara de nuevo la importancia que tiene el
concepto de separacion para la existencia de funciones reales continuas (compérese
con capitulo 7), en este caso para la existencia de aproximaciones uniformes de una
funcién dada f por funciones h € H.

Resultados relacionados con el primer problema.

La demostracién del teorema de Dini nos sugiere el siguiente resultado.

Lema 12.4.12 (fundamental). Sea (X, %) compacto, H una subreticula de ¢(X,R) y
f €CX,R). Si para cada ¢ >0 y para cada par (x, y) € X* existe una funcion h, , € H
tal que

hey(¥)<f(y)+e A f(x)—e<hy,(x) (12.34)

entonces f puede aproximarse uniformemente por funciones de H, es decir f € Hu en
¢.(X,R).

Demostracién. Sea € > 0y fijemos primeramente x € X. Paracada y € X:
U, ={z€X| f(z)—& < hy,(2)}

es una vecindad de y € X. Por la compacidad de (X, &) existe una familia finita de
U, (i=1,...,n)querecubre X.

Pongamos h, =sup{h, , |i=1,...,n}. Claramente h, estd en H por ser H una
subreticula de (X, R), ademds cumple que:

f(z)—e < hy(z) paratodo z€ X

Ahora bien, nuestra x fijo también satisface h,(x) < f(x)+ ¢ pues para cada h, ,, se
tiene h, ,(x) < f(x)+¢. Podemos por tanto repetir el procedimiento anterior. De esta
forma para cada x € X existe un k, tal que h,(x) < f(x)+¢ yademads f(z)—¢e < h,(z)
para todo z € X. Sea U, el abierto {z € X | h,(z) < f(z)+ €}. Por la compacidad de
(X, %) existe una subcubierta finita {U,, | i = 1,...,m} de X.

Poniendo h =inf{h, |i=1,...,m} obtenemos simultaneamente f(z)—¢ < h(z) <
f(z)+e¢e paratoda z € X. O
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La condicién encontrada aqui es nticleo de todos los resultados restantes. De inme-
diato es posible obtener los dos siguientes corolarios. El primero de ellos nos identifica
completamente la cerradura de H en €,(X,R) en términos de la convergencia puntual.

Proposicion 12.4.13. Sea (X, %) compacto. Para toda subreticula H de &(X,R) la ce-
rradura Hv en €, (X, R) yla cerradura HP en €, (X, R) coinciden. Es decir, toda funcion
real continua sobre X que pueda aproximarse puntualmente por funciones de H, puede
también aproximarse uniformemente por funciones de H .

Demostracion. Si f € ‘H? entonces existe, para todo & > 0y todo par (x, y) € X?, una
funcion h, , € H que aproxima a f en los puntos x y y con un error de aproximacion
menor que ¢. Entonces f y h cumplen la hip6tesis del lema anterior. O

~» Esta proposicion tiene cierta similitud con el resultado 12.3.10 que conduce al
teorema de Ascoli. Sin embargo, hay que destacar una diferencia esencial. La cerradura
HP de H con respecto a la topologia de la convergencia puntual se toma aqui dentro
del espacio €(X,R) y no en el espacio mds amplio .Z(X,R) como sucede en 12.3.10.
Esto es necesario, porque puede ser que H no sea equicontinuo.

Como segundo corolario del lema fundamental obtenemos un criterio suficiente
para que toda funcién real continua sobre (X, Z’) pueda aproximarse uniformemente
por funciones de H.

Proposicion 12.4.14. Sea (X, ') compacto. Entonces toda subreticula arbitrariamente
separante de €, (X,R) es denso en € ,(X,R).
Mds explicitamente, esto significa que si H tiene las dos propiedades siguientes:

i) f,gesH=>nf(f,g)eH Asup(f,g)eH.
ii) Para todo par(x,y)€ X? y todo par de niimeros(a, ) € R? existe h, \, € H tal que
hyy(x)=a A hy,,(y)=p,

entonces toda funcion f € €(X,R) puede aproximarse uniformemente por fun-
ciones de H. En las secciones siguientes estudiaremos condiciones mds sencillas
de comprobar, que implican i) y ii) y permiten aplicar este resultado a muchos
espacios funcionales concretos.

Resultados relacionados con el problema segundo.

Si H es un subespacio lineal de €(X,R) la condicién de ‘ser una subreticula’ adquiere
una expresion mas operativa gracias al lema siguiente.

Lema 12.4.15. Sea(X,%’) un espacio topoldgicoy H un subespacio vectorial de €(X,R).
Entonces H es una subreticula si y sélo si para todo h € H se tiene| h |€ H.
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Demostracion. Si H es una subreticula, entonces | h |=sup(h,—h)estden H.
Inversamente, sean f,g € H, entonces

sup(f,g)=1/2(f +g+|f—gl)
inf(f,g)=1/2(f +g—1f—gl)

se encuentran en H. O

De la misma forma la propiedad de ser arbitrariamente separante se reduce a la
propiedad de ser separante si H C €(X,R) es un espacio vectorial que contiene las
constantes. Esto es la idea bdsica en la demostracion del siguiente:

Teorema 12.4.16. Sea (X,Z') compacto, f € €(X,R) y H un subespacio vectorial de
¢(X,R) que contiene las constantes y es cerrado para la aplicacion h —| h |. Entonces

feHu < Ry CRy (12.35)

Es decir: f € ¢(X,R) puede aproximarse uniformemente por funciones de H siy sélo si
todo par (x, y) € X? separado por f es también separado por H.

Demostracion. Laimplicacion = es evidente.

<=: Supongamos que Ry C R; para f € €(X,R). Segtn el lema anterior H es una
subreticula de (X, R). Verifiquemos la hipétesis (12.34) del lema fundamental. Sea
(x,y) € Ry, o sea tal que f(x) = f(y). Entonces la funcién h, , = f(x)(1) = f(y)(1)
cumple (12.34) idénticamente para todo & > 0.

Sea(x, y) € X?>\Ry.Entonces existe h € H tal que h(x) # h(y). Definiendo h,yEH

por
o) ) Fx)
)= A e

se cumple h, ,(x)= f(x)y hy,(y)= f(y), entonces h, , cumple (12.34) igualmente
para todo £ > 0. Con esto quedan probadas las hipétesis del lema fundamental para f
y H de donde concluimos que f € Hu. O

hy,y(2)= [A(y)—h(z)] (12.36)

Corolario 12.4.17 (teorema de Stone). Sea (X, %) compacto y sea H un subespacio
vectorial de €(X,R) tal que:

i) Las funciones constantes pertenecen a H.
ii) Sih € H entonces|h|€ H.
iii) H separa los puntos de X .

Entonces cada funcién continua f: X — R puede aproximarse uniformemente por
funciones de H.
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Resultados relacionados con el tercer problema.

En muchas ocasiones la hipétesis ii) del teorema de Stone obstaculiza su aplicacién
directa en problemas concretos de aproximacién uniforme. Por ejemplo, el espacio
vectorial P[a, b] de todas las funciones polinomiales sobre el compacto [a, b] no veri-
fica esta hipotesis. Por suerte, P[a, b] es un dlgebra y veremos que se puede prescindir
de la hipétesis ii) en el caso de que H c €(X,R) sea un 4lgebra. Para comprobar esto
necesitamos los dos lemas siguientes:

Lema 12.4.18. Existe una sucesion de polinomios(p,(t)) sin término constante (es decir
p,(0)=0) que converge uniformemente sobre [0, 1] a la funcién t — /1.

Demostracion. Definamos por induccién

p,(t)=0
Pn+1(8) = p, (1) +1/2(t — p,(7))
Probaremos que se cumple
24t
2+nvt
y que bastara para probar la convergencia uniforme, pues sobre [0, 1] se tiene
2Vt < 2
2+nvi~ 2+n

Las desigualdades (12.37) son ciertas para n = 0. Supongdmos que son ciertas también
para n y probemos que lo son para n + 1. En primer lugar, si para 0 < k < n, se cumple
0 < v/ — p(t) entonces

0<Vi—p,(£) < (12.37)

VE—pun(t)=Vi—p,(1)—1/2(t — pi(1))
= (Vi —pa(t)1—1/2(V 1 + p,(1))]

Por hipétesis de induccion se tiene 0 < +/7 — p,(¢) < v/, entonces 0< p,(£) < Vi y
por tanto v/ — p,,,(¢) > 0. En segundo lugar:

VE=pun(t) =vVt—p,(t)=1/2[t —pi(1)]
=(VT—pu()[1—1/2(VT + pu(1))]

; 2T (1—£)
T2+ nvt 2
L2t (_ Vi )_ 2Vt
T 2+nvt 24(n+D)Vi) 2+m+DvVE

con lo cual queda probado el lema. O
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Lema 12.4.19. Paracadaa > 0 existe una sucesion de polinomios sin término constante,
que converge uniformemente sobre[—a, a) a la funcion t —| t |.

Demostracién. Utilizando la sucesion de polinomios construida en el lema anterior
definamos los polinomios j, por p,(t) = ap, (;—z) (¢ € R). Entonces tenemos por

(12.37)
2
0< | t|—pult) e i <2a ;< 2a O
<|t|—- =a|l\|=5—-m|=|]|< < )
Pr a2z Pn\ gz 24 /;_i 2a+n

Veremos ahora que podemos prescindir de las suposiciones: h € H = |h|e Hy
(1) € H, en el Teorema de Stone, si H es un algebra.

Teorema 12.4.20. Sea(X,Z’) compacto y A una subdlgebra de €(X,R). Entonces:
feAu(Z,CZ; NRyCRy) (12.38)

Demostracion. Queda por probar la condicion suficiente. Probemos ante todo que
A= Au es una subreticula de ¢(X,R). En efecto, si 1 € A entonces existe a > 0 tal que
h[X] c [—a, a]; entonces existe una sucesiéon de polinomios sin término constante
(p,,) tal que (p,, o h) converge uniformemente a ||. Las funciones p,, o h: t — p,(h(t))

pertenecen a A porque no tienen término constante y A es una subdlgebra de (X, R).

Resulta que || € A de donde (12.4.15) A es una subreticula.

Apliquemos ahora el lema fundamental.
Caso 1: x,y € Z,. En este caso cualquier h € A sirve como el h, ,, del lema pues para
todas se tiene h(x)=0= f(x)y h(y)=0= f(y), por (12.38).

Caso2: x¢Z,, y€Z,.
Sea h € Atal que h(x)# 0. Forzosamente h(y)=0. Definiendo h, , = h(x)' f(x)h
se tiene, por (12.38)

hyy(x)=f(x)y hyy(y)=0=f(y)

Caso3:x,y¢Zs, (x,y)¢R,
Aunque A no contenga las constantes podemos encontrar h tal que h(x)=h(y)=1
pues como existe h, € A tal que h;(x) # 0 entonces definimos h, = h;(x)"' h;.
Andlogamente podemos encontrar h,, tal que h,(y)=1. La funcién h deseada es

entonces:
h=h,+h,—heh, €A,

Por otro lado existe & € A tal que h(x) =4 h( y)y definiendo

_SOR) - f@R), | f)= )+
o h(x)—h(y) T Ro— h(y)
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obtenemos: h, ,(x)= f(x)y hy ,(y)=f(y).

Caso4:x,y¢Z, y (x,y)ERy.

Por (12.38) se tiene que f(x)= f(y). Como existe i € A tal que h(x)=h(y)=1 (por
el caso 3) podemos definir h, , = f(x)h = f(y)h para obtener una funcién h, , € A
que cumpla hx,y(x) =f(x)y hx,y(y) =f(y).

Con esto queda probado que para toda f € €(X,R) que satisfaga (12.38) y para cada
par de puntos (x, y) € X*\ A puede hallarse una funcién h,, , € A C A que verifique
(12.34) igualmente para todo € > 0. Por ser ‘A una subreticula de €(X,R) concluimos

por el lema fundamental que f € A= A. O

Nota. Hemos utilizado en la demostracién anterior que la cerradura de una subélgebra
Aen€,(X,R)es un dlgebra. La deduccién de este resultado es trivial (E.12.3).

El teorema anterior es un resultado muy satisfactorio porque nos permite deter-
minar completamente la cerradura uniforme de cualquier subdlgebra A en €, (X, R).
Como consecuencia inmediata obtenemos la siguiente combinacién del teorema
de Stone (12.4.17) con el clasico Teorema de Weierstrass sobre la aproximacion de
funciones continuas f: [a, b] — R por polinomios:

Corolario 12.4.21 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea (X, %) un compactoy A una
subdlgebra de €(X,R) que separa los puntos de X y contiene para todo x € X una
funcion que no se anula en x. Entonces A es denso en €,,(X,R).

Notemos que si H C €(X,R) entonces existe una tinica subdlgebra menor (resp.
subdlgebra unitaria) A(H) (resp. A;(H)) de €(X,R) que contiene a H. En efecto, €(X,R)
es un dlgebra unitaria y A(H) (resp. A;(H)) es la interseccion de todas las subdlgebras
(resp. subélgebras unitarias) de €(X,R) que contienen a H.

A(H) (resp. A,(H)) se llama subdlgebra (resp. subdlgebra unitaria) generada por H.

Dejamos al lector comprobar las siguientes caracterizaciones de A(H) y A;(H) en
términos de H.

Lema 12.4.22. A(H) es el subconjunto de €(X,R) formado por todas las funciones de
la forma

p(fi,-- ) x = p(fi(x), 1, fu(x)) (x €X) (12.39)
donde
neN, fi,....fu€eH y p(xy,...,x,)= Z“n 5@ X xi ., xin
finita

es un polinomio real de n variables sin término constante. Si se admiten en (12.39) tam-
bién polinomios con término constante, se obtiene el dlgebra unitaria A,(H) generada
por H.
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Ahora, podemos dar al corolario anterior una forma més cercana al teorema clésico
de Weierstrass.

Corolario 12.4.23 (2%. versién del Teorema de Stone-Weierstrass). Sea (X,2') un
espacio compacto y H un subconjunto separante en €(X,R). Entonces cada funcion
continua [ : X — R puede aproximarse uniformemente por polinomios de funciones de
H.

Demostracién. Por el lema anterior los polinomios de funciones de H:

x = p(hix),..., fulx)) (x €X)

(n€N, f; € H, p polinomio de n variables), constituyen el dlgebra unitaria separante
A (H). O

Nota. Todos los teoremas de aproximaciéon uniforme sobre el espacio compacto
(X, ') pueden trivialmente traducirse a espacios topolégicos cualesquiera (X, Z’) si
se considera sobre ¢(X,R) la estructura uniforme %,,.

En efecto las hip6tesis se cumplen entonces para las restricciones de H yde f a

cada subconjunto compacto K de (X, 2) de donde se concluye que f | K € H | K"
por los teoremas obtenidos, lo que implica que f € H ‘.

Aproximacién compleja.

Sabemos que €(X,C) es un dlgebra de Banach unitaria compleja con la norma del
supremo si (X, ') es compacto (12.4.1).

~» Sin embargo, el Teorema de Stone-Weierstrass no se cumple para las subdalgebras de
¢(X,C). A primera vista esto puede parecer sorprendente, pero hay que recordar que
en la deducidn de los teoremas de aproximacion expuestos en parrafos anteriores, la
relacion de orden sobre R ha jugado un papel fundamental y tal orden no lo tenemos
sobre C.

Veremos ahora un ejemplo de subdlgebra A de &(X, C) que es separante y contiene
las constante sin ser densa en ¢(X, C).

Ejemplo 12.4.24. Sea X ={z € C||z| < 1} el disco cerrado unitario en el plano com-
plejo. Sea #°(U) el dlgebra de todas las funciones continuas en X que son analiticas
sobre el interior U ={z €C||z| <1} de X.Eldlgebra A:={h € &(X,C): h |U € #(U)}
es cerrada en €, (X,C), porque el limite uniforme de funciones analiticas es a su
vez analitica. Por otro lado, A contiene las constantes y es separante, porque con-
tiene la aplicacién identidad 1. Por lo tanto A cumple la hipétesis del Teorema de
Stone-Weierstrass en el caso complejo sin ser densa en ¢(X, C); al contrario A=Aes
solamente una parte muy reducida del agebra (X, C).
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Este ejemplo ya nos indica que la teoria de aproximacién para los espacios com-
plejos €(X, C), tiene un cardcter muy diferente de la teoria de aproximacion real que
hemos desarrollado en esta seccidn. Los resultados anteriores pueden aplicarse aqui
solamente en el caso relativamente trivial de un dlgebra A c €(X,R) que contenga
un dlgebra de funciones reales que tenga las propiedades requeridas. Explicaremos
brevemente este caso.

Definicién 12.4.25. Sea (X, %) un espacio topolégico, A una subdlgebra de €(X, C).
Llamamos dlgebra de las funciones reales de A al dlgebra real

A, ={f€A|Imf =0}

Proposiciéon 12.4.26. Sea (X, %) un espacio topolégico y A una subdlgebra compleja
¢(X,C). Entonces: _
(VheA:heA)e= A=A, +iA, (12.40)

En caso de cumplirse estas condiciones se tiene ademds:
ZA:ZA, y RA:RA, (1241)

Demostracion. =:Sea f: fi+if, (fi, f, € ¥X,R)).
Como fi=1/2(f+f)e Ay f,=1/2i(f—f)c Aentonces fi, L €A,.AsiAC A, +iA,,
entonces A=A, +iA,, pues la otra inclusién es siempre vélida.

—:S; f=fi+if, €A, +iA,
entonces _
f:fi+i(_(ﬁ))6Ar+iAr

Finalmente Z, > Z,,R, D R, son inclusiones evidentes. Por otrolado si x € Z,
tenemos h, = h;(x)+ihy(x)=0 para todo h € A, entonces x € Z,. De la misma forma
se prueba que Ry C Ry. O

La proposicion anterior permite trasladar los resultados de la seccion previa
(12.4.20-12.4.23) alas élgebras complejas A ¢ ¢(X,C) que cumplen h € A= h € A.

Teorema 12.4.27. Sea(X,2’) compacto f € &(X,C) y A c €(X,C) una subdlgebra tal
que h € A para todo h € A. En tal caso:

feAe(Z,cZ; ARyCRy)

Demostracion. Solo queda probar la implicacion <=: Sea f = fi+if, (fi, 2 € A;).
Como Z,, =Z, C Zy CZf C Zs y Ry, = Ry C Ry C Ry, setiene que f, € A, C A,
analogamente f, € A, porlo tanto f = f; +if, € A. O
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Corolario 12.4.28. Sea(X,%) compactoy A C &(X,C) una subdlgebra compleja que
cumple:

i) he A= heA
ii) A es separante.
iii) Paratodo x € X existe h € H tal que h(x)#0.

Entonces toda aplicacion continua f : X — C puede aproximarse uniformemente por
funciones de A.

Pregunta. ;Cudl de las suposiciones del corolario anterior no se cumple para el dlgebra
A definida en el ejemplo 12.4.24?

Ejercicio 12.4.29. Sea (X, %) un espacio localmente compacto, no compacto. Sea
(X, C)={f €¢(X,C)| Jim f(x)=0} y A una subdlgebra ¢°(X,C) con las propieda-
des siguientes:

i) he A= heA.
ii) A esseparante.
iii) Para todo x € X existe h € H tal que h(x)#0.

Probar que cada funcion f € €°(%, C) puede aproximarse uniformemente sobre
X por funciones de A. (Aqui oo denota el punto que se adjunta a X en su compactifi-
cacion de Alexandrof).

Aplicaciones. Consideremos primeramente algunos casos clésicos del teorema de
Stone-Weierstrass y después una aplicacién de los resultados obtenidos en la teoria de
los anillos de funciones reales continuas.

Aplicacion 1. Aproximacion de funciones continuas f: R — R.

Sea P[x] el dlgebra de todas las funciones polinomiales
n
p: xHZaxxk (x eR)
k=0

(neN;a; €R). P[x]=A({(1), 1g}) contiene las constantes y es separante porque 1y
separa los puntos de R. Por 12.4.23 P[x] es denso en &(R,R).

En particular, tenemos sobre el intervalo compacto I =0, 1] el siguiente resultado
clésico.
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Teorema 12.4.30 (de Weierstrass). Para toda funcién continua f: I — R y todo € >0
existe una funcion polinomial P, tal que|f(t)— P,(t)| < € paratodot € I.

Ejercicio 12.4.31. Probar que para toda funcién continua f: [0, 00) — R existe una
sucesion (h,,) de funciones de la forma:

ha()= Y are ™ (x€[0,00))
k=0

que converge a f uniformemente sobre cada compacto K C [0, 00).

Aplicacion 2. Aproximacion de funciones continuas f: R” — R.

Sea P[x,...,Xx,] el dlgebra de todas las funciones polinomiales reales sobre R”.

P(x1,...,%,)— 2 Qi i X, x5 (g, €R)

finita

Esta dlgebra estd generada por la funcién constante (1) ylas n proyecciones ¢;: x — x;
deR"enR (i=1,2,...,n). Puesto que estas proyecciones separan los puntos de R”,
P[x,...,x,] verifica las hipé6tesis del teorema de Stone-Weierstrass. Por lo tanto es
denso en € .(R",R). En otras palabras:

Teorema 12.4.32 (forma n—dimensional del teorema de Weierstrass). Sea K ¢ R"
compacto. Entonces existe para toda funcion f € €(K,R) y todo € > 0 una funcién
polinomial p, € P[x, ..., x,] tal que

|f(x1,-.., )= pe(x1,..., x,)| < € paratodo (xi,...,x,)€ K.

Aplicacién 3. Aproximacion de funciones continuas periédicas [ : R” —
R.

Si f € €(R",R) es periddica en cada variable, entonces puede aproximarse uniforme-
mente por los llamados polinomios trigonométricos reales.
Proposicion 12.4.33. Toda funcion continua f: R" — R con periodo 27 en cada varia-

ble puede aproximarse uniformemente por funciones de la forma

X — Z ajcos(j-x)+pB;sen(j-x) (x €R") (12.42)

jezrfinita

donde

N

Jrx= ) jixk (12.43)
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Demostracién. El conjunto de todas las funciones (12.42) es una subalgebra A de
funciones continuas de periodo 27 pues:

sen a sen 3 =1/2(cos(a + 3)—cos(a— B)).
sen a cos f§ =1/2(sen(a + B)—sen(a—f)).
cosa cos B =1/2(cos(a+ f3)+ cos(a— f)).

Apliquemos 12.4.20. Evidentemente N, = {) C Ny; para toda f € ¢(R",R), pues
(1) e A.

Ademas si (x, y) € Ry, es decir si h(x) = h(y) para todo h € A entonces cos x; =
cos y; ysen x; =sen y; para (i =1,...,n) entonces x —y =27 j donde j € Z" y por lo
tanto f(x)= f(y) pues f es de periodo 2.

Concluimos por 12.4.20, que f puede aproximarse por funciones de la forma
(12.42) uniformemente sobre todo compacto de R", entonces especialmente sobre K =
[0,27]". Pero una aproximacion uniforme sobre [0,27]" implica, por la periodicidad
una aproximacién uniforme sobre todo R”. O

Aplicacion 4. Aproximacion de funciones reales continuas sobre un
producto.

Las funciones reales continuas (x, y) — f(x, y) sobre un producto de espacios com-
pactos (no necesariamente de Hausdorff), pueden aproximarse uniformemente por
combinaciones lineales de productos de dos funciones, que dependen cada una sélo
de una coordenada x o y.

Proposicion 12.4.34. Sean (X, %),(Y, %) espacios compactos. Entonces toda funcién
h € (X x Y,R) puede aproximarse uniformemente por funciones de la forma

k
(x,7)—= > fix)gi(y) ((x,y)€X xY) (12.44)
i=1

(keN, f; e ¥(X,R); g; €€(Y,R))

Demostracion. Ejercicio.

(Indicacién: Probar primeramente que Re(x g) X Re(v,r) = Re(xxv,r))- O

Pregunta. ;C6mo puede generalizarse esta proposicién a productos cualesquiera?
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Aplicacion 5. Los anillos ¢(X,R).

Resulta facil comprobar que las dlgebras €(X,R) y ¢(Y,R) son algebraicamente iso-
morfas si los dos espacios topolégicos (X, Z") y (Y, %) son homeomorfos. En efec-
to, si f: X — Y es un homeorfismo entonces f*: €(Y,R) — €(X,R), definido por
f*(g)=go f(g €?(X,R)), es un isomorfismo.

Aplicando el Teorema 12.4.20 probaremos en este parrafo el resultado inverso
cuando (X, %) y (Y, %) son compactos. O sea, en este caso, si €(X,R)y €(Y,R) son
algebraicamente isomorfas, entonces (X, Z) y (Y, %) son homeomorfos.

Mas generalmente, analizaremos la estrecha relacion existente entre la estructura
algebraica del anillo (X, R) y la estructra topolégica del espacio (X, Z').

Supongamos en lo que sigue que (X, %) es un T,—espacio compacto. Antes de
comenczar la presentacién de los resultados recordaremos algunas definiciones alge-
braicas.

Un subconjunto ¢ de un anillo conmutativo A se llama un ideal propio de A si
cumple:

S+ (12.45)

(acANxe g)=—axec ¢ (12.46)

Tal ideal no puede contener un elemento inversible en A ya que en este caso:
a'e g = .d=daa'c g (12.47)

lo que contradice (12.45).

Un ideal propio M C A se llama maximal si no existe otro ideal propio ¢ de A tal
que M Cc ¢ y M # ¢.Por el lema de Zorn, todo ideal propio ¢ de A estd contenido
en algiin ideal maximal M de A.

Si A es un algebra real conmutativa y unitaria, entonces todo ideal ¢ de Aesala
vez una subdlgebra de A.

En lo que sigue estudiaremos especialmente la correspondencia entre los ideales
J deldlgebra €(X) := ¢(X,R)y los conjuntos Z , de sus ceros.

Proposicion 12.4.35. Si ¢ esunidealde&(X)yZ , = (), entonces ¢ = €(X).

Demostracién. Tomemos paratodo x € X, un h, € ¢ tal que h,(x)> 0. Los abiertos

U,={y €X|h,(y)>0} (x € X)cubren X. Entonces existen puntos x, ..., x, € X(N €
n

N) tales que X = U{U,, | i = 1,...,n}. La funcién h = ) h? € ¢ es estrictamente
i=1

positiva sobre X. Puesto que h tiene un inverso en ¢(X) concluimos que ¢ = ¢(X)

por (12.47).

Esta proposiciéon puede considerarse como un resultado més preciso del Teorema
12.4.20 para ideales en vez de subdlgebras en general. Esto ya nos indica que la relacién
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R, puede obviarse si analizamos la aproximacién uniforme de f € €(X) por funciones
de unideal ¢ c €(X). En efecto, en este caso, R, adquiere una expresion trivial segiin
nos muestra el siguiente resultado. O

Proposicion 12.4.36. Sea ¢ unideal de ¢(X) yseay su cerradura en € (). Entonces:

I={feeX)|f|Z,=0} (12.49)

Demostracion. La afirmacion (12.49) es una consecuencia de (12.48), por el Teorema
12.4.16. Queda por probar (12.48) donde la inclusién > se cumple siempre. Inver-
samente sean x, y € X tales que ni x ni y pertenecen Z, se tiene que (x,y) ¢ R ;.
Supongamos que x # y y x € X\Z,. En este caso existen funciones h, y h, en ¢
tales que h,(x) #0, h,(y)#0.Sean h = h% + h§ € ¢y f:X —[0,1] una funcién
continua tal que f(x) =0y f(y) = 1 que existe por ser (X, %) normal. Entonces
g =fhe_¢ cumple g(x)=0# g(y), lo que contradice (x,y) € R,. En fin concluimos
que R, CAL U(Zy xZy). O

Sea 7 la coleccion de todos los ideales de €(X). La aplicacién ¢ — Z, envia a
todo ¢ € s un conjunto cerrado. Inversamente podemos asociar a todo conjunto
A€ 2 (X) el conjunto de todas las funciones que se anulan sobre A.

Ia={f €«X)|fIA=0}
£ esunideal cerrado en €, (X).

Proposicion 12.4.37. Las aplicacionesi: A— fyde P (X)en K yv: ¢ — %, de A
en 2 (X) cumplen las propiedades siguientes:

i) iov(¥)=4¢ para g €. (12.51)
ii) voi(A)=AparaAc P (X). (12.52)

iii) Las aplicaciones ¢ —v[ #]y C — i[C] son biyecciones inversas del conjunto 7
de los ideales cerrados en &(X) sobre el conjunto de los cerrados en (X, %), resp.
de & sobre .

iv) iy v son decrecientes con respecto a la relacion de orden C sobre Z(X') y .

v) La aplicacion x — I, := ¥} es una biyeccion de X sobre el conjunto M de los
ideales maximales en &(X). Luego los ideales maximales en €(X) son cerrados.
Unideal ¢ € ¢ es cerrado siy solo si es la interseccion de los ideales maximales
que lo contienen.
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Demostracion. Ejercicio.
(Indicacion: (X, %) es completamente regular, luego las funciones f € €(X) separan

los puntos de X.) O

De esta proposicion se deduce que la estructura topolédgica de X puede determi-
narse completamente a partir de la estructura algebraica de ¢(X). En efecto, tenemos

X€Zr<=fel (12.53)

y en general
X€EZy JCYI,. (12.54)

Puesto que todos los cerrados C € ¢ tiene la forma Z, (¢ € ), los cerrados C en
(X, %) estan determinados de manera tnica por las subcolecciones

Mg ={Me.M|J M}

de ./ definidas por los ideales ¢ € 5. Mds formalmente, esta correspondencia se
describe como sigue: Tomando {.# 4 | # € 7’} como coleccion de cerrados se define
de manera puramente algebraica sobre el espacio ./ de los ideales maximales de
¢(X) una topologia s, llamada la fopologia de Stone. Z5 esta ahora determinada de
manera tnica como la preimagen de % por la biyeccién x — I, de X sobre ./ .

Se obtienen asi los siguientes resultados:

Teorema 12.4.38. Sean (X, % ),(X, ) T,—espacios compactos. Si €(X) y ¢(X) son alge-
braicamente isomorfos, entonces (X, %) y (X, Z) son homeomorfos.

Demostracién. Basta mencionar que el isomorfismo algebraico entre ¢(X) y ¢(X)
implica evidentemente la homeomorfia de los ‘espacios de Stone’ correspondientes
(//l»e%s)ﬁ(/ﬂ,%s)- O

Nota. Aunque nos hemos limitado en esta aplicacion al anillo €(X) de las funcio-
nes reales continuas pueden probarse resultados analogos para los anillos €(X, C),
(E.12.18). Asi, la exposicién anterior puede servir como una introduccién a dos dreas
del andlisis funcional estrechamente vinculadas con problemas de aproximacion : la
teoria de los anillos de funciones reales continuas y la teoria de las dlgebras uniformes
(complejas).

Dejamos al lector comprobar que el método desarrollado en esta seccién se ex-
tiende a espacios topolégicos y a anillos mds generales.

Ejercicio 12.4.39. Sea R un anillo conmutativo con elemento neutro 1. Denotemos
por # al conjunto de todos los ideales de R y por .# al conjunto de todos los ideales
maximales de R. Probar:
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i) Sobre ./ existe una tinica topologia Zs (llamada de Stone) tal que los cerrados
de (¥, Zs) son precisamente los conjuntos

Cjz{Me//HjcM} (£ es0) (12.55)

ii) La cerradura de un subconjunto £ en (.4, Z) se determina por
2={Me.#|M>NL2)} (12.56)

(Elideal ¢ =n 9 se llama niicleo de 2, inversamente, para todo ideal ¢ € #°
el conjunto (12.55) se llama envolturade ¢, por tanto la topologia de Stone se
llama también fopologia de envoltura-niicleo.)

iii) (A, %s) es un T;—espacio.

iv) (A, Zs)es de Hausdorff siy sélo si para dos ideales maximales distintos M;, M,
€ ./ existen elementos a,, a, €R talesque a; ¢ My, a, ¢ M,y a;, a, €N . Si
R =Z entonces ./ no es de Hausdorff.

V) (M ,Zs)es compacto

Ejercicio 12.4.40. Sean (X, 2’) un espacio completamente regular y ./ el espacio de
los ideales maximales de ¢(X,R) provisto de la topologia de Stone. Probar:

i) ./ es T,—compacto

ii) La aplicacién ¢: x — I, = {f € € X,R) | f(x) = 0} es un homeomorfismo de
(X,2’) sobre un subconjunto denso de (.#, %), entonces (¢, #,Zs)es una
compactificaciéon de (X, Z').
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Métodos Topologicos en Ciencia de
Datos

13.1. Introduccion

En el presente libro se han abordado numerosos temas que conciernen al estudio
de espacios topolégicos. Todos estos temas pueden parecer muy abstractos y con
poca utilidad en aplicaciones a problemas reales. Sin embargo, en afios recientes han
aparecido numerosas aplicaciones de la topologia a problemas tan variados que van
desde la representacién de moléculas de ADN mediante nudos y curvas en el espacio,
hasta el modelado de redes (sociales, de comunicaciones, etc.), mediante graficasy
complejos simpliciales, pasando por el modelado y desarrollo de materiales usando
estructuras topolégicas. En particular, algunas aplicaciones de la topologia que ha
tenido un auge muy importante en los tltimos afios son aquellas relacionadas con la
ciencia de datos y la inteligencia artificial.

Algunos métodos clasicos en aprendizaje automatico ya utilizan conceptos comu-
nes en topologia, tales como la distancia y la dimensién. Otros métodos, como los
drboles de decision, utilizan estructuras topoldgicas para llevar a cabo los procesos de
aprendizaje. Sin embargo, estos métodos no explotan toda la informacién topolégica
que puede tener una nube de puntos o un conjunto de datos. Pensemos en el ejemplo
que se presenta en la Figura 13.1, en donde se tiene una coleccién de puntos distribui-
dos en dos clases. El problema consiste en encontrar la clase correspondiente a un
punto x, del que se desconoce su clase. Uno de los métodos clasicos que se pueden
usar para clasificar a x es el método de los k vecinos mds cercanos (o kNN). Sin em-
bargo, para valores de k entre 10y 20 (valores que suenan razonables), el clasificador
nos dirfa que le corresponde la clase 2, aunque la intuicién tal vez nos indique que a x
le corresponde la clase 1. Al usar otros métodos maés sofisticados en aprendizaje auto-
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Figura 13.1: La topologia de un conjunto de datos

matico, como una maquina de soporte vectorial o DBSCAN, nos daria como resultado
que a x le corresponde la clase 1. Sin embargo, ni siquiera estos métodos detectarian
que los dos cimulos que representan a cada clase son topolégicamente diferentes
(tienen distinta “forma”). En la Seccion 13.2 se presentardn algunos métodos clasicos
de aprendizaje automatico en los que ciertos conceptos de topologia son relevantes.
Cada uno de los métodos presentados aqui se implement6 en el conjunto de datos
Iris.

Basandose en la filosofia de que en muchos conjuntos de datos, la topologia del
conjunto determina propiedades y relaciones entre los puntos, es como surge el analsis
topolégico de datos (TDA por sus siglas en inglés). Los dos métodos principales en
TDA son las graficas Mapper y la homologia persistente. Ambos métodos se basan
en la construccién de estructuras topoldgicas para inferir propiedades y relaciones
en los conjuntos de datos. En la Seccién 13.3 se describen dos variantes de gréaficas
Mapper, la cldsica y la gréfica Ball Mapper. Finalmente, en la Seccién 13.4 se describe
la manera en la que se realiza el andlisis de datos en homologia persistente, desde
las construcciones de los complejos simpliciales filtrados asociados a un conjunto de
datos, hasta la representacion gréfica de la evolucion de las caracteristicas topolégicas
alo largo de un complejo simplicial filtrado.

13.2. Topologia en Aprendizaje Automatico

En el campo de la inteligencia artificial (AI), el aprendizaje automatico (en inglés ma-
chine learning o ML) es un conjunto de métodos y algoritmos que tienen la capacidad
de aprender a partir de un conjunto de datos iniciales para encontrar estructuras, pa-
trones y generalizaciones que se pueden usar sobre datos desconocidos. Dependiendo
de la naturaleza de los datos y los resultados esperados en el método de aprendizaje
automatico, éstos se acostumbran dividir en tres categorias: aprendizaje supervisado,
aprendizaje no supervisado y aprendizaje por refuerzo. En el aprendizaje supervisado
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se suelen conocer las etiquetas, categorias o valores a determinar desde antes de apli-
car el método de aprendizaje automaético. Los dos principales campos de aplicacién
del aprendizaje supervisado son los problemas de clasificacién y los de regresion.
En el aprendizaje no supervisado no se conocen las categorias o valores posibles a
priori. Dentro de los métodos de aprendizaje no supervisado méas conocidos se en-
cuentran los métodos de clustering (o agrupamiento) y los métodos de reduccion
de dimensiones. Finalmente, en el aprendizaje por refuerzo se tiene una interaccién
dindmica con el espacio ambiente y en cada etapa del aprendizaje se usan criterios de
penalizacién y recompensa para la toma de decisiones. Un ejemplo de aprendizaje
por refuerzo es la conduccién de un coche auténomo en donde la computadora del
auto se alimenta de manera continua con la informacién del entorno para definir las
acciones de conduccién en cada momento.

Algunos métodos clasicos en aprendizaje automatico utilizan conceptos de topolo-
gia y geometria dentro de los procesos de aprendizaje tales como métrica, dimension,
gréfica, funcién continua, proyeccion, separacion, entre otros. A continucion presenta-
remos algunos métodos clédsicos en aprendizaje automatico, tanto supervisado como
no supervisado, en los que la topologia juega un papel muy importante. Como ejemplo
se muestran estos métodos en el conjunto de datos Iris. Las implementaciones de
los algoritmos y visualizaciones se realizaron usando la biblioteca Scikit-learn para
Python [154].

13.2.1. El conjunto de datos Iris

sepal length (cm)  sepal width (cm) petal length (cm)  petal width (em)

0 51 3.3 1.4 0.2
1 49 3.0 1.4 0.2
2 47 3.2 1.3 0.2
3 46 3.1 1.5 0.2
4 5.0 3.6 1.4 0.2
5 5.4 3.9 1.7 0.4
6 46 34 1.4 0.3

Figura 13.2: El conjunto de datos Iris

El conjunto de datos de la flor iris (o simplemente Iris), es una coleccién de datos
muy usado para la evaluacién de modelos en ciencia de datos, desde que fue introdu-
cido por Ronald Fisher en 1936 [68]. El conjunto Iris consta de 150 registros de flores de
género Iris, dividido en tres especies con 50 ejemplares cada una: L. setosa, I. virginica
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e . versicolor. Cada uno de los registros consta de cuatro caracteristicas o descriptores:
longitud del sépalo, ancho del sépalo, longitud del pétalo y ancho del pétalo, medidos
en centimetros (cm). En la Figura 13.2 se muestran los primeros registros del conjunto
Iris, mientras que en la Figura 13.3 se grafica el conjunto tomando en cuenta solo el
ancho y largo del sépalo. Dado que Iris es un conjunto de datos pequerfio, con clases
balanceadas y diferenciadas, se suele usar para la evaluacién de varios métodos de
aprendizaje automatico, en particular para el problema de clasificacion.

4.5

4.0 4

351

3.0

ancho del sépalo(cm)

Clases
® setosa
® versicolor
2.01 [ ] virginica

T T T T T T T T
4.5 5.0 55 6.0 6.5 7.0 75 8.0
largo del sépalo (cm)

Figura 13.3: Las clases del conjunto Iris

13.2.2. Arboles de decisién

Los arboles de decisién constituyen una técnica cldsica en aprendizaje supervisado
que se basa en el uso de estructuras topolégicas y combinatorias conocidas como
drboles (gréficas conexas y libres de ciclos). Gracias a su simplicidad y facilidad para
ser interpretados, los drboles de decisién son muy usados en modelos predictivos,
tanto de clasificacién como de regresion.

En la Figura 13.4 se muestra el resultado de la implementacién de un clasificador
a partir de un arbol de decisién para el conjunto de datos Iris con una particiéon en
un conjunto de entrenamiento (80%) y otro de evaluacién (20%). Como se puede
ver en la figura, en la raiz del 4rbol de decisién aparece la condicién “longitud del
pétalo < 2.45”. Si se quiere clasificar un nuevo registro, se eligird la rama (arista) que
corresponda a la veracidad de dicha condicién, lo cual conducird a un nuevo nodo
del &rbol. Dicho nodo puede tener un nuevo enunciado condicional, en cuyo caso se
repite el proceso, o bien, puede ser una hoja del 4rbol (nodo final del que no emergen
nuevas aristas), en tal caso, en dicho nodo se debe indicar la clase que se asignard a
ese registro. Por ejemplo, en el segundo nivel del 4rbol de decisién del conjunto Iris
aparece una hoja, en la que se indica que termina el proceso de clasificacion y la clase
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asignada es “setosa’. En este ejemplo, el drbol de decisién es binario, pero también se
pueden implementar clasificadores que tengan més aristas en cada nodo. De hecho,
hay diversas implementaciones de arboles de decisi6n en los que se pueden establecer
distintos parametros: nimero de aristas y nodos, profundidad del arbol, etc.

Como desventajas del método de arboles de decisién podemos mencionar que
es poco robusto (ligeros cambios en el conjunto de entrenamiento pueden producir
grandes diferencias en el predictor), y que tiende al sobreajuste, es decir, el método se
ajusta demasiado al conjunto de entrenamiento que se vuelve inflexible para hacer
predicciones sobre datos nuevos.

Los arboles son importantes, no solo en aprendizaje automatico, sino en estruc-
turas de datos. Datos estructurados a lo largo de drboles optimizan algoritmos de
almacenamiento y bisqueda en bases de datos. En particular, dos de las bibliote-
cas mas usadas en homologia persistente (Seccién 13.4.3), Gudhi [130] y Ripser [17],
almacenan los complejos simpliciales en estructuras de arbol.

petal length (cm) <2.45
gini = 0.667
s = 120
value = [40, 41, 39]
class = versicolor

petal length (cm) < 4.75
gini = 0.5
samples = 80
value = [0, 41, 39]
class = versicolor

petal width (cm) £ 1.65
gini = 0.
samples = 37
value = [0, 36, 1]

class = versicolor

petal length (cm) < 4.95
gini = 0.5
samples = 8
value = [0, 4, 4]
class = versicolor

gi 1
samples = 36
value = [0, 36, 0]
class = versicolor

Figura 13.4: Un arbol de decisi6én para el conjunto Iris

13.2.3. Anélisis de Componentes Principales (PCA)

Andlisis de componentes principales (PCA por sus siglas en inglés) es uno de los
métodos mds usados en reduccién de dimensiones que resulta muy ttil para la vi-
sualizacién, anélisis exploratorio o como una etapa de preprocesamiento de datos.
En esencia, si se tiene una coleccién de puntos X = {x;, X, ..., X} C R", el algoritmo
PCA se ocupa de encontrar una proyeccion lineal 6ptima p: R” - R™, m < n, de tal
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manera que se preserve, tanto como sea posible, la distribucién (informacién) de los
puntos en X. Podemos describir el algoritmo PCA en los siguientes pasos:

1) Se centra el conjunto X alrededor del promedio de los puntos, u=(1/ k)zl. X;,
al tomar x; = x; — u.

2) Parala matriz de covarianza

k
1
C=—> xxl
k—1; b

se calculan los primeros m vectores propios {vy, ..., V,,} que se toman como una
base de un espacio afin A”™ c R” de dimensién m y centrado en .

3) La proyeccién ortogonal p: R” — A™ =R determina la reduccién de dimen-
siones p(X) de X.

En resumen, el método de reduccién de dimensiones PCA proyecta un conjunto finito
X c R" de maneralineal sobre el espacio R™, m < n, definido por una base ortonormal
ordenada {v;,1,...,v,,}, que representa las direcciones en las que se maximiza la
varianza de X.

En la Figura 13.5 se muestra el resultado de aplicar el algoritmo PCA para reducir
las cuatro dimensiones del conjunto Iris a solo tres dimensiones al proyectar sobre las
tres primeras componentes principales. Compare esta proyeccién usando PCA con la
proyeccion del conjunto Iris sobre el subespacio de dimension dos definido por los
descriptores ancho-largo del sépalo de la Figura 13.3.

13.2.4. Maquina de Soporte Vectorial (SVM)

Las méaquinas de soporte vectorial (SVM por sus siglas en inglés) son una coleccién de
métodos en aprendizaje supervisado que priorizan la basqueda de subsespacios en el
espacio de caracteristicas que separen al conjunto de datos dado en subconjuntos
con caracteristicas comunes, como puede ser el pertenecer a una misma clase.

Dado un conjunto de datos X ¢ R”, los algoritmos de aprendizaje de méquinas de
soporte vectorial se pueden resumir en los siguientes casos:

i) SiX tiene dos clases que son linealmente separables, entre todos los hiperplanos
en R” que separan las clases de X, se busca el hiperplano H que maximiza
la distancia a las dos clases de X, de manera simultanea. Asi se obtiene un
clasificador lineal basado en los subconjuntos en los que H divide a R”.

ii) Encasode quelas clases de X no sean linealmente separables, primero se mapea
X enun espacio R” con m > n, mediante una funcién no lineal ¢, de tal manera
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Figura 13.5: Algoritmo PCA en el conjunto Iris

que p(X) c R™ sea linealmente separable. En R™ se aplica el algoritmo SVM
descrito en el inciso (i) al conjunto ¢(X).

Al algoritmo SVM descrito en el inciso (i) se le conoce como SVM lineal o con un
nucleo (kernel) lineal. Para el algoritmo descrito en (ii) se dice que la funcién ¢ es el
ntcleo o kernel del método SVM. Dentro de las funciones kernel més utilizadas se
encuentran las funciones polinomiales, sigmoides y de base radial Gaussiana (RBF).

En la Figura 13.6 se muestran las regiones de clasificacién para el conjunto de datos
Iris, usando méquinas de soporte vectorial con distintos nticleos (lineal, polinomial

y RBF). N6tese como cambian los resultados del clasificador al considerar distintos
nucleos.

13.2.5. Agrupamiento Espacial Basado en Densidad de Aplicaciones
con Ruido (DBSCAN)

Agrupamiento Espacial Basado en Densidad de Aplicaciones con Ruido, o simplemen-
te DBSCAN, es uno de los métodos més usados en procesos de clustering (agrupa-
miento), dentro del aprendizaje no supervisado. Este método de agrupamiento estd
basado en la densidad de puntos del conjunto dado, es decir, agrupa en el mismo
cumulo a los puntos que se encuentran cercanos entre si.
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Figura 13.6: Algoritmo SVM el conjunto Iris con distintos ntcleos

El algoritmo DBSCAN aplicado a un conjunto finito X contenido en un espacio
meétrico tiene como pardmetros: un nimero minimo de puntos, m € N, y un radio
€ > 0. Los pasos que describen al algoritmo son los siguientes:

i) Para cada punto p € X, se encuentra el nimero de puntos de X en una vecindad
de radio € de p, B(p,e)N X. Si ese nimero de puntos es al menos m, se dice que
p es un punto niicleo.

ii) Un punto g € X es alcanzable desde un punto ntcleo p si existe una sucesién
de puntos distintos en X, p;, p», ..., p,, tales que p; = p, p, = ¢, p; €s un punto
nudcleo parai=1,2,...,n—1,yd(p;, pis1)<€parai=1,...,n—1.

iii) Los puntos que son alcanzables desde un punto ntcleo, pertenecen al cimulo
(cluster) de dicho nucleo, mientras que los puntos que no son alcanzables desde
ningtin punto ntcleo se consideran puntos aislados (outliers).

De alguna manera, la particién de un espacio métrico discreto X en ciimulos
mediante un método de clustering, nos recuerda la nocién de componentes conexas
en un espacio topolégico. Algunas ventajas del método DBSCAN son su dependencia
de solo dos pardmetros (el minimo nimero de puntos m y el radio €), asi como la
noci6n de puntos aislados y su robustez.
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Método de agrupamiento DBSCAN
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Figura 13.7: Algoritmo de clustering DBSCAN en el conjunto Iris

En la Figura 13.7 se muestra la ejecucion del algoritmo DBSCAN en el conjunto
Iris. Como se puede notar en este ejemplo, en ciertos conjuntos de datos, los cimulos
obtenidos a partir de un método de clustering estan relacionados con las clases del
conjunto de datos en cuestion.

13.3. Anadlisis Topolagico de Datos I: Graficas Mapper

Andlisis topolégico de datos, por sus siglas en inglés TDA, es una coleccién de técnicas
y algoritmos en ciencia de datos e inteligencia artificial que explotan las caracteristicas
topolégicas de un conjunto de datos para llevar a cabo los procesos de aprendizaje,
tanto supervisado como no supervisado. Dentro de las técnicas de TDA, hay dos que
destacan por su aplicabilidad a distintos problemas y su desarrollo durante los tltimos
afios: graficas Mapper y homologia persistente.

La homologia persistente se fundamenta en construcciones y resultados de topolo-
gia algebraica. Gracias a esto, los algoritmos en homologia persistente cuentan con un
importante soporte teérico que se traduce en robustez y explicabilidad de los mismos.
Adicionalmente, se han podido desarrollar nuevos métodos y marcos tedricos que
hacen de la homologia persistente un campo activo de investigacién. Una desventaja
de los métodos en homologia persistente es que tienden a ser complejos y requieren
de una capacidad de co6mputo considerable, aunque en la actualidad se cuenta con
recursos de computo suficientes para realizar bastantes implementaciones.
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Por otro lado, las graficas Mapper constan de técnicas y algoritmos en TDA usados
para el andlisis exploratorio y la visualizacién de conjuntos de datos de alta dimensi6n.
A diferencia de la homologia persistente, las graficas Mapper tienen un fundamento
tedrico menos sofisticados, lo cual se refleja en métodos limitados en relacién al
aprovechamiento de la informacién topoldgica de un conjunto de datos. Sin embargo,
una ventaja de las graficas Mapper es que el costo computacional de estos métodos
suele ser mucho menor que el de los métodos de homologia persistente, pero pueden
proporcionar una buena nocién general de la estructura de los datos.

En la presente seccion se describen dos variantes de las graficas Mapper. Primero
se presenta el algoritmo Mapper clésico, para pasar enseguida a una implementacién
mads reciente conocida como algoritmo Ball Mapper.

13.3.1. Graficas Mapper

El algoritmo para la construccién de graficas Mapper fue introducido en 2007 en [171],
y se puede considerar como una aproximacién discreta de las graficas de Reeb para
espacios topolégicos.

Definicién 13.3.1 (Grafica de Reeb). Sea X un espacio topolégicoysea h: X — R
una funcién continua. Definimos la relacién de equivalenciaen X, p ~ q,sipy q
pertenecen a la misma componente conectable por trayectorias de k() para cierto
t e R. La gréfica de Reeb de X es el espacio cociente bajo esta relacién de equivalencia.

Grafica de Reeb

Figura 13.8: Construccion de la gréfica de Reeb

En la Figura 13.8 se muestra la grédfica de Reeb de un toro T c R3, donde la funcién
continua para obtener la grafica de Reeb es la proyeccion sobre el eje z. Notese que la
grafica de Reeb preserva parte de la topologia del toro.

Las graficas Mapper son el equivalente a las gréaficas de Reeb pero para espacios
métricos finitos (como pueden ser subconjuntos finitos de un espacio euclidiano
R"). Sea X ¢ R” un subconjunto finito y sea f: X — R™ una funcién, llamada una
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Figura 13.9: Constuccién de la grafica Mapper

funcion lente o funcién filtro (ver Figura 13.9). Para fines practicos se suele tomar m
igual a 1 0 2. Sea {U,} una cubierta del rango de la funcién f (por ejemplo, si m =1, la
cubierta suele ser una coleccion de intervalos). A continuacion se elige un algoritmo
de clustering en X (por ejemplo, el algoritmo DBSCAN). El proceso para obtener la
grafica Mapper de X con los pardmetros descritos se puede resumir como:

i) Aplicar el método de clustering a f~!(U,) para cada a, para descomponerlo en
clusters C, ; donde i recorre el nimero de clusters en la preimégen de U,,.

ii) Construir la gafica Mapper G =(V, E) con un vértice v, ; € V por cada cluster
Cy,; Y una arista entre v, ; y vg,j si Cy; N Cg ; £0.

] Qo p e
]

] :

Figura 13.10: Informacién topolégica en una grafica Mapper

X

Como se puede ver, el algoritmo para la construccién de gréficas Mapper es simple
pero puede dar una muy buena aproximacién de la topologia del conjunto de datos
en cuestion. Una de las desventajas del método Mapper es que consta de varios
pardmetros: ademads del conjunto de datos X, se requiere una funciénlente f: X — R™,
una cubierta {U,} del rango de f y un método de clustering. La construccion de las
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gréaficas Mapper suele ser sensible a la eleccién de dichos pardmetros, lo que la vuelve
inestable. Sin embargo, si los parametros involucrados se afinan adecuadamente, se
puede obtener una grafica Mapper que represente propiedades topolégicas relevantes
del conjunto de datos. Por ejemplo, de la grafica Mapper de la Figura 13.10, se puede
recuperar la topologia de una nube de puntos tomada sobre una mano, donde se
aprecia que se tienen subgréficas de la grafica Mapper que corresponden a los dedos
y la palma de la mano.

13.3.2. Graficas Ball Mapper

Como una propuesta para atender las limitaciones del algoritmo Mapper, se propuso
en 2019 el algoritmo Ball Mapper [58]. Este algoritmo se basa en la construccién de
una e-red en conjunto de datos dados.

Definicion 13.3.2 (e-red). Sea X un espacio métrico finito y sea € > 0. Una e-red de
X de radio € es un subconjunto L C X, tal que d(l;,[;) > € para cada par de puntos
l;,1;€ L, yparacada x € X existe algin / € L tal que d(x,l)<e.

Existen varios algoritmos para obtener e-redes para un conjunto X dado. A conti-
nuacién describimos un algoritmo codicioso (greedy en inglés) para la construccién
de una e-red sobre X:

i) Seinicializa el conjunto de puntos distinguidos (landmarks en inglés), L = 0.

ii) Mientras exista algiin punto x € X tal que d(x,!)> e paracadal € L, se actualiza
L=LU{x}.

iii) Cuando cualquier punto de X diste a lo mds € de algtin punto de L, el algoritmo
termina.

sy
S D
.':.: .::c.f,'o / J | \
& oo \\d Y < /
X Grafica Ball Mapper

Figura 13.11: Construccién de la grafica Ball Mapper

La gréfica Ball Mapper G = (V, E) asociada a un espacio métrico finito X a partir de una
e-red L C X se conforma por: un vértice v; € V por cada elemento /; € L, y una arista



13. Métodos Topologicos en Ciencia de Datos

449

e;,; entre los vértices v; y v; siempre que B(l;, €)N B(l;, €) # 0. En la Figura 13.11 se
muestra el proceso para la construccién de una grafica Ball Mapper para un conjunto
de puntos X (figura de la izquierda). En la figura central se obtiene una e-red para
X (ya sea por el algoritmo codicioso u otro). Finalmente, en la derecha se muestra la
gréafica Ball Mapper construida para X a partir de la e-red L.

El algoritmo Ball Mapper depende tinicamente del pardmetro € (una vez que el
método para obtener la e-red ha sido determinado), lo que lo convierte en un método
més factible de afinar que el método Mapper original. Ademads, la grafica Ball Mapper
se puede interpretar como el 1-esqueleto del nervio de la cubierta {B(/, €)},c; de X, lo
que asegura estabilidad al método (ver el Teorema del Nervio, Teorema 13.4.47 de la
Secci6n 13.4.3).

13.3.3. Aplicaciones de Graficas Mapper

1. Grafica Mapper sobre datos de expresion de genes en cincer de mama

Desde que fueron introducidas en 2007 en [171], las graficas Mapper han resultado
muy Uutiles en problemas aplicados en biologia y medicina. En particular, cuando
se estudian distintos tipos de cancer desde una perspectiva molecular, se tiene la
dificultad de tener datos en espacios de muy alta dimensién. Por ejemplo, una de las
técnicas usadas consiste en registrar la expresion de ciertos genes en muestras tomadas
de distintos tumores correspondientes a ciertos tipos de cancer, lo cual determina
una dimensién por cada gen que se considera (se pueden considerar varios miles de
genes a la vez). Clasificar a los tumores por la expresion de ciertos genes suele tener
gran relevancia clinica, ya que permite, por ejemplo, sugerir tratamientos y terapias
focalizadas.

Uno de los casos de éxito de las graficas Mapper en el estudio del cdncer mediante
marcadores de expresion de genes aparecié en [152]. En este trabajo, los autores
analizaron una muestra de 295 tumores de cdncer de mama con vectores de expresion
de genes en R?**™ (que posteriormente se reduce a 262 dimensiones). En el articulo
se propone un método llamado PAD (Progression Analysis of Disease) que consta, entre
otras técnicas, de un visualizador de graficas Mapper. La grafica Mapper obtenida
después del anélisis se muestra en la Figura 13.12. El tamafo de cada nodo indica
la densidad del cimulo que representa, y el color indica la desviacién promedio del
ciumulo con respecto a la expresién de los genes de la muestra de tejido normal,
siendo el azul oscuro el color que indica mayor similitud con el tejido normal. La rama
de la izquierda representa las muestras de tejido que tienen mayor similitud con el
tejido normal (como el color lo indica). A la derecha se encuentran las ramas que
corresponden a baja expresion del receptor de estrégeno (ER-), y a una alta expresion
del mismo receptor (ER+).
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Figura 13.12: Grafica Mapper en el estudio del cdncer de mama

El éxito de las graficas Mapper en este estudio fue la deteccién de un subgrupo de
ER+ correspondiente a una alta expresion de c-MYB+. Este subgrupo no habia sido
detectado previamente por otras técnicas analiticas. Este tipo de cdncer de mama
result6 relevante por presentar bajos niveles de metdstasis y un muy buen prondstico
de supervivencia para los pacientes.

2. Gréfica Ball Mapper en el andlisis de imagenes

Se considera una colleccién de 72 imagenes de tamafo 128 x 128 pixeles en escala
de grises de una figurilla de un gato de la suerte desde todos los dngulos multiplos
de 5° en una circunferencia centrada en la figurilla. En la Figura 13.13 se muestran
las imégenes del conjunto correspondientes a &ngulos multiplos de 45°. Enseguida
se vectorizan las imagenes por el valor de cada pixel para obtener un conjunto de
datos X c R'63%8 Dada la alta dimensi6n, se construye la grafica Ball Mapper para
X usando un radio € = 5000 con un algoritmo codicioso para obtener la e-red. En la
Figura 13.14 se muestra la grafica Ball Mapper obtenida, donde el tamafio del nodo
indica el nimero de puntos del nodo y el color representa el &ngulo promedio del
nodo. Como se puede observar, las imagenes tomadas desde dngulos cercanos tienden
a agruparse en los mismos nodos. También se distingue que los nodos cercanos a 180°
contienen més puntos, lo que se interpreta como un menor detalle en las fotografias
del gato tomadas por la espalda.
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0 grados 45 grados 90 grados 135 grados

180 grados 225 grados 270 grados 315 grados

1HH

Figura 13.13: Conjunto de imdgenes de un gato desde distintos dngulos

3. Gréfica Ball Mapper en el estudio de invariantes de nudos

Las técnicas de andlisis de datos empiezan a tomar gran relevancia, no inicamente
en ciencias aplicadas, sino como una guia para la intuicién en problemas teéricos en
Matemaéticas que son dificiles de abordar con técnicas analiticas y en las que se tiene
una cantidad masiva de informacién.

En [59] se presenta una aplicacion de graficas tipo Ball Mapper en el estudio de
invariantes de nudos. Un nudo es un encaje suave de S' en R%, y dos nudos son equi-
valentes si existe una isotopia de ambiente que lleva uno en el otro. Hay una gran
variedad de invariantes que nos permiten distinguir entre varias clases de isotopia
de nudos, entre los que se encuentran invariantes numeéricos, polinomiales, geomé-
tricos, etc. Un problema muy importante (y muchas veces muy dificil), es encontrar
relaciones entre invariantes de nudos de distinta naturaleza. Una pregunta relevante
es determinar si la signatura de un nudo, que es un invariante numérico, se puede
obtener de algtn invariante polinomial. La creencia mayoritaria entre los topélogos es
que el polinomio de Jones si determina a la signatura pero el polinomio de Alexander
no, aunque no se ha demostrado.

En [59] utilizan las tablas de nudos de hasta 17 cruces (9,755,329 en total), para
construir bases de datos de los polinomios de Jones y Alexander (ademas del polino-
mio HOMFLYPT), al representar un polinomio en R”, n lo suficientemente grande,
mediante el vector de sus coeficientes. La gréfica Ball Mapper que se obtiene para el
conjunto de los polinomios de Jones (coloreada por el valor de la signatura) se muestra
en la Figura 13.15 (ilustracién tomada de [59]). Como se puede apreciar en esta gréfica,
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Figura 13.14: Grafica Ball Mapper de las iméagenes del gato coloreada por dngulo de la
imégen

los distintos valores de signatura se agrupan en regiones en forma de hojas o flamas.
Esto refuerza de manera experimental la conjetura referida. En contraste, al construir
la misma grafica para el polinomio de Alexander no se aprecia el mismo fenémeno.

13.4. Anadlisis Topolagico de Datos II: Homologia Persis-
tente

La mayoria de lo métodos clasicos en aprendizaje automatico no explotan comple-
tamente la informacién geométrica y topolégica de un conjunto de datos dado. Los
métodos mas elementales solo utilizan la nocién de proximidad para las tareas de
regresion o clasificacién (como puede ser el método kNN). Otros métodos como
k-means o una méaquina de soporte vectorial (SVM) con ntcleo lineal solo utilizan
subespacios lineales para realizar las tareas de aprendizaje (ver Seccién 13.2). Pense-
mos, por ejemplo, que nuestro conjunto de datos X es una muestra finita tomada de
una variedad M (como puede ser una esfera, un toro, o una variedad de dimensién
superior), y que esta condicién sea relevante para el proceso de aprendizaje. Los mé-
todos mencionados no pueden capturar esta informacién eficientemente. Se puede
pensar en usar una SVM con algtn otro niicleo (como puede ser polinomial), o pasar
directamente a una red neuronal con alguna arquitectura especifica. Sin embargo,
como es bien sabido, afinar métodos més complejos e interpretarlos pueden ser tareas
dificiles.
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Figura 13.15: Gréfica Ball Mapper del polinomio de Jones, coloreada por valor de
signatura

Es en este campo donde surgen los métodos de andlisis topolégico de datos (TDA),
los cuales utilizan estructuras combinatorias construidas a partir de un conjunto de
datos X que naturalmente capturan informacién topolégica y geométrica del con-
junto. La homologia persistente es una colecciéon de herramientas en TDA que se
fundamenta en construcciones en topologia algebraica (complejos simpliciales, gru-
pos de homologia, etc.). Dado que topologia algebraica es una rama de la topologia
muy desarrollada, las aplicaciones de ésta al andlisis de datos suelen ser robustasy
mads faciles de interpretar que otras técnicas comunes. El concepto de homologia per-
sistente fue introducido por Edelsbrunner et al. [63] en 2002, junto con un algoritmo
para el célculo de la persistencia y un método de visualizacién conocido como diagra-
mas de persistencia. En 2004, Zomorodian y Carlsson [206] reformularon la nocién de
persistencia en términos algebraicos e introdujeron una nueva visualizacién conocida
como cédigo de barras de persistencia.

En el siguiente esquema se sintetizan las etapas y construcciones que usualmente
se utilizan en homologia persistente. Comenzando con el conjunto de datos (espacio
meétrico finito), a partir del cual se construye una familia de complejos simpliciales
filtrados. Se analiza la evolucién de las caracteristicas topolégicas a lo largo de la
filtracién y esta informacién se sintetiza en representaciones gréficas, como pueden
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ser diagramas de persistencia, cddigos de barras o paisajes de persistencia.

[ Espacio Métrico Finito ] [ Complejos Simpliciales Filtrados ]

Ejemplo: subconjunto de R” Ejemplo: complejos de Cech o Vietoris-Rips

[ Invariantes Algebraicos ] [ Representaciones Gréficas ]

Ejemplo: grupos de homologia Ejemplo: diagramas de persistencia

La intencién de esta seccidn es presentar los conceptos y resultados propios pa-
ra introducir al lector a las técnicas en homologia persistente. De esta manera, se
empezard abordando el tema de complejos simpliciales, para introducir enseguida
los conceptos de homologia simplicial. Al final de la seccién se aborda el tema de

persistencia en homologia y como se utiliza en ciencia de datos.

13.4.1. Complejos simpliciales

Definicién 13.4.1 (Complejo simplicial abstracto). Un complejo simplicial abstracto
(finito) es una coleccién K de subconjuntos no vacios de un conjunto finito V de tal
maneraquesioc € Kyt Co,entoncest € K.Sio €K yl|o|=p+1, diremos que o es
un p-simplejo abstractoy T C ¢ se llama una carade o.

Por simplicidad abreviaremos complejo simplicial abstracto como c.s.a.

Ejemplo 13.4.2. i) Sea V ={xi, x5, x3}, los conjuntos

K ={{xy, x5, x3}, {x1, %2}, {x2, X3}, {5, 1}, {x1 }, {2} {35 }}
y K’ ={{x1, o}, {x2, %3}, {21}, {22} {x3}}

son complejos simpliciales abstractos en el conjunto V.

ii) Sean K c2X y L c2Y dos complejos simpliciales abstractos, donde X y Y son
conjuntos finitos. El conjunto K U L es un complejo simplicial abstracto en el
conjunto XU Y

Siempre que se tenga un c.s.a. K, la dimension de K se define como dim(K) =
maéx{|o||o € K} —1. Al conjunto de todos los p-simplejos de K lo denotaremos por
K, mientras que el p-esqueleto de K serd el conjunto K7 :=U;., K;. A K, le lamamos
el conjunto de vértices de K.

Ejercicio 13.4.3. Sea K un c.s.a. de dimensién n. Demostrar que K” es un c.s.a. para
cada0<p<n.

Definicién 13.4.4 (Vectores afinmente independientes). Un conjunto de vectores
{vg, 1n,...,v,} en R™ se dice afinmente independiente (abreviado a.i.), si el conjunto
de vectores {v; — vy, v, — Uy, ..., U, — Uy} €s linealmente independiente.
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Notese que si {vy, vy, ..., U, } es un conjunto de vectores a.i. en R™, entonces n < m.

Definicién 13.4.5 (Simplejo geométrico). Sea {vy, vy,..., V,} un conjunto de vectores
a.i.en R™. El n-simplejo geométrico generado por {v, v, ..., v,,} se define como:

A" =[vg, vy, V== D A0 | D Ai=1 y 420 Vi)
i=0 i=0

Los ntimeros reales {A;}!_, se conocen como las baricéntricas baricéntricas de x
en A",

Ejemplo 13.4.6. Si X = {y,, v, 1, 13} es un conjunto de vectores a.i. en R, enton-
ces [1y] contiene solo a vy, [vy, 1] es el segmento de recta que conecta v, con vy,
[vo, 11, 1y] es el tridngulo en el plano afin de R™ que contiene a {vy, vy, 1»}. E1 3-simplejo
[vy, 11, 1y, V3] €s el tetraedro con vértices {vy, vy, 1,, 13} en el espacio afin de dimension
3 enR™ que contiene a X.

En general, si X ={v, vy,..., V,} es una coleccién de vectores afinmente indepen-
dientes en R™, el n-simplejo A" = [y, vy, ..., V,] es la generalizacion de un tridngu-
lo o un tetraedro con vértices {v, v1,..., v, } en el espacio afin de dimensién n en
R™ que contiene a X. No6tese que [y, Uy, ..., V,] es homeomorfo al cono topolégi-
co construido sobre [v, v, ..., V,,_;1] (Seccién 5.4). También se puede demostrar que
[vg, 11,...,v,] C R™ es la envoltura convexa en R™ del conjunto {v, vy,...,v,} (ver
Seccion 7.5).

Una carade A" es un simplejo generado por un subconjunto de X de cardinalidad
k <n+1, donde la cara serd propiasi k <n+1.

Lema 13.4.7. Sea A" =[vy, vy,...,v,] CR™ un n-simplejoy sea A" C R™ el subespacio
afin de dimension n que contiene a A". Siint yfr son el interior y la frontera topolégica
en A", entonces:

i) fr A" es la union de todas las caras propias de A" .

i) 1ntA”=A”\frA"={x=Z?lel|Z/ll=1,/1,>0 Vl}

Definicién 13.4.8 (Complejo simplicial geométrico). Un complejo simplicial geomé-
trico (c.s.g.) en R es una colecciéon K de simplejos geométricos que satisfacen:

i) Sice K ytescarade g, entonces 7 € K.

i) Sio;,0,€ Kyo;No,#0, entonces 0; N0, es una cara comin a g, y 0.
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0
Figura 13.16: Complejos Simpliciales

SiK cR™esunc.s.g.y K’ Cc K esasuvezun c.s.g. se dice que K’ es un subcomplejo
de K. La realizacion geométrica de K es el subespacio de R™ definido como

|K|:= UacRm

o€k

El ejemplo de la izquierda de la Figura 13.16 no es un c.s.g. ya que los dos 2-
simplejos no se intersectan en una cara comun. En el centro se muestra un c.s.g.
formado por un simplejo o; de dimensién i para i =1,2,3, y todas sus caras. En la
ilustracién de la derecha se muestra una triangulacién de la 2-esfera, representada
como un octaedro en el que cada cara es un 2-simplejo. Este tltimo ejemplo forma
parte de un conjunto muy importante de complejos simpliciales obtenidos como
triangulaciones de variedades topolégicas. En general, una triangulacién (finita) de
un espacio topolégico X es un c.s.g. K tal que X = |K| (homeomorfos).

La relacién entre complejos simpliciales abstractos y geométricos queda estableci-
da en el siguiente teorema.

Teorema 13.4.9. i) Sea K un c.s.g. con vértices Ky ={vy, ..., v,}, entonces existe un
c.s.a. K asociado a K, con Ky = K, tal que{v;,...,v; }€ K & [v;,...,v; ]€ K.

ii) SiK esunc.s.a. con Ky={x,,..., x,}, entonces existe un c.s.g. K querealizaa Kk,
es decir, existe una funcién biyectiva f de K, en K, tal que {x;,,...,x; } € K &

[f(xi,).., f(x )] €K.

Por el teorema anterior, podemos pensar indistintamente en complejos simplicia-
les abstractos o geométricos. Ahora definiremos las operaciones en la categoria de
complejos simpliciales.

Definicién 13.4.10 (Funci6n simplicial). Sean K y L dos c.s.g. (finitos). Una funcién
simplicial f: K — L es una funcién inducida por una funcioén fy: Ky — Ly talquesio =
[vo, n1,..., 1] € K, entonces { f(v), f(11),--., f(v,,)} son los vértices de un simplejo 7 €
L. En este caso, escribimos f(o) = 7. En caso de que f; sea biyectivay [vy, vy,...,V,] €
K < [fo(w), foltn),-.., fo(v,)] € L, decimos que f es un isomorfismo de complejos
simpliciales.
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o VVV3 v, W W, W, Wy W
V.

> L
K

Figura 13.17: Funciones simpliciales

Ejemplo 13.4.11. Sean K y L los c.s.g. mostrados en la Figura 13.17. Nos preguntamos
si existe una funcién simplicial entre K y L. Una primera propuesta es tomar g,: Ky —
L, definida como gy(v;) = w; parai =0,1,2,3,4, sin embargo, es facil ver que laimdgen
de los vértices de [v;, 15, 15] bajo g, no determinan un simplejo en L, asi que g, no
induce una funcién simplicial. Por otro lado, la asignacién f;: Ky — L, definida en
Vg, U1, U, U3 ¥ U, COMO Wy, Wy, W1, W, V W3, Tespectivamente, si determina una funcién
simplicial de K en L. Nétese que una funcién simplicial no necesariamente preserva
la dimensién de los complejos simpliciales.

Vo
w, Z3 Zy
Vy v,  Wo Wiz, Z,
K L M

Figura 13.18: Funciones simpliciales suprayectivas

Ejercicio 13.4.12. Considere los c.s.g. K, L y M de la Figura 13.18. Decida si exis-
te una funcién simplicial suprayectiva de K en L. ;Existird una funcién simplicial
suprayectiva de Ken M? ;Y de M en L?

Ejercicio 13.4.13. ;Existird un isomorfismo simplicial entre las triangulaciones de un
anillo y una banda de Mobius de la Figura 13.192.

K L

Figura 13.19: Triangulaciones de un anillo y una banda de Mébius
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Parte de la importancia de las funciones simpliciales es que inducen funciones
continuas en las realizaciones geométricas.

Lema 13.4.14. Sea f: K — L una funcién simplicial entre los c.s.g. K y L. Entonces f
induce una funcion continua en las realizaciones geométricas|f|: |K|— |L|.

Dicha funcién | f| se obtiene al definirla localmente en cada simplejo de manera
lineal usando las coordenadas baricéntricas de cada simplejo y aplicando el Corolario
5.1.18 para asegurar la continuidad. En particular, si existe un isomorfismo simplicial
f: K — L, entonces |f| es un homeomorfismo entre |K |y |L|.

Para concluir esta introduccién a complejos simpliciales, se presentardn dos temas
que son muy utiles en topologia computacional, a saber, las subdivisiones y colapsos
en complejos simpliciales. Cada vez que se tenga un c.s.g. K, una subdivisién de dicho
complejo simplicial es otro complejo simplicial L tal que |L| = |K|y todo simplejo
en L estd enteramente contenido en un simplejo en K. Una de las subdivisiones
de complejos simpliciales geométricos mas ttiles se basa en el baricentro de los
simplejos. Si o =[yy, vy,...,v,] CR™ es un n-simplejo, se define su baricentro, b(o),
como el punto en o con coordenadas baricéntricas iguales a 1/(n +1), es decir, b(o) =
> .(1/(n+1))- v;. Por ejemplo, si 0 = [vy, 1] es un 1-simplejo, entonces b(o) es el
punto medio del segmento que conecta v, con v;. Mientras que si o es un 2-simplejo,
entonces b(o) es el punto de interseccién de las medianas del tridngulo o

Definicién 13.4.15 (Subdivisién baricéntrica). La subdivision baricéntrica Sd(K) del
c.s.g. K esla subdivisién de K que tiene por vértices el conjunto {b(c)|o € K} y un
simplejo [b(0y), b(04),...,b(0;)], donde 0y, 04,...,0, € K,y 0; es una cara propia de
o;parai=0,1,...,s—1.

K, K, K,

Figura 13.20: Subdivisién baricéntrica

Ejemplo 13.4.16. En la Figura 13.20, se muestran tres complejos simpliciales, K;
i=1,2,3, donde K; estd compuesto por un i-simplejo y todas sus caras. En cada caso
se muestra la subdivisién baricéntrica Sd(K;). Se puede verificar que Sd(K;) contiene
dos simplejos de dimensién uno, mientras que Sd(K,) contiene seis simplejos de
dimensién dos. ;Cudntos simplejos de dimension tres tiene Sd(K3)?
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Un simplejo o en un c.s.g. K se dice que es principal si o no es cara propia de
otro simplejo en K. Si o € K, una cara libre de o es una cara propia T de o con
dim(t)=dim(o)—1 tal que 7 no es cara propia de otro simplejo de K.

Definicién 13.4.17 (Colapsos simpliciales). Sean K un c.s.g., 0 € K un simplejo
principal y 7 una cara libre de o. El conjunto K’ = K \ {0, 7} es un c.s.g. y diremos
que se obtiene de K mediante un colapso elemental de o a lo largo de 7. En este
caso escribimos K \,* K’. A una sucesion finita de colapsos elementales K \,* K’ \¢
< N\¢ K=\ ¢ K ]e llamaremos un colapso y lo denotaremos por K \, K",

K(n)

Figura 13.21: Colapsos en complejos simpliciales

Ejemplo 13.4.18. Enla Figura 13.21 se muestra una sucesién de colapsos elementales.
En cada paso se remarcan el simplejo principal y la cara libre por la que se lleva a
cabo el colapso elemental. Notese que en el complejo simplicial final ya no es posible
realizar colapsos pues no tiene caras libres.

Como se vio en la Seccién 6.4, dos espacios topoldgicos X y Y son homotépica-
mente equivalentes o del mismo tipo de homotopia si existen funciones continuas
f:X—>Yyg:Y—>Xtalesquegof ~1yyfog~1y (Definicién 6.4.10). En particular,
si existe una retraccién por deformacién de X en un subespacio A c X, entonces X
y A son homotépicamente equivalentes, A~ X (Ejemplo 6.4.13). Si X es del tipo de
homotopia de un conjunto con un solo punto, se dice que X es contraible.

En el caso de un c.s.g. K en R”, sabemos que su realizacién geométrica es un
subespacio de R™. M4s adn, si K’ se obtine de K mediante un colapso elemental,
entonces se puede construir una retraccién por deformacién de |K| en |K’|, es decir:

Proposicién 13.4.19. Sean K un c.s.g., o € K un simplejo principal y T una cara libre
deo. Si K’ se obtiene de K mediante un colapso elemental de o a lo largo de T, entonces
|K| =~ |K’|.

Podemos concluir de la proposicién anterior que si existe un colapso de complejos
simpliciales K \, L, entonces |K |~ |L|. Luego, si K es colapsable (a un vértice), enton-
ces | K| es contraible. ;Sera cierto que si | K| es contraible, entonces K es colapsable?
La respuesta no es obvia, pero no es afirmativa en general como se puede ver en el
siguinte ejemplo.
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Figura 13.22: La casa de Bing

Ejemplo 13.4.20. La casa de Bing es el subespacio B C R® de la Figura 13.22. Est4
formada por “paredes” (incluyendo el techo y piso) de dimensién dos y consta de dos
habitaciones, cada una con entrada independiente por arriba y abajo de la estructura,
como se muestra en la figura. Sea K una triangulacién de B, basta con dividir cada
pared de B en tridngulos o 2-simplejos. Es facil ver que K no admite colapsos, ya que
no existen caras libres en K, en particular, no es colapsable. Sin embargo, si N(B)
es una vecindad regular de B en R?, entonces N(B) es homeomorfa a una 3-bola B®
(el lector se puede convencer de esto, aunque es todo un desafio). Concluimos que
B~ N(B)= B3, como una 3-bola es contraible, concluimos que B es contraible.

13.4.2. Homologia simplicial

En la presente seccién daremos una breve revisién sobre los principales conceptos y
resultados en homologia simplicial. Comenzaremos con orientaciones de simplejos
que es una extension del concepto de orientabilidad en espacios euclidianos.

Definicién 13.4.21 (Orientacién de un simplejo). Una orientacién de un simplejo

o =[v, 1,,...,V,] es una clase de equivalencia de ordenamientos de {v,, v1,...,v,,},
donde (v;), v;,, ..., Vi, ) ~ (Vq(ip)» Vatiy)s -+ » Vati,)) S1 @ € Sy Y sgn(a) = 1.
V2 V2
0 1 Vo 1

Figura 13.23: Orientaciones de un 2-simplejo
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Ejemplo 13.4.22. Sea o =[v,, v, 15] C R?. Hay seis ordenamientos de los vértices de
o divididas en dos familias:

Ol = {(UO' U, VZ)r(Vlv U, VO))(VZ) U, Ul)} y 02 = {(VO! Vo, Ul)r(UZr %1 UO))(UI) Vo, VZ)} °

Noétese que al pasar de uno de los ordenamientos a otro de la misma familia se re-
quiere una permutacién par, sin embargo, al pasar de un ordenamiento de una de las
familias a un ordenamiento de la otra familia, la permutacién requerida es impar. En
la ilustracién izquierda de la Figura 13.23 se muestra la orientacién en o inducida por
los ordenamientos de la familia O;, representada por un giro antihorario, mientras
que a la derecha se muestra la orientacién correspondiente a O,.

En general, si o =[vy, vy,..., V,], hay (n 4+ 1)! ordenamientos de los vértices de o
y cada orientacion tiene (n + 1)!/2 representantes. Por convencion, si se presenta un
simplejo orientado o =[vy, v, ..., V,], se asume que o tiene la orientacién dada por el
ordenamiento (vy, vy,..., U,).

A partir de ahora, cada vez que se presente un c.s.g. K, se asumira que todos los
simplejos de K estdn orientados.

Definiciéon 13.4.23 (Grupo de cadenas). Las i-cadenas, C;(K;Z), de un c.s.g. K con
coeficientes en Z es el grupo abeliano generado por los i-simplejos orientados de K,
donde, si o es un i-simplejo orientado de K, entonces al cambiar la orientacién de o
tenemos —o € C;(K;Z).

En la definicién anterior, Z se puede cambiar por otras estructuras algebraicas
como puede ser un anillo o un campo F, en cuyo caso, C;(K;F) seria un F-médulo o
un F-espacio vectorial, respectivamente. En las implementaciones computacionales
para el cdlculo de homologia simplicial, se suele tomar F = Z,,, un campo finito.

Ejemplo 13.4.24. Sea K ={[v],[v1],[],[vy, 1], (11, ]}
Las 0-cadenas de K son Cy(K;Z)={ayg[vy]+ a;[vi]1+ a,v, | ay, ay,a, € Z}.
Las 1-cadenas de K son C,(K;Z)={b,[vy, v;1]1+ by[v1, ]| by, b, €Z}.
Las 2-cadenas de K son GC,(K;Z)= {0}, ya que no hay 2-simplejos en K.

Definicién 13.4.25 (Operador frontera). Dadounc.s.g. K, el i-ésimo operador frontera
0;: Ci(K;Z) — C;_,(K;Z) es el homomorfismo de grupos definido en los generadores
de C;(K;Z) como

Bty vy, i) = D (D)0t By, 1]

=0

donde 7; representa la ausencia de v; en el simplejo.
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Y
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Figura 13.24: Operador frontera en una 2-cadena de simplejos.

Ejemplo 13.4.26. i) Considere el c.s.g. K ={[vy.11],[1p],[11]}, entonces
&1([vo-11]) = (=1)[n ]+ (=)' [vo] = 1] —[wo]
i) Sea K ={[vy, vy, 1], [ vy, 1], [ V1, V2], [0, o], [0, [1],[10]}, entonces
O ([vo, v1, u]) = [y, u] = [vy, L]+ [vo, vi]=[v1, Vo] + [, o] + [0, 11]
Al aplicar una vez mas el operador frontera:

01 (G ([vg, v1, 1:1)) = A1 ([1y, 1) + Oy ([, v ]) + G ([ w5, 1))
=([]=[v)+[vo]l=[u]) + (1] —=[vp]) =0

iii) Sea K el c.s.g. formado por dos 2-simplejos orientados coherentemente como
en la Figura 13.24.

O5([ v, va, 1] +[vp, 13, 1u]) = ([v2, 11 | =W, 11 ]+ [0, 1])
+{[vs, v2] =g, Vo] + [0, 15])

=[wy, v+ [0y, Vol + v, v3]+ 13, 5]

Como se puede ver en este ejemplo, al aplicar el operador frontera a la cadena
formada por los dos simplejos coherentemente orientados que comparten una
cara se obtiene el borde del cuadrildtero formado por dichos simplejos.

Se puede demostrar que al componer dos veces el operador frontera, se obtiene el
homomorfismo cero, como se vio en el ejemplo anterior, es decir:

Proposicion 13.4.27. Dado un c.s.g. K, los operadores frontera definidos en las cadenas
{Ci(K,Z)};»o, satisfacen J;_, o 8; =0, el homomorfismo cero.

Como corolario de la proposicién previa, se tiene que im(J;) € ker(d;_;) para i > 2.
Alos elementos del conjunto ker(9;) le lamamos los ciclos (de dimension i) y a los ele-
mentos de im(J;,,) le llamamos las fronteras (de dimension 7). Entonces, concluimos
que toda i-frontera es un i-ciclo y podemos definir los grupos de homologia como
grupos cociente.
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Definicién 13.4.28 (Grupos de homologia). Dado un c.s.g. K, el i-ésimo grupo de
homologia de K con coeficientes en Z es

H;(K;Z):=ker(0;)/im(0;;,) parai>1
Hy(K;Z):= Gy(K;Z)/im(3)).

Ejemplo 13.4.29. 1) Sea K ={[vy, 11],[v5],[1]}. Entonces

G(K;Z)={ao[v]+ ai[v1]| ap,a, €Z}=Z O Z
G(K;Z)={blvy,n]|beZ}=Z

Al aplicar el operador frontera a una 1-cadena
a(blvg, ni])=b([n]—[v)#0 Vb#0 . H(K;Z)=ker(d)={0}
Ahora calculamos el grupo de homologia de dimensién cero:

Hy(K;Z)= Gy(K;Z)/im(a) = ([[wo]], ([wa ]l [ [[n 1] = [[wo]]) = ([[wo]]) = Z

2) Sea K ={[vy],[n1],[w],[v0, 1], [1n, ], [, ]}

Go(K;Z)={aplvg] + ar[nn ]+ ay[v,] | ag, a1, a, € Z}
Ci(K;Z)={b[vy, ]+ bo[ vy, v2]+ bs[ v, 1y | by, by, b5 € Z}
Hy(K;Z) = ([[vol] [[wn 11 o1 Ten 1= [Lwo 1, ({211 = [[en 11 [ wo]] = [[221D) = ([[wo]]) = Z

Aplicamos el operador frontera a una 1-cadena:

i(b1[vy, vi]+ bo[vy, va] + Bs[va, vo]) = by ([ ] —[vo]) + ba([v2] =01 ]) + bs([ve] —[12])
=(by — by)[v,]+ (b, — bs)[v,] + (b3 — by)[))] =0 = by = b, = b;
s Hy(K;Z)=ker(0)) = ([vp]+ [0 [+ [ 2 Z

Como se vio en los ejemplos, el rango del grupo de homologia simplicial en di-
mension cero, indica el niimero de componentes conectables por trayectorias en la
realizacién geométrica del simplejo (Seccion 9.5), ya que aplicar el operador frontera
aun 1-simplejo, obtenemos la 0-cadena formada por la diferencia de sus vértices, asi
que las clases de dichos vértices son iguales en Hy(K;Z). En resumen, tenemos:

Proposicion 13.4.30. Sea K un c.s.g., entonces Hy(K;Z)= ®,,Z, donde m es el niimero
de componentes conectables por trayectorias de |K|.
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Figura 13.25: Grupos de homologia de superficies

Ejercicio 13.4.31. Para cadauno delos c.s.g. de dimensién dos de la Figura 13.25, tome
una orientacién coherente de sus 2-simplejos. K; corresponde a una triangulacién de
la 2-esfera dada por un icosaedro y K, es una triangulacién del toro. Demuestre que
Hy(K;;Z)=Z, parai=1,2.

Elresultado anterior se puede generalizar para variedades orientables de cualquier
dimensidn, es decir, tenemos que:

Teorema 13.4.32. Sea M" una n-variedad compacta, conexa, sin frontera, orientable
y triangulable. Si K es una triangulacion de M"™ con n-simplejos orientados de manera
coherente, entonces H,,(K;7Z) = Z.

C )
s k7
(&
A A

8., | 2

o |/ |/
T " T Ts

V7 3
B, T Ty T6

Figura 13.26: Cadenas homologas en el toro

Si se tienen dos j-ciclos C;, G, € ker(d;) en un c.s.g. K, se dice que C; y C, son
homélogos, y se denota por C, ~ G, si[C,] =[C,] € H;(K;Z), o equivalentemente, si
C, = C,+0;,,(D) para alguna cadena D € C;,,(K;Z). Por ejemplo, en la Figura 13.26 se
muestra una triangulacién del toro en el que se orientan todos los 2-simplejos de una
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manera coherente. Las cadenas C; = @; + @, + a3 y C; = a4+ a5+ ag son homologas ya
que &y(T1+ T+ T3+ T4+ 7T5+7Tg) = C,—C;. ;Serd cierto que la cadena C; = 1 + 3, + 35
es homodloga a C;?

Ejercicio 13.4.33. Sea C, =7, +7,+73lal-cadena de la Figura 13.26. Encontrar un
1-ciclo homoélogo a C, pero en términos de C; y C;.

Ya vimos que una funcién simplicial entre complejos simpliciales f: K — L induce
una funcién continua entre realizaciones geométricas | f|: |K| — |L|. Ahora veremos
que también induce un homomorfismo de grupos f,: H,(K;Z)— H,(L;Z), para n > 0.
Para tal fin, es necesario definir un homomorfismo auxiliar f;: C,(K;Z) — C,(L;Z).
Dicho homomorfismo lo definimos en un n-simplejo orientado o como f;(0) = f(0)
si f preserva la dimension de o, y se define como cero en otro caso.

Proposicion 13.4.34. Sea f: K — L una funcién simplicial entre los complejos simpli-
ciales K y L. Entonces f induce un homomorfismo de grupos f,: H,(K;Z)— H,(L;Z)
paran > 0.

El homomorfismo f, se define en un elemento [a] € H,(K;Z) como f([a])=[f;(a)].
Para ver que f, estd bien definida se hace uso de la propiedad de f;: f;0J; = J; o f; para
i>0.

La asociacién de un c.s.g. K con sus grupos de homologia H,(K;Z), es funtorial
de acuerdo al siguiente lema.

Lema 13.4.35. Sean K, M y L complejos simpliciales, entonces:
i) Sisetienen funciones simpliciales f: K — Lyg: L — M, entonces(gof),=g.o f..

ii) Silg: K — K es la funcién identidad, entonces (1x),: H,(K;Z)— H,(K;Z) es el
morfismo identidad para n > 0.

Concluimos esta seccién con un resultado muy importante en topologia algebraica
conocido como el Teorema de Invarianza Homotépica. Dicho resultado se puede
consultar en la referencia clasica Algebraic Topology de Allen Hatcher [87](Teorema
2.10).

Teorema 13.4.36. Si f,g: K — L son funciones simpliciales entre complejos simplicia-
les, tales que|f|,|g|: |K|— |L|, las funciones inducidas en las realizaciones geométricas,
son homotépicas, entonces f,=g,: H,(K;Z)— H,(L;Z) para cada n > 0.

Como consequencias directas de Teorema de Invarianza Homotépica tenemos los
siguientes corolarios.

Corolario 13.4.37. Sif: K — L yg: L — K son funciones simpliciales tales que|f| y
|g| son una equivalencia homotopica entre |K| y|L|, entonces H,(K;Z)= H,(L; Z) para
n=>0.
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En particular, si K’ se obtiene a partir de K mediante un colapso elemental, se
tiene que | K|y |K’| son homotépicamente equivalentes (Proposicion 13.4.19), asi que
se tiene:

Corolario 13.4.38. Si K’ se obtiene de K mediante un colapso (elemental), entonces
H,(K;Z)=2 H,(K’;Z) paran > 0.

Corolario 13.4.39. Si K es colapsable a un vértice, entonces

~ e~ )L n=0
H,(K;Z)= H,({[v]};Z)= {{0} .

Estos resultados son muy utiles para las implementaciones computacionales en el
calculo de homologia simplicial. Por ejemplo, si K es un complejo simplicial con alta
dimensién o que contiene muchos simplejos, el cdlculo de los grupos de homologia
de K puede ser muy costoso computacionalemente. Sin embargo, si es posible realizar
colapsos hasta llegar a un complejo L con una dimensién mucho menor o un menor
ntmero de simplejos donde es menos costoso calcular los grupos de homologia,
primero se lleva a cabo la simplificacién de K en L, y luego se calcula la homologia.

13.4.3. Homologia Persistente

En la presente seccién se describirdn los conceptos mds importantes en homologia
persistente, asi como las herramientas que se han desarrollado para analizar conjuntos
de datos a partir de construcciones propias de topologia algebraica. Comenzaremos
describiendo maneras de construir complejos simpliciales a partir de un conjunto
discreto de puntos entre los que se tiene una nocién de distancia, es decir, espacios
métricos finitos (ver Capitulo 1 de este libro). Aunque se han desarrollado varias cons-
trucciones a partir de un espacio métrico finito, aqui nos centraremos en las dos
construcciones cldsicas mds usadas en anélisis topolégico de datos: el complejo de
Cech y el complejo de Vietoris-Rips.

Figura 13.27: La topologia de un conjunto de puntos

Imagine el lector que se tiene un conjunto finito de puntos X ={x,,..., x;} c R"
como en la Figura 13.27 . Nos planteamos la pregunta: ;cuél es la topologia o forma del
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conjunto X? Evidentemente, la topologia que tiene X es la de un conjunto discreto, sin
embargo, es claro que la distribucién de los puntos tiene cierta estructura (en nuestro
ejemplo, podemos decir que los puntos estdn distribuidos a lo largo de una figura del
numero 8 y otro ciimulo con siete puntos). Gracias a que la distancia entre los puntos
del conjunto estd definida, podemos asociar a X construcciones topolégicas que nos
proporcionen mds informacién sobre el conjuto de datos, por ejemplo:

= Se puede considerar la unién de las bolas de dimesién 7 y radio € > 0 centradas
en los puntos de X, es decir, considerar el subespacio N =U; B(x;, €). Sin embar-
go, rdpido encontramos dificultades al considerar dicha construccién, como el
determinar el valor de € que nos brinde mds informacién sobre el conjunto X.
También es dificil implementar herramientas computacionales para el estudio
del espacio N.

= Construir a partir de X un complejo simplicial finito (abstracto o geométrico)
que nos ayude a analizar las propiedades topolégicas y geométricas que tenga el
conjunto X en cuestion. El hecho de que dichos complejos tengan una descrip-
cién combinatoria a partir de un conjunto finito de puntos, los vértices, facilita
su manipulacién computacionalmente.

Definicién 13.4.40 (Complejo simplicial de Cech). Sea X un subespacio finito de R”
y sea € > 0. El complejo de Cech sobre el conjunto X y con radio €, C.(X, dy), es el
complejo simplicial abstracto dado por:

i) Un vértice por cada elemento de X.
ii) Un k-simplejo {vy, vy,..., Vx}, donde v; € X, i =0,..., k, siempre que

ﬂB(U,’,e)#ﬂ

i=0

Definicién 13.4.41 (Complejo simplicial de Vietoris-Rips). Sea (X, dy)un espacio mé-
trico finito y sea € > 0. El complejo de Vietoris-Rips sobre X y conradio €, VR (X, dy),
es el complejo simplicial abstracto definido por:

i) Un vértice por cada elemento de X.
ii) Un k-simplejo {vy, v;..., 1}, conv; € X,i=0,...,k, siysolo si
B(v;,e)NB(v;,€)#0 para 0<i,j,<k

es decir, si dy(v;, vj) <2e para0<i,j<k.
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Ce (X, dx) VRg (X, dy)

Figura 13.28: Complejo de Cech y Vietoris-Rips

Ejemplo 13.4.42. Sea X ={vy, v3,..., U)o} €l subespacio de R? de la Figura 13.28. En

la ilustracién de la izquierda se muestra la construccién del complejo de de Cech,

C.(X,dy), para cierto valor real € > 0. A la derecha se muestra el complejo de Vietoris-

Rips VR.(X, dyx). Dela definicién de los complejos, es claro que C (X, dx) € VR.(X, dx),
pero la igualdad de conjuntos no siempre es cierta.

Algo remarcable del complejo de Vietoris-Rips es que para que un subconjunto
{vg, 11 ..., 1} € X determine un k-simplejo en VR.(X,dx), es una condicién nece-
saria y suficiente que para cada pareja de vértices distintos {v;, v;} C {vg, vy ..., U}
se tiene que {v;, v;} € VR.(X, dy), es decir, el complejo simplicial VR, (X, dx) estd
completamente determinado por el 1-esqueleto. Los complejos simliciales que es-
tan determinados por su 1-esqueleto se conocen como complejos bandera. Notar el
complejo de Cech no es un complejo bandera.

Cada una de las construcciones de complejos simpliciales descritos arriba tiene
una ventaja sobre la otra:

= VR.(X,dx)esun complejo bandera, y dado que solo es necesario calcular la
distancia entre cualesquiera dos puntos en X para conocer todo el complejo
simplicial, resulta computacionalmente tratable.

= La construccion de C.(X, dy) se fundamenta en el Teorema del Nervio (Teore-
ma 13.4.47), ésto garantiza propiedades de estabilidad en la construccion.

Entre los complejos de Cech y Vietoris-Rips existen relaciones de contencién que
resultan muy ttiles cuando se busca entender las propiedades de cada complejo,
como se aprecia en el siguiente lema.

Lema 13.4.43. Sean (X, dy) un espacio métrico finitoy € > 0. Se tienen las siguientes
contenciones de complejos simpliciales

Ce(X,dx) C VR(X,dx) C Ce(X, dx)
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Ejercicio 13.4.44. Sea X = {e?"/6}>_ c R?. Determinar los valores €, < €, tales que
|C.(X,dyx)|~S! para €, < € < €.

Ejercicio 13.4.45. Sea X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8} C R con dy la distancia euclidiana
restringida a X. Construya el complejo V Ry (X, dx).

Ahora describiremos la construccién del nervio de una cubierta de un espacio
topolégico dado. Enseguida se presenta el Teorema del Nervio que relaciona el tipo
de homotopia de un espacio topélogico X con el nervio de una cubierta de X que
satisface ciertas condiciones. Los detalles de la demostracién del Teorema del Nervio
se pueden revisar en el Teorema 5.3.2 de [197].

Definiciéon 13.4.46 (Nervio de una cubierta). Sea {U;} una cubierta convexa del es-
pacio topolégico X. El nervio N({U;}) de la cubierta {U;} es el complejo simplicial
abstracto (posiblemente infinito) definido por:

i) Un vértice por cada elemento de la cubierta {U;}.
ii) Un k-simplejo {iy, i, ..., iy} siempre que U; NU; N---NU;, #0.

Teorema 13.4.47 (Teorema del Nervio). Sean X un espacio topolédgico y {U;} una
cubierta de X . Si todas las intersecciones finitas y no vacias U, N U; N---NU;_ son
contraibles, entonces |N({U;})| ~ X (mismo tipo de homotopia).

—
X {Ui} N{U:})

Figura 13.29: El nervio de un espacio topolégico

En la Figura 13.29, se muestra un subespacio X de R? con una cubierta finita
{U;}. Se verifica que la realizacién geométrica del nervio de la cubierta es del tipo de
homotopia de X.

Es claro de las definiciones que el complejo de Cech es una construccién particular
del nervio de una cubierta dada por bolas de radio €. En particular, del Teorema del
Nervio tenemos el siguiente corolario.

Corolario 13.4.48. Sea X c R" un subespacio finito y sea € > 0. Entonces

|Cc(X, dy)l > _] B(x,€)

xeX
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Ya sabemos como construir complejos simpliciales a partir de espacios métricos
finitos. Sin embargo, atin no queda claro cual radio € nos conviene tomar para asegurar
que C.(X,dx) o VR.(X,dyx) capturan la informaci6én topolégica mas relevante del
conjunto X. En realidad, puede haber més de un radio que sea relevante para conocer
la topologia del conjunto X. Es asi como en homologia persistente se suele tomar una
coleccién de complejos simpliciales construidos en distintas escalas al elegir distintos
radios ¢, es decir, se considera una filtracién de complejos simpliciales:

Definicién 13.4.49 (Filtracién de un complejo simplicial). Sea K un complejo sim-
plicial (abstracto o geométrico). Una filtracién (discreta) de K es una sucesion de
subcomplejos de K:

KogKlggKn—ngnzK

Figura 13.30: Filtracién en el complejo de Vietoris-Rips

Ejemplo 13.4.50. En la Figura 13.30 (izquierda) tenemos un subconjunto finito X ¢ R?
formado por seis puntos equidistribuidos en una circunferencia. Para un valor de €,
pequeiio tendriamos una coleccion de discos disjuntos. Al incrementrar el pardmetro
a €;, obtenemos los 1-simplejos entre puntos consecutivos de X. Finalmente, en un
parametro €, > €; aparecen los 2-simplejos en la filtracién. ;Que tanto podemos
incrementar el pardmetro € y cudl es el complejo simplicial maximal que podemos
obtener?

Si se tiene una filtracién de complejos simpliciales K, € K; € --- € K,,, existen
inclusiones naturales (; ;: K; — K;, para 0 < i < j < n, que son simpliciales. Co-
mo se vio en la Seccion 13.4.2, la funcion (; ; induce homomorfismos de grupos
(ti,): Cp(Ki3Z) = C,(K;52) y l”] = (ti,j)s: Hy(K;;Z) — H,(K;;Z) para p > 0. En re-
sumen, se tiene que:

Lema 13.4.51. Dada una filtracién de un complejo simplicial K, K, C K; €---C K, =K,
ydadosp > 0y0<i< j< n,existen homomorfismos de grupos f;;: H,(K;;Z) —
H,(K;;Z) que satisfacen f}, = [ o f, para0<i < j<k.
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Dado un complejo simplicial K, a un generador de H,(K;Z) le llamamos una
caracteristica topolégica de dimension p, mientras que al rango del grupo H,(K;Z) le
llamamos el p-ésimo niimero de Betti de K ylo denotamos por §3,,. Ahora podemos
introducir la nocién de persistencia en los grupos de homologia a lo largo de una
filtracién.

Definicién 13.4.52 (Grupos de persistencia). Sea K, € K; € --- € K,, = K una filra-
cién del complejo K. Los p-ésimos grupos de persistencia son las imagenes de los
homomorfismos flp] H,(K;;Z)— H,(K;;Z) para todos los indices 0 < i < j < n. Los

p

p-ésimos numeros de Betti de persistencia, f3; j»son los rangos de los homomorfismos

p
i

vy Ko| v K, A K, vy K,
V2 3 \ \Z

Y v

[
Yo Yo oy,

Bo=2, B4=0 Bo=3, By=I

Ve
0 oV,

Bo=2, By=2 Bo=2, PBi=1

Figura 13.31: Complejo simplicial filtrado

Ejemplo 13.4.53. En la Figura 13.31 se muestra una filtracién de complejos simplicia-
les K € K; € K, C K;. Los nimeros de Betti de dimension cero, es decir, los niimeros
de componentes conexas, a lo largo de la filtracién son 2, 3, 2 y 2. Mientras que los ni-
meros de Betti de dimensién 1 son 0, 1, 2y 1. Con relacién a la persistencia, podemos
ver que im ( fO%) =7Z,asique ﬂgs =1, es decir, las dos componentes conexas de K; se
conectan en K3, asi que solo persiste uno de los generadores de homologia en dimen-
sién cero. Por otro lado, Im( fzfg) =7y f,5=1, es decir, uno de los dos generadores de
1-homologia en K, se vuelve una frontera en K3. El 1-ciclo en K; se trivializa en K3, asi

que Im(f,) = {0},

Definicién 13.4.54 (Nacimiento y muerte de caracteristicas topoldgicas). Sea K el
complejo simplicial filtrado K, € K; €--- € K, = K y sea a € H,(K};Z) un elemento no
trivial, se dice que:

i) anaci6 enelnivel i < j, siestéd en laimdagen de H,,(Ki; Z)— Hp(Kj;Z), pero no
estd en la imagen H),(K;_;;Z) — Hy,(K;; Z).

.o . . . p _ p . . . 3 .
ii) @ muereen i > j si j,i(a) =0y j‘i_l(a) # 0, o bien, si su imédgen en H,(K;;Z)
coincide con la imégen de otra clase que naci6 antes.
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iii) Si @ nace en el nivel de la filtraciéon b y muere en d, al intervalo [b,d) C R le
llamamos el tiempo de vida de a.

Por convencion, si a € H,(Kj; Z) es una caracteristica topolégica tal que j’? W) #
0 € Hy,(K,;Z), es decir, @ no muere a lo largo de la filtracion, se dice que @ es inmortal
en la filtracién y se escribe d = 0o. Sin embargo, para fines practicos, sobre todo en las
implementaciones computacionales, se suele tomar d = n + 1, u otro nivel fuera de la
filtracién. En el caso particular de que la filtracién esté determinada por un sucesion de
radios 0 < €y < €, <--- < €,,, como en los complejos de Cech o Vietoris-Rips, entonces
b,d € {€y,€1,...,€,}.

El objetivo principal de la homologia persistente es analizar la evolucién de las
caracteristicas topoldgicas a lo largo de la filtraciéon de un complejo simplicial fil-
trado. Hay dos representaciones principales de la evolucién de estas caracteristicas
topolégicas: cédigos de barras y diagramas de persistencia. Dada una filtracién de
un complejo simplicial K € --- € K,, = K, el cédigo de barras (de persistencia) de
K es el multiconjunto (es decir, se permiten elementos repetidos), de los intervalos
de tiempo de vida [b,d) o [b, 00) de las caracteristicas topolégicas de K. Por otro
lado, el diagrama de persistencia de K es el multiconjunto de los puntos (b, d) € R?
de los niveles de nacimiento y muerte de las caracteristicas topolégicas en K. En la
Figura 13.32 se muestra el c6digo de barras (izquierda) y el diagrama de peristencia
(derecha) de la filtracion del ejemplo en la Figura 13.31. Como se puede ver, pasar
de una de las representaciones de la evolucién de la homologia en la filtracién a la
otra representacion es sencillo. Existen otras representaciones de la evolucién de las
caracteristicas topoldgicas en una filtracién tales como los paisajesy las imdgenes de
persistencia.

d
coe o
3 °
M dimension 0| 2
B dimensién 1
1
1 2 3 @ 1 3 b

Figura 13.32: Cédigo de barras y diagrama de persistencia

Ejercicio 13.4.55. Sea X = {e?"//8}7_ c R? Para la filtraci6n
VRy(X,dx) € VRy4(X,dx)C VRy75(X,dx) S VR (X, dx)

construir el diagrama de c6digo de barras y el diagrama de persistencia.
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La principal idea de la homologia persistente es usar los diagramas de persistencia
o c6digos de barras para decidir que espacios métricos finitos son parecidos y realizar
tareas propias de aprendizaje automatico. Para este fin, es necesario contar con una
distancia entre espacios métricos finitos y otra distancia para diagramas de persis-
tencia. En la categoria de los espacios métricos finitos, una distancia conocida es la
distancia de Gromov-Hausdorff. Esta distancia se basa en la distancia de Hausdorff
entre dos subconjuntos finitos Ay B de un espacio métrico (X, dy):

dy(A, B) := max{max min dy(a, b),maxmin dx(a, b)}
beB acA acA beB

La distancia de Gromov-Hausdorff para espacios métricos finitos que no necesa-

riamente estan contenidos en un espacio métrico ambiente se define como:

Definicién 13.4.56 (Distancia de Gromov-Hausdorff). Sean Ay B dos espacios métri-
cos finitos. La distancia de Gromov-Hausdorff entre Ay B se define como

dgu(A,B):= ;H;{dH(f(A)»g(BD}

donde el infimo se toma sobre todos los encajes isométricos f y g de Ay B, respecti-
vamente, sobre todo espacio métrico X.

Ahora definiremos la distancia cuello de botella (bottleneck) entre diagramas de
persistencia. Para esto diremos que un emparejamiento parcial entre los conjuntos
finitos Ay B es una funcién biyectiva ¢ : A’ — B’ donde A’ C Ay B’ C B.

Definiciéon 13.4.57 (Distancia de cuello de botella). La distancia cuello de botella
entre dos diagramas de persistencia 2, y 2, se define como

dp(21,2,) = min max{méax{d..(x, p(x))}, max {de(x,X)},
[ xep/ xeP\P/

max  {deo(y, y)}}
YEZ\Q(P))
donde el minimo se toma entre todos los emparejamientos parciales entre 2, y %,
p: P2 — P/ con P/ C P yP C P, X eslaproyeccion ortogonal de x sobre la
diagonal del plano y do((a, b),(c,d))=méax{|a —c|,|b —d|} para (a, b),(c,d) € R

Ejemplo 13.4.58. En la Figura 13.33 se muestran tres emparejamientos parciales
entre los diagramas de persistencia 2, y . Todos los puntos en 2, 0 2, que no se
encuentran emparejados con algiin punto del otro diagrama se deben emparejar con
su proyeccion sobre la diagonal para poder calcular la distancia cuello de botella. Se
puede verificar que el emparejamiento que realiza la distancia cuello de botella entre
los diagramas es el que aparece a la derecha.
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b b

Figura 13.33: Distintos emparejamientos de dos diagramas de persistencia

Una propiedad importante de las construcciones en homologia persistente es la
estabilidad. En el caso de los diagramas de persistencia, la estabilidad se refiere a que si
se toman dos espacios métricos finitos que se encuentren cercanos en la distancia de
Gromov-Hausdorff, después de construir filtraciones sobre dichos conjuntos (usando
métodos como el de Vietoris-Rips), entonces los diagramas de persistencia deben
estar cercanos al considerar ciertas métricas, como puede ser la distancia de cuello de
botella. La estabilidad queda garantizada por resultados como el siguiente:

Teorema 13.4.59. Sean (X,dx) y(Y,dy) dos espacios métricos finitos. Entonces
Dp(Z(VR(X,dx)), Z(VR(Y,dy)) < Deu(X,Y)

donde 2 (V R(X, dy)) es el diagrama de persistencia de dimension k en la filtracion de
Vietoris-Rips sobre (X, dx).

13.4.4. Aplicaciones de Homologia Persistente

1. Homologia persistente de una muestra aleatoria con ruido de puntos sobre cir-
cunferencias

En esta aplicacién se muestra como utilizar homologia persistente para inferir
propiedades topoldgicas de un conjunto de puntos y usarla para decidir que conjuntos
se encuentran mds cercanos al comparar sus diagramas de persistencia con la métrica
de cuello de botella.

Se construyeron de manera artificial cuatro conjuntos de puntos en el plano. Cada
conjunto consta de una muestra de 300 puntos tomados de manera aleatoria y con un
factor de ruido alrededor de dos circunferencias (una de radio 4 y la otra de radio 8).
Los centros de la circunferencia pequefia varian en cada conjunto. En la Figura 13.34
se muestran los cuatro conjuntos. Se utiliza la filtracién de Vieroris-Rips, limitando
la dimensién de los complejos simpliciales a 2. En la Figura 13.35, se muestran los
diagramas de persistencia obtenidos para cada conjunto de puntos. Como se puede
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notar, cuando las circunferencias originales no se intersectan (muestras 1y 4), hay
dos caracteristicas topolégicas de dimensién cero que persisten més que las otras, en
contraste con las muestras 2 y 3. También en dimension uno, se pueden identificar
diferencias en la topologia de los conjuntos de datos. Por ejemplo, en la tercera muestra
aparecen tres caracteisticas topolégicas relevantes de dimensién 1, mientras que en
el resto de los conjuntos de puntos solo aparecen dos caracteristicas relevantes de
dimensién 1.

-10.0 -10.0
-100 -7.5 =50 -25 00 25 50 75 100

-10.0 -7.5 =50 =25 00 25 50 75 10.0

Figura 13.34: Muestras aleatorias de puntos sobre dos circunferencias

Para verificar cuales de los conjuntos son mas parecidos con relacién a la homolo-
gia persistente, calculamos la distancia de cuello de botella entre los diagramas de
persistencia. En dimension cero, entre los diagramas 2 y 3 se tiene una distancia de
cuello de botella de 0.1047, que es menor a la distancia entre cualesquiera otro par de
diagramas (que es de almenos 0.2827). En dimensién 1, la menor distancia se tiene
entre los diagramas 2 y 4, con un valor 0.4221. Notar que los diagramas 2 y 4 son los
que presentan las circunferencias separadas.

Como se aprecia en este ejemplo, los diagramas de persistencia nos ayudan a
determinar que tan distintos son dos conjuntos de puntos (espacios métricos fini-
tos), con respecto a las caracteristicas topolégicas de complejos simpliciales filtrados
construidos en dichos conjuntos de datos.
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Persistence diagram Persistence diagram

+o - - +o - P -

5.000

4.000

1.500

3.000

Death

2.000
0.500
1.000

0.000 0.000

00 o5 10 15 2
0 1 2 3 4 5 "
Birth Birth
Persistence diagram Persistence diagram
+o - - +o - - -
5.000 1.500
4.000 1250
1.000 g
-5 3.000 %
8 @ 0.750
O 2000 )
0.500
1.000 0.250 4
- 0
0.000 0.000 -1
o 1 2 3 4 5 0.0 0.2 04 0.6 o8 10 12 14 16
Birth Birth

Figura 13.35: Diagramas de persistencia de muestras aleatorias sobre circunferencias

2. El estudio estructural de la proteina de unién de maltosa mediante homologia
persistente

La proteina de unién de maltosa (MBP por sus siglas en inglés) es una biomolécula
formada por 370 residuos de aminodacidos que se encuentra en la Escherichia coli
que tiene por funcién el transporte eficiente de moéleculas de aztcar a través de la
membrana celular. Una molécula de MBP puede ser modelada por 370 puntos en
R3, que representan los 370 residuos de aminoéacidos. Sin embargo, la estructura de
la mélecula no es estatica sino que se modifica dependiendo de condiciones fisicas
y biolégicas. Es por esto, que en lugar de usar la distancia fisica entre dos residuos
de aminod4cidos, se utiliza mejor una distancia dindmica dada por una matriz de
correlacion [C; ;] de tamafio 370 x 370 en donde C; ; representa la correlacion entre los
residuos de aminoécidos i y j de dicha configuracién; la matriz de distancia dindmica
[D; ;] estard dada por D; ; =1—|C; ;|. Una vez que se tiene la distancia dindmica para
una configuracion de la moélecula MBP, los autores en [113] proponen usar homologia
persistente para construir una filtracién de Vietoris-Rips y el diagrama de persistencia
correspondientes a dicha configuracién.
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Se sabe que la molécula BMP presenta dos formas principales, abierta y cerrada,
cada una con su relevancia en la funcién biolégica de la proteina. Los autores usaron
14 configuraciones de la mélecula BMP (siete correspondientes a la forma cerrada de
la mélecula y siete a la forma abierta). Mediante una novedosa representacién de la
persistencia conocida como paisajes de persistencia, se promediaron los paisajes de
cada una de las dos familias de configuraciones de la mélecula BMP y se obtuvieron
los diagramas de la Figura 13.36 (tomada de [113]). Como se puede apreciar, hay claras
diferencias entre los promedios de los paisajes de las dos formas de la mélecula BMP.
Una herramienta muy util para construir paisajes de persistencia es JavaPlex [80].

Ak Alk.ry

0.139 0.134

[AE J 014

0.034 0.034

¥
“0 02 04 06
Closed Open

Figura 13.36: Paisajes de persistencia de configuraciones de la proteina BMP






Ejercicios finales

Capitulo 1

Los ejercicios siguientes tienen como fin introducir al lector a algunos problemas
métricos elementales del Andlisis Funcional.
E.1.1 * Una métrica d sobre un conjunto no vacio X se llama ultramétrica si verifica
la propiedad:
xeXANyeXANzeX=>d(x,z)<max{d(x,y),d(y,z)}

Muestre que si d es ultramétrica:

i) d(x,y)#d(y,z)= d(x,y)=méax{d(x,y),d(y,z)}.
ii) Toda bola es a la vez abierta y cerrada.
iii) Todo punto de una bola es centro de la misma.
iv) Sidos bolas no son disjuntas, una esté incluida en la otra.
v) La distancia p—dadica sobre Q (1.2.7) es una ultramétrica.
E.1.2 Probar que para una aplicacién bilineal w € L(E x F;G), E, F, G espacios nor-
mados son equivalentes:
i) w es continua.
ii) w es continua en un punto.

iii) Existe M >0, tal que
xeEAyeF=|lw(x,y)I<SM| x|yl

E.1.3 Sean E, F y G espacios normados. Probar:
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i) Sobre el espacio vectorial L(E, F) de las aplicaciones lineales continuas de
EenF

Il fll:==sup{ll f(x)[ | x€E, [ x[[<1}

define una norma (L(E, F) se provee canénicamente de esta norma).

ii) Sobre el espacio vectorial L(E x F; G) de las aplicaciones bilineales conti-
nuasde Ex Fen G

lwll:=sup{ll w(x,y) Il x€E, yeF, | xlI<1, [y I<1}

define una norma (L(E x F; G) se provee canénicamente de esta norma).

iii) Segun el ejemplo 1.4.6 pueden considerarse sobre L(E, F) las seudomé-
tricas de convergencia uniforme sobre subconjuntos B c E. ;Para qué
subconjunto B C E tenemos:

lg—=flI=ds(f,8)
paratodaslas f,g € L(E,F)?

E.1.4 Probar que el espacio &([a, b],C) de todas las funciones complejas continuas
sobre [a, b] C R es un espacio prehilbertiano con respecto al producto interior:

b
(frg)»ﬁf f()g(e) dr

;Cudl es la norma correspondiente?

E.1.5 Sobre €([0,1];R) se tienen las siguientes normas:
Il f lloo =sup{|f(x)l | x €[0,1]}
1
Il f ||1=f |f(x)l dx
0

1
Il f ||2=(j |f (x)? clx)l/-2
0
Probar:

DA LIRS Nl f lloo

ii) ||-|l; no es equivalente a || - ||o, ni || - ||, €s equivalente a || - || 0 -
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E.1.6 Sea E el espacio de las funciones reales definidas sobre I =0, 1] y lipschitzianas,
es decir que

{If(X)—f(y)l
sup{ ———

|[(x,y)elIxI; x }zK < +o00.
lx—yl Y Fyi=K

Probar las siguientes afirmaciones.

i) E esun espacio vectorial de &(7,R).
ii) N(f):=l f lloc +K; define una norma sobre E.

iii) Las normas || - ||co Y N no son equivalentes. (Indicacién: constriyase una
sucesion de funciones f, tal que Ky sea constante para todo ny || f, [lco—
0).
E.1.7 Probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz para un espacio prehilbertiano H:

xeHAyeH=[{x,y)|<[lx[lllyll

E.1.8 Sea H un espacio prehilbertiano y (x,) y (¥,) sucesiones en H. Probar que:
Xn 2 XN Yn—Y :><xn'yn>_’<x’y>

E.1.9 Sea E un espacio normado. Probar que la norma sobre E proviene de un pro-
ducto escalar si y s6lo si dicha norma cumple la ley del paralelogramo:

x€EAyeE=llx+y P +llx—ylP=2llxI?+2|ly |

Indicacién : Definir
1 i . .
(x,y)= Z(” x+yIP=llx—yl*)+ Z(” x+iylP=llx—iy .

E.1.10 Sea H un espacio prehilbertiano. Se dice que dos elementos x, y € H son orto-
gonales (notacion: x 1 y) si (x, y> =0.

Probar la siguiente ley de Pitagoras :
xly=llx+ylP=lxI?+llyl?

para todo x, y de H.
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E.1.11 *Dos subconjuntos A, B de un espacio pre-hilbertiano H se llaman ortogonales
si verifican:
acANbeB=alb.

Sean M un subespacio vectorial de H y x € H. Probar que un punto m es el
punto més cercano a x en M siy sélo si x —m, es ortogonal a M:

dx,M)=| x—my ||<= (x—my) L M.

E.1.12 Sea H un espacio pre-hilbertiano. A todo y € H le podemos asociar la forma
lineal § : x — <x, y) sobre H. Al espacio vectorial de todas estas formas lineales
lo denotaremos por H. Probar que:

i) Las formas lineales y son continuas.

ii) Siproveemosa H delanorma canénica inducida por la norma canénica
de L(H,R)
Il 7 [l:==sup{lp(x)l| x € H,|| x I< 1} (y € H),

entonces la aplicacién lineal y — j es una isometria de H sobre su imagen.
E.1.13 Un conjunto C de un espacio vectorial real o complejo se llama convexo si
xXeECANyeCAOLt<1=tx+(1-t)yeC
Probar:

i) Si P es una seminorma sobre E, entonces toda bola abierta o cerrada,
definida por P, es convexa.

ii) Si C esun subconjunto convexo de E, entonces la funcién P : E — [0,+00]

definida por
inf{a|a>0,x€aC} sixeaC

Pc(x)= . -
+00 si x ¢ aC para ningln o

e Cumple:

a) P-(x)=0paratodo x € Ey P-(0)=0.
b) Pc(Ax)=APc(x)paratodo x € E ytodo A > 0.
C) Po(x+y)< Pe(x)+ Pe(y)

e P¢ sellama funcional de Minkowski para C.
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iii) Si C es convexo y simétrico (x € C = —x € C) entonces P, es una semi-
norma.

iv) Si C es un subconjunto convexo, simétrico de un espacio normado E, que
contiene al 0 en su interior, entonces P es una seminorma real continua

sobre E y se cumple que é= {x € E|P:(x)<1}.

v) Si C es ademads acotado, entonces P es una norma sobre E.

Capitulo 2
E.2.1 Sean (X,%),(Y, %) dos espacios topoldgicos. ;Es la colecciéon
{AxB|AcZ ABe ¥}
una topologia sobre X x Y?
E.2.2 Probar que los subconjuntos A € N con la propiedad:
neAAm/n=meA
forman una topologia 2 sobre N, que no es la discreta.
E.2.3 Consideremos sobre [0, 1] el orden lexicogréfico
X<y xn<nVxm=nAx<m),

que es una relacién de orden total.
Describa los abiertos de la topologia de orden asociada. ;Por qué conviene
llamarla topologia de television?

E.2.4 Probar que una topologia & sobre un conjunto X es la discreta si y sélo si todo
punto constituye un conjunto abierto en (X, %').

E.2.5 Sea #2*la coleccion de todos los intervalos reales (x,+00), (—o0, y) con x, y € Q.
Probar que 2* genera la topologia usual de R.

E.2.6 * Probar que todo abierto de R con la topologia usual es unién numerable de
intervalos abiertos disjuntos.

E.2.7 Mostrar que la topologia engendrada en R por la topologia usual y el conjunto I
de los irracionales (I=R \ Q) no es la discreta.
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E.2.8

E.2.9

E.2.10

E.2.11

E.2.12

E.2.13

E.2.14

Sea (X, <) un conjunto ordenado. Definamos para todo x € X
Ai(x)={yeX|y<x}yAsx)={yeX|x<y}
Probar las siguientes afirmaciones:

i) Las colecciones {A;(x) | x € X} (resp. {A;(x) | x € X}) forman bases para
topologias &; resp. (Z; sobre X).

ii) AcC X es Z;—abierto siy s6lo si cumple:
XEANYy<x=—y€A

iii) En la topologia &, la intersecciéon de una familia cualquiera de abiertos es
abierto.

iv) La unién de ambas topologias Z; y 2, genera la topologia discreta.
v) Si X tiene mds de un elemento las topologias Z; y Z; no son comparables.

Sean (X, %'),(Y, %) espacios topoldgicos talesque X c Yyseai: X — Y la
inyeccién canénica. Probar que i es continua si y s6lo si, para todo abierto
Ae %, lainterseccién AN X es abiertaen X.

Consideremos sobre el conjunto de los naturales N la topologia & del ejercicio
E2.2. Probar que una aplicacion f : (N, 2) — (N, ) es continua si y sélo si cumple:

m/n=> f(m)/f(n)

Sea X un conjunto ordenado provisto de la topologia Z; definida en el ejercicio
E2.8. Dar una condicién necesaria y suficiente para que f : (X, %Z;) — (X, Z;) sea
continua.

Sea X # () un conjunto, 7 la topologia de los complementos finitos sobre X. Dar
una condicién necesaria y suficiente para que una aplicaciéon f: (X,7)— (X, 7)
sea continua.

Sea (X, ') un espacio topoldgico, f: X — R una funcién tal que
{xeX|f(x)>r}
es abierto para todo r € Q. Probar que f es semicontinua inferiormente.
*Sea f : R — R definida por
0 six=0o0 xirracional
FE=11 Gy_2 g50 i lati
7 =4»4>0, pyq primos relativos

Probar que f es semicontinua superiormente pero no inferiormente.
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E.2.15 * Sean E,, una particién numerable de un espacio topolégico X, f: X - Ry(a,)
una sucesion en R tal que a,,,; > a, paratodo ny f[E,]={a,}.

Hallar una condicién necesaria y suficiente sobre los E, para que f sea supe-
riormente continua.

E.2.16 * Sea ¢’([0, 1]) el conjunto de las funciones reales y continuamente derivables
sobre [0,1]. Probar que:

i) La coleccién de todos los conjuntos
U(f;e)={g<c((0,1))| fe€([0,1]),x€[0,1],e>0=|f(x)—g(x)| <&},

donde f €¢’([0,1]) y £>0, es base de una topologia 2 sobre ¢’([0, 1]).

ii) Laaplicacién L: f — L(f)= fol v 1+ f/(x)?dx, que asocia a toda funcién
f €¢’([0,1])lalongitud de la curva {(x, f(x)) | x €[0, 1]} definida por f es
semicontinua inferiormente.

E.2.17 Separar el alfabeto en clases homeomorfas:

ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ

E.2.18 *Sea f:[0,1] — [0, 1] un homeomorfismo. Probar que:

f0)=00 f(0)=1, y f[(0,1)]=(0,1)

Capitulo 3

E.3.1 Sea (X,%') un espacio topolégico, A C X, y,: X—R la funcién caracteristica
de A.Probar:

x4 continuaen x <=3V e¥(x),VCcAVV clA

E.3.2 Sea % la siguiente coleccién de subconjuntos de R:

i) Partes contenidas en[0,1)
ii) Partes abiertas usuales de (1,+00)

iii) Partes de la forma[1,a)U B, dondea >1, Bc[0,1)y[0,1)\ B es finito o
numerable.
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E3.3

E3.4

E.3.5

E.3.6

E.3.7

E.3.8

E.3.9

Probar que % es base de una topologia para la cual 1 no admite un sistema
fundamental de vecindades numerable pero que existe una sucesion (x,,) tal
que x,, — 1 en esta topologia, con x, # 1 para todo n € N.

Describa los filtros en un conjunto finito. ;Cuéntos filtros hay en un conjunto
de n elementos?

Muestre que la interseccion de dos filtros %, y %, en un conjunto X viene dada
por:
971ﬂ$'2={MUN|ME<9'1 A Negg}

Sean Z; y &, dos filtros en un conjunto X. Probar que si &, y %, tiene un
supremo % en el conjunto de todos los filtros sobre X, entonces

y:{MﬂN|M€glAN€g2}

Sea X un conjunto infinito. Z el filtro de los complementos finitos, A el conjunto
de todas las sucesiones ¢ en X, cuyos términos son todos distintos y %, los
filtros elementales asociados a las sucesiones ¢ € A. Probar:

g =N 9(]5

PpeA

i) Sea ¢ una coleccién cuyos elementos son topologias sobre un conjunto X.
Mostrar que el filtro de vecindades de un punto x € X con respecto a Ny es més
grueso que la interseccién de los filtros de vecindades de x con respecto a las
topologias de .

ii) Sea 2, la topologia de orden sobre Q* con el orden lexicografico (E.2.3) y Z, la
topologia sobre Q* que se obtiene transportando 2, porlasimetia(p, g)— (g, p).
Muestre que si & es la interseccion de Z; y 25, el filtro de vecindades de un
punto de Q? con respecto a Z es estrictamente mds grueso que la interseccién
de filtros de vecindades de dicho punto respecto de 27 y Z5.

Dar un ejemplo en un conjunto infinito no numerable de dos filtros, uno més
fino que el otro, donde el mas fino tiene base numerable y el mds grueso no.

i) Probar que todo ultrafiltro que es més fino que la interseccién de un niimero
finito de filtros es mds fino que al menos uno de ellos.

ii) Dar un ejemplo de un ultrafiltro que sea més fino que la interseccién de una
familia infinita de ultrafiltros, pero que no sea igual a ninguno de los ultrafiltros
de la familia.

(Indicacién: Considerar la familia de ultrafiltros en un conjunto infinito cada
uno de los cuales tiene una base formada por un elemento).
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E.3.10

E.3.11

E.3.12

Muestre que la interseccion de todos los conjuntos de un ultrafiltro contiene a
lo sumo un punto. Si contiene un punto, entonces es el ultrafiltro de los super-
conjuntos de dicho punto.

Sea X un conjunto y (x,) una sucesién en X cuyos términos son todos distintos.
Probar que el filtro elemental asociado a (x,) no es un ultrafiltro.

*i) Sea f: N — N sobreyectiva tal que f~'(m) es finito para todo m € N. Si
(x,) es una sucesion en un conjunto X, sea y, = Xf(,). Muestre que los filtros
elementales asociados a las sucesiones (x,) y (,) son iguales.

ii) Deducir que si (a,) y (b,) son sucesiones de un conjunto X tal que el filtro
asociado con (b,) es mas fino que el filtro asociado con (a,,), entonces el filtro
asociado con (b,,) es igual al filtro asociado con una subsucesién de (a,,).

Capitulo 4

E4.1

E.4.2

E4.3

E4.4

E.4.5

Determinar la adherencia del conjunto unitario
{x}(x €R)

en el espacio (R, Z7)
1 l 3 / " i
Sea C = - + . | m,n e N* ;. Determinar C’ y C” en R con la topoloogia usual.

Sea (X, %) un espacio topolégico y A€ X'. Probar que:
ANBCANB
paratodo B C X.

Un subconjunto C de un espacio topolégico (X, Z') se llama perfecto si es cerra-
do y no tiene puntos aislados. Probar:

i) SiAc(X,%)no tiene puntos aislados, entonces Aes perfecto.
ii) Si (X, %) no tiene puntos aislados, entonces tampoco los subconjuntos

abiertos o densos en (X, %).

Sea (X, Z’) un espacio topolégico (Y, d) un espacio métrico. Proveamos al es-
pacio &(X, Y) (funciones continuas de X en Y) de la topologia definida por la
seudométrica:

doo(f,8):=sup{d(f(x) g(x))| x € X}.

Probar que:
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i) Elsubconjunto ¢,(X, %) de todas las funciones continuas y acotadas de
X en Y es alavez abierto y cerrado en €(X, Y).

ii) do induce una métrica sobre €(X, %).

E.4.6 Dar un ejemplo en R con la topologia usual de dos abiertos A, B tal que los
conjuntos

ANB,BNA,ANByANB

sean todos distintos.

E.4.7 *Sea (X, 2') un espacio topolégico y Ac X, B C X. Sea a(A)=A, B(A) = ;l Sabe-
mos que
Ac B=a(A)ca(B) A B(A)c B(B).

Probar que:

i) Si Aes abierto, entonces A C a(A)y, si A es cerrado, entonces f3(A) C A.

ii) Deducir de i) que si A es una parte cualquiera de X entonces,

a(a(A))=a(A) y B(B(A)=B(A)

iii) Dar un ejemplo de una parte de R con la topologia usual, donde
A A4, aA), BA), BA), o)
sean todos distintos, con sélo las siguientes inclusiones:
Ac ACA, Ac alA), B(A)C A, Ac a(4)c B(A)C A, a(A) c a(A), BA) c B(A).
E.4.8 Sea (X,Z') un espacio topolégico, A C X, B € X. Probar que:
i) fr(A)cfr(A) fr(A)cfr(A).

Dar un ejemplo en R con la topologia usual donde los tres conjuntos sean
distintos.

ii) fr(AUB) cfr(A)Ufr(B).

Dar un ejemplo en R con la topologia usual donde los tres conjuntos sean
distintos.

iii) ANB=fr(AUB)=fr(A)Ufr(B).
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E.4.9 Sea X un conjunto infinito no numerable y 7 la topologia de los complementos
finitos sobre X. Probar que (X, 7) es separable, pero no tiene base numerable.

E.4.10 * Probar que el espacio /., de las sucesiones (x,,) de nimeros complejos, acota-

das, con la norma || x,, ||c.o=sup|x;,|, no es separable.
neN

E.4.11 * Sea (X, %) un espacio topolégico. Consideremos las cuatro propiedades si-
guientes:
a) X tiene base numerable.
b) X esseparable.
¢) Todo A C X que contiene solamente puntos aislados es numerable.

d) Toda coleccién de abiertos dos a dos disjuntos es numerable.

Probar que:

i) a)= b)=d).
a)=c)=d).
ii) En un espacio métrico las cuatro propiedades son equivalentes.

E.4.12 Sean (X,Z),(Y,%)y(Z,%) espacios topolégicosy f: X = Y yg: Y — Z aplica-
ciones. Probar que:

i) Sigo f esabierta (resp. cerrada) y f una sobreyeccién continua, entonces
g es abierta (resp. cerrada).

ii) Si go f es abierta (resp. cerrada) y g una inyeccién continua, entonces g
es abierta (resp. cerrada).

E.4.13 Sean (X,%),(Y, %) espacios topolégicos f: X — Y una aplicacion abierta (resp.
cerrada) y sea A € X laimagen inversa de un subconjunto B C Y por f. Probar
que la restricciéon f | A: A— B es una aplicacién abierta (resp. cerrada).

E.4.14 En R con la topologia usual, probar que:

i) Toda biyeccién continua f: R — R es abierta.

ii) Toda funcién polinomial P: R — R es cerrada.
E.4.15 Sean f: R— C, Ry C con sus topologias usuales,
¢(x,0)=sup{|f(s)—f(e)llt €(x—6,x+0)}y
p(x)=1inf{p(x,6)| 6 > 0}.



490 Ejercicios finales

Probar:

1) @ essuperiormente semicontinua.
ii) f continuaen x <= @(x)=0.

iii) El conjunto de puntos de continuidad de una funcién arbitraria de R en C
esun Gg.

Capitulo 5
E.5.1 Sea(X,, 24)ser una familia de espacios topologicos y sea X = [ [{X, | a € I}.
i) Muestre que las partes de X de la forma

l_[{U“ |ael} (U, e Z,paracadaa)

forma la base de una topologia Z en X.

ii) Muestre que la topologia producto en X es mads gruesa que la topologia
ZenX.

iii) Muestre que la topologia es discreta si cada factor X, tiene la topologia
discreta.

iv) Muestre que existen filtros no convergentes .% sobre X tales que cada una
de sus proyecciones converge.

E.5.2 Sean Y y Z subespacios de un espacio topolégico X tales que X = YUZ. Muestre
que si un conjunto M de Y NZ es abierto (resp. cerrado) en Y y en Z, entonces
M es abierto (resp. cerrado) en X.

E.5.3 Sean Y y Z subespacios de un espacio topoldgico X tales que X = YUZy
ANB=BnA=0,donde A=Y NCZyB=2ZnCY.

i) Muestre que si M es cualquier subconjunto de X, entonces la cerradura
de M en X eslaunién de la cerradurade M NY en Y yde la cerradura de
MnZ en Z.Deduzcaquesi M NY escerrado (resp. abierto)en Y yMN%
es cerrado (resp. abierto) en Z, entonces M es cerrado (resp. abierto).

ii) Sea f una aplicacién de X en un espacio topolégico X’. Muestre que si
f1Y y f|1Z son continuas, entonces f es continua.

E.5.4 Sea(X,),c; unafamilia infinita de espacios topolégicos tal que cada X, contiene
al menos dos puntos distintos a,, b, y tal que existe una vecindad de b, que no
contiene a a.
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E.5.5

E.5.6

E.5.7

E.5.8

E.5.9

E.5.10

i) Sean C ={xg | p €I} y Cy € X = x{X,, | @ € I} tal que 7tg(xg) = b y
ﬂa(xa):aa’a#ﬁ'
Muestre que todo punto de C es aislado.

ii) Deduzca de i) que la topologia de X tiene base numerable siy sélo si I es
numerable y la topologia de cada X, tiene base numerable.

iii) Muestre que si el conjunto de indices I no es numerable, el punto b =(b,)
de X no tiene un sistema fundamenltal de vecindades numerable.

Sea R una relacién de equivalencia en R definida por xRy si existe n € Z tal
que x,y €(n,n+ 1]. Probar que la aplicacién canénica ¢: R — R/R no es ni
abierta ni cerrada.

Sean (X, Z') un espacio topolégico, D ={x € X | {x} e X}y E = X \ D. Muestre
que
X =3lig)e=EeZ,

donde i es la inyeccién canénica.

Sea T larelacién de equivalencia en QQ que se obtiene identificando todos los
puntos de Z. Muestre que T es cerrada y que si U es la relacién de igualdad en
@, entonces la biyeccién canénica de Q x Q/U x T sobre Q x (Q/T) no es un
homeomorfismo.

Sean (X, Z') un espacio topolégico, (X, Z,)eer una familia de espacios topologi-
c0S ¥ (fy)aer una familia de funciones de X en X,,. Muestre que & = _#(fy)qer Si
y s6lo si para todo filtro # € X, % — a equivale a que f,{Z} — f,(a) para todo
ael.

i) Sean (X, )47 conjuntos y para todo a € I, sea %, un filtro en X,. Sea 4 la
coleccion en X =[ [{X, | @ € I} cuyos elementos son de la forma [ [{E, | a € I},
donde F, = X, excepto para un ntmero finito de indices y F, € %, para todo a.
Muestre que % es una base de filtro en X (el filtro & generado por 2 se llama
filtro producto de los filtros Z,).

ii) Muestre que en i) es suficiente que la coleccién 23 esté formada por productos
[[{E.| @ €I}, donde F, € 8,y A, es una base de Z,.

iii) Muestre que el filtro de vecindades de un punto cualquiera x =(x,) € X en
[ I X, es el producto de los filtros de vecindades de cada una de los x, € X,,.

Sea (X, Z') un espacio topoldgico. Probar que la unién de una familia localmente
finita de cerrados es cerrada.
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Capitulo 6

E.6.1 Sean Ay B subconjuntos de un espacio topolégico (X, Z).

i) Demostrar que si Ay B son cerrados tales que AU B y AN B son cone-
x0s, entonces A y B son conexos. Mostrar mediante un ejemplo que no
obtenemos el mismo resultado si uno de los conjuntos no es cerrado.

ii) Supongamos que Ay B son conexos y que AN B # ). Demostrar entonces
que AU B es conexo.

E.6.2 Para cada par de enteros positivos ayb, sea U(a,b)={an+ bn € Z} UN. Probar
que:

i) {U(a, b)| a es primo relativo con b} es una base para una topologia Z en
N.
ii) Para cada ntmero primo p, el conjunto {kp | k € N} es cerrado en (N, &).

iii) Sip es el conjunto de todos los ndmeros primos, entonces P = .

iv) (N, 2) es conexo. (Indicacion: Probar quesi W € 2 ysi WNU(a, b) =0,
entonces ningtin multiplo de a puede pertenecer a W).

E.6.3 Utilizando la caracterizacion v) de los espacios conexos, demostrar el siguiente
resultado:

Sea (f,,) una sucesion de funciones derivables definidas sobre un intervalo (a, b)
y con valores en R. Supéngase que:

i) Existe un punto x; € (a, b) tal que la sucesion (f,,(x,)) converge.

ii) Paratodo x €(a, b) existe un entorno ¥(x) de x en (a, b) tal que en ¥(x)
la sucesion de las derivadas () converge uniformemente.

Probar que para todo x € [a, b) la sucesioén (f,,) converge uniformemente en
¥(x). Ademas, si para x € (a, b), f(x) = lirIlnf,,(x) yglx)= lirrlnf,:(x), entonces
g(x)=f’(x) para cada x €(a, b).

o0
Concluir que en particular si Z U,(x) es una serie uniformemente convergente

en cada subintervalo cerrado y acotado de (a, b) de funciones derivables que
cumple ii) (sustituyendo (f,) por Zk — /(x)), entonces para todo x €(a, b) se
tiene:

(ZU x)) =iU,:

n=0
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E.6.4

E.6.5

E.6.6

E.6.7

E.6.8

E.6.9

E.6.10

E.6.11

E.6.12

Sean (X, %),(Y, 2) espacios topolégicos conexos y Ay B subconjuntos propios
de X y Y respectivamente. Mostrar que en el espacio producto X x Y el com-
plemento de A x B es un conjunto conexo.

Probar que un espacio topolégico (X, Z') es conexo si y sélo si para cualquier
cubierta abierta (U, ),c; y cualquier par de puntos x, y € X existe una subfamilia
finita a;, @y, ..., a; de I tal que:

XEUnANYy €Uy AUyjNUy 0= j—i|<1)

Sea (X, 2) un espacio topolégico y R una relacidon de equivalencia sobre X tal
que toda clase de equivalencia segin R esté contenida en una componente co-
nexa de X. Demostrar que los componenetes conexas de X /R son las imagenes
canodnicas de los componentes conexas de X.

Probar que toda aplicacién continua f de un espacio conexo en C tal que e/
sea constante es constante.

Sean (X,Z’) e (Y,2) conexos y f una aplicacién de X x Y en (Z, %) tal que
cada una de las aplicaciones parciales f,: X — Zy f,: Y — Z son continuas.
Demostrar que f[X x Y] es conexo.

Demostrar que toda aplicacion continua de E! en R alcanza el mismo valor al
menos en dos puntos opuestos de E*.

Sea (X, Z) localmente conexoy A C Y. Si d A es localmente conexo probar que
A es localmente conexo.

Sea (X, %) localmente conexo, X = AU B, donde Ay B son cerrados y AN B es
localmente conexo. Probar que entonces ambos conjuntos Ay B son localmente
CONEXOS.

En el plano R? sea el subespacio
E={(x,y)[(x=nAye[0,1]) V(x€QA ye[-1,0])}

i) Probar que E es conexo pero no localmente conexo.

ii) Si t—(f(t), g(¢)) es una aplicacién continua de [0, 1] en E, probar que f
es constante.

(Indicacién: Si existen puntos t, €[0,1] tales que g(¢;) < 0, considérese el con-
junto abierto U c [0, 1] de todos los t tales que g(t) < 0y apliquese el hecho de
que todo abierto de R se puede poner como una unién a lo méas numerable de
intervalos abiertos disjuntos).
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E.6.13

E.6.14

E.6.15

Definir una topologia sobre R més fina que la usual para la cual R sea conexo
pero no localmente conexo.

Sea ¢ un nimero irracional. Se considera la aplicacién f de R en el toro T2
que a todo t € R, le hace corresponder la imagen canénica en T? del punto
(t,at)eR?.

Claramente f es inyectiva y continua. Demostrar que para la topologia inicial
Z definida por f en R, (R, Z’) es conexo, pero no localmente conexo.

Se dice que un espacio topolégico de Hausdorff es extremadamente disconexo
si en él la cerradura de todo abierto es también un conjunto abierto.

Probar que un espacio extremadamente disconexo no contiene ningin subes-
pacio homeomorfo al subespacio de R formado por los ntimeros = (n € Z*) y el
namero 0.

Deducir que entre los espacios metrizables, los discretos son los tinicos extre-
madamente disconexos. (Estos espacios adquieren importancia en la teoria de
dlgebras uniformes.)

Capitulo 7

E.7.1

E.7.2

E.7.3

E.7.4
E.7.5
E.7.6

E.7.7

Sea F: (X,%)— (Y, 2) una sobreyeccion continua. ;Si (X, ') es un T;—espacio
(i=0,1,2), entonces (Y, Z) es necesariamente un T;—espacio? ;Si (Y, %) es un
T;—espacio, entonces (X, Z) es necesariamente un T;—espacio?.

Sea (X, ') un espacio de Hausdorff. Probar: Si x;, ..., x, son puntos distintos
de (X,Z), entonces existen abiertos mutuamente disjuntos Uj, ..., U, tales que
X; € l]t

Probar: Todo espacio de Hausdorff infinito contiene un subespacio infinito
discreto.

Sean (X, 2') de Hausdorffy A c X. Probar: A’ es cerrado.
Probar: Si (X, 2) es de Hausdorff, entonces el cono C X es de Hausdorff.

Probar: Si (X, %) es regular, entonces dos puntos distintos x,y € X pueden
separarse por dos vecindades cerradas disjuntas. Dar un ejemplo de un espacio
topolégico que cumple esta propiedad sin ser regular.

Sea R una relacién de equivalencia sobre un espacio regular (X, ') tal que
la aplicacién canénica ¢: X — X/R es abierta y cerrada. Entonces el espacio
cociente X /R es de Hausdorff.
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E.7.8

E.7.9

Sea (X, Z’) un espacio completamente regular y sea 6}, (X) el conjunto de todas
las funciones reales continuas acotadas sobre (X,%'). Para todo x € X, f €
6p(X), sea

Ulx, f,e)={y lIf(x)—f(y)l <e}.

Probar que {U(x, f,€)| f € 6,(X), x € X, £ >0} es una subbase de &'.

Sea (X, Z’) completamente regular y sea f: X — R semicontinua inferiormente.
Probar que f = sup(f,) para una familia apropiada (f,),c; de funciones conti-
nuas.

Inversamente: Si toda funcién semicontinua inferiormente sobre un espacio to-
poldgico (X, Z') puede representarse como supremo de una familia de funciones
continuas, entonces (X, ') es completamente regular.

Capitulo 8

E.8.1

E.8.2

E.8.3

E.8.4

E.8.5

E.8.6

Sea < la relacion de orden lexicogréfica sobre X =[0, 11> definida por
(x, )<, y)ex<x'v(x=x'Ay<y)
Probar que X provisto de la topologia de orden asociada es compacto.

Sea (E,|| - ||) un espacio normado. Probar: Si K C E es compactoy C C E es
cerrado, entonces K + C es cerrado en E.

Mostrar mediante un ejemplo que en general la suma de dos cerrados no es
cerrado.

Sea (X,2) compactoy H c €(X,R)tal que

i) f,geH= fgeH.

ii) Para todo x € X existe una vecindad U, € ¥(x)y una funcién f, € H tal
que fx[Ux] ={0}.

Probar: H contiene la funcién constante f =0.

Sea (X, %) compactoy conexoysea C C X cerrado. Probar que existe un cerrado
conexo minimo B tal que B c C.

Probar que todo T,—espacio localmente compacto es regular.

Probar:
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E.8.7

E.8.8

E.8.9

E.8.10

E.8.11

E.8.12

i) Todo AN2 espacio localmente compacto es numerable al infinito.

ii) Un espacio localmente compacto es numerable al infinito si y sélo si es de
Lindelof.

Sea (X, %) completamente regular, C C X compacto y U € ¥(C). Probar que
existe una funcién continua f: X — [0,1] tal que f(x)=0paratodo x e Cy
f(x)=1paratodo x € X\ U.

Sea f: (X,%)— (Y, 2) continua y (C,) una sucesién decreciente de subconjun-
tos compactos de (X, Z'). Probar que

f[nQNC"] - nQNf[Cn]

Sean (X, %) compacto, R una relacién de equivalencia sobre X y ¢: X — X/R
la aplicacién canodnica.

Probar: X /R es de Hausdorff si y sélo si ¢ es cerrada.
Sabemos que las proyecciones sobre un espacio producto en general son abiertas

pero no cerradas. Veremos ahora que las proyecciones paralelas a espacios
coordenados compactos son cerradas.

Probar: Si (X, Z’) es un compacto (Y, 2) un T,—espacio, entonces la proyeccion
(x,y)— y de X x Y sobre Y es cerrada.

Sea f una aplicacién de un espacio(X, Z') en un T,—epacio (Y, ). Probar:

i) Sif escontinua, entoncesla graficade f escerradaen X x Y pero el inverso
no se cumple necesariamente (dar un contraejemplo para X = Y =R).

ii) Si(Y,2)es T,—compacto entonces una aplicacién f: X — Y es continua
siy sélo si su gréfica es cerradaen X x Y.

Indicacién: Utilizar ejercicio E.8.10.

Sean (X, 2') un T—espacio (Y, %) compactoy f: X x Y — R continua. Probar:
Las aplicaciones

M()=sup{f(,y)lyeY}ym()=inf{f(,y)ly €Y}

son continuas.

Indicacion: Paratodoreal r e Rdefina S, ={(x, y)| f((x, y)) = r} y utilice ejerci-
cio E.8.10.
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E.8.13

E.8.14

E.8.15

E.8.16

E.8.17

E.8.18

E.8.19

E.8.20

Sean (X, %), (Y, 2) espacios compactos y sea f una aplicacién de X x Y en un
T,—espacio (Z, %) tal que para todo x € X la aplicaciéon y — f(x, y) es inyectiva.
Sea z, € Z. Probar:

i) Elconjunto C={xeX|3yeY,(f(x,y)=2y)} escerrado en (X, Z).

ii) La ‘funcién implicita’ ¢: C — Y definida por f(x, ¢p(x)) = zo (x € C) es
continua sobre C.

Sean (X, 2) numerablemente compacto (Y, %) un AN 1 espacio. Probar: Toda
biyeccion continua f: X — Y es un homeomorfismo.

Sea X = I! el espacio de todas las funciones x:[0,1] — [0,1] provisto de la
topologia producto. Sea B el conjunto de todos los x € X para los cuales existe
un subconjunto numerable N c I tal que 7,(x) = 0 para todos los t € N y
m,(x)=1paratodoslos t € I \ N.Probar: B es numerablemente compacto pero
no es compacto.

Probar: un espacio (X, %) es de Lindelof (resp. compacto), siy sélo si toda
cubierta abierta de X tiene un refinamiento numerable (resp. finito).

Probar: la compactificaciéon de Stone-Céch es conexa si y sélo si X es conexo.

Probar que la compactificacién de Stone-Céch B X de (X, Z') estd caracterizada
por la propiedad siguiente: Toda aplicacion continua f de X en [0, 1] tiene una
(Gnica) prolongacién continua F: X —[0,1].

Sean (X, Z') un espacio normal, C € X cerrado y f una aplicacién continua de C
en un espacio completamente regular (Y, %). Probar que f puede prolongarse
a una aplicacién continua F: X — Y donde Y es un espacio compacto que
contiene a (Y, 2).

Sean (X, %), (Y, 2) espacios localmente compactos y (X*, Z*) (resp.(Y*, 2*))
las compactificaciones de Aleksandrov obtenidas por adjuncién de los puntos
infinitos w (resp.w’). Una aplicacion f: X — Y puede prolongarse continua-
mente a X* poniendo f(w)= w’ siysélo si para todo compacto K C Y laimagen
reciproca f~'[K] es compacta. (Las aplicaciones con esta propiedad se llaman
aplicaciones propias.)

Capitulo 10

E.10.1

Sea (X, Z) un espacio regular que puede ser cubierto por una sucesién (C,) de
subconjuntos compactos. Probar que (X, Z') es paracompacto.
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E.10.2

E.10.3

E.10.4

E.10.5

E.10.6

E.10.7

E.10.8

E.10.9

Probar que si todo subconjunto abierto de un espacio topolégico (X, %) es
compacto entonces todo subespacio de (X, %) es paracompacto.

Sea (X, %) paracompacto y A C X cerrado. Probar que X /A es paracompacto.

Sea (X, %) paracompacto y A C X un conjunto con la siguiente propiedad: Para
cada abierto U D A, existe un F,—conjunto F con AC F c U. Probar que A es
paracompacto.

*Un espacio es llamado numerablemente paracompacto si cada cubierta abierta
numerable tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Prueba: (X, ') es numerablemente paracompacto si y sélo si para toda sucesion
decreciente de cerrados F, tal que N F, = existe una sucesién decreciente de
abiertos G, tal que G,, D F, paratodonynG, =0.

Indicacién: Para probar la necesidad basta tomar B como un refinamiento lo-
calmente finito de {X \ F, | n € N} y construir G,, convenientemente.

Para probar la suficiencia, dado un cubrimento abierto {U, | n € N}, poner
E, =X\ '61 U; y hallar una familia conveniente (G,,) de abiertos tales que G,, D F,,.
P

Entonces la familia (G, NU,4) es el refinamiento buscado.

(Particiones de unidad diferenciables). Probar que en una variedad diferenciable
de clase ¢ existen particiones de unidad diferenciables de clase ¢* subordina-
das a cada cubierta abierta.

Indicacion: Ver ejercicio 7.6.13.
Sean (X, Z') un espacio metrizable y R una relacién de equivalencia cerrada

en X. Probar que si las clases de equivalencia de la relacién R son compactas,
entonces el espacio X /R es metrizable.

Probar que un espacio compacto (X, 2’) es metrizable siy sélo si la diagonal de
X x X es un G,—conjunto.

Indicacion: Sea A = ﬂN G,,donde G, es abierto en X x X paratodo n.
ne

Definir para cada n una cubierta abierto finita &,, de X tal que U x U C G,, para
cadaU € 9,.

* Se dice que un espacio topolégico es perfectamente normal si es normal y si
ademads en él todo cerrado es un G,;.

Probar:
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i) Siel producto X x Y de dos espacios topolégicos cualesquiera (X, %)y
(Y,2) es tal que todos sus subespacios son normales, entonces o todo
subconjunto numerable de X es cerrado o Y es perfectamente normal.

Indicacién: Suponer que existe un conjunto numerable M C X tal que M \ M #§
yun cerrado N C Y que es un G,. Considerar los conjuntos

A=MxNyB={x}xY\N,
donde x e M\ M.

ii) Usando los ejercicios 8 y 9i) demostrar que un espacio compacto (X, ') es
metrizable siy sélo si el producto X x X x X es perfectamente normal.

Capitulo 11
E.11.1 Sea X un conjuntoy R € X x X una relacién de equivalencia sobre X. Probar:

i) B :={R" | n € N} es un sistema fundamental de vecindades para una
estructura uniforme %5 sobre X.

ii) Si X es finito, toda estructura uniforme sobre X se define de tal forma por
una relacién de equivalencia.

E.11.2 Sea X =Zy p € Z un nimero primo. Para n >1sea U, ={(x,y)€Z? | x—y =0
mod p"}.

Probar:
i) B ={U, | n € N*} es un sistema fundamental de vecindades para una
estructura uniforme %,, (llamada p—adica) sobre Z.
ii) Determinar una métrica sobre Z tal que %, = %,;.
iii) Sean p, p/ dos nimeros primos diferentes. Probar que las estructuras uni-
formes %, y %, no son comparables.

E.11.3 Sean %; (i =1, ...,5) las 5 estructuras uniformes siguientes sobre R:

i) % =Uy, donded(x,y)=|y—x|.
ii) %, = Uy, donde d’(x, y)=|arctan x —arctan y|
_1-x?

iii) % =Ug,,q,), donde f(x)= 2 y g(x)= 7=

iv) %= Uya;|f:R—Rcontinua}
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V) %5 = l]{df |f: R—Rcontinuay acotada}

Probar: Todas estas estructuras uniformes definen sobre R la topologia usual.
Dibujar el grafico del conjunto ordenado ({%; | i = 1,...,5}, C). Determinar
cudles son las aplicaciones informemente continuas de (R, %;) en (R, 24) (i =
1,...,5).

E.11.4 Proveamos a R de su estructura uniforme aditiva. Probar:

i) U={(x,y)eR?||x—y|<1V xy>1}esunentorno cerrado en R?.

ii) U({n eN|n >2})no es cerrado aunque {n € N| n > 2} es cerrado en R.
E.11.5 Sea (X, %) un espacio completamente regular. Probar:

i) La estructura uniforme m4s fina % sobre X que define la topologia 2 estd
caracterizada por la propiedad universal: Para cualquier espacio uniforme
(X’, "), toda aplicacién continua f: (X, ) — (X’,Z’ u’) es uniformemen-
te continua de (X, %) en (X/,%’).

ii) La estructura uniforme inducida sobre X por la estructura uniforme de su
compactificacién de Stone-Cech X es la estructura uniforme mads gruesa
para la cual todas las funciones continuas f: X — [0, 1] son uniformemente
continuas.

E.11.6 Sea(X,%)un AN 2—espacio localmente compacto de Hausdorff. Probar que
existe una métrica d tal que & = %X; y que (X, Z;) es completo.

E.11.7 Sean X un conjunto y (X', %/’) un espacio uniforme. Probar:
i) Paratoda aplicacién f de X en X’ la base de filtro
B={f =) WIWex'}

define una estructura uniforme % (f,(X’, %')) sobre X (llamada estructura
uniforme inducida por f sobre X).

i) % (f,(X’,%")) es la estructura uniforme mads gruesa sobre X para la cual
f: X — X’ es uniformemente continua.

E.11.8 Sea (f,)ser una familia de aplicaciones de un conjunto X en un espacio seudo-
métrico (Y, d). Entonces la estructura uniforme inicial 2/ definida por (f,)aer
sobre X es igual a la estructura uniforme %, definida por la coleccion de seudo-
métricas u = {dy, | @ € I}, donde

dfa(x’ y)=d(fo(x), fo(¥)).
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E.11.9

E.11.10

E.11.11

E.11.12

E.11.13

E.11.14

E.11.15

Sea ((X,, %,))4e; una familia de estructuras uniformes. Se define sobre la suma
X = UX, de (X,)qer 1a estructura uniforme suma como la estructura unifor-
me mads fina % para la cual todas las inyecciones canénicas i,: X, — X son
uniformemente continuas. Probar que %/ define la topologia suma sobre X.

Sea G un grupo y Z un filtro sobre G que cumple:

) VeZ=IWeF W - W={x-y|x,yeW}cCV.
i) VeZ=V1={x1|xeV}eZ.
iii) acGAVeFZ=aVa'l={axa'|xeV}eZ.
Probar: Existe una tinica topologia & sobre G (compatible con la estructura del

grupo) tal que 7 es el filtro de vecindades del elemento neutro e en el grupo
topolégico (G, Z).

Sea (G, %) un grupo topolégico. Probar:

i) Los filtros de vecindades ¥(a) de a € G se obtienen por multiplicacién de
a por el filtro ¥(e), donde e es el neutro de G: ¥(a)=a¥(e)=Y¥(e)a.
ii) Las aplicaciones x — xa, x — ax, x — axa~! son homeomorfismos de
(G,Z)(aeG).
Probar: Todo grupo topolégico es completamente regular.

Sea (G, 2’) un grupo topolégico. Probar:

i) Si G’ ¢ G esun subgrupo de G, entonces G’ es un subgrupo de G.
ii) Todo subgrupo abierto de G es cerrado.
iii) Sean (G, %),(G’,2) dos grupos topolégicosy h: G — G’ un homomorfis-
mo continuo en e (neutro de G). Entonces h es uniformemente continuo.

Sea (G, Z’) un grupo topoldgico. Probar: la componente conexa del elemento
neutro e es un subgrupo normal cerrado.

Probar: Todo grupo localmente compacto (G, Z’) es completo con respecto a las
dos estructuras uniformes canénicamente asociadas % y %, (ejemplo 10.1.11).

E.11.16 *Sea (G, %) un grupo conmutativo localmente compacto.

Se llama cardcter sobre G a todo homomorfismo continuo 2 de G en el grupo
del circulo T ={z € C||z| =1} provisto de la topologia inducida.

Probar:
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i) Elconjunto G de todos los caracteres sobre G forma un grupo conmutativo
con respecto a la multiplicacién puntual.

ii) Los conjuntos U(K,¢):={y eal |¥(x)—1] < e paratodo x € K} (K Cc G
compacto ¢ > 0) forman un sistema fundamental de vecindades del neutro
e para una topologia X compatible con la estructura de grupo de G.

iii) ((A;,&‘Af ) es localmente compacto.

iv) Si G es compacto, entonces G es un grupo discreto (i.e. 2 esla topologia
discreta).

v) Si G es discreto, entonces 6 es compacto.
vi) R=R; N="T; T=N.
E.11.17 Sea (E, ') un espacio vectorial topolégico sobre R. Probar:
i) Sip: E — R es una seminorma continua, entonces
B,:=B,(0,1)={x€E | p(x)<1}

es una vecindad convexa cerrada de 0 que es simétrica, i.e. —B,=B,.

ii) Inversamente, si B es unavecindad convexa simétricade Oen(E, ), enton-
ces el funcional de Minkowsky pj asociado a B (E1.13) es una seminorma
continua sobre (E, ') tal que B, = B.

iii) Si By,..., B, sonvecindades convexas simétricasde 0y py, ..., p, los funcio-
nales de Minkowsky correspondientes, entonces p : x — sup{p,(x),..., p,(x)}
es el funcional de Minkowsky para B=B;N...NB,,.

iv) La estructura uniforme de un espacio vectorial topolégico localmente
convexo (E, Z) puede definirse mediante una coleccién 22 de seminormas,
osea Uy = Uy y, por tanto, Xp =X

E.11.18 Demostrar que un espacio métrico (X, d) es completo siy sé6lo si toda inmersion
por isometria de (X, d) en otro espacio métrico es cerrada.

E.11.19 * Elsiguiente ejercicio expone otro método de completamiento de un espacio
meétrico.

i) Sea (X, d) un espacio métrico. Dos sucesiones de Cauchy (x,) v (3,) en
(X, d) se dice que son equivalentes si lim d(x,, ,,) = 0. Demostrar que esta
relacién es una relacion de equivalencia.
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ii) Probar que el conjunto cociente X asociado a dicha relacién con la métrica
d((x,),(y,))=limd(x,, y,) es un espacio métrico completo.

iii) Probar que la aplicacién:
it X — iX)cX
x = (x)

donde x,, = x (n € N) es una isometria y que el par (i, i(X)) es por tanto un
completamiento de (X, d).

iv) Generalizar este proceso de completamiento a T,—espacios uniformes
cualesquiera sustituyendo sucesiones de Cauchy por filtros de Cauchy.

E.11.20 Demostrar que un espacio métrico (X, d) es compacto siy s6lo si (X, d) es com-
pleto para cualquier métrica 6 topolégicamente equivalente a d.

E.11.21 Sea (x,),e; una familia de puntos en un espacio de Hilbert (H, (.)). Probar que
son equivalentes

i) (Xg)aer €S Un conjunto total.
i) (x4, x)=0,Ya= x=0.
Si la familia es ortonormal, entonces i) y ii) son equivalentes a
iii) (x4)qer €s una familia ortonormal maximal.

E.11.22 Demostrar que todo espacio de Hilbert separable tiene un subconjunto total
numerable.

E.11.23 Utilizando la aplicacién 3 de la seccién 11.6 demostrar que para todo subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert (H, (-)) se tiene H = M @M<, donde:

Ml:{y eH|Vx€M<x,y>:0}
es llamado ortogonal de M.

E.11.24 Utilizando el ejercicio E11.23 demostrar que para un espacio de Hilbert (H, {-))
se tiene el siguiente resultado, que precisa el ejercicio E1.12:

La aplicaciéon
H — H’(dual topolégico de H)
a — a' (a(x)=(xa))

es una isometria.
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E.11.25 Sea(a,) un sistema ortonormal total en un espacio de Hilbert (H, (-}). Probar:

i) La serie Zn 1{x,a,)|* es convergente y se tiene que

[ee]

2
|(x,a,) =l x ||
n=1

[ee]

(x,a,) y,an (x y)
=il

n

ii) La serie de término general (x, a,) a, es convergente en H y se tiene que

oo
= Exan

n=1

oo
Reciprocamente, para cualquier sucesion de escalares (1,,) tal que Y. |4,

n=1
es convergente, existe un tnico vector x € H tal que (x a ) 7Ln para todo

n.

E.11.26 *i) Sea (X, d) un espacio ultramétrico (E1.1). Probar que para que una sucesion

(x,) en X sea de Cauchy es necesario y suficiente que lim d(x,,, x,,,1) =0.
n

ii) Sean A un conjunto arbitrario y X el conjunto de todas las sucesiones infinitas
x =(x,) de elementos de A. Para cada par de elementos distintos x =(x,),y =
(y,) de X, sea k(x, y) el menor entero tal que x,, # y,. Sea

d(x,y)= six#y;d(x,y)=0six=y.

1
k(x,y)

Demostrar que d es una distancia ultramétrica en X y que el espacio métrico
(X, d) es completo.

E.11.27 *Sean E ={a,, a,, ..., } un conjunto numerable y

1 1
d(ay,a,)=0; d(a,,a;)=10+ > + P sip#q.

i) Probar que d es una métrica en E y que (E, d) es completo.

ii) Sea f: E — E definida por f(a,)= a,.,. Probar que d(f(x), f(y)) < d(x,y),
pero que f no tiene ningiin punto fijo en E.
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E.11.28

E.11.29

E.11.30

E.11.31

E.11.32

E.11.33

E.11.34

iii) Modificando un poco este ejemplo, construir un espacio métrico (F, )y
una aplicacién f de F en si mismo tal que 6(f(x), f(y)) < 6(x,y)y que
ademds posea un punto fijo a € F y sin embargo paratodo x # a la sucesion
de valores iterados (f"(x)) no tienda hacia a.

Demostrar que el espacio normado (E, N) definido en el ejercicio E1.6 es com-
pleto.

Sea (X, %2/)un espacio uniforme tal que toda toda sucesién de puntos en X tenga
al menos un punto adherente en X. Probar que X es precompacto.
(Indicacién: Por reduccién al absurdo).

*Sea (X, %) un espacio uniforme. Para todo V € % sea V c 22(X)x 2(X) forma-

do porlos pares (M, N)de subconjuntos de X tales que se tiene simultdneamente
que M C V(N) y N c V(M).

i) Mostrar que los conjuntos V constituyen un sistema fundamental de en-
tornos de una estructura uniforme %/ sobre 2 (X).

ii) Sea §(X) el conjunto de las partes cerradas no vacias de X provisto de la
estructura uniforme inducida por la estructura uniforme % . Demostrar
que si X es precompacto, también lo es F(X).

Probar que si todo punto de un espacio topolégico (X, Z') tiene una vecindad la
cual es un espacio de Baire, entonces (X, Z) es un espacio de Baire.
Sea X el subespacio de R? formado por los puntos (r,0) con r € Q y los puntos

k1
(—, —) donde n > 1y k € Z. Probar que X es un espacio de Baire.
nn

*Sea (X, &) un espacio de Baire y sea ( f,,) una familia de funciones semicontinuas
inferiormente sobre X tales que, en todo punto x € X, sup,, f,(x) es finito. Probar
que todo conjunto abierto no vacio en X contiene un conjunto abierto no vacio
en el cual la familia ( f,) es uniformementre acotada superiormente.

* Un espacio topolégico (X, Z') se llama polaco si es metrizable con base nume-
rable y si existe una métrica compatible con la topolégia de X parala cual X es
completo.

Probar las siguientes propiedades:

i) Todo subespacio cerrado de un espacio polaco es polaco.

ii) Todo subespacio abierto de un espacio polaco es polaco.
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iii) El producto de una familia numerable de espacios polacos es polaco.

iv) Si(X,Z') es de Hausdorff, entonces la interseccién de una sucesion (A,,)
de subespacios polacos de X es un subespacio polaco.

Concluir de iv) que I considerado como subespacio de R es un espacio polaco.

E.11.35 * Probar que un subespacio Y de un espacio polaco (X, %Z’) es polaco siy s6lo si

Y eslaintersecciéon de una familia numerable de conjuntos abiertos en X.

Concluir que un espacio X es polaco siy s6lo si es homeomorfo a una intersec-
ci6én numerable de conjuntos abiertos en el cubo IV, donde I es el intervalo
[0,1].

Capitulo 12

E.12.1

E.12.2

E.12.3

E.12.4

E.12.5

Sea X un conjunto y sea (Y, %) un espacio uniforme de Hausdorff con card
Y #2.Sean 0,y 0, c 2(X) colecciones saturadas por uniones finitas y por
subconjuntos tales que 0, C 0,y 0, # 0, . Probar que %, , es estrictamente
mds gruesa sobre §(X, Y) que %,,. En particular:

i) Si(X,%)esun T,—espacio no compacto, entonces %, es estrictamente
mads gruesa que %,,.

ii) Si(X,%’)esun T,—espacio que contiene un subconjunto infinito compacto,
entonces %, es estrictamente mds gruesa que %,.

Sea I =[0,1]. Determinar un subconjunto denso numerable de §,(1, I). 3§, (I, 1)
es tambien separable?

Sean (X, Z') un espacio topolégico y A una subdlgebra de (X, R). Entonces la
cerradura A de A en €, (X,R) es una subdlgebra de €(X,R).

Sean (X, %) un espacio topolégico, o ¢ Z(x) y (Y, %) un espacio uniforme.
Probar:

i) Sio ={A|Aec 0o}, entonces las estructuras uniformes inducidas por U, y
Uz en €(X, Y) son iguales.

ii) Si(Y,%) es de Hausdorff y Uo es denso en X, entonces €, (X, Y) es de
Hausdorff.

Sea I =[0,1]. ;Cudles de los siguientes subespacios de (I, I) son compactos?

) {fe3(,D)]f(0)=0}.
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E.12.6

E.12.7

E.12.8

E.12.9

i) {fed(,1)|f(0)=0}.
iii) {f €¢(I,I)|f esderivabley| f’(x)|< 1 para todo x € I}.

Sean (X, 2) un espacio topolégico y (Y, %) un espacio uniforme.
Probar que la aplicacion:
e: X xC, (X, Y)-Y
definida por e(x, f) = f(x) no es necesariamente continua si (X, Z’) no es local-

mente compacto.
(Indicacion: Tomar X =Q, Y =[0,1]).

Sean (X, Z') e (Y, 2) espacios topolégiccos. Para todo A€ f(X)y B € B(Y) sea
F(A,B)={ue¢(X,Y)| ulAlc B}.

Sea ® una cubierta abiertade Y.

Denotaremos por 25 a la topologia sobre €(X, Y) generada por todos los con-
juntos F(C,V), donde V € 2 y C es un subconjunto cerrado en (X, %) cuya
imagen est4 contenida en al menosun U € ©.

Probar:
i) ZpesmdasfinaqueZ,,.Si(X,Z)esregularentonceslaaplicacion (u, x) —
u(x)de @€(X,Y)x X en Y es continua si €(X, Y) es provisto de la topologia
Xo.
ii) Sea (X,2’) completamente regular. Probar que si existe una topologia 2’

mds gruesa sobre €(X,R) con respecto a la cual la aplicacién (u, x) — u(x)
es continua, entonces ' =2%,.

Probar que para todo M > 0, el conjunto
H={f€¢(0,1],R)||f’(x)| < Mpara todo x €[0, 1]}
es equicontinuo.

Sean (X, 2) un espacio topolégico y (E, || - ||) un espacio normado sobre R o C.
Sean H c §(X, E) equicontinuo en x, € X y k > 0. Entonces el conjunto:

sz{Zc,-U,- | U,-eH,ZlC,-ISk}
i

1

es equicontinuo en x.
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Ejercicios finales

E.12.10

E.12.11

E.12.12

E.12.13

E.12.14

E.12.15

Sea I =[—1,1] y sea para todo n € N*

forRy— 1

definida por:

[fu(x)=sen(v/(x +4n2m2)).

Probar que {f, | n € N*} es una sucesién equicontinua de funciones que es
relativamente compacta en € (R, I) pero que noloesen €, (R, I).

Sean (X, Z) un espacio compacto y (f,,) una sucesién de aplicaciones continuas
de X en X que converge puntualmente pero no uniformemetne a una funcién
continua. Probar que {f, | n € N} es relativamente compacto en €, (X, Z') pero
noen€,(X,X)=C.(X, X).

Sean (X, %) e (Y,%’) espacios uniformes y H c Z(X,Y). Se dice que H es
uniformemente equicontinuo si:

VVew'IUeU: (x,x)eU=(f(x), f(x")eV

paratoda f € H.

Probar: H es uniformemente equicontinuo siy sélo sila aplicacién (x, k) — h(x)
de X xH en Y es uniformemente continua con respecto ala estructura uniforme
9, inducida sobre H.

Sean (X, 2) un espacio de Lindel6fy H ¢ €(X,R) un conjunto filtrante inferior-
mente con respecto al orden < tal que inf H es equicontinuo. Probar que existe
una sucesion (f,,) (f,, € H) que converge puntualmente.

Sean I un intervalo compacto en R y (f,,) una sucesion creciente de funciones
fn €38(I,R) que converge puntualmente sobre I a una funcién continua g.Probar
que g es mondtona y que (f;,) converge uniformemente a g.

Sean (X, %) un T,—espacio compacto, (E, || - ||) un espacio normado real y H C
¢(X,R). Probar: Si H es denso en ¢,(X,R), entonces toda f € €(X, E) puede
aproximarse uniformemente por combinaciones lineales de funciones de H
con coeficientes en E de la forma

n
xHZaiui(x) (a;€E,u; €H).
i=1

(Indicacion: Considerar una cubierta finita % de X tal que 6[f[U]] < € para todo
Ue9).
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E.12.16 Sea (X,2’) un espacio compacto. Probar: Si § es un ideal cerrado del dlgebra
de Banach compleja €(X, C), entonces f € § implica f € § (obsérvese que f es
limite uniforme de funciones de la forma g f).

Probar los resultados de la aplicacién 5 para €(X, C) en vez de €(X,R).
E.12.17 Sean(X,%'),(Y,%)espacios compactos. Entonces toda funcién continua f: X —

Y induce una aplicacién:
[ Y)—X)

definida por
FiW)=hof (hea(Y)).

Probar:

i) f* esun homemorfismo del dlgebra &(Y) en €(X).

ii) f es sobreyectiva si y s6lo si f* es un isomorfismo de €(Y) sobre una
subdlgebra de €(X) que contiene a < 1 >.

iii) f esinyectiva siy sélo si f* es sobreyectiva.

iv) Si f es isomorfismo, entonces (f~1)* =(f*)\.

E.12.18 Sea (X, %) un espacio compacto. Probar:

i) Para todo homomorfismo h: €(X,R) — R diferente de 0 existe un tinico
punto x € X tal que h(f)= f(x) para todo f € €(X,R).

ii) Si (Y, 2) es otro espacio compacto, entonces para todo homomorfismo
de R—élgebras ¢: €(Y,R) — ¢(X,R) que aplica el elemento < 1 > sobre el
elemento < 1 > existe una tnica aplicacién continua f: X — Y tal que:

p(g)=go f paratoda g €(Y,R).






A

Conceptos sobre teoria de conjuntos

Supondremos al lector familiarizado con los conceptos basicos de la teoria de conjun-
tos. No obstante reuniremos en este apéndice algunos de los resultados y conceptos
fundamentales de dicha teoria, que hemos utilizado a lo largo del libro. Aprovechare-
mos para informar también al lector de la simbologia empleada.

Los simbolos siguientes los utilizamos a veces como abreviaturas de frases més
largas del lenguaje corriente:

«=» (leemos: estd definido por), declara una definicién.

«=>» lo empleamos cuando expresamos una definicién con una igualdad.
«=>» denota la implicacién légica.

«&=» denota la equivalencia l6gica.

«V» denota la disyuncién.

«\» denota la conjuncion.

«d x € X» denota al cuantificador existencial.

«Y x € X» denota al cuantificador universal.

A.1. Conjuntos

A.1.1 Denotamos a los conjuntos con letras mayusculas y a sus elementos con letras
minusculas.

En particular muchos conjuntos importantes se denotan por simbolos fijos,
entre ellos los siguientes:
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A.1. Conjuntos

A.l1.2

A.l1.3

A.l4

(): Conjunto vacio.

N: Ndimeros naturales (incluyendo al cero).
Z: Nimeros enteros.

Q: Numeros racionales.

I: Ntiimeros irracionales.

R: Ntimeros reales.

C: Numeros complejos.

El simbolo siguiente:
{a,b,c}

denota al conjunto que esta formado por los elementos a, b y ¢ y sélo estos.
Andlogamente para un ntimero finito cualquiera de elementos empleamos la
notaciéon

{a,d,h,....}

Cuando un conjunto estd formado por los elementos de un cierto conjunto X
que cumplen una cierta funcién proposicional P(x), empleamos la notacién

{xeX|P(x)}

Cuando esté claro del contexto cudl es el conjunto X escribimos simplemente
{x | P(x)}

Dados los conjuntos Ay B, se dice que A es un subconjunto (parte) de B y que
B es un superconjunto de A (notacion: <K AC B> o0 K BD A>) si

x€A=>x€B
Se dice que A es un subconjunto propio de B si:
(AcCB)A(A#B)

Se llama conjunto potencia de un conjunto X y se denota por < £ (X) > al
conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de X. En particulard € 2(X) y
X e2(X).



A. Conceptos sobre teoria de conjuntos 513

A.1.5 Se definen para dos conjuntos A € Z(X)y B € 22(X) las operaciones union,
interseccion y diferencia:

AUB:={xeX|x€AVxeB}
ANB:={xeX|x€AAx€<B}
A\B:={xeX|x€AAx ¢B}

Si B C A, A\ B se llama complemento de B con respecto a A. En particular X \ A
se denota por < [A>.

La unién e interseccién se generalizan de manera natural a un namero finito de
subconjuntos de X.

A.1.6 Algunas propiedades:

AUB=BUA; ANB=BNA (conmutatividad)
AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC (asociatividad)
AN(BNC)=(ANB)NC=ANBNC (asociatividad)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (distributividad)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributividad)

CAUA=X; AnCA=0

AcB=(A>(CB
C(AuB)=(ANCB; ((AnB)=(CAUCB

A.2. Colecciones de conjuntos

A.2.1 Empleamos la palabra coleccién para designar a los subconjuntos de 2 (X), es
decir los elementos de una coleccion son partes de X.

A.2.2 Dada una coleccién § ¢ 2(X) se definen la unién y la interseccién de la colec-
cion § por:

US:=U{F |Feg§}:={xeX|IFeg§, talque x€F}
Ng:=N{F|FeJf}={xeX|VFeF xeF}

Cuando § estd formada por un nimero finito de elementos, obtenemos la unién
e interseccion ya definida para conjuntos.



514

A.3. Relaciones

A.2.3 Paralaunidn e interseccién de una colecciéon § ¢ #2?(X) se cumplen las siguientes
propiedades:
C(UF)=n{CF | F €5}
C(N§)=U{CF | F €3}
(US)IN(UF)=U{FNF'|FEZAF €F}
(NHUNF)=N{FUF’'|FEFAF €F}

A.2.4 A un subconjunto de una coleccién dada § ¢ £ (X) se le llama subcoleccién

de §.

A.2.5 Una coleccion § ¢ 2 (X) constituye un cubrimiento de una parte A C X, si
A c Ug. En particular § es un cubrimiento de X siy sélo si Ug = X.

A.2.6 Sellama particién de X a un cubrimiento § de X tal que:

i) VFeF, F#£0.
i) FEFAGEFA(F#G)=>FNG=0.

La dltima condicién se expresa diciendo que los elementos de § son dos a dos
disjuntos.

A.3. Relaciones

A.3.1 Parados conjuntos X e Y se define la operacion producto cartesianoy se denota
< X x X > por:
XxY:={xpy)l(xeX)A(yeY)}

Los elementos del conjunto X x Y se llaman pares ordenados. Dos pares (x, )
y(x’, y’)sonigualessiysélosix=x"y y =y’

Llamamos diagonal de X x X yla denotamos por A al subconjunto de X x X
dado por

A={x,x)eXxX|xeX}
Una importante propiedad es la siguiente:

XxY=0<X=0VvY =0
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A3.2

A3.3

A3.4

Dados dos conjuntos X y Y, un subconjunto R de X x Y se llama una relacién
entre X e Y. Enlugar de (x, y) € R se emplea a veces la notacién xRy.

Cuando X =Y, unarelaciéon R entre X e Y se llama una relacion sobre X.

Dada una relacién R sobre X y A € X, la relacién RN (A x A) sobre A se llama
relacién inducida sobre A por R y se denota R,.

Dadas dos relaciones R y S sobre los conjuntos X e Y respectivamente, podemos
definir la relacion producto sobre X x Y, que se denota < R x S > por

(x, )R xS(x", y") = (xRx")A(ySy’)
Unarelacién R sobre X se llama de equivalencia si

1. VYx X, xRx (reflexiva).
2. (xRy)=(yRx) (simétrica).
3. (xRy)A(yRz)= xRz (transitiva).

Si xRy se dice que x y y son equivalentes.
Una relacién R sobre X se llama de preorden si

1. Vx € X, xRx (reflexiva).
2. (xRy)A(yRz)= xRz (transitiva).

Una relacién de orden R sobre un conjunto X es una relacién de preorden con
la condicién adicional de

3. (XRy)A(yRx)=>x=y

Al par formado por un conjunto y una relaciéon de preorden (respectivamente
de orden) dada, se llama conjunto preordenado (respectivamente ordenado).

Para las relaciones de preorden y de orden se emplean indistintamente las
notaciones < x < y > o0 < y > x >, que se leen respectivamente < x anterior
ay> y < y posteriora x > ytambién < x < y > o € y > x> que se leen
respectivamente < x menor que y >y < y mayor que x >.

Dada una relacién < sobre X, x,y € X, el simbolo x < y o y > x que se lee

respectivamente < x estrictamente menor que y > y< y estrictamente mayor
que x > significa

(x<yIA(x#Y)
La tnica relacién que es a la vez de equivalencia y de orden es la igualdad.

Si Ac X y R es unarelacién de equivalencia (respectivamente de preorden y de
orden) sobre X, entonces R, es una relacién de equivalencia (respectivamente
de preorden y de orden) sobre A.
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A.4. Conjunto cociente

A.4.

A4l

A4.2

A.4.3

A4.4

Conjunto cociente

Dados un conjunto X, x € X y una relaciéon de equivalencia R sobre X, el
conjunto
[x]:={y € X|yRx}

se llama clase de equivalencia del punto x con respecto a la relaciéon R.
A un elemento cualquiera y €[x] se le llama un representante de la clase.
La coleccién formada por las clases de equivalencia forman una particién de X,
es decir se cumple que

1. U[x]|xeX}=X

2. VxeX,[x]#£0

3. x,y €X,[x]#[y]=[xIn[y]=0
Reciprocamente, si § es una particiéon de X, la relacién R dada por

xRy =3F¢c3, (xeF)A(yeF)

es una relaciéon de equivalencia sobre X, para la cual § es la coleccién de las
clases de equivalencia.

Dado un conjunto X y una relacién de equivalencia R sobre X, al conjunto X /R
de todas las clases de equivalencia se llama conjunto cociente de X por R.

La formacién de conjuntos cociente es uno de los métodos mas importantes
utilizados en la matemadtica para introducir nuevos conceptos y estructuras
matematicas. Por ejemplo, a toda relacién de preorden < sobre un conjunto X
puede asociarse una relacién de orden:

[x]<[yl=x<y

sobre el conjunto cociente X /R definida por la relacién de equivalencia R so-
bre X.
xRy=(x<y)A(y <x)

Dada una relacién de equivalencia R sobre un conjunto X y A € X, se llama
saturado de A con respecto a Ry se denota < satp A > al conjunto

satp A=U{[x]| x € A}

es el conjunto de todos los y € X que son equivalentes con algtin x € A.

Se llama a A ¢ X saturado con respecto a R o simplemente saturado si

A=satzp A
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A.5.

A5.1

A5.2

A5.3

Funciones

Dados dos conjuntos X y Y, una relaciéon G ¢ X x Y la llamamos relacién
funcional si
(x,y)€GA(x,y)eG=>y=y’

Una funcién o aplicaciéon f es unaterna (X, Y, G(f)) donde X y Y son conjuntos
y G(f) es una relacién funcional para la cual se cumple que

VxeX,dyeY talque (x,y)eG(f)

Dado x € X, primer elemento de un par ordenado en G, estd univocamente
determinado su segundo elemento y, que denotamos por f(x).

La relacion funcional G(f) se llama el grdfica de f y se denota por < G >
Gr={(x, f(x)| x e X}

El conjunto X se llama dominio de f y Y se llama codominio de f. Decimos
que f toma valoresen Y.

Dos aplicaciones (X3, V1, G(f1)) v (X3, Y5, G(f>)) son iguales si y sélo si X; = X,
n=YyG(H)=G(f)

Para una aplicacion f se empleala notacién f: X - Y o X £ Y, donde X es el
dominioy Y es el codominio de f. También para una aplicacién se emplea la
notacion:

x = f(x)

Dada una aplicacién f: X — Y y A c X, llamamos imagen de A por f y la
denotamos < f[A]>, al conjunto

flAl={f(x)| x €A}

Cuando A= X sellama f[X] imagen o rango de f.

Si f: X — Y y§ es una coleccién de conjuntos de X, llamamos imagen de § por
f yladenotamos < f{§} > al conjunto

F&={f(x)|JA€T A x €A}

Decimos que una aplicacién f: X — Y es sobreyectiva si

VyeY,dxeX, talque f(x)=y
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Decimos que una aplicacién f: X — Y es inyectiva si

f)=fle)=>x=z

Decimos que una aplicacién f: X — Y es biyectivasi es a la vez sobreyectiva e
inyectiva.

A.5.4 Dada una aplicacién f: X — Y y B C Y, se llama imagen inversade B por f y se
denota por < f~}(B)> al conjunto

f[Bl:=={xeX| f(x)e B}

En particular si BN f[X]=0, entonces f~[B]=0
Si B={y}sedenotaa f~![{y}] por< f~1(y)>.
A.5.5 Algunas propiedades importantes son las siguientes:
i) VAcX, Ac f7Yf[A]l. (laigualdad ocurresi f esinyectiva).
2. VBcY, fIf7'[B]lcB. (laigualdad ocurre si f es sobreyectiva).
3. V§C2(X), fIU{F | F €3} =U{[[F]| F €3}.
4. V§c2(X), fFIF | F eFHcn{f[F]|F €3}
5. V§c2(Y), fU{GIGeFH=U{f"[G]|G €}
6. Y 2(Y), fTNGIGeFH=n{f"[G]|GeF}.
7. VBcY, fCB]=Cf'[B].
A.5.6 Si f: X — Y esinyectiva se puede definir la funcién inversa de f, que se denota
por f~. Tiene por dominio a f[X]y por rango a X y su grafica viene dada por

G(f =1y, x) e fIX1x X |(x,y) € G(f)}

A.5.7 Dadas dos funciones f: X — Y y g: Y — Z, se define la funcién compuesta
gof:X — Z cuya gréfica viene dada por

G(gof)={(x,2)eXxZ |3y €Y talque (x,y)€G(fIN(y,z) € G(g)}

Si g o f es sobreyectiva (respectivamente inyectiva), entonces necesariamente g
es sobreyectiva (respectivamente [ es inyectiva).

Si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es y se tiene

(gof)'=f"og™
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A5.8

A5.9

A.5.10

A5.11

A.5.12

A.6.

A.6.1

A.6.2

Dada una aplicacién f: X — Y y AC X, se define la restriccion f|A: A— Y cuya
grafica viene dada por

GfIA :={(x,y)€Gf|x€A} = GfﬂAX Y

En el otro sentidosi Ac X y g: A— Y es una aplicacién dada, una aplicaciéon
f:X — Y tal que f|A= g sellama una prolongacién de g a X conrespectoa Y.

Una aplicacién f: X — Y se llama constante si para un elemento fijoa € Y se
tiene que
VxeX, f(x)=a

(Notacion << a >>).

Se llama aplicacion identidad o idéntica en X y se denota 1x: X — X ala bi-
yeccion: 1x(x) = x. Dado A € X la restriccién de la identidad 1x|A se llama
inyeccion canénicay se denota i,.

Dados dos conjuntos X y Y, laaplicaciéon t;: X x Y — X determina por 7t;(x, y) =
x se llama proyeccién sobre X. Andlogamente se define 7,.

Si R es una relacion de equivalencia sobre X se define la sobreyeccion canénica
¢r: X — X/R por:
¢r(x)=[x]
Cuando quede claro del contexto se denota simplemente por .
Si Ac X, saty A= o~ [p[A]l]

Descomposiciéon candnica

Si R es una relacién de equivalencia sobre X y f: X — Y es una aplicacion,
diremos que f es compatiblecon R si f(x)=f(y)= xRy.

Reciprocamente si definimos la relacion Ry por xRy y = f(x) = f(y), larelacion
Ry es de equivalencia sobre X y se llama relacién de equivalencia asociada a f .
Es claro que f es compatible con Ry.

Si denotamos por ¢ la sobreyeccion candnica asociada a Ry se tiene la siguien-
te descomposicion llamada descomposicién candnica de f: f = f o ¢ donde

f:X/R; — Y viene dada por

Vixle X/R; flxD)= f(x)
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Esta composicién se expresa diciendo que el siguiente diagrama es conmutativo.

7

X——Y

AN

X/Ry

Es importante destacar que f siempre es inyectiva y que, si f es sobreyectiva,
entonces f es biyectiva.

A.7. Familias de conjuntos

A.7.1 Dado un conjunto X, una familia de partes de X viene dada por una aplicacién
a — X, cuyo dominio es un conjunto arbitrario I, llamado conjunto de indices,
y su codominio es 2 (X). Se denota por

(Xa)ael

Llamamos subfamilia de (X,)qes a la restriccion (X )qej de (X, )qer @ un subcon-
junto J de I.

A toda familia de conjunto (X, ).c; se le puede hacer corresponder la coleccién,
Ilamada coleccién asociada, {X,|,ecr}-

Reciprocamente dada una coleccién § y tomando como conjunto de indices a
la propia coleccion, la aplicacién identidad nos define una familia de conjuntos.

Para familias de conjuntos se definen a través de su coleccién asociada las
operaciones de unién e interseccién, asi como los conceptos de particion y
cubierta. Dada una familia (X,),<; la notacién empleada es

U X, :=U{X,|ael} (unién)
acl

ﬂ] X, :=n{X,|ael} (interseccién)
ae

Por definicién se tiene que

U{X, | a€@} =0 (unién vacia)
N{X,|a€@} =X (interseccién vacia)
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A.8.

Producto

Dados dos conjuntos X; y X,, el producto Cartesiano X; x X, puede interpretarse como
el conjunto de funciones x: {1,2} — X; UX, con la propiedad x(1) € X;, x(2) € X,. Este
concepto puede extenderse a una familia arbitraria de conjuntos:

A8.1

A.8.2

A.8.3

Se define como producto Cartesiano de la familia (X,),c; y se denota por

[ T X, al conjunto de funciones x: I — U{X, | « € I} con la propiedad de que
ael
para todo a, x(a) = x, € X,,.

Los elementos de [ [ X,, suelen denotarse por (x,),; y cuando no hay dudas
acl
del conjunto de indices sencillamente (x,). El conjunto X, se llama el a—ésimo

factor del producto y a x,, € X, la a-ésima coordenada.
Si A, C X,, para todo a, se tiene [ [{A, la€ I} c [ [{X, |a eI}

Si la familia de conjuntos es constante, es decir si X, = X paratodo a € I, el
producto | [{X, | @ € I} se denota por X! y por definicion es el conjunto de
todas las funciones de I en X. En particular X~ es el conjunto de las sucesiones
de elementos de X.

Para cada a € I se define la a—ésima proyeccién como la aplicacién
Ty X{X,|lael}— X,
al que para todo x =(x,) € X{X, |a eI}
To(X)= X4
SiAcCX,, n;l[A] se llama cilindro de base A.
Las aplicaciones proyeccion tienen las siguientes propiedades:

1. Son sobreyectivas.
2. STAC][{X,|ac 1}, entonces AC | [{m,[A,]|la € I}.
3. Si Ay € Xy (1 <k < n), entonces

Uimgldalllsk<ni=[ [(Y.laen)
donde Y, = X, si @ # ay, Yy = Ag-
Sea la aplicacién f: X — X{X, | a € I}, entonces para cada a € I, la funcién

Compuesta
fo=mgof: X — X,

se llama a—ésima coordenada de la funcion f. Una funcién f de X en x{X, |a €
I} puede expresarse por la familia de funciones (f,),c; de X en X,,.
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A.9. Suma

A.8.4 En muchas ramas de la matemaética, la Topologia entre ellas, es de uso frecuente

el llamado axioma de eleccién que puede ser enunciado de la manera siguiente.

Si {X, | @ € I} es una familia de conjuntos no vacios, entonces

[ [ixalaen 0

Esto puede interpretarse de la manera siguiente: si para todo a € I, X, # 0,
entonces existe una aplicacién que asigna a cada « € I un elemento x, € X,,. El
axioma de eleccién tiene muchas formulaciones equivalentes.

A.9. Suma

A.9.1 Sea (X,)qer una familia de conjuntos. Entonces un conjunto X se llama suma

de esta familia si posee una particiéon {X, | « € I'} tal que existe para cadaa €
una biyeccién

Jo: Xq— X, CX
En este caso las aplicaciones j, se llaman inyecciones canénicas de X, en X.
Si los conjuntos X,, de la familia son dos a dos disjuntos, entonces U{X, | a € I'}
es una suma de (X, ),<;- En el caso general, el conjunto

WX, lael}:=U{X, x{a}|ael}

llamado union disjunta de los X, con las biyecciones f,: x — (x, a) de X,, sobre
X, =X, x{a} es una suma de (X,)e;-

A.10. Conjuntos ordenados

A.10.1 Si{(X,, <,)|ae< I} esunafamilia de conjuntos ordenados, se puede definir un

orden < en X{X, | a € I} llamado orden producto de los <,:

(x)<(y)=Vael, x,<4 Yo

En el caso particular de FX, donde F es un conjunto ordenado por < el orden
producto lo podemos interpretar de la manera siguiente: Si f y g son funciones
de X en F

f<g=VxeX, f(x)<g(x)
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A.10.2

A.10.3

A.10.4

A.10.5

Un orden < (o preorden) sobre un conjunto X se llama filtrante si cumple
Vx,yeX,dzeX: (x<z)A(y<z)
se llama conjunto dirigido a un conjunto ordenado con un orden filtrante.

Sea (X, <) un conjunto ordenado y A € X. Un elemento a € X se llama cota
superior o mayorante de A. (Notacion < A< a>) si

xeA=>x<a

Un elemento b € X se llama cota inferior o minorante de A (notacién: < A >
b >) si
x€A=>b<x

El conjunto de los mayorantes (resp. minorantes) puede ser vacio. Si el conjunto
de los mayorantes (resp. minorantes) de una parte A C X no es vacio, se dice que
A es acotado superiormente (resp. inferiormente). Si A € X es acotado superior
e inferiormente se dice que A es acotado como subconjunto del conjunto
ordenado X.

Si el conjunto de las cotas superiores o mayorantes de una parte A C X tiene

un menor elemento a, este elemento se llama supremo de A en X (notacion:

La=supA> o KLa=sup{x|xcA})Osea,a=supA<=a>AAN(c=2A=>
c>a).

Si el conjunto de las cotas inferiores o minorantes de una parte A C X tiene

un mayor elemento b, este elemento se llama infimo de A en X (notacion:

L b=infA> o < b=inf{x | x € A}>). O sea,

b=mfA=b<AANd<A=>d<Db)

Un elemento a € X (resp. b € X) se llama mdximo de A (resp. minimo de A)
(notacion: € a =max A>) (resp. € b =min A>) si

(a=supA)Aa <€A (resp. (a=1InfA)Aa € A)

Se tiene que a = inf A (resp. b =sup B) siy s6lo si a es el méximo (resp. b es el
minimo) de las cotas inferiores (resp. superiores).

Un elemento a de un conjunto ordenado X se llama maximal (resp. minimal)
si no existe ningtin x € X, x # a tal que a < x (resp. x > a).
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A.10. Conjuntos ordenados

A.10.6

A.10.7

Un conjunto ordenado (X, <) se llama reticulo si todo subconjunto formado
por dos elementos {x;, x,} tiene un infimo y un supremo en (X, <).

Se dice que (X, <) es un reticulo completo si todo subconjunto de X posee un
infimo y un supremo en (X, <).

Evidentemente R es un reticulo, pues en general, 1o es todo conjunto totalmente
ordenado. Sin embargo, no es un reticulo completo.

Un ejemplo de reticulo completo es todo conjunto potencia £ (X) ordenado
por inclusién.

En (2 (X), C) tenemos para toda familia (A,),c; de subconjuntos de X.

inf(Aoz)ozEI = aQIAa y Sup(Aa)aeI :aLeJIAa

Un subconjunto de un reticulo (resp. reticulo completo) no tiene por que ser
un reticulo (resp. reticulo completo).

Para verlo basta considerar el conjunto de los subconjuntos unitarios en un
conjunto potencia ordenado por inclusién. Ademds aunque un subconjunto A
de un reticulo completo (X, <) sea un reticulo completo los infimos y supremos
en (A, <4)no son necesariamente iguales a los infimos y supremos en (X, <). Por
ejemplo el conjunto {—1 | n € N*} tiene un supremo 0 en el reticulo completo
[-1,1]y 1 en el reticulo completo [—1,0) U {1}.

Si (A, <4) es un subconjunto del reticulo (X, <), cerrado para infy sup, diremos
que es un subreticulo.

Un conjunto ordenado (X, <) se dice totalmente ordenado si

(xeX)A(yeX)=>(x<y)V(y<x)

Un subconjuto A de un conjunto ordenado es una cadena si (A, <,) esta total-
mente ordenado. R con el orden usual es totalmente ordenado.

En un conjunto totalmente ordenado (X, <) se definen los siguientes intervalos:

1.
2.

(a,b)={x€X|a< x< b} (abierto).
(a,b]:={b}U(a, b) (semiabierto).
[a,b):={a}U(a, b) (semiabierto).
[a,b]:={a,b}U(a, b) (cerrado).
(a,—):={xeX|a<x}
[a,—):={a}u(a,—).
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A.10.8

A.10.9

A.10.10

5. (—,a):={xeX|x<a}l.
(= al:={a}lu(—,a).
Un conjunto ordenado (X, <) se dice inductivamente ordenado si toda cadena
en X tiene una cota superior.

Para los conjuntos inductivamente ordenados se tiene una formulacién equi-
valente del axioma de eleccidén, llamado Lema de Zorn:

Todo conjunto inductivamente ordenado tiene al menos un elemento maximal.

Si (X, <),(Y, <) son conjuntos ordenados, f: (X, <) — (Y, <) se dice creciente
(resp. decreciente) si

(xeX)A(yeX)A(x<y)= f(x)< f(y) (resp. f(x)= f(y))

Laaplicacion f se dice estrictamente creciente (resp. estrictamente decreciente)
si

x<y= f(x)<f(y) (resp. f(x)> f(y))

Se dice que f es mondtona si es creciente o decreciente.

Una aplicacién f: X — Y donde Y es un conjunto ordenado se dice acotada
superiormente, acotada inferiormente o acotada si f[X]lo es respectivamente.

A.11. Cardinales

El concepto de cardinal de un conjunto estd relacionado con el niimero de elementos
de dicho conjunto.

A.11.1

A.11.2

Decimos que dos conjuntos tienen el mismo nimero cardinal y lo denotamos
card X = card Y, si existe una biyeccién de X sobre Y.

En la teoria formal de conjuntos, los conjuntos finitos se caracterizan por la pro-
piedad de no tener el mismo nimero cardinal de ninguno de sus subconjuntos
propios.

Un conjunto se dice numerable si tiene el mismo ntiimero cardinal que N. El
conjunto R es infinito no numerable.

Precisando la idea de que un conjunto tenga mds elementos que otro se puede
definir una relacién de orden entre los conjuntos por

cardX <card Y=3f:X —Y inyectiva
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A.11. Cardinales

A.11.3 Algunas importantes propiedades son las siguientes:

@ &> PN

Todo subconjunto de N es finito o numerable.

CardN es menor o igual que el de cualquier conjunto infinito.
Para todo conjunto X, card X < card B(X).

Card Z(N) = cardR.

CardN = card Q.

La unién de una familia numerable de conjuntos numerables es numera-
ble.

Todo producto finito de conjuntos numerables es numerable.
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Bibliografia comentada

CAPITULO 1

1. (1.1) Hay dos raices histéricas de la teoria de los espacios métricos en el siglo
XIX. Los conjuntos de puntos en Ry en R” fueron estudiados sistemdaticamente
por Cantor. Paralelamente, pioneros del Anélisis Funcional como AscOLI [11]y
VOLTERRA [196] investigaron con los mismos métodos conjuntos de funciones,
curvas, etc. En 1906, los espacios métricos fueron introducidos por M. FRECHET
[70]. La teoria fue desarrollada por HAUSDORFF en su obra cldsica Grundzuege der
Mengenlehre[89], que es a la vez también la primera presentacion sistemdtica de
la Topologia General. Ya en 1925 la teoria de los espacios métricos tenia a grandes
rasgos su forma presente, debida principalmente a las obras de Urysohn.

2. (1.1) Las diferentes nociones de convergencia para sucesiones de funciones son
expuestas en libros de texto sobre Andlisis Matematico, por ejemplo, APOSTOL
[7], RUDIN [165], S. LANG [119], CHOQUET [52].

3. (1.2) Para introducirse a las teorias de los espacios normados y espacios de Hilbert
pueden consultarse los libros de S. LANG [119], CHOQUET [52], DIEODONNE [57],
SCHWARTZ [168] y también las diversas introducciones al Anélisis Funcional;
mencionamos, mas o menos en orden de dificultad creciente, los libros de
KOLMOGOROFF/FOMIN [112], LIOSTERNIK/SOBOLEV [126], KANTOROVICH/AKILOV
[107], recomendamos en paricular la exposicién bien concisa y geométrica de
LUENBERGER [125] que se sitia en el contexto de la Teoria de Optimizacion.

4. (1.2-1.6) Casi todos los libros de Topologia General dedican un capitulo o mas a
los espacios métricos. Suficientemente elemental para una introduccién son
por ejemplo los capitulos respectivos en CHOQUET [52], DIEUDONNE [57], BERGE
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[19], KASRIEL [108]. Para el estudio més profundo de la teoria de los espacios
métricos se recomienda esperar hasta el capitulo 10.

CAPITULO 2

1. Para obtener una visién general histérica de los problemas y logros principales
de toda la topologia (no sélo la Topologia General) recomendamos encarecida-
mente al lector leer articulo de BRIESKORN [38], que fue publicado por la Escuela
de Matemitica de la Universidad de la Habana. Es dificil fijar una fecha precisa
para el nacimiento de la Topologia. Problemas de naturaleza topolégica ya fue-
ron estudiados por Euler y Gauss, parece que la palabra topologia fue utilizada
por primera vez por Listing. De suma importancia para el desarrollo ulterior de
toda la topologia fueron las obras de RIEMANN [162], de CANTOR [44] y POINCA-
RE [157]. Sin embargo, la Topologia General s6lo naci6 en los afios 1905-1910
cuando tres autores diferentes lograron hallar definiciones generales de un es-
pacio topoldégico: RIESz [163], FRECHET [70], E. H. MOORE [140]. HAUSDORFF [89]
fundamenté la topologia mediante un sistema de axiomas para las vecindades.
Parece que TIETZE [66] fue el primero que analiz6 la posibilidad de definir un
espacio topolégico mediante la familia de sus abiertos (en 1923). ALEXANDROF
[3] defini6 en 1925 un espacio de Hausdorff por un sistema de axiomas para los
abiertos. En 1935, ALEXANDROF/HOPE [5] propusieron, entre otros, el sistema
(01)-(03) como sistemas de axiomas para los espacios topolégicos generales.
Desde entonces, casi todas las obras importantes de Topologia General utilizan
este sistema axiomadtico, como por ejemplo BOURBAKI [30] y KELLEY [110].

2. (2.1) Quien se interese por las interrelaciones entre topologia y orden en un
espacio topolégico ordenado puede consultar el tratamiento sistematico de L.
NACHBIN [143].

3. (2.2) El primer libro de texto que utiliz6 ampliamente la teoria de los conjuntos
ordenados en Topologia General fue VAIDYANA THSWAMY [194] en 1947.

4. (2.4) Algunos autores utilizan nociones elementales de la Teoria de Categorias
para estructuras de Topologia General, como por ejemplo GROTEMEYER [79],
MENDELSOHN [134]. Como libro de referncia sobre la teoria de categorias de
nivel superior mencionamos MACLANE [128].

5. (2.4) El punto de vista de que la Topologia es una geometria de superficies de
goma esté acentuado en el libro de ARNOLD [9] sobre conceptos intuitivos en
topologia elemental, y en otros libros (muy recomendables) que tratan la topolo-
gia con mucha intuicién como CHINN/STEENROD [50], HILBERT/COHN-VOSSEN
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[94], MILNOR [135], LIETZMANN [124]. Sin embargo, la formalizacién de este en-
foque geométrico conduce mas bien a la Topologia Algebraica y a la Topologia
Diferencial, que a la Topologia General.

6. (2.4) Las funciones semicontinuas fueron introducidas por BAIRE [13]. Para una
primera informacién sobre estas funciones recomendamos CHOQUET [52].

CAPITULO 3

1. (3.1) HILBERT [92] y H. WEYL [202] utilizaron en 1903 y 1913 respectivamente,
sistema de vecindades para definir superficies. Sucediéndoles, HAUSDORFF [89]
defini6 en 1914 los espacios topolégicos que hoy se llaman espacios de Hausdorff.
El sistema de axiomas (U!)—(U*) fue introducido por BOURBAKI [30] en 1940. En
1918, FRECHET [72] habia propuesto un sistema considerablemente mas débil de
axiomas. Resultados sobre estos llamados V-espacios de Fréchet son expuestos
en THRON [185] y en SIERSPINSKI [169].

2. (3.2-3.3) Las dificultades precisadas en (3.2) condujeron a E. H. MOORE [138]
en 1915 y més tarde, en cooperacién con SMITH [139], a desarrollar su feoria de
redes. La teoria fue aplicada a problemas de convergencia por BIRKHOFF [24] y
desarrollado ulteriormente por TUKEY [190] y KELLEY [109]. Antes de 1940, en
todas las obras sobre Topologia General fueron empleadas Gnicamente las redes
en sustitucién de las sucesiones (comparese por ejemplo CECH [208]).

3. (3.4-3.7) En 1937, H. CARTAN introdujo los filtros [47] y defini6 los ultrafiltros [46].
La presentacién clésica de la feoria de los filtros que contribuy6 fuertemente a la
diseminacién de este concepto en Topologia General es de BOURBAKI [30]. La
equivalencia entre redes y filtros fue discutido por primera vez por BARTLE [16].

4. (3.5-3.6) Hay muchos libros sobre Topologia General que no tratan los concep-
tos de red o filtro més que marginalmente, porque no estan interesados en el
enfoque analitico de la Topologia General. El otro extremo es marcado por el
libro de KOWALSKY [114], que define el espacio topolégico por medio de filtros y
pone este concepto en el centro de la Topologia General. El resultado es muy
dificil de leer. FISCHER [67] toma la convergencia como concepto fundamental y
da un sistema de axiomas para los filtros convergentes.

CAPITULO 4

1. (4.1-4.2) Casi todos los conceptos y resultados de estas dos secciones ya fueron
establecidos por CANTOR [44] para los espacios euclidianos.
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. (4.3) Un sistema de axiomas para el operador clausura fue introducido por

KURATOWSKI [116] en su tesis de 1920. Este sistema de axiomas para los espacios
topolégicos, fue diseminado principalmente por la obra de ALEXANDROF/HOPE
[5]. Mas tarde, KURATOWSKI [117] utiliz6 un sistema modificado que define los
T, -espacios (véase el capitulo 7).

. (4.4) Una introduccién concisa de los espacios y conceptos considerados en esta

seccién se halla en LUENBERGER [125].

. (4.5) El principio del méximo para funciones armoénicas esta tratado en el apén-

dice de M. BRELOT [37].

. (4.6) Los conjuntos borelianos y nociones a fines fueron analizados primera-

mente en las obras de BOREL [37] y BAIRE [13], quienes trataron con vistas a la
teoria de integracion, de clasificar los conjuntos de puntos en R”. La teoria fue
desarrollada después de 1910 principalmente por los top6logos rusos y polacos
en el contexto de la teoria de los espacios métricos, en particular por LUSIN
[127] y SOUSLIN [175]. Para una presentacion sisteemadtica de esta teoria pueden
recomendarse BOURBAKI [29]y (como libro de referencia) KURATOWSKI [117]. Los
principales campos de aplicacién son la teoria de integracién (véase HALMOS
[83]) y teoria del potencial (CHOQUET [51]).

CAPITULO 5

1. (5.1) Ya en 1906, RIESZ [163] expuso las ideas béasicas para definir la fopologia

inducida sobre un subespacio. Independientemente, HAUSDORFF [89] dio en
1914 un tratamiento sistematico de los subespacios. La idea de inmersién fue
utilizada implicitamente por Cantor y Dedekind en sus construcciones de los
ndameros reales. Sin embargo, el concepto general sé6lo fue estudiado mucho
mds tarde. Nosotros vamos a construir dos inmersiones especiales de gran
importancia en los capitulos 7 (compactificaciones) y 8 (completamiento). Los
problemas de inmersién constituyen un tema importante en otras ramas de
la Topologia, como por ejemplo la Topologia Diferencial (véase MASSEY [11]).
Muy relacionado con el concepto de inmersion esta la nocién de prolongacion.
Muchos problemas de toda la Topologia pueden formularse como problemas
de prolongacion. HU, por ejemplo, pone este problema en el centro de su libro
sobre homotopia[100]. Nosotros vamos a estudiar problemas de prolongacién
en el capitulo 7. En anélisis Funcional, la prolongacién de funcionales es un
tema de suma importancia (vedse, por ejemplo, el teorema de Hahn-Banach,
7.5.9).
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2. (5.2) Primeras definiciones para la estructura topolégica de productos finitos
fueron propuestas en 1907, por STEINITZ [180] y en 1910 por FRECHET [71]. En
1923, TIETZE [187] dio una definicién para productos cualesquiera que fue mas
fuerte que la definicién general adoptada hoy. Esta Topologia se debe a Tychonoff.
Topologia més fuertes para los espacios funcionales Y ¥ se estudian en el capitulo
11.

3. (5.3) Las topologias iniciales y finales son casos particulares de las estructuras
iniciales y finales, tratadas por BOURBAKI [33] en su Teoria de Conjuntos. No hay
muchas introducciones a la Topologia General que estudian explicitamente las
topologias iniciales y finales; mencionaremos GROTEMEYER [79] y GEMIGNANI
[77].

4. (5.3) Los espacios enyugados fueron estudiados en 1937 por A. WEIL [201], en
el contexto de su teoria de los espacios uniformes. Los espacios uniformes X
puede definirse equivalentemente por una familia de seudométricas sobre X, o
por un sistema de axiomas para los llamados entornos H ¢ X x X que indican la
cercania de puntos en X (véase cap. 10). KELLEY [110], DUGUND]JI [60], NAGATA
[146], THRON [184], SCHUBERT [167].

5. (5.3) Los espacios vectoriales topoldgicosy en particular los espacios localmente
convexos son de gran importancia en Anélisis Funcional. Para una introduccién
a esta teoria recomendamos CHOQUET [52]. Un estudio mds completo a un nivel
intermedio ofrece BOURBAKI [30], [34]. Importantes libros de referencia de un
nivel superior son SHAEFER [166], KOETHE [118], KELLEY/NAMIOKA [111].

6. (5.3) Las Topologias de identificacién juegan un papel cada vez mas importante
en topologia (DUGUNDJI [60]). Son estudiadas particularmente en los libros de
Topologia General con un enfoque geométrico, como por ejemplo BROWN [42].
Su importancia en Topologia Algebraica se pone de manifiesto en el libro de
MASSEY [131].

7. (5.4) Como introduccioén al estudio de las superficies que forman los ejemplos
de esta seccion recomendamos BARR [15], BLACKETT [30], MASSEY [131]. Nuestra
presentacion sigue parcialmente al libro de BROWN [42].

8. (5.5) Los espacios de adjuncion son estudiados con més detalle en BROWN [42].

CAPITULO 6

1. (6.1) Lanocién de conexidad tiene una historia complicada. Una relacién con-
densada estd ofrecida en THRON [185], pag. 29-30. La definicién 6.1.1 que hoy
estd aceptada generalmente se debe a RIESZ [163].
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La invarianza de la dimensién para homemorfismos fue demostrada por BROU-
WER [39], DUGUNDIJI [60] presenta una demostracién de este teorema funda-
mental mediante la feoria de homotopia. Una demostracién por técnicas ho-
moldgicas se halla en ARTIN/BRAUN[10] y HOCKING/YOUNG [98].Partiendo de
los resultados de Brouwer se ha desarrollado una propia teoria topolégica de
la dimension. La obra cléasica es de, HUREWICZ/WALLMAN [104], quienes defi-
nieron la dimensién de espacios métricos separables cualesquiera. Hoy existen
diferentes teorias de dimensién para espacios normales (véase cap. 6) expuestas
en NAGATA [24] y NAGAMI [145].

. (6.2) Las componentes conexas fueron introducidas por HAUSDORFF [89]. Los

puntos de interseccion son estudiados en BROWN [42], ARNOLD [9], BLACKETT
[30] y LIETZMANN [124]. Analizan de manera muy intuitiva curvas y grafos en
un espacio topolégico. Al lector que busca una presentacién mads sistemaética le
recomendamos el excelente libro de HARARY [86].

Para una primera introduccién a los problemas topolégicos relacionados con
el teorema de curvas de Jorddn recomendamos las presentaciones intuitivas de
CHINN/STEENROD [50], MILNOR [135] y ARNOLD [9]. Una demostracién elemental
de este teorema se halla en HALL/SPENCER [82].

. (6.3) La teoria de los conjuntos convexos es una parte del Andlisis Funcional

que mads aplicaciones tiene en la practica (especialmente en teoria de optimiza-
cién). Como introduccién se recomienda el excelente libro de LUENBERGER [125].
BERGE [19] incluye resultados importantes sobre los convexos en su libro de
Topologia General. La proposicién 6.3.16 se utiliza frecuentemente en Analisis
Complejo (véase AHLFORS [2]).

. (6.4) La Topologia Algebraica es més vieja que la Topologia General. En 1895,

POINCARE [157] defini6 los grupos fundamentales y heché los cimientos para
una teoria algebraica de los espacios topolégicos. Como introduccién a la feoria
de homotopia pueden servir los libros de BROWN [42], MASSEY [131], O’NEILL
[153]. Los libros conocidos de HOCKING/YOUNG [98], SINGER/THORPE [170] y
DUGUND]JI [60] tratan la teoria de homotopia a un nivel intermedio. Las obras
siguientes exponen esta teoria de manera sistemadtica en un nivel superior, y
presuponen parcialmente conocimientos de técnicas homolégicas: HuU [100],
[101] HILTON [95], BORSUK [27].

CAPITULO 7

1. (7.1) El axioma (7;) fue introducido por HAUSDORFF [89] en 1914, el axioma

(T3) por VIETORIS [195] en 1921, el axioma (T,) por TIETZE [186], [186] en 1923,
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el axioma (7;) por ALEXANDROF/HOPE [5] en 1935. El axioma (T;) se atribuye a
FRECHET [70]. URYSOHN dio una primera discusion sistematica de los axiomas de
separacion hasta entonces conocidos en [193], [192]. Una breve relacién histérica
de los varios axiomas de separacién que fueron propuestos y estudiados en el
pasado se halla en THORN [185].

2. (7.3) Ejemplo 7.3.8: La integral de Riemann esta definida en SPIVAK [177], la
integral de Cauchy en S. LANG [119], la integral de Lebesgue en RUNDI [165]. Una
caracterizacion de las funciones regladas se halla en DIEUDONNE [57].

3. (7.4) El teorema de Urysohn fue publicado en 1925 (URYSOHN [193]). S6lo enton-
ces fue reconocida la importancia de los espacios normales introducidos por
TIETZE [186], [187] en 1923. Hemos expuesto el teorema de Urysohn en un estilo
andlogo a los teoremas de separacién de conjuntos convexos por un hiperplano,
conocidos del Andlisis Funcional: comparese 5 (7.6) El ejercicio 7.4.12 se debe
a un manuscrito no publicado de un curso de ARTIN sobre Topologia General
(Hamburgo, 1959).

4. (7.5) Elllamado feorema de Tietze fue probado en su forma general por URYSOHN
[193] en 1925 después de ser demostrado para espacios métricos por TIETZE
[186], [187] y HAUSDOREFF y para los espacios R” por varios autores (LEBESGUE,
BROUWER, etc). El problema de prolongar una funcién con valores en espa-
cios topolégicos més generales, obtiene més y mds importancia en Topologia
Algebraica; compéarese HU [100].

5. (7.6) La presentacion de esta seccién sigue, en su mayor parte, la exposicion de
LUENBERGER [125], con excepcién de la demostracion del teorema de Banach.
Recomendamos este libro para profundizar en las aplicaciones de los resultados
de esta seccion en Teoria de Optimizacién.

6. (7.7) DIEUDONNE [56] fue el primero en estudiar las particiones de unidad siste-
madticamente en el contexto de su teoria de los espacios paracompactos.

7. (7.7) Para una introduccion al Andlisis Matemdtico sobre variedades recomen-
damos Sp1vAK [178]. Un buen libro de texto, méds completo es LANG [120]. Para
una primera introduccioén a la Topologia Diferencial puede servir BLACKETT [30],
MILNOR [135], SORANI [174]. Para una aplicacién de los métodos de Topologia
Diferncial a la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales (véase ABBRAHAM
[1], SMALE [172]). Una visién general de los progresos y resultados recientes en
Topologia Diferencial la dan SMALE [172] y WALL [198].
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CAPITULO 8

1. (8.1) El desarrollo histérico de la nocién de compacidad fue complicada por
la equivalencia de criterios de compacidad en R”, que no son equivalentes en
un espacio topolégico cualquiera. Esto causé confusién entre las nociones de
compacidad, compacidad numerable y compacidad sucesional (véase 8.3). Una
breve relacion histérica dan BOURBAKI [30], pag. 184-186 y THORON [185] pég.
118-119. Notamos que la nocién de compacidad fue el concepto fundamental y
el motivo estimulante para el desarrollo del Andlisis Funcional (véase BOURBAKI
[30], pag. 185). Todos los libros de texto sobre Topologia General tratan los
espacios compactos; véase por ejemplo BOURBAKI [30], KELLEY [110], DUGUNDJI
[60].

2. (8.1) Sobre el desarrollo reciente de la teoria de bornologia véase, por ejemplo,
un articulo de JIMENEZ [106] en la revista Compacta (La Habana).

3. (8.2) De los razonamientos del ejemplo 16 pueden derivarse facilmente los
teoremas sobre la separacion de convexos en R” (véase BERGE [19], pag. 162-
163). Para una generalizacion de estos razonamientos a espacios de Hilbert que
se obtienen utilizando un argumento de completitud en lugar de compacidad.
(Comparese Capitulo 11, seccién 11.6 Teoria de proyeccién.)

4. (8.3) La demostracion del teorema de Tychonoff es tomado de BOURBAKI [30]. El
ejemplo 8.3.5 se debe a LUENBERGER [125].

5. (8.4) El lector hallard las demostraciones de las proposiciones enunciadas de
esta seccién en DUGUND]JI [60], y THRON [185] (pag. 118-128). El ejemplo 8.4.18
es de STEEN/SEEBACH [179].

6. (8.5) Los espacios localmente compactos fueron introducidos en 1924 indepen-
dientemente por TIETZE [188] y ALEXANDROF [3], quienes estudiaron también la
un-punto-compactificacion.

Sobre las compactificaciones de Stone-Cech comparar TYCHONOV [191], CECH
[207] y M. H. STONE [181].

Para una exposicién més general de una teoria de extensién (por medio de filtros)
comparese KOWALSKI [114] y THRON [185]. El teorema de metrizacion de Urysohn
ya fue publcado en 1925 (URYSOHN [192]).

CAPITULO 9

1. Lateoria delos continuos se distingue como una rama especifica de la topologia,
desde los primeros aifos del siglo XX. Janusz J. Charatonik hace un recuento
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del desarrollo de esta teoria es su articulo “History of Continuum Theory", el
cual estd incluido en C. E. AULL y R. LOWEN][12]. Las referencias clasicas en esta
temadtica son los libros de KURATOWSKI[115] y de WHYBURN[203], estas obras
se citan regularmente en los articulos de investigacién en teoria de continuos.
Actualmente, ya contamos con un libro de texto introductorio a esta parte de la
topologia, publicado en 1992 por SAM B. NADLER JR.[144]. Este texto presenta,
en sus 13 capitulos, los tdpicos més desarrollados de la teoria, con la ventaja de
que un curso bésico en topologia general basta para realizar su lectura.

CAPITULO 10

1. (10.1) Los espacios paracompactos fueron introducidos como una generali-
zacién de los espacios compactos en 1944 por DIEUDONNE [56]. En 1948, A.
H. STONE [183] demostré el célebre teorema 10.1.11 que lleva su nombre. Los
resultados de DIEUDONNE y STONE fueron decisivos para la generalizacién de la
teoria de dimensién a espacios no separables (véase NAGAMI [145]).

Caracterizaciones de los espacios paracompactos, por medio de otros tipos de
refinamientos, vélidos para 7;-espacios, se halla en DUGUND]JI [60] (pags. 167-
169). Un desarrollo més detallado de la teoria de los espacios paracompactos
estd dado en NAGATA [24].

2. (10.2) Ya en 1923 ALEXANDROF/URYSOHN [6] dieron una primera condicién
necesaria y suficiente para la metrizabilidad de un espacio topolégico.

Sin embargo, el primer criterio de amplia utilidad teérica (10.2.4) fue el dado
por URYSOHN [192] en 1924, el cual se limita a AN2—espacios.

El problema de hallar un criterio general de metrizabilidad satisfactirio fue,
durante decenios, un problema abierto de la Topologia.

No fue hasta después que STONE [183] demostrara su teorema 10.1.11 que en
los afios 1950/52 tres matematicos NAGATA [147], SMIRNOV [173] y BING [23]
descubrieron el criterio necesario y suficiente formulado en 10.2.6.

3. (10.2) Para profundizar en la teoria de los espacios métricos, en general, reco-
mendamos SIERPINSKY [169]

CAPITULO 11

1. (11.1) Los espacios uniformes fueron introducidos por A. WEIL [201] en 1937. Es
raro que no fueran estudiados desde antes, puesto que su definicién axiomdtica
sigue el método utilizado para definir los espacios topolégicos 20 afios antes.
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El articulo de WEIL [201] ya contiene todos los resultados basicos que hemos
expuesto en las secciones 11.1-11.3; en particular ya prueba la existencia de
una familia de seudométricas que define una estructura uniforme dada. La
monografia de ISBELL [105] retine los resultados contenidos hasta 1960 sobre la
geometria intrinseca de los espacios uniformes.

. (11.1) El sistema axiomatico de A. WEIL no se ha enriquecido con el desarro-

llo ulterior de la teoria. El sistema axiomatico cldsico que nosotros utilizamos
(11.1.5) fue dado por BOURBAKI [30], cap. 2. El método de definir una estructura
por recubrimientos (ejemplo 11.1.12) fue introducido por TUKEY [190]. ISBELL
[105] utiliza el mismo método, lo cual no es sorprendente ya que su monografia
se dedica principalmente a la teoria de dimensién. Una visién general de las di-
ferentes exposiciones de la teoria de la estructuras uniformes se da en MAMUZIC
[129].

. (11.1) Una clase de espacios intermedia entre los espacios topolégicos y los

espacios uniformes estd formada por los llamados espacios de proximidad.
Informaciones sobre esta clase de espacios dan PERVIN [156] y THRON [185] .

. (11.1.11) El hecho de que todo grupo topolégico sea uniformizable (por dos

estructuras uniformes canodnicas), el analisis ha constituido uno de los motivos
fundamentales para el estudio de los espacios uniformes (comparese WEIL [201]
). Para una introduccién en la teoria de los grupos topolégicos recomendamos el
libro de PONTRYAGIN [158]. El interés actual en la teoria de los grupos topolégicos
se concentra en el problema de qué partes del Andlisis clasico pueden trasla-
darse a los grupos topolégicos (Anélisis Harmdnico). Como libros de referencia
citamos los tratamientos de LooMI1S y HEWITT/ROSS [91].

. (11.3) Las estructuras uniformes completas juegan un papel fundamental en la

teoria de los espacios vectoriales topolégicos (véase BOURBAKI [32]).

. (11.4) Los espacios métricos completos que han resultado ser una potente arma

de trabajo en diferentes ramas de la matemadtica, fueron introducidos por M.
FRECHET [70] en 1960.

Los dos tipos de espacios métricos completos més utilizados en la practica son
los espacios de BANACH y de HILBERT. Una amplia bibliografia sobre espacios
de HILBERT puede encontrar el lector en las notas bibliogréficas al capitulo
1. Para introducirse en el estudio de los espacios de BANACH recomendamos
DIEUDONNE [57], H. CARTAN [48] y NAGUMO [148].

G. CANTOR probé un caso particular del teorema de caracterizacién de los es-
pacios métricos completos que lleva su nombre. La formulacién dada aqui fue
hallada por E HAUSDORFF [89] en 1914.
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Otros criterios necesarios y/o suficientes para la completicidad de un espacio
métrico han sido dados por KURATOWSKI (ver ENGELKING [65]).

La caracterizacion topolégica de los espacios metrizables completos fue dada
por CECH [208] en 1937.

7. (11.5) Los espacios totalmente acotados o precompactos fueron introducidos
por E HAUSDORFF [90] en 1927, con vistas a obtener un nexo entre los espacios
métricos compactos y completos.

8. (11.6) El teorema de completamiento fue demostrado por HAUSDORFF [89] en
1914. La demostraciéon de HAUSDORFF fue una generalizacion de la construccién
delos ntimeros reales hecha por CANTOR. La simple prueba dada aqui fue hallada
por K. KURATOWSKI [117] en 1935.

9. (Aplicaciones) Para profundizar en aplicaciones en la teoria de optizacién reco-
mendamos al lector LUENBERGER [125]. Aplicaciones a las teorias de Algebra de
Funciones pueden encontrarse en HOFFMAN [99], GAMELIN [75].

Para aplicaciones de los espacios de BANACH a las ecuaciones diferenciales
recomendamos H-CARTAN [48]

CAPITULO 12

1. (Introduccién). Una breve exposicion sobre las raices histéricas del contenido
de este capitulo se halla en BOURBAKI [35]. Este libro es a la vez el mejor libro de
referencia porque contiene en una presentaciéon mas sistemdatica y mas completa
casi todos los resultados de este capitulo.

2. (12.1) La referencia clasica sobre las estructuras uniformes de o-convergencia
es BOURBAKI [35] . Puede también consultarse SCHUBERT [167].

La mayoria de los libros de topologia no tratan sistematimente esta materia. Las
o—topologias sobre espacios de funciones con valores en un espacio vectorial
topolégico se tratan en BOURBAKI [35], KOETHE [118].

3. (12.2) Como suplemento de BOURBAKI [35] que introduce las topologias com-
pactas abiertas solamente sobre los espacios de las funciones continuas con
valores en un espacio uniforme, seria conveniente ver DUGUND]JI [60] (cap. XII)
y SCHUBERT [167], quienes presentan también algunas aplicaciones de los resul-
tados 12.2.4 y 12.2.8, a topologias de identificacién y en Teoria de Homotopia.
La relacion entre la topologia compacta abierta y la continuidad de la aplicacién
evaluacion, descubierta por R. H. FOX [69] y R. Arens [8] mostr6 que en general
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no existe una topologia mds gruesa sobre 6(X, Y) con respecto a la cual dicha
aplicaci6n sea continua.

4. (12.3) Lanoci6n de equicontinuidad fue introducida por AscoLi [11] para la ca-

racterizacion de los conjuntos compactos de funciones. La teoria de MONTEL[137]
sobre las funciones normales contribuy6 notablemente a la popularizacion del
teorema de Ascoli.
Una demostraciéon completa del teorema de Peano mediante el teorema de
Ascoli que nos sirvié de modelo se halla en A. N. KOLMOGOROF/S. V. FOMIN
[112]. Otros criterios de compacidad para espacios funcionales compactos de
importancia en Andlisis Funcional son presentados en LIUSTERNIK/SOBOLEV
[126].

5. (12.4) La teoria de aproximacion desarrollada en esta seccién se basa en el teo-
rema clasico de WEIERSTRASS publicado en [200]. M. H. STONE [182], resalt6 el
papel central que juega la relacién de orden en la aproximacién de funciones
reales continuas y mostr6 que el teorema de WEIERSTRASS generalizado (12.4.23),
junto con los demés resultados presentados en esta seccién, pueden desarro-
llarse en una teoria sistemética y coherente de la aproximacién de funciones
reales continuas.

Las aplicaciones 1-4 se hallan elaboradas con demostraciones completas en
BOURBAKI [35].

Resultados similares se obtienen para las dlgebras de funciones complejas en la
Teoria de las Algebras Uniformes. Véase ejercicio E11.18 y BROWDER [41]

CAPITULO 13
1. Enfoques Comunes.

Homologia Persistente y Andlisis Topolégico de Datos: Muchos de los trabajos aqui
mencionados comparten un enfoque comun en el uso de la homologia persistente
como una herramienta clave para analizar la estructura topolédgica de datos. Este es
el caso de los trabajos de Zomorodian & Carlsson (2004), Edelsbrunner, Letscher, &
Zomorodian (2002), y Adams, Tausz, & Vejdemo-Johansson (2014), quienes abordan
la teoria fundamental y las aplicaciones de la homologia persistente para simplificar y
entender la forma de los datos.

Herramientas Computacionales: Varios de los articulos mencionan o estdn vincula-
dos a bibliotecas y paquetes computacionales destinados a implementar los métodos
topolégicos. JavaPlex (Adams et al., 2014), Ripser (Bauer, 2016), y Gudhi (Maria C.
et al., 2014) son ejemplos de software que proporcionan herramientas para calcular
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homologia persistente, lo cual es un avance significativo para la aplicacién préctica
de TDA.

Aplicaciones en Biologia y Ciencias Sociales: Se destaca el uso de la topologia
para entender fenémenos biol6gicos, como en los trabajos de Kovacev-Nikolic et al.
(2016) sobre el andlisis de proteinas, o en Nicolau et al. (2011), donde se identifican
subgrupos de cdncer de mama mediante técnicas topolégicas. La capacidad de TDA
para revelar patrones y estructuras no triviales en datos complejos y ruidosos es una
constante en estos estudios.

Analisis Multidimensional: Varias referencias, como la de Fisher (1936) en el con-
texto de problemas taxonémicos y Singh, Mémoli & Carlsson (2007) en el anélisis de
datos de alta dimension, subrayan cémo los métodos topolégicos pueden ser efectivos
para simplificar y clasificar datos multidimensionales.

2. Sobre el contenido de algunos Libros y Articulos.

Topological Data Analysis with Applications (Carlsson & Vejdemo-Johansson,
2021): Este libro proporciona una introduccién clara y detallada sobre c6mo apli-
car técnicas de TDA en problemas del mundo real, con ejemplos en biologia y otras
dreas. La claridad de la exposicion y la conexion de la teoria con las aplicaciones hacen
de este texto una referencia indispensable para estudiantes e investigadores en TDA.

Computational Topology for Data Analysis (Dey & Wang, 2022): Este libro aborda las
técnicas de topologia computacional con un enfoque practico. Los autores presentan
los algoritmos y las herramientas de la computacién topoldgica en el andlisis de datos,
siendo un excelente recurso para entender como la teoria se implementa en la practica.
La combinacién de rigor matemaético y enfoque computacional lo hace valioso tanto
para matemadticos como para cientificos de datos.

Ball Mapper: “A Shape Summary for Topological Data Analysis” (Dlotko, 2019):
Este articulo introduce el Ball Mapper, un algoritmo innovador para simplificar la
forma de los datos y explorar su estructura topolégica. La novedad y aplicabilidad de
este método a diferentes dominios, especialmente en datos de formas complejas, lo
convierten en una contribucién importante al campo.

Ripser (Bauer, 2016): El paquete Ripser es altamente valorado por su eficiencia en
el cdlculo de homologia persistente, especialmente en grandes conjuntos de datos. Su
simplicidad y velocidad lo han convertido en una herramienta popular en la comuni-
dad de TDA, permitiendo a los usuarios realizar andlisis topolégicos sin una curva de
aprendizaje pronunciada.

Topological Persistence and Simplification (Edelsbrunner, Letscher, & Zomoro-
dian, 2002): Este articulo seminal presenta los fundamentos teéricos de la homologia
persistente, con un enfoque en como simplificar la estructura topolégica de los da-
tos. Es fundamental para quienes buscan entender la base matematica de TDA y su
aplicaciéon en la computacidn.
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Using Persistent Homology and Dynamical Distances to Analyze Protein Binding
(Kovacev-Nikolic et al., 2016): Este trabajo muestra c6mo la homologia persistente
puede ser utilizada en biologia molecular para estudiar interacciones a nivel proteico,
un ejemplo destacado de la aplicacién de TDA a datos biomédicos.

Mapper-type Algorithms for Complex Data and Relations (Dlotko et al., 2024):
Este articulo presenta una extensiéon de los algoritmos Mapper, una herramienta
esencial en TDA, adaptada para tratar relaciones y estructuras mas complejas en datos
multidimensionales. La capacidad de generalizar estos métodos a una variedad de
contextos es una de sus principales virtudes.

Topological Data Analysis for Genomics and Evolution (R. Rabadan y A. Blumberg,
2020): aborda la aplicacién del Anélisis de Datos Topolégicos (TDA) en el contexto
de la genémica y la evolucién, presentando un enfoque innovador para la extrac-
cién de patrones y estructuras en grandes conjuntos de datos biolégicos. Los autores
combinan sus conocimientos en biologia, matemadticas y estadistica para ofrecer una
perspectiva multidisciplinaria sobre como las técnicas topolégicas pueden contribuir
a la comprension de procesos biol6gicos complejos.

Introduction to Persistent Homology (Z. Virk, 2022): ofrece un andlisis profundo y
accesible de la homologia persistente, una técnica clave dentro del campo del Andlisis
de Datos Topolégicos (TDA).
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de Cauchy (11.3.1), 368
de Fréchet (3.4.7), 79
de los complementos finitos (3.4.6),
79
de secciones (3.4.8), 79, 80
de vecindades (3.4.5), 79
elemental (3.4.8), 80
generado (3.5.11), 83
por adjuncién (3.5.15), 84
principal (3.4.4), 79
subbase de (3.5.11), 83
Filtro (3.4.1), 78
Filtros
comparables (3.5.1), 81
Final, topologia (5.3.11), 150
Frontera
conjunto (4.3.1), 106
punto (4.3.1), 106
Frontera, operador (13.4.2), 461
Funcién
de Urysohn (7.4.2), 227
separable (7.4.1), 227
Funcién (A.5.1), 517
Funtor (6.5.22), 212

Goursat, Teorema de (11.6.4), 388
Greedy, algoritmo codicioso o (13.3.2), 448
Grupo
fundamental (6.5.14), 208
topolégico (11.1.11), 353
Gréfica de f (A.5.1), 517
Gréficade f (7.2.3), 218

Hahn-Banach, Teorema de
(forma analitica) (7.5.9), 242
(forma geométrica) (7.5.9), 240

Hausdorff

espacio (7.1.6), 216

uniformidad (11.1.24), 359
Hereditabilidad (7.2.8), 219
Hereditaria

propiedad (5.1.7), 128
Hilbert

cubo de (8.3.3), 273

Espacios de (11.4.1), 374
Hiperplano

de apoyo (7.5.10), 241
Hiperplano (4.5.4), 117
Hiperplano (7.5), 233
Homeomorfismo (2.4.28), 62
Homeomorfismo, espacios (2.4.28), 62
Homologia

grupos de (13.4.2), 463

persistente (13.4.3), 466

simplicial (13.4.2), 460
Homotopia

de aplicaciones (6.4.1), 195

de arcos (6.5.1), 202
Homotépica, aplicacién (6.4.1), 195
Homotépico, espacio (6.4.10), 199
Homotépo, arco (6.5.1), 202

Identidad, aplicacién (ver Idéntica), 519
Identificacion

aplicacion (5.3.15), 151

topologia de (5.3.14), 151
Idéntica, aplicacion (A.5.10), 519
Idéntica, aplicacion (2.4.17), 58
Imagen (A.5.2), 517
Imagen inversa (A.5.4), 518
Indiscreta, estructura uniforme (11.1.10),

353

Indiscreta, topologia (2.1.6), 43
Inducida, topologia (5.1.1), 126
Inductivamente ordenado (A.10.8), 525
inesencial, aplicacién (6.4.1), 195
Infimo (A.10.4), 523
Inicial, topologia (5.3.2), 145
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Inmersioén (11.5.1), 378
Inmersién (5.1.10), 129
Integral de Riemann (3.6.4), 89
Interior

de un conjunto (1.6.10), 34

producto (1.2.5), 11

punto (1.6.3), 30

punto (4.3.1), 106
Intersecciones anidadas (9.1.11), 312
Interseccion

de colecciones (A.2.2), 513

de conjuntos (A.1.5), 513

de familias (A.7.1), 520

punto de (6.2.5), 180

vacia (A.7.1), 520
Invarianza Homotépica, Teorema de

(13.4.2), 465

Inversa

funcién (A.5.6), 518
Inyectiva, aplicacién (A.5.3), 518
Iris, conjunto de datos (13.2.1), 439
Irreducible (9.3.1), 316
Isometria (1.3.2), 15
Isomorfismo

de categorias (2.4.13), 57
Isomorfismo (2.4.13), 57
Isomorfismos uniformes (11.2.9), 366
Isométricos (o isomorfos), espacios

métricos (1.3.2), 16

Jordén, Curva de (8.2.8), 268
Jordan, teorema de (6.2.8), 182

Klein, Botella de (5.4.5), 154
kNN, algoritmo (13.1), 437
Krein-Milman, teorema de (8.7.5), 304

Lebesgue
integral de (7.3.9), 224
ntimero de (8.4.9), 280
lente, funcién (13.3.1), 447
Lifting, problema del (5.4.6), 155

Lineal continua, funcién (1.6.9), 33
Localizacién, teorema de (7.7.10), 254
Localmente metrizable (10.2.9), 348
Limite

funcional (3.7.6), 94

punto (4.1.12), 102

superior, topologia de (2.3.15), 53

Mapper, gréfica (13.3.1), 446
Maximal, elemento (A.10.5), 523
Mazur, teorema de (7.5.9), 240
Medida de Radén (7.2.6), 219
Metrizabilidad (2.4.1), 53

Minimal, elemento (A.10.5), 523
Minkowski, desigualdad de (1.2.2), 8
Monétona, aplicacién (A.10.9), 525
Morfimos (2.4.7), 56

Maximo (A.10.4), 523

Métrica (1.2.1), 8

Métrico, espacio (1.2.1), 8

Minimo (A.10.4), 523

Mobius, Banda de (5.4.3), 154

Nagata-Smirnov-Bing, teorema de (10.2.6),
345
Nervio
de una cubierta (13.4.3), 469
Teorema del (13.4.3), 469
Norma (1.2.4), 10
Normado, espacio (1.2.4), 9, 10
Normal, espacio (7.1.6), 217
Normas equivalentes (1.6.26), 38
Nudo (13.3.3), 451
Numerabilidad, 1¢* axioma de (3.1.14), 70
Numerable
al infinito (8.6.20), 298
conjunto (A.11.1), 525

Orden
filtrante (A.10.2), 523
producto (A.10.1), 522
relacion de (A.3.4), 515
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topologia de (2.1.9), 44
Orientacién de un simplejo (13.4.2), 460
Oscilacion (1.5.10), 26
Outlier, punto aislado o (13.2.5), 444

Paracompacto, espacio, conjunto (10.1.1),
336
Particion
de la unidad (7.6.8), 247
de la unidad diferenciable (7.6.13),
248
de la unidad subordinada (7.6.9), 247
Particion (A.4.2), 516
Particién de la unidad, teorema (10.1.4),
337
PCA, algoritmo (13.2.3), 442
Peano, curvas de (7.6.8), 183
Persistencia
c6digo de barras (13.4.3), 472
diagrama de (13.4.3), 472
estabilidad en (13.4.3), 474
grupo de (13.4.3), 471
paisajes de (13.4.4), 477
Poligono (6.3.14), 193
Precompacto, espacio, conjunto (11.3.11),
370
Prehilbertiano, espacio (1.2.5), 11
Preorden
filtrante (A.10.2), 523
relacion de (A.3.4), 515
Producto
de estructuras uniformes (12.1.2), 396
espacio (5.2.1), 135
espacios métricos (5.2.2), 135
finito de espacios métricos (1.4.7), 19
relacion (A.3.2), 515
Prolongacién
continua (5.1.14), 131
de funciones reales continuas (7.5),
233
Propiedad
(global, local) (7.6), 244

del punto fijo (9.6.25), 331
Proyeccion

estereogréfica (7.7.3), 251

teorema de (11.6.3), 386

vertical (4.5.11), 119
Proyectivo, espacio (5.4.12), 160
Punto de corte (9.7), 332

Red (3.3.3), 76
Reducciéon de dimensiones, método de
(13.2), 439
Reeb, gréifica de (13.3.1), 446
Refinamiento
baricéntrico (11.1.12), 354
Refinamiento (7.6.1), 244
Regresion, método o algoritmo de (13.2),
439
Regular, espacio (7.1.6), 217
Relaciéon
funcional (A.5.1), 517
inducida (A.3.2), 515
Relacién (A.3.2), 515
Restriccidn, aplicacién (A.5.8), 519
Retracto (6.4.13), 200
Retracto de deformacion (6.4.13), 200
Reticulo (A.10.6), 524
Riemann, integral de (7.3.9), 225
Riesz, teorema de (8.7.1), 300

Saturado (A.4.4), 516
Segmento (6.3.4), 190
Semicontinua, aplicacién (2.4.20), 59
Semiespacio

cerrado (4.5.4), 117

positivo (negativo) (7.5), 240
Seminorma (1.4.3), 17
Seminorma (7.2.7), 219
Separable, espacio (4.4.5), 113
Separado, connjunto (6.1.6), 171
Seudométrica

imagen reciproca de una (1.4.4), 18
Seudométrica (1.4.1), 16
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Seudométricas

semejantes (1.4.9), 20

topolégicamente equivalentes

(1.6.21), 37

Sierpinski, espacio de (2.1.2), 42
Simplejo geométrico (13.4.1), 455
Simplicial

colapso (13.4.1), 459

complejo (13.4.1), 454

funcioén (13.4.1), 456

subcomplejo (13.4.1), 456

subdivision (13.4.1), 458
Sobreajuste, problema de (13.2.2), 441
Sobreyectiva, aplicacién (A.5.3), 517
Solenoide diddico (9.1.15), 312
Soporte de una funcioén (7.6.5), 246
Stone

teorema de (10.1.11), 339

topologia de (12.4.39), 435
Stone-Céch, teorema de (8.6.17), 296
Stone-Weierstrass, teorema de (12.4.21),

426

Subbase

de un filtro (3.5.11), 83

de una topologia (2.3.1), 47
Subconjunto

de corte (9.7), 332
Subconjunto (A.1.3), 512
Subespacio

métrico (1.3.1), 15

topolégico (5.1.1), 126
Sucesion convergente (1.5.1), 22
Suma

conjunto (A.9.1), 522

espacio (5.5.1), 163
Sumable

familia (3.6.2), 87
Sumas (superiores, inferiores) (7.3.9), 225
Supremo (A.10.4), 523
SVM, algoritmo (13.2.4), 442

Tikhonov
teorema (8.3.1), 272
topologia (5.2.1), 135
Topolégico, espacio (2.1.1), 42
Toro (5.4.10), 158
Totalmente ordenado, conjunto (A.10.7),
524
Traslacién, aplicacién (1.3.6), 16
Triodo (9.6.15), 329

Ultrafiltro
imagen directa de un (3.7.5), 93
inducido (3.5.22), 86
Ultrafiltro (3.5.17), 85
Unicoherente
hereditariamente (9.6.9), 327
Unicoherente (9.6.9), 327
Uniforme
topologia de la convergencia (12.1.2),
396
topologia de la convergencia (12.1.1),
395
Uniforme, espacio, estructura (11.1.5), 352
Uniforme, subespacio (11.2.11), 366
Uniformemente continua, aplicacién
(11.1.2), 350
Uniformemente continua, aplicacién
(11.2.1), 363
Uniformizable, espacio (11.1.25), 359
Uniformizable, familia (11.1.12), 355
Uni6én
de colecciones (A.2.2), 513
de conjuntos (A.1.5), 513
de familias (A.7.1), 520
disjunta (A.9.1), 522
vacia (A.7.1), 520
Urysohn
funcién de (7.4.2), 227
teorema de (8.6.24), 299

Variedad
algebraica (4.5.5), 117
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de Riemann (7.7), 249

diferenciable (7.7.6), 252
Variedades, producto de (7.7.9), 253
Vecindad

en un espacio métrico (1.6.3), 30

en un espacio topolégico (3.1.1), 66

uniforme (11.1.17), 357
Vecindades

filtro de (3.4.5), 79

sistema fundamental de (3.1.9), 69
Vietoris-Rips, complejo simplicial de
(13.4.3), 467

Wallace, teorema de (8.3.6), 276
Weierstrass, teorema de (12.4.30), 430

Zorn, Lema de (A.10.8), 525
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