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Aportaciones Matematicas Electrdnicas

Esta nueva coleccidn tiene como propésito reflejar diferentes aspectos de la acti-
vidad matematica en México ofreciendo libros en formato electrénico editados en
el Instituto de Matematicas de la UNAM, concebidos para tener el méximo alcance
posible hacia la comunidad matematica universitaria, nacional e internacional, dada
la facilidad de difundir obras en este soporte.

Se consideran en esta coleccién tres tipos de publicaciones: textos orientados a
estudiantes de licenciatura y posgrado, compilaciones dirigidas fundamentalmente
al publico mexicano, en cuyos libros se recogen trabajos presentados en reuniones
nacionales u otros que contribuyan a la divulgacién de temas especificos de mate-
madticas, e investigaciones que pueden incluir monografias sobre temas actuales o
memorias de congresos internacionales y talleres de investigacion.

Todos los trabajos propuestos para ser publicados en esta coleccién son sometidos
a estricto arbitraje. Los libros electrénicos son una publicaciéon de la UNAM a través
del Instituto de Matematicas, y algunos titulos cuentan con la colaboracién de autores
adscritos a instituciones tales como el Centro de Investigaciéon y de Estudios Avan-
zados del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav), el Centro de Investigacién en
Matemadticas (Cimat), la Universidad Auténoma Metropolitana (UAM), el Instituto Tec-
nolégico Auténomo de México (ITAM), entre otras, asi como de diversas universidades
en varios estados del pais.



Resena de Exposiciones de matematicas de la Universidad de
Guadalajara

La abstraccién se puede considerar como un método mediante el cual se generaliza
una idea para el entendimiento de alguna situacién concreta; la matematica como
filosofia es uno de los grandes exponentes de los varios usos de la abstraccién.

La presente recopilacién expone de manera sustancial los usos tangibles y no-
tangibles de la abstraccién matematica. El pasado verano se llevé a cabo la octava
Escuela de Verano en Matematicas, en el Centro Universitario de Ciencias Exactas e
Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de Guadalajara, en la cual se expusieron temas
actuales de investigacién en la matematica tales como teoria de grupos aplicada a la
Optica, temas selectos de EDOS, algoritmo y autématas celulares, topologia sin-puntos,
haces vectoriales y superficies de Riemann.

Esta distinta variedad de temas no s6lo representa parte del trabajo que se ha estado
haciendo en el Departamento de Matematicas de CUCEI, tiene también como objetivo
visibilizarlo como uno de los principales centros de investigacién matematica del pais.

En este compendio participan las y los profesores del Departamento de Matemati-
cas que dan servicio a la Licenciatura en Matematicas, asi como de los departamentos
de Fisica, Ingenieria Quimica e Ingenieria Civil y Topografia del CUCEI, ademas del
Departamento de Ciencias Naturales y Exactas del Centro Universitario de los Valles
(CUValles).

En esta ocasion, se incrementd la participacién de docentes y alumnos respecto al
afio pasado: fueron 45 profesores y profesoras que se involucraron en la imparticién
de los 11 minicursos de la Escuela de Verano, con la inscripcién de poco mas de cien
estudiantes.

Esperamos que nuestra comunidad matematica crezca en ntimero, asi como en
conocimiento profundo de temas actuales de la matematica, y, por supuesto, en
desarrollo de habilidades que coadyuven a mejorar nuestra sociedad.
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SIMULACION NUMERICA DEL INTERCAMBIO TERMICO
EN CUERPOS DE AGUA

NESTOR GARCIA CHAN, TZITLALI GASCA ORTIZ, JORGE MANUEL MONTES ARECHIGA,
DIEGO ARMANDO PANTOJA GONZALEZ, FEDERICO ANGEL VELAZQUEZ MUNOZ

RESUMEN. En este trabajo se presentan diferentes técnicas numéricas para
abordar el problema de la contaminacién térmica en diferentes cuerpos de
agua y escalas. Asi se presentan modelos matematicos aplicados a lagos,
rios e incluso ocednos. Para esto se presentan las ecuaciones en derivadas
parciales del transporte, haciendo enfésis en su interpretacion fisica. Pos-
teriormente, su discretizacién numeérica basada en diferencias finitas es
formulada para los casos 1D y 2D. Finalmente diferentes aplicaciones son
mostradas en diferentes escenarios donde se simula numéricamente la dis-
persion de contaminantes usando para esto tanto software cientifico como
codigo de elaboracién propia.

ABSTRACT. In this paper, different numerical techniques are formulated to
show the thermal pollution in different water bodies and scales. Thus the
presented models are applied to simulate the pollutant dispersion in lagoons,
rivers, and oceans. To do it, we showed the partial differential equations
related to transport and highlighted its physician interpretation. Later, its
numerical discretization based on finite differences was formulated for 1D
and 2D cases. Finally, applications in different realistic domains are shown
where the pollutant dispersion is simulated using software and our code
programming in scientific software.

2000 Mathematics Subject Classification. 35K05.
Palabras Claves. Diferencias finitas, Intercambio térmico, Transporte de calor en cuerpos

de agua.
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1. INTRODUCCION

El problema del sobrecalentamiento de cuerpos de agua es un tema de estudio
importante para mitigar los efectos dafinos al medio ambiente. Dicho sobrecalen-
tamiento puede producirse de forma natural (como la presencia de emisiones de
calor subterraneas) pero son mds comunes las que se producen por acciones antro-
pogénicas. Asi es recurrente la instalaciéon de sistemas de enfriamiento basados en
la circulacién o contacto de agua fria con una superficie que se desea enfriar, asi por
ejemplo reactores nucleares se suelen localizar cerca de grandes cuerpos de agua. Si
bien dichos sistemas son necesarios rompen con el equilibrio térmico de su entorno
perjudicando la flora y fauna. Para estudiar el impacto del sobrecalentamiento en
cuerpos de agua los modelos matemadticos y la simulacién numérica son herramientas
bésicas que nos permiten de forma barata una primer aproximacién a su impacto,
ademads, permiten definir estrategias para su mitigacién. Por tanto modelos mate-
maticos como la ecuacién de transporte junto al método de diferencias finitas con
ambpliamente usados para dicho fin. Asi en este capitulo veremos las herramientas
numéricas mds conocidas para abordar este problema junto a modelos matematicos
en EDPs adecuados. Algunos ejemplos en rios y dominios mas amplios son estudiados
con el objetivo de mostrar una primer aproximacion al estudio de este problema
medioambiental.
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2. ECUACION DE DIFUSION.

2.1. Método de Euler adelantado. Muchos de los problemas en fisica pueden ser
modelados por ecuaciones diferenciales parabélicas que se resuelven para la incégnita
u(x,t):
du 0 du
— =— b, t)— |+eclx,Du+d(x,t 2.1
= (bl 0Z e ek dix ) 1)

donde b es positivo. Se necesita una condicién inicial dada en ¢ =0 es decir:
u(x,0)= u’(x) (2.2)

donde u°(x) es una funcién dada. La solucién debe satisfacer la ecuacién (2.1I) para
t > 0y x en una region abierta R. La solucién puede estar definida en una regién
cerrada y debe satisfacer ciertas condiciones de frontera, estas pueden involucrar a la
variable en si u 0 a su primer derivada temporal d u/dt.

Si x =0 es la frontera izquierda, la condicién de frontera seria de la forma:

ao(f)u‘f‘al(t)g—z:az(t) (2.3)
donde
a4, >20,0, <0 y ay—a;>0 (2.4)
Y en la frontera derecha, x = 1 tenemos:
ﬂo(t)u‘*‘ﬂl(t)g—:t:ﬁz(t) (2.5)
donde
Bo=0,61=20 vy PBo+pi>0 (2.6)

Para aproximar la ecuacioén anterior por diferencias finitas, dividimos el dominio
cerrado R x [0, Tr] en un conjunto de lineas paralelas a los ejes x y ¢ para formar una
cuadricula o malla.

Suponemos que las lineas estdn espaciadas por Ax y At. Las intersecciones

(x;=iAx,t,=nAt),i=0,1,...,I,n=0,1,... 2.7

donde Ax =1/I, son llamados puntos de malla, un ejemplo se puede los puntos de
malla se pueden ver en la Figura[l} La solucién se obtendra para cada punto de malla,
es decir:

uf ~ (X, ) (2.8)



4 GARCIA, GASCA, MONTES, PANTOJA, VELAZQUEZ

i,n+1

i—1,n i,n i+1,n

FIGURA 1. Sténcil del esquema adelantado en tiempo, centrado en espacio.

Para el problema usaremos diferencias adelantadas para la parte temporal:
u (xir tn+1)_ u (xiv tn)
At
y diferencias centradas para la derivada parcial de segundo orden espacial:

NLL. 2.9)
N Yt :

u(xi+l’ tn)_zu(xi’ tn)+ u(xi—l’ tn) ~ aZu

~ Xt 2.10
(Ax)? 0 x2 (xi, 1) )
Igualando los términos y cambiando la notacién:
1
u —uf _ Ui, —2ui +ul, @.11)
At Ax2
tenemos que:
M =ul+p(ul —2ul+ul') (2.12)
donde
At
U= Bxp (2.13)

Cadavalor en el nivel de tiempo ¢,,+1 puede calcularse independientemente a partir
de los valores en el tiempo t,,; por esta razén se denomina esquema de diferencias
explicitas.
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Finalmente para las condiciones iniciales y de frontera tendriamos
w=u’(x;),i=1,2,...,1—1 (2.14)
uy=u!'=0,n=0,1,2,... (2.15)

Ejercicio 3.1
Obtener la solucién numérica de la ecuaciéon

U, =Uy, para t>0,0<x<1
u°(0)=u’1)=0

u(x)=e @ L2 =05
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2.2. Conduccién de calor. La conduccién de calor es un proceso difusivo, y se puede
aproximar resolviendo la ecuacién de calor; en una dimensién:

oT 22T
E:aaxZ (216)

donde a es un coeficiente de difusividad térmica que va a depender del tipo de material
conductor y T es la temperatura. Discretizando la ecuacién tenemos

+1 _
Tj” =T"+u(T}, —2T" + ")) (2.17)
sujeto a la restriccion de estabilidad:

At 1
MZCIESE (2.18)

En este tipo de problemas en lugar de especificar el valor de la solucién en la frontera,
es preciso especificar el valor de la derivada de la solucién en la frontera. Este tipo
de condiciones de frontera se conocen como Condiciones de frontera de Neumann.
Supongamos que en el lado derecho del dominio existe un flujo de calor, la C.F se
expresa como:

T —qm 2.19)
dx x=1 ‘
y discretizando:
G O SRS (2.20)
0x |, ¥ ax 1 '

En el contexto de la conduccién de calor, la derivada espacial de la temperatura es la
densidad de flujo de calor o simplemente flujo de calor g con unidades de W/m?.
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Ejercicios.

Ejercicio 3.2

Suponga que tenemos una barra de un material con un coeficiente de difu-
sividad térmica @ = 1 m?s, una longitud L =1 m y temperatura T =0°C a lo
largo de toda la barra. En un tiempo ¢ =0, se calienta el extremo izquierdo de
la barra (x = 0) manteniéndose a una temperatura de 7' =100 °C, en el lado
derecho de la barra se tiene un material aislante.

= Escriba un c6digo para resolver la ecuacién de difusién de calor para el
ejemplo de la barra donde se implementen las condiciones de frontera
de Neumann.

= Realice una gréfica para visualizar los resultados.

2.3. Método de Euler atrasado (Implicito). Las simulaciones con el esquema de
Euler adelantado muestran que la restriccion del paso de tiempo, . < 1/2 que significa
At < AX?/(2a), puede ser relevante al comienzo del proceso de difusién, cuando la
solucién cambia bastante rdpido, pero a medida que aumenta el tiempo, el proceso se
ralentiza y un At pequefio puede ser un inconveniente.

Mediante el uso de esquemas implicitos, que conducen a sistemas acoplados de
ecuaciones lineales que deben resolverse en cada paso de tiempo, es posible tener
cualquier tamafio de At (pero la precisiéon disminuye al aumentar At ).

Si utilizamos el esquema adelantado podemos escribir la ecuacién de difusién
como:

n__,n—1 n _ n n
Ui —u; Uiy —2ui +ul,

o =a Ax? (2.21)

Ahora suponemos que u f‘l ya estd calculado, pero todas las cantidades en el “nue-

vo” paso de tiempo n son desconocidas. Esta vez no es posible resolver con respecto

a u! porque este valor estd acoplado a sus vecinos en el espacio, u!' , y ul, |, que
también son desconocidos, ver Figura

Tomemos el caso cuando N, =3, donde N, es el numero total del puntos de malla

enx,parai=1,...,N,—1=1,2 tenemos:

u—yn! uy —2ul' + ul!

1At1 =a Avl 0 (2.22)
ul*—u1 ul —2u+un
22 _g3 L (2.23)

At Ax?



8 GARCIA, GASCA, MONTES, PANTOJA, VELAZQUEZ

i—1,n i,n i+1,n

i,n—1

FIGURA 2. Sténcil del esquema atrasado en tiempo, centrado en espacio.

donde los valores en la frontera i y u}' son conocidos. Acomodando las incégnitas
ui' y uy en ellado izquierdo y multiplicando por At tenemos:

Q+2pu —puy =ul™", (2.24)

—pul +(L+2p)uy = uy ™. (2.25)

Este es un sistema de ecuaciones 2 x 2 acoplado para las incognitas u;' y u,. en
forma matricial tenemos:

142u —u up \_ [ up!
( - 1+2u )( uy )\ u! (2.26)

En el caso general la ecuacién (1) da lugar a un sistema acoplado de ecuaciones de
(N, —1) x (N —1) para todas las incognitas u en los puntos espaciales i = 1,..., N, —1,
entonces podemos reescribir la ecuacién (1) como:

—pul +Q+2u)ul —pul = ul"! (2.27)
parai=1,...,, N, —1. Aqui podriamos imponer las condiciones de frontera, es decir:

uy =0 (2.28)

uj’v =0 (2.29)
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Este sistema de ecuaciones algebraicas se puede escribir en forma matricial:

AU =b
donde U = (uf,...,uy, ).
La matriz A tiene la forma:

Ao Agn O

AI,O Al,l AI,Z
0 Ay Ayp Aps
. . . i

A =
0 Ajja Ajj Ajjn

0 0

Los elementos diferentes de cero estdn dados por:

Aji=—u
Ai,i = 1 + Z‘U
Aji1=—

paralos puntosde mallai=1,...,, N, —1.

AN, N1

9
(2.30)
0
0
AN, 1N,
AN, N,
(2.31)
(2.32)
(2.33)

La primera y la dltima ecuacion del sistema corresponden a las condiciones de
frontera, donde la solucién es conocida, y por lo tanto debemos tener:

AO,O = 1
Ap1=0
AN‘C’NX71 = O

Ann, =1

(2.34)
(2.35)
(2.36)
(2.37)
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Finalmente podemos escribir a b como:

by

b,

b= b,

by,

con

by=0 (2.38)
bi=u!", i=1,...,N,—1 (2.39)
by, =0 (2.40)

La matriz A contiene cantidades que no cambian en el tiempo. Por lo tanto, A puede
formarse antes de que entremos en las férmulas recursivas para la evolucién temporal.
Sin embargo, el lado derecho b debe actualizarse en cada paso de tiempo.

2.4, Método de Crank-Nicolson. En el esquema de Crank-Nicolson se utilizan dife-
rencias centradas en tiempo y espacio en combinacién con un promedio en el tiempo.
Se requiere que la ecuacion se satisfaga en los puntos de malla espacial, pero en medio
de los puntos de malla temporal.
1% 02

Eu(x,-,tn+%)=amu(x,-,tn+%)+f(xl-,tn+%) (2.41)

parai=1,...,N,—1yn=0,...,N;—1.
En el lado derecho de la ecuacién tenemos una expresion de la forma:

1 1 1 1 1
m(ulnjl‘ —2Uin+z + uﬁjﬁ)%—finh (242)

1
n+s 2 .
El problema es que no calculamos u; *, entonces podemos remplazar este término
por un promedio aritmético:

11
u; wé(u?‘-i-uf”l) (2.43)
Y de igual manera para el término fuente:

el 1
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® @ ®
i—1,n+1 i,n+1 i+1,n+1
o
i,n+1/2
® @ o
i—1,n i,n i+1,n

FIGURA 3. Sténcil del esquema de Crank-Nicolson.

Reescribiendo el lado izquierdo de la ecuacién y re—acomodando tenemos:

1 1
n+1 n+1 n+1 n+l\ _. ,n n n n
u™ —sp(u —2u + ) =u] +5'U‘(ui—1_2ui +ufl,)

! 2
1 1 (2.45)
n+l1 n
+ Ef; + Efl
Como en el esquema de Euler atrasado, las nuevas incégnitas u/""!, u*', y u/'f}!

estdn acopladas en un sistema lineal AU = b, donde A tiene la misma estructura que
en el caso de Euler atrasado:

1

Ai,i*l = _E‘U (246)
1

Ajinn=—7U (2.48)

2
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paralos puntos internos, i =1,..., N, —1. Las ecuaciones para los puntos en la frontera
son:

Agp=1 (2.49)
Ag1 =0 (2.50)
ANX,NX—I =0 (251)
Ay, N, =1 (2.52)
Y b estd dado por:
by=0 (2.53)
1
bizuf‘1+5(]§"+fi"“), i=1,..,N.—1 (2.54)
by, =0 (2.55)
2.5. Método generalizado 6. Parala ecuacién
o4 _ Glu) (2.56)
57~ U .
donde G(u) es algin operador diferencial espacial, el método-6 estd dado por:
u(t+1 —un
#z@G(u;‘“)—k(l—G)G(ui”) (2.57)

La caracteristica importante de este esquema de discretizacion es que se puede im-
plementar una sola férmula y luego generar una familia de esquemas dependiendo
del valor de 0:

= 0 =0resulta en el esquema de Euler adelantado en tiempo.
= 0 =1resulta en el esquema de Euler atrasado en tiempo.
= 0= % resulta en el esquema de Crank-Nicolson en tiempo.
Esdecir t,,,9 =01, +(1—0)t,.
Aplicando este método a la ecuacién de difusién en 1D tenemos:

ut—ul ultt—2u 4y} ul —2ul+ul
=a| 0 —

i+1 i i—1 i+1
+(1—40
At Ax? ( ) Ax?2

+9fl.”+1 +(1-0)f"
Que nos lleva a un sistema de matrices con:

Ai,i—l :—‘u9, Ai,i =1 +2u9, Ai,i+l :—‘u9 (259)

(2.58)
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y para b; tenemos:

2ul + ul
o TAOfT e A1-0)f"  (260)

u® —
by =ul+p(1—0)—"

2.6. Difusién en un medio heterogéneo. La difusién en medios heterogéneos nor-
malmente implica un coeficiente de difusién no constante, es decir, @ = a(x). Un
modelo 1D para difusién considerando este tipo de coeficiente es:

%z;j—x(a(x);)—;t)—kf(x,t), x€(0,L),t€(0,T], (2.61)
u(x,0)=1(x), x€[0,L], (2.62)
u(0, 1) = U, £>0, (2.63)
u(L,t)=Uy, £>0. (2.64)

Y discretizando con el método-6 generalizado tenemos:

un

——=0 Alxz (@iey (! =) =y () = u ) (2.65)

1
+(1-6)— (ai+% (ufy —up) =y (] - ”7—1))

+Of"+(1-0)f",

donde podemos tomar la media aritmética para a, por ejemplo:

a.

1
i+l = E(ai +ai+l)'

rol—
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Implementacién en Python.

def solver(I,alpha,f,L,Nx,Nt,dx,dt,theta,u_L,u_R):

if isinstance(alpha, (float,int)):

alpha = np.zeros(Nx+1) + alpha
elif callable(alpha):

a_0 = np.zeros(x.shape)

for i in range(Nx+1):

a_0[i] = alpha(x[i])

alpha = a_0
mu = alphax(dt/dxx%2)
diagonal[l:-1] = 1 + mul[l: -1]«Calpha[2:]

+ 2xalphal[l:-1] + alphal:—-2])
lower[: 1] = mul[l:-1]«Calpha[l:-1]
+ alphal[:-2])
upper[1:] = —mul[l: -1]«Calphaf[2:]
+ alphaf[l:-1])
diagonal[0] =1
upper[0] = 0
diagonal [Nx] = 1
lower[-1] = 0
A = scipy.sparse.diags(diagonals=[diagonal,...
lower ,upper],

offsets=[0, -1, 1],

shape=(Nx+1, Nx+1),

format="csr’)

for i in range(®,Nx+1):
u_nfi] = I(x[i])

sol = np.zeros((Nt,len(u)))

for n in range(®, Nt):

b[1l:-1] = u.n[l:-1] + mur[1l: —1]x(
(alphaf[2:]+alpha[l: -1])«Cu_n[2:]
—u_n[l:-1]) (Calpha[l: -1]+alpha[®:-2])=x
(unf[l:—1]—u_n[:-2]))+
dt«thetaxf(x[1:—1], t[n+1]) +
dt+(l1—-theta)s«f(x[1:-1], t[n])

ul:] = scipy.sparse.linalg.spsolve(A, b)

u_nf:] ul:]

sol[n] ul:]

return u, x, t, sol, mu
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Ejercicio 3.3

Suponga que tenemos una barra de longitud L construida con tres capas. Las
fronteras entre las capas se denotan con b - - b3, donde by =0y b; = L. Si las
capas estan hechas de materiales con propiedades diferentes y ademas estas
se mantienen constantes dentro de la capa, podemos expresar el coeficiente
de difusividad térmica como:

g, by<x<b
a(x)=4 a;, bi<x<b,
ay, ngJCSbg

donde oy =1, a; = a,/2 y @, = a; /2. Inicialmente se tiene una temperatura
T =0°C alo largo de toda la barra. En un tiempo ¢ =0, se calienta el extremo
izquierdo (x = 0) manteniéndose a una temperatura de 7' =100 °Cy en el lado
derecho se tiene un material aislante.
= Utilice b1 =0.25y b, = 0.5 para la posicién de las fronteras entre capas.
= Realice una grafica para visualizar los resultados.
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3. SIMULACION NUMERICA DEL INTERCAMBIO TERMICO EN CUERPOS DE AGUA

3.1. Modelo de la polucién térmica en un rio. Sea 2 C R® un dominio cubierto con
agua (lago, rio, estuario u otro) y sea T > 0 el tiempo de modelacién. Si denotamos con
T la temperatura del agua en Q x (0, T') entonces debe satisfacer la siguiente ecuacién
de transporte

aT
E-’-V'V’C—V'(EVT)::ES (3.1

donde v denota la velocidad del fluido y § denota el intercambio de calor entre el cuer-
po de agua y su entorno. Es importante notar que las dimensiones de la ecuacién son
[°Cseg™"] (Grado Celsius por unidad de tiempo). También notamos que el transporte
estarfa dado por adveccion y difusion a pesar que el primero suele ser dominante sobre
todo en rios. La ecuacién anterior requiere condiciones de tipo inicial y de frontera,
asf asumiendo que conocemos la temperatura inicial en todo el dominio en el tiempo
t =0y que Q tiene una frontera I' dividida en tres segmentos: entrada I;,, salidaT,,, y
pared I,,, podemos enunciar

7(x,0) = 7°(x) (3.2a)

V71.-n=—q sobrelj, (3.2b)
V1-n=0sobrel,,; (3.2¢)
EV7-n—(v-n)t =0sobrel, (3.2d)

donde 7° es una funcién conocida, e imponiendo un flujo térmico a la entrada del rio,
que la temperatura no traspasa las paredes y que en la salida el calor escapa sé6lo por
accion de la velocidad del agua en el dominio.
Es posible imponer al inicio del cuerpo de agua una condicién de temperatura cono-
cida como veremos en el caso 1D.

Sila longitud del rio es notablemente superior a su ancho y profundidad el modelo
anterior puede simplificarse al caso 1D, asi la temperatura es ahora 7 = 7(x, t) para
todo punto (x, t) € [0, L] x [0, T] y que satisface el siguiente problema en EDPs con
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air - water interface

Xy Xy +dx

FIGURA 4. Esquema de la particula elemental. Observe que solo apa-
recen dos dimensiones, longitud d x y profundidad h, a pesar de esto
se debe considerar también el ancho w (Tomada de Benedini and
Tsakiris, Springer 2013).

valores inicial-frontera:
ot ot 0%t

E+vxE—Em::i:3(7,x,t) (3.3a)
7(x,0)=7(x) (3.3b)
7(0, £) = Ty(1) (3.3¢)
a—T(L, £)=0 (3.3d)
ox

La justificacién para usar un modelo 1D para un rio fue que su longitud es mucho
mayor que su ancho (w) y profundidad (%), sin embargo esto no quiere decir que estas
ultimas dimensiones no pueden ser tomadas en cuenta. Asi delimitamos la llamada
particula elemental con los puntos x, € (0, L) y xo + 0 .. Después podemos tomar su
drea A= wod, ysuvolumen V =h w 6. La particula elemental serd importante para
definir los forzamientos del modelo de intercambio de calor en un rio, sin embargo
esto no tendra sentido hasta definir la discretizacién del dominio [0, L] %[0, T'] en el
contexto de la solucién numeérica del modelo.

Recordemos que § denota el intercambio térmico con el ambiente, este debe incluir
aspectos naturales como antropogénicos (polucién). Comenzamos con la el llamado
point heat injection que suele tener consecuencias Utiles asumiendo que la gran
cantidad de agua fria puede extinguir el calor proveniente de inyecciones de agua
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cooling water
—_—

THERMAL
PLANT

hot
water

FIGURA 5. Esquema de la inyeccién de agua caliente en el rio. Este
tipo de inyeccidn suele ser puntual y entonces no incluye dimensio-
nes (Tomada de Benedini and Tsakiris, Springer 2013).

caliente o de cuerpos sumergidos. Asi denotando con W, el calor neto inyectado en el
rio tenemos la igualdad
Wi
F=

pCpV
Sila inyeccién de calor es un flujo de agua caliente entonces debemos considerar las
propiedades del agua caliente y fria. Asi denotando con ¢ el flujo de agua caliente, p,
la densidad del agua caliente, x,, € (0, L) el punto de inyecciony 7, la temperatura del
agua fria tenemos que

(3.4)

W,=p qq Cp Tq
y por tanto
_ pq qTq
= —p v
notando que el calor especifico C, fue considerado igual para el agua fria y caliente.
Una forma indirecta de inyeccién de calor es asumir la presencia de un radiador

sumergido en el rio, dado que el agua caliente no estaria en contacto directo con el rio
la inyeccién de calor es por conveccion, asi el calor neto estaria dado por

(3.5)

Wy, = T](Tw _T)Frad

siendo 1 = f + r la resistencia al intercambio con f la propagacién laminary r la
radioactiva, 7,, la temperatura de la pared del radiador y F,, el &rea que cubre el
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hot fluid
cooled fluid

I

—_——

H Illl

Heat
exchanger

FIGURA 6. Esquema de un radiador sumergido donde observamos
que las dimensiones pueden ser determinadas a pesar de considerar
un dominio 1D (Tomada de Benedini y Tsakiris, Springer 2013).

radiador dentro del rio. Por tanto el formzamiento estaria dado por
TI(T w T)Fmd
f=———rad
pC,V
Los forzamientos anteriores son cominmente antopogénicos sin embargo inter-

cambios naturales son el de agua-aire y agua-fondo que obedecen a las condiciones
meteorolégicas y geolédgicas. Si denotamos con H,, el calor neto entrante entonces

Hn Ffs
pC,V
siendo Fy; el area de la superficie que recibe el calor H,. El calor neto H,, representa

un equilibrio térmico en el volumen de la particula elemental V siendo en una de sus
caras la fuente de intercambio agua-aire

H,=H;,+H,,—H,+H.—H,

(3.6)

F= (3.7)

siendo Hy, el calor debido a la radiacién entrante de onda corta, H,, el calor debido
a laradiacién atmosférica entrante de onda larga, H, el calor saliente de onda larga,
H, el calor entrante-saliente debido a la conveccién o conduccién y H, la perdida de
calor por evaporacion.
De forma similar si G denota el calor que pasa a través del fondo del rio entonces
GFE,y

=oC,V 3.8)

5
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H,
H, H,
H‘ Hill’
air
walter l l I l 1
HM] H:m
solar atmospheric water conduction evaporation
shortwave longwave longwave and and

radiation radiation radiation convection condensation

FIGURA 7. Esquema con los diferentes procesos-fuentes del inter-
cambio de calor entre el rio y el aire. Observe que estos claramente
dependen de condiciones meteorolégicas (Tomada de Benedini y
Tsakiris, Springer 2013).

siendo F,;, el area del fondo donde pasa el calor.

4. SOLUCION NUMERICA POR DIFERENCIAS FINITAS

Sean M,N € Z*, definimos los incrementos 6, = L/M y 6, = T/N en espacio y
tiempo lo que nos permite particionar el segmento (rio) [0, L] en M trozos delimitados
por los puntos (nodos) x;,; =x; +0,, i =0,...,M —1, ademas de fijar los instantes de
tiempo t" =néd,, n=0,...,N.Esimportante notar que tenemos M +1 nodos por N +1
instantes de tiempo, que en su conjunto nos proporcionan una malla ¢ que cubre el
dominio [0, L] x [0, T']. La intencién es pues encontrar la temperatura 7 en cada punto
de la malla, para esto consideramos que la evaluacion 7(x;, t"*) es denotada com 7' y
aproximamos cada término de la EDP en el punto (x;, t"):

n+1l n n n
a_T(x. tn)NTi — T 3_T(x‘ tn)NTi_Ti—l
e 5, | oz " 5,
2 n __ n n
o°t ~ T 2T+ T 5(x, ") =§"
0x2 52 ’ v Z
X
Wx;, t")= !

Notamos ademads que las condiciones inicial y de frontera son también discretizadas
como 7%(x;)= T?, i=0,...My7to(t")= Tg, n=0,...,N. Sustituyendo lo anterior en
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la ecuacion diferencial es posible obtener

n+l _ -n n__n _
& & 4 L TH_E 2t + 7, =3
X,i -
0, 0, 5%
n+l1

que nos permite despejar el valor 7] ya que la condicion inicial garantiza que todas
las temperaturas y forzamientos en t" son conocidos, por tanto obtendriamos

T =Bt + Bt + Bt +6,F)

siendo §; =", gf 52 yB2=1—77, gf 2E g; y /53 = E . Es importante notar que
el esquema es valido parai =1,.... M—1yn = N— 1. Para el nodo i = M el
esquema es

1
n+ = ﬁlTM 1 +ﬂ27M +/53TM+1 + 51:%1\/[
pero 77, , esta fuera del dominio. Considere aplicar la condicién frontera al final del
rio
ot

Tn — Tn _
(L,IH)N M+1 M1:O
20,
implicando que 77 T};_, para todo n. Por tanto tenemos una ecuacion especial

parai=M

M+1—

1
Ty =B+ BTy +BaTy +6,Fy,
Dadalatemperatura inlclal 79yla condicién frontera enla entrada delrio 7/, encontrar
la temperatura 77*! a partir del esquema explicito

T =BTl + Bt + BaT] +6,F) (4.1)
parai=1,...,M —1, mientras que para i = M tenemos la ecuacién
Tht = (Bu+Ba)Thy_ +BoThy +6:5y 4.2)

en amboscasosn=1,...,N—1.
El esquema Upwind es estable bajo la condicién

v5t+2E5t < 43)
Oy 0z =

y alcanza calidad si ocurre
V0, 20, @4)
0, 0,—v0,;

Considere un canal con longitud L = 150[m¢s], ancho w = 8[mts] y profundi-
dad h = 0.9[mts]. Sean los incrementos en tiempo y espacio 6, =20[segly 6, =
25[mts]y una velocidad promedio de v=0.3[mts seg™!]. Otros datos asumidos son
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FIGURA 8. Experimento 2, contaminante no conservativo. Compara-
ci6n de la solucién dada en Benedini & Tsakiris y la obtenida con el
esquema de tipo Upwind

E =5.0[mts’>seg™'], H, = 2000[{Cal mts~2 dia~']. Finalmente asumimos que la
temperatura a la entrada es conocida (Ver Figura 16.7 de Benedini y Tsakiris) y que la
temperatura inicial es de 18° C.
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Para obtener soluciones mejores considere ahora los incrementos 6 , =2[mts]y
0, =1[seg]. Considere que una planta térmica desfoga el agua caliente residual en el
punto x, =100[m¢s], con un flujo de g = 0.01[m ts3seg™!], temperatura T4=30[°C]
y densidad p, =980[kg mts3].

Considere que un radiador estd sumergido en el rio en el punto x, = 50[m¢s],
con una temperatura de 7,,;, =90[° C], y un drea de contacto con el agua de F,,; =
hé,[mts?].

Considere los valores mostrados en la tabla 16.1 y la figura 16.6 ambas de Benedini
y Tsakiris. Con esto defina los valores H,, y G, el calor neto entrante del aire al agua
y el calor neto entrante del fondo al agua. Para ver como influyen estos parametros
elimine cualquier otro forzamiento del c6digo.

Para evitar una estabilidad numérica condicionada existen esquemas alternati-
vos de tipo implicito (p.ej. Euler y Crank-Nicholson), asi formulamos lo siguiente
considerando la discretizacién anterior:

T;l+1 _ n+l __ -n+l n+l —ZT;HI + Tn+1

n

T e Ti Tia _E Tia B _ g0t
x,i — Yy

5, 5, 52

lo que conlleva cambios significativos.
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5. FLUJOS DE CALOR CON DATOS SATELITALES DE REANALISIS NARR EN CUERPOS DE
AGUA

Se considera el flujo calor con base en una ecuacion diferencial de temperatura la
cual tiene la forma de:

Acumulacién y Distribucién = entrada - salida (5.1)

En el contexto de flujos de calor en cuerpos de agua se tienen los siguientes ele-
mentos:

daT
acumulacién y distribucion=Vp C a7 +V2T (5.2)

entrada - salida=AJ+£QpCT (56.3)

Entrada/salida Superficie
~ )

=

Entrada lateral
~Q

Salida lateral
~Q

FIGURA 9. Flujos de entrada y salida

Donde



SIMULACION INTERCAMBIO TERMICO 25

T — temperatura, [°C]
V — volumen, [m3]
A — drea, [mz]

p — densidad, [%]

C — calor especifico, [ i éfo = ]

Q- caudal,[st]

J W]

J — Flujo de calor en la superficie, [ % = 1,

Los flujos calor en la superficie ademés se componen principalmente de:

]:]Solar+]atm+]agua+]cond+]evap (5.4)

En donde cada término tiene una relaciéon temporal o con la misma temperatura
T, con base en férmulas empiricas de la siguiente forma:

Jsotar ~ JsSen(wt)

4

Jatm~ Tai:le
]agua ~T
Jeona~T
]evap ~el

Ademis, cada término tiene una relacién con otras variables meteorolégicas como
es la humedad relativa, la temperatura del aire y el esfuerzo del viento.
Entonces la ecuacién diferencial de la temperatura es:

dT _,
VpC——+V'T=A]£QpCT (5.5)

En esta seccién se propone resolver uno de los casos més simples, con las siguientes
suposiciones:
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FIGURA 10. aproximaci6n de la radiacién solar anual

T(=0)=15°C

w= %%
V =53x108m3
A=25x%x10°m?

p — 100058
C=4182 ¢t

Js=290%

Es decir, se resolverd la siguiente ecuacion:.

dT—a] sen(wt)
dr 8

(5.6)
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Con
A
= — (5.7)
VpC
En este caso, la solucién analitica sera:
a
T(t)=T(t0)+i[1—cos(wt)] (5.8)
w

Mientras que numéricamente la solucién se basa en la definicién formal de la
derivada, es decir:

dT AT AT THI_Tk

di A Ar YArT T Ar 69
con
At fijo (5.10)
y
T'= T(t) (5.11)
Es decir,
T =T* L aJsAt sen(wty) (5.12)

A continuacion, se muestran los resultados de la solucién para dt = 60 d. Pero si las
ecuaciones se resuelven para dt = 10 d, las soluciones se mejora.

DATOS SATELITALES DE REANALISIS NARR

De la plataforma https://psl.noaa.gov/data/gridded/data.narr.html es posible des-
carga datos para region de Norte America, en una resolucién espacial de aproximada-
mente 32 km, de hasta cada 3 hrs.

Se descarga la variable "downward shortwave radiation flux"que es el equivalente
de la radiacién solar.

Estos datos se muestran en la figura[I5}

En este caso, al utilizar estos datos reales"se obtiene la ﬁgura



28

GARCIA, GASCA, MONTES, PANTOJA, VELAZQUEZ

Flujos de calor

Temperatura, °C

=e—sol exacta
—v—sol aprox

0 50 100 150 200 250 300 350

FIGURA 11. Soluciones: numérica, aproximada para dt =60 d

Flujos de calor

Temperatura, °C

—e—sol exacta
—v—sol aprox

0 50 100 1560 200 250 300 350

FIGURA 12. Soluciones: numérica, aproximada para dt=10d
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b Physical Sciences Laboratory

#Home » Data » Gridded Climate » NCEP North

al Reanalysis (NARR

NCEP North American Regional Reanalysis (NARR)

NCEF's high resolution combined model and assimilated dataset. From 1979 to near present 8-times daily, daily and monthly d

About People Research Data Products

Hemisphere Lambert Conformal Conic grid. See PSL's NARR project page.

Download and Plot Data

SPECIFICATIONS

Temporal Coverage:
= 8-times, Daily and Monthly means f

« Long Term Daily, Monthly means for

Spatial Coverage

= The native model grid is converted t
Conformal Conic grid which is what
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FIGURA 13. Plataforma NARR
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FIGURA 14. Variable de radiacion solar
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FIGURA 15. Variable de radiacién solar de datos del NARR
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FIGURA 16. Solucién con datos reales de radiacion solar de NARR
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AUTOMATAS CELULARES: TEORIA Y ALGORITMOS

ALONSO CASTILLO RAMIREZ, LUGUIS DE LOS SANTOS BANOS, MARIA GUADALUPE
MAGANA CHAVEZ, RAMON HARATH RUIZ MEDINA, EDUARDO VELIZ QUINTERO

RESUMEN. En este texto abordamos la teoria basica de los autématas celu-
lares, los cuales son funciones entre espacios de configuraciones discretos
definidos mediante una funcién local. Demostramos el célebre Teorema
de Curtis-Hedlund-Lyndon que caracteriza a los autématas celulares como
funciones continuas equivariantes. Ademads, presentamos algoritmos para
calcular conjuntos memoria minimos, obtener la composicién de dos fun-
ciones locales, y decidir la idempotencia de un autémata celular definido
por un patrén. Finalmente, discutimos algunos aspectos dindmicos como la
equicontinuidad y la sensibilidad.

1. INTRODUCCION

Los autématas celulares son funciones entre espacios de configuraciones discretos
que estan determinadas por un conjunto memoria finito y una funcién local fijja.
Originalmente concebidos por John von Neumann y Stanislaw Ulam en el Laboratorio
Nacional de Los Alamos la década de 1940, los autématas celulares se han vinculado
con diversas dreas de las matemadticas tales como dindmica simbdlica y teoria de
la computacién, ademds contar con importantes aplicaciones dentro de la fisica,
quimica, biologia, ciencias computacionales y en el modelado de sistemas discretos
complejos.

El ejemplo més famoso de un autémata celular es el Juego de la Vida, definido por
el matematico inglés John H. Conway en un espacio discreto bidimensional mediante
un conjunto memoria pequefio y una funcién local relativamente sencilla. Sorpren-
dentemente, el Juego de la Vida es capaz de simular una Mdquina de Turing Universal,

2010 Mathematics Subject Classification. 37B15, 68Q80.
Palabras Claves. Autématas celulares. Accién shift. Topologia prodiscreta. Conjunto memo-
ria minimo. Diagrama espacio-tiempo. Equicontinuidad. Sensibilidad.
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lo que se ha considerado como un ejemplo palpable del surgimiento de la complejidad
a partir de la sencillez.

En afios recientes, los trabajos de T. Ceccherini-Silberstein y M. Coornaert [3], entre
otros, han enriquecido enormemente la teoria de los autématas celulares al estudiarlos
usando herramientas de la teoria de grupos, la topologia y los sistemas dindmicos.

En este capitulo presentamos los fundamentos modernos de la teoria de autématas
celulares, incluyendo la demostracion del célebre Teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon.
Ademads, presentamos algoritmos para calcular conjuntos memoria minimos, obtener
la composicién de dos funciones locales, y decidir la idempotencia de un autémata
celular definido por un patrén. Finalmente, discutimos algunos aspectos dindmicos
como la equicontinuidad y la sensibilidad.

Este texto fue elaborado para el curso Autématas celulares: teoria y algoritmos
impartido en la VIII Escuela de Verano en Matemadticas del Centro Universitario de
Ciencias Exactas e Ingenierias de la Universidad de Guadalajara llevado a cabo del 24
al 28 de junio de 2024. Asumimos que el lector conoce conceptos basicos de teoria de
grupos y topologia.

2. LA ACCION SHIFT

2.1. Acciones de grupo. En primer lugar, recordamos la definicién de accién de
grupo.

Definicién 2.1 (accién de grupo). Dado un grupo G y un conjunto X, una accién de
G en X esuna funcién -: G x X — X, la cual satisface las siguientes condiciones:

i) e-x=x,paratodo x € X.
ii) gh-x=g-(h-x),paratodag,heG ytodo x € X.

En las condiciones anteriores, denotamos a la imagen del par (g, x) bajo la accién
como g - x. Es facil identificar que la propiedad i) nos indica que el elemento identi-
dad siempre actiia como la funcién identidad. La condicién ii) es una propiedad de
compatibilidad, la cual nos dice que debe de existir una asociatividad entre la accién
y la operacion del grupo.

De manera equivalente, una accién de G sobre X puede definirse como un homo-
morfismo de G en el grupo de simetrias de X, es decir, como un homomorfismo de la
forma ¢ : G — Sym(X).
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Ejemplo 2.1. Consideremos un grupo G, y tomemos X = G. Podemos definir una
accién de G en si mismo de la siguiente manera:

g-x=gx, Vg,xeG.

Es sencillo verificar que se cumplen las condiciones i) y ii) de la definicién de accién
de grupo.

Ejemplo 2.2. Consideremos un grupo G, y tomemos X = G. Podemos definir una
accién de G en si mismo de la siguiente manera:

g-x=gxg ', Vg xegG.
Verificamos que se cumple la condicién 7):
e-x=exe '=exe=x, VxeX.
Y ahora verificamos que se cumple la condicién ii) para toda g, k, x € G:
(gh)-x=(gh)x(gh) " =(gh)x(h'g ) =glhxh™)g ' =g(h-x)g =g (h-x).

Ejemplo 2.3. Consideremos un subgrupo H de G, y a su conjunto de clases laterales
izquierdas G /H. Es posible definir una acciéon de G sobre G/H de la siguiente manera:

g-(xH)=(gx)H, Vg, xeG.
Para cualquier clase lateral gH € G/H se cumple que
e-(xH)=(ex)H=xH.
Por otro lado, para toda g, i, x € G se cumple que
g-(h-(xH)=g-(hxH)=ghxH =(gh)-(xH).
Como se cumple la condicién de compatibilidad, tenemos una accién de grupos.

Ejercicio 2.1. Dada una accién de un grupo G sobre un conjunto X, muestra que la
relaciéon en X dada como:

x~y <> dgeGtalquey=g-x,
es una relacién de equivalencia.

Definicién 2.2 (6rbita). Dado un grupo G que actiia sobre un conjunto X, definimos
la G-6rbita de un elemento x € X como:

Gx:={g-x: geG}
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Definicién 2.3 (estabilizador). Dado un grupo G, un conjunto X sobre el cual G actia
y un elemento x € X, definimos el estabilizador de x como:

G,={geG: g-x=x}
Proposiciéon 2.1. Dada la accién de un grupo G sobre un conjunto X, el conjunto de
orbitas {G x : x € X} forma una particion de X .

Demostracion. Primero debemos observar que las clases de equivalencia delarelacion
de equivalencia sobre X dada en el Ejercicio |2.1| son precisamente las 6rbitas. El
resultado queda demostrado debido a que las clases de equivalencia de una relacién
de equivalencia siempre forman una particion. (]

Ejemplo 2.4. Consideremos la accién de multiplicacién izquierda de un grupo G
sobre si mismo. Notemos que

Ge={g-e:geG}={ge:g€G}=G.
En todos los elementos de G estan en una misma orbita.

Proposicion 2.2. Dado un grupo G que actiia sobre un conjunto X y un elemento
x € X, el estabilizador G, es un subgrupo deG.

Demostracion. Claramente e € G,, porque e - x = x. Consideremos a, b € G,. No-
temos que b - x = x implica que x = b~! - x, es decir b~! € G,. Entonces se tiene
que

ab™ - x=a-(b' - x)=a-x=x,
porlo que ab~! € G, y por tanto G, es un subgrupo de G. O
Ejemplo 2.5. Consideremos la accién de multiplicacién izquierda de un grupo G

sobre si mismo. Para toda g, x € G, si g - x = gx = x, la propiedad cancelativa implica
que g = e. En consecuencia, G, ={e} paratoda x € G.

Teorema 2.3 (6rbita-estabilizador). Sea G un grupo que actiia sobre un conjunto X y
sea x € X, entonces
|G x|=|G/Gyl.
Demostracién. Definimos una funcién f : Gx — G/G, dada por:
f(h-x)=hG,, VhegG.
Se tiene que

gx=h-x<>g'h-x=x < g'heG, < gG,=hG, < f(g-x)=f(h-x).
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Esta cadena de bicondicionales muestra tanto que f estd bien definida y que es
inyectiva. Para cualquier clase lateral G, € G/G, existe k- x € G x de tal manera que
f(h-x)=hG,, porlo que f es una funcién sobreyectiva. Por lo tanto, f es biyectiva,
lo que demuestra la igualdad entre las cardinalidades. ]

2.2. Espacio de configuraciones.

Definicién 2.4 (configuracién). Sea G un grupo y A un conjunto. Una configuracién
x : G — A es simplemente una funcién con dominio G y codominio A. El espacio de
configuraciones se denota como

A% :={x:G — A| x es una funcion}.

El espacio de configuraciones A® puede identificarse con el producto cartesiano

[T A, ya que cada funcién x : G — A puede identificarse con una tupla (x(g))gec- De
8geG
hecho, un producto cartesiano arbitrario esta definido mediante funciones.

Definicién 2.5 (accién shift). Definimos la accién shift de G en A como sigue: para
cadage Gy x €A%, lafuncion g - x € A® estd dada por

(g-x)(h):=x(g"'h), YheG.
Lema 2.4. Efectivamente, la accion shift de G en A® es una accién de grupos.

Demostracién. Verificamos que se cumplen las dos condiciones de acciones de gru-
pos:
i) (e-x)(h)=x(h), VheG,asiquee-x=x,Yx A",
i) g (81 x)(h)=x(g7'8; " h)=x((8281)"h)=(8:8 " x)(h), Yh € G, asi que
8 (81-X)=g81-x, Yx e A,
O
Ejemplo 2.6. Recordemos que Z,, es el grupo aditivo de clases de enteros médulo n:
Z,={0,1,2,...,n—1}
Podemos identificar a cualquier configuracién x € A% como una n-tupla
x =(ay, a;, as,..., Ay_1),
donde ay, := x(k).

En particular, si A={0,1}, entonces las configuraciones en AZn pueden ser vistas
como n-tuplas de ceros y unos.
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Por ejemplo, si n = 3, entonces existen 8 configuraciones en A%::

(0,0,0)
(0,0,1)
(0,1,0)
(1,0,0)
(0,1,1)
(1,0,1)
(1,1,0)
(1,1,1)

AP =

Para cualquier k € Zs, la accién shift de Z; en A% se aplica como
k-x= (a—k’ ay—k, a2—k)v
donde la operaci6n en los subindices se hace médulo 3. Por ejemplo,

x =(1,0,0)
1-x =(0,1,0)
2-x =(0,0,1).

Con esto, descubrimos que la accién shift de Z; en A% tiene 4 6rbitas, las cuales
estdn dadas en la siguiente tabla:

(0,1,1) (0,0,1)
(0,0,0) (1,0,1) (0,1,0) (1,1,1)
(1,1,0) (1,0,0)

Ejemplo 2.7. Sea G =Zy A={0,1}. Una configuracién x € AZ es formalmente una
funcién x : Z — A, pero puede verse como una sucesion bi-infinita como sigue

X=..., X_o, X_1, X, X1, X0, +..
donde x; := x(i), Vi € Z. La accién shift de n € Z en A% es

N-X=..., Xoo_n, Xo1enr X—p» Xi—n> Xo—py ---
Por ejemplo, si x =...,0,0,1,0,0,..., entonces

0-x=...,0,0,1,0,0,...
1-x=...,0,0,0,1,0,...
(-1)-x=...,0,1,0,0,0,...
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. . . .2 2
Ejemplo 2.8. Cuando G = Z?, podemos visualizar una configuracién en A% como
una coloracién de una cuadricula infinita bidimensional.

FIGURA 1. Configuracién sobre A%,

Definicién 2.6 (G -equivariante). Dado un grupo G que acttia sobre dos conjuntos X
y Y, unafuncién f : X — Y se dice G-equivariante si se satisface que:
fg-x)=g-f(x), VgeGVxeX.
Ejemplo 2.9. Consideremos el espacio de configuraciones A%, y una funcion o : A% —
AZ definida por
o(x):=1-x, VYxeAZl
Observemos que o es Z-equivariante respecto a la accion shift de Z en A%, debido a
que se cumple que
olk-x)=1-(k-x)=Q1+k)- x=(k+1)-x=k-(1-x)=k-o(x),
paratoda x € A%, k € Z.

Ejercicio 2.2. Determina todos los homomorfismos de un grupo G en si mismos que
sean G-equivariantes con la accién de multiplicacién izquierda.

3. AUTOMATAS CELULARES

3.1. Latopologia prodiscreta. De ahora en adelante, consideremos un grupo arbi-
trario G, al que nos referimos como el universo, y un conjunto A, al que nos referimos
como el alfabeto.

Definici6n 3.1 (topologia prodiscreta). La topologia prodiscreta del espacio de con-
figuraciones A® =[], A es la topologia producto de la topologia discreta en cada
componente A.

geG
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Los conjuntos abiertos de una topologia pueden darse en términos de una co-
leccién de conjuntos abiertos llamada base, lo que significa que todo abierto puede
escribirse como uniones arbitrarias de elementos de la base. También es posible carac-
terizar a una topologia en términos de una coleccién de conjuntos abiertos llamada
subbase, 1o que significa que todo abierto puede escribirse como uniones arbitrarias
de intersecciones finitas de elementos en la subbase (y las intersecciones finitas de
los elementos de una subbase forman una base).

Una propiedad importante de la topologia producto (consulta [7] o [8]), es que las
proyecciones 7, : AG — A, definidas como Tg(x):=x(g), Vx e AG, son funciones con-
tinuas. Ademds, el conjunto de las preimégenes de una base de A bajo las proyecciones
forma una subbase para la topologia producto; como el alfabeto A tiene la topologia
discreta, los conjuntos unipuntuales de A forman una base, por lo que una subbase
de AS esla colecci6n

N P PR
S = {ng (a):g€G,a eA},
donde n;(a) ={x € A% : x(g) = a}. Los conjuntos ngl(a) son esencialmente el conjun-

to de todas las configuraciones de A® que tienen a a € A en su “coordenada g-ésima”.

Por lo anterior, una base de A® est4 dada por intersecciones finitas de los conjuntos
n;l(a) € ; es decir, los elementos de una base de la topologia prodiscreta tienen la
forma

T a)N T (a)n N1, (a,) = {x € A° : x(g)) = a;, Vi}, 6]
donde g; €G, a; € A.

Definicién 3.2 (patrén). Un pairén p € AS es una funcién de la forma p : S — A,
donde S € G es un subconjunto finito.

Para un patrén p : S — A, también usamos la notacién

p =(p(s))ses-

Dado un subconjunto finito S := {g;,8,...,8,} € G, podemos definir al patrén
p:S— Acomo p(g;):=a; €A, por lo que los basicos (1) de la topologia prodiscreta
pueden reescribirse en términos de p:

V(p):={x€A® : x|s=p}={x € A : x(g) = p(g)) = a;, Vi}.

Alos bésicos V(p) C A se les conoce como cilindros bdsicos. De manera similar, para
cualquier subconjunto finito K € G podemos construir una vecindad abierta de una
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configuracion x € A® como sigue:

V(x,K)={z€A%: z|x = x|¢} = ﬂ ﬂ;l({x(k)}).
kek

En otras palabras, V(x, K) contiene a todas las configuraciones de A® que coinciden
con x en K. Usando la notacién de patrén, es facil ver que V(x, K)= V(x|g).

El siguiente lema resume algunas propiedades importantes de la topologia prodis-
creta (consulta 3} Cap. 1)).

Lema 3.1. Sea G un grupoy A un conjunto.

1. La topologia prodiscreta AC es un espacio de Hausdorff.

2. La topologia prodiscreta A® es totalmente disconexa (lo que significa que los

tinicos conjuntos conexos son los unipuntuales).

La topologia prodiscreta A° es discreta siy solo si G es finito.

4. La topologia prodiscreta A® es compacta siy solo si A es finito (por el Teorema
de Tychonoff).

5. La topologia prodiscreta AC es metrizable siy solo si G es numerable. En tal caso,
AC es homeomorfo al conjunto de Cantor en los niimeros reales.

®

Lema 3.2. Una funciént : A° — AC es continua en la topologia prodiscreta si y solo si
MgoT: A% = AescontinuaVg €G.

Explicaremos més en detalle el punto (5.) del Lema[3.1} Sea G un grupo numerable
y consideremos una sucesion creciente de subconjuntos finitos de G:

#=E,CcE,CEcCc--CE,C...
Definimos una funcién d : A x A — R como

six=y,

0
d(Xr.V)-Z {z—méx{n>02x|5,l:y|5n} SiX;éy.
para toda x,y € AC.

Teorema 3.3. La funcién d : A° x A® — R definida anteriormente es una méirica.
Ademdis, la topologia inducida por d es la topologia prodiscreta de A° .

Cuando G =Z, es usual considerar E, =0, yparan > 1,

E,=[-n+1,n—1]:={—n+1,—n+2,...,n—2,n—1}.
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Ejemplo 3.1. Sea G =Zy A={0,1}. Si 0 es la configuracién constante, es decir
0=...00000...,

y e; es la configuracién con 1 en el i-ésimo término y 0 en todos los demads términos,
entonces

d(o,e;)=271".
Ejercicio 3.1. Justifica la afirmacién del ejemplo anterior usando la definicién de la
meétrica d : A% x AZ - R.
Lema 3.4. La accion shift de G en A® es una accién continua. Esto significa que para
toda g € G, la funcion ¢4 : A — A® dada por
¢g(x)=g'xr VXEAGr
es continua en la topologia prodiscreta de AS .

Demostracién. Usaremos el Lema Paratoda g,h € G y x € A%, tenemos que

o pg(x)=mu(g - x)=(g- x)(h)= x(g™" h)=mg1p(x).
Esto demuestra que
TpoQPg=Tgap, Vg HhEG.
Como las proyecciones siempre son continuas en la topologia prodiscreta, entonces

la composicion 7, o ¢4 siempre es continua. Por el Lema|3.2} concluimos que ¢ es
continua para toda g € G.

3.2. Autématas celulares. La siguiente definicién de autémata celular es una gene-
ralizacion de la definicién original de John Von Neumann y puede encontrarse en [3}
Cap. 1].

Definicién 3.3 (autémata celular). Sea G un grupo y A un conjunto. Un autémata
celular sobre A® es una funcion

T:A% - AC

tal que existe un subconjunto finito S € G (lamado conjunto memoria de 7) y una
funcién local u : AS — A que satisfacen

T(x)(g)=pl(g™" - X)ls),
para toda x € A%, g €G.
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Intuitivamente, podemos pensar en un autémata celular 7 : A — A% como una
transformacion global del espacio de configuraciones A® la cual esté definida local-
mente mediante u : AS — A. En general, como veremos mds adelante, un conjunto
memoria S para un autémata celular no es tnico.

El escenario clésico, y més estudiado, es cuando G = 74, d €N, y A es un conjunto
finito. Una excelente revisién de este escenario puede encontrarse en [6].

Ejemplo 3.2. Sea G =Zy A= {0,1}. Sea S = {—1,0} C Z. Dada cualquier funcién
u: AS — A, podemos definir un autémata celular
7(x)(8) = p(((=1) - x)ls) = p(xi—1, ;).

Es decir,

T(x)=(..., plx_g, x_1), plx_1, xo), (%, 1), ...)-
Vemos que el comportamiento global de 7 al aplicarse en sucesiones bi-infinitas esta
determinado por la funién local u.
Ejemplo 3.3. SeaG=Zy A=1{0,1}. Sea S ={—1,0,1} C Z y definamos u : AS — A por
medio de la siguiente tabla

z€AS | 111 110 101 100 011 010 001 000
uz [0 11 0o 1 1 1 0

donde un patrén z € AS estd identificado con la triada z_;zyz;. Sea 7 : AZ — A% el
autémata celular definido por esta funcién local u : AS — A. Para aplicar T a una
configuracién x € A% se hace lo siguiente: el i-ésimo termino en la imagen, 7(x)(i), es
igual a u(x;_; x;x;11), de acuerdo a la tabla que define a u. Por ejemplo,

u(001)
~ =
7(...00001000...)=...0011000...
~—
©(010)

Al autémata celular de este ejemplo se le conoce como Regla 110.

LaRegla 110 es un ejemplo particular de un autémata celular elemental, el cual es un
autémata celular 7 : {0,1}% — {0,1}* que admite un conjunto memoria S = {—1,0,1}.
Los autématas celulares elementales se etiquetan como ‘Regla M’, donde M es un
ntmero entre 0y 255. En cada caso, la funcion local u,, : AS — A estd determinada
como sigue: sea M, ... Mg la representacion binaria de M y escribamos los elementos
de AS en orden lexicografico decreciente, es decir, 111,110, ...,000; entonces, laimagen
del i-ésimo elemento de A’ bajo u,, es M;.
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Por ejemplo, el ntimero 110 en binario es 01101110, lo que corresponde a la segunda
fila de la tabla que define a la funcién local de la Regla 110 en el Ejemplo 3.3}

Ejercicio 3.2. Encuentra las tablas de los autématas celulares elementales Regla 90 y
Regla 105. Evaltda cada uno de estos autématas celulares en las siguientes configura-
ciones:

Xx:=...00000..., y:=...00100..., =z:=...101010...

Ejemplo 3.4 (Juego de la Vida). Sea G = Z2? y A = {0, 1}. El Juego de la Vida es el
autémata celular 7 : A° — A® definido por el conjunto memoria

S= {_1)0’ 1}2 = {(a! b) -a, b € {_1)0) 1}})
yla funcién local u : AS — A dada por

(x)= {1 51 (Sees ¥(5)=3)V ((Xses ¥(8) = A (x(0,0)= 1)

0 en otro caso.

Dado un autémata celular 7 : A — A% es posible encontrar su funcién local
u: AS — A simplemente evaltiandolo en la identidad del grupo, ya que

T(x)(e)=pu((e - x)ls) = u(xls), VxeAC.

Ahora demostraremos algunas propiedades algebraicas y topolégicas de los aut6-
matas celulares.

Lema 3.5. Todo autémata celulart : A® — A® es una funcién continua en la topologia
prodiscreta.

Demostracion. Usaremos el Lerna Sea S un conjunto memoriade Ty u: AS — A
su funcién local. Para cualquier g € G, tenemos que

mgot(x)="7(x)(g)=p(g" - x)ls)=poResgo pe(x), VxeAT,

donde @41 : A — A% yResg : A° — AS son las funciones inducidas por la accion shift
ylarestriccién a S, es decir

pg(x)=g ™ x y Ress(x)=xls, VxeA.

Demostraremos que cada una de estas funciones es continua:

1. Lafuncién ¢, es continua por el Lema3.4}
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2. Como S es finito, entonces A’ tiene la topologia discreta. Luego, la coleccién de
conjuntos unipuntuales {{p} : p € A5} es una base para la topologia de AS. La
funcion Resg es continua si y solo si, para toda x € A%, los conjuntos Resg'(p)
son abiertos en A®. Observemos que

Resg'(p)={x €A% 1 x|s=p}=V(p),

donde V(p) es el cilindro bésico asociado con el patrén p € AS. Por lo tanto,
Res;'(p) es abierto para toda p € AS. Esto demuestra que Resg : A — A’ es
continua.

3. La funci6n local u : AS — A es continua al ser una funcién entre espacios
topolégicos discretos.

Por lo tanto, para toda g € G, la funcién 7tgo 7 : A% — A es continua al ser igual a la
composicion de tres funciones continuas; el Lema implica que 7 : A® — A% es
continua. ]

Lema 3.6. Todo autémata celular v : AS — A® es G -equivariante.

Demostracion. Sean Sy u: AS — A un conjunto memoria y funcién local de 7, respec-
tivamente. Para todo g,h € G y x € A® tenemos lo siguiente

(g - x)(h)=p((h™" (g - x))ls)
=p(((h™'g)- X))ls)
=ul(g h) - x)ls)
=(x)g™'h)
=g t(x)(h).

Por lo tanto, 7(g- x) = g - 7(x) para toda g € G y x € A%, lo que demuestra la G-
equivarianza. (]

Cuando el conjunto A es finito, el Teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon caracteriza
los autématas celulares como transformaciones del espacio de configuraciones A®
continuas y G-equivariantes.

Teorema 3.7 (Curtis-Hedlund-Lyndon). Sea G un grupo y A un conjunto finito. Una
funcién v : A — AC es un autémata celular siy solo si T es G -equivariante y continua
en la topologia prodiscreta.
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Demostracion. El converso queda demostrado por los Lemas[3.5y[3.6} y no requiere
la finitud de A.

Supongamos que 7 : A — A® es una funcién G-equivariante y continua. Conside-
remos la funcion i : A° — A dada por

A(x) = t(x)(e), YxeAS,

donde e € G eslaidentidad del grupo. Debido a que 1 =7, o7, el Lema[3.2]implica que
[ es una funcién continua. Por lo tanto, para toda x € A° y toda vecindad V de ji(x)
existe una vecindad V(x, K) de x (donde K, C G es finito) tal que g(V (x,K,))C V. Si
tomamos V = {{i(x)}, tenemos que

a(x)=p(z), Yze V(x,K,). 2

La coleccién {V(x, K,): x € A®} esuna cubierta abierta de A¢. Debido a que A es finito,
AC es compacto por el Lema(4.), asi que existe un subconjunto finito F C A® tal que
{V(x,K,): x € F} es una cubierta abierta de A®. Definamos el siguiente subconjunto

finito de G:
S=JK..
x€F
Demostraremos que si y, z € A son tales que y|g = z|g, entonces u(y) = u(z). Sea
Xy € F tal que y € V(xy, K,,). Como K, €S, tenemos que y|KX0 = Zle’ y por lo tanto
z € V(x, Ky,). Luego, por la propiedad (2) de arriba,
aly) = plx) = fu(z).
Con base en lo anterior, podemos definir la funcién u : AS — A como u(z) == a(2),
para toda z € AS, donde 2 € A® es cualquier extensién de la funcién z : S — A. Por

G-equivarianza, tenemos que para cualquier x € A%, g € G,
-1 N

T(x)g)=8 "-t(x)e)=1(g " - x)e)=p(g " - x)=pl(g™" - x)ls).

Asi, T es un autémata celular con conjunto memoria S y funciénlocal u: AS — A. O

4. EL CONJUNTO MEMORIA MINIMO

Los autématas celulares no tienen conjuntos memoria tnicos. Si S € G es un
conjunto memoria para un autémata celular 7 : A — A%, con respectiva funcién local
u: AS — A, entonces para cualquier superconjunto finito S’ 2 S podemos definir una
funcién local u’ : AS — A como

W(z)=plzls), VzeAS.
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Es sencillo observar que u’ también define al autémata celular 7:

T(x)(g)=pl(g " - x)s) = (g7 - x)ls), VxeA® geG.

Por lo tanto, S’ es un conjunto memoria para 7 : A® — A®,

A pesar de lo anterior, todo autémata celular tiene un tnico conjunto memoria de
cardinalidad minima [3} Sec. 1.5]. Para demostrar esto, primero vamos a probar que la
interseccién de dos conjuntos memoria siempre es un conjunto memoria.

Lema 4.1. Sea v : A° — AS un autémata celular con conjuntos memoria S, y S,.
Entonces S; NS, también es un conjunto memoria para .

Demostracién. Sean u, : AS — Ay u, : A> — A funciones locales que definen a
7: A% — AC respecto a los conjuntos memoria S y S,. Por definicion tenemos que
p(xls)=7(x)(e)=a(xls), Vxe€AC. 3)
Vamos a definir una funcién u : AS™» — A como
ux):=p(dls), VxeAS™S,

donde % € A¢ es cualquier extensién de la funcién x € AS™%, Para probar que u estd
bien definida, sean %y, X, € A° tales que %) [s,ns, = £2|5,ns,- Definimos z € A% como

5 iocs
2(8) = Jfl(g) sig s
X,(g) sigeG\$
Notemos que z|s, = X5, ¥ 2ls, = %|s,. Por (3), tenemos que

pi(Eils) = i (zls) = palzls,) = ua(Rals,) = u1(Xals,)-

Claramente, i : AS™% — A es una funcién local que define a 7, porlo que S; N S, es un
conjunto memoria para 7 (]

Teorema 4.2. Sea T :A° — AY un autémata celular. Sea Sy un conjunto memoria de 7
de cardinalidad minima (el cual existe, por el Principio del Buen Orden).

1. Un subconjunto finito S € G es un conjunto memoriade T siy solo siSy C S.
2. S es tinico, es decir, si Ty es un conjunto memoria de v de cardinalidad minima,
entonces Sy = Ty.

Demostracion. 1. Como demostramos al inicio de esta seccidn, cualquier super-
conjunto finito de un conjunto memoria es conjunto memoria, por lo que la
implicacién reciproca esté clara. Supongamos ahora que S C G es cualquier
conjunto memoria de 7. Por el Lemaf4.1} SN S, es un conjunto memoria para
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7. Como SN 8| < |Sy], la minimalidad de la cardinalidad de S, implica que
SN Syl =1Sp!- Al ser SN Sy un subconjunto del conjunto finito Sy, debemos tener
que SNSy = S,. Por lo tanto, Sy € S.

2. Aplicamos el punto (1.) a T para obtener S, C T;. Sin embargo, por la minima-
lidad de la cardinalidad de T, y al ser conjuntos finitos, debemos tener que
Ty=S-

O

Definici6én 4.1 (conjunto memoria minimo). El conjunto memoria minimo (CMM)
de un autémata celular 7 : A® — A%, denotado por cmm(7), es el tinico conjunto
memoria de 7 de cardinalidad minima. El conjunto memoria minimo de un funcién
local u : AS — A, denotado por cmm(u), es el conjunto memoria minimo del autémata
celular definido por u.

En adelante, para cada s € S, serd conveniente considerar la funcién Res; : AS —
AS\Us} definida por

Res,(z): VzeAS.

=25y
Decimos que un elemento s € S es esencial para una funcién local u : AS — A si
existen z, w € AS tales que

Resg(z)=Res;(w) pero u(z)# u(w).
Proposicién 4.3. Sea u : AS — A una funcién local. Entonces,
cmm(u)={s €S : s es esencial para u}.

Demostracion. Sea S :=cmm(u). Como Sy es un conjunto de memoria para el auté-
mata celular definido por u, debemos tener S, C S por el Teorema[4.2|(1.). Supongamos
que s € S no es esencial para . Definimos ' : AS\Ms} — A por u/(y) := u(3), para todo
y € AS\Is} donde § € AS es cualquier extension de y. Para demostrar que u’ esd bien
definida, sean 1, j» € AS dos extensiones de y € AS\*}, Luego,

Resg(j1)=y =Ress(jr) = u(h)=u(i),
donde la implicacién se cumple porque s no es esencial para u. Esto demuestra que
u’ no depende de la extensién que tomemos, por lo que esta bien definida. Como u y
' definen al mismo autémata celular, el Teoremal4.2|(1.) implica que S, € S\ {s}. Por
lo tanto, s ¢ S;.
Reciprocamente, supongamos que s € S\ S,. Sea g : A% — Ala funcién local asociada
con S, que define al mismo autémata celular que u. Si s es esencial para u, existen



AUTOMATAS CELULARES: TEORIA Y ALGORITMOS 49

z, w € AS tales que Res,(z) = Res,(w) pero u(z)# u(w). Sin embargo, Zls\(s} = Wls\(sy
implica que uy(zls,) = to(wls,), ya que s ¢ S;. Esto es una contradiccion, por lo que s
no es esencial para u. O

Ejemplo 4.1. Sean G =7, A:={0,1} y S := {-—1,0,1}. Consideremos el autémata
celular elemental 7 : AZ — AZ definido por la funcién local u : AS — A descrita por la
siguiente tabla:

z€AS | 111 110 101 100 011 010 001 000
uz)eaAf o 11 0 1 0 0 O

Este autémata celular elemental es la Regla 102. En este caso, el elemento —1 € S no
es esencial para u; esto puede deducirse tachando la coordenada correspondiente a
—1 en las tuplas de AS, y observando que no hay contradicciones en las imagenes de
XoX; € Al®}, Con esto, podemos obtener una tabla reducida correspondiente a una
funcion local u’ : AV — A que define a 7:

z€ A |11 10 01 00
WAl o 1 1 0

Ahora, podemos comprobar que 0y 1 son ambos esenciales para u':

= La coordenada 0 es esencial porque Resy(11) = Resy(01) pero u(11)=0#1=

u(01).
= La coordenada 1 es esencial porque Res;(11) = Res;(10) pero u(11)=0#1 =
©(10).

Por lo tanto,

cmm(u) = cmm(u’)={0,1}.

Ejemplo 4.2. En el caso del funciénlocal u : AS — A delaRegla 110 dada en el Ejemplo
podemos comprobar que todos los elementos de S ={—1,0, 1} son esenciales para
u, por lo que cmm(u)=S.

Ejercicio 4.1. Encuentra el conjunto memoria minimo de los autématas celulares
elementales Regla 170, Regla 151, y Regla 255.
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Algoritmo 1: Algoritmo para encontrar el conjunto memoria minimo

Input: Conjunto memoria S y funcién local u : AS — A
Output: Conjunto memoria minimo S,

1 S() = @,

2 forseSdo

3 | forp,qeASdo

4 if (Ress(p) = Res(q)) A (u(p) # u(q)) then
5 So =S U{sh

6 break

7 end

8 end

9 end

10 return S,

Cuando A ={0, 1}, veremos que existe una conexion interesante entre el conjunto
memoria minimo de un autémata celular y el conjunto de patrones generadores.

Definicion 4.2 (patrones generadores). Sea A={0,1} y sea S un subconjunto finito
de un grupo G tal que e € S. Los patrones generadores % C AS de una funcion local
u: AS — A (también llamados transiciones activas) se definen como

P ={ze€AS: u(z)#z(e)}.

En otras palabras, & es el conjunto de patrones en los cuales u : AS — A no actia
como la proyeccioén m,. Observemos que si & son los patrones generadores de u,

entonces
c 3 9
u(z)= #te) Sec VzeAS,
z(e) siz¢Z,
donde z(e)° denota al complemento de z(e)e A={0,1}.
Ademds, u : AS — A es igual a la proyeccion a e (lo que significa que el autémata
celular definido por u es la funcién identidad) siy solo si & = . Se sigue por definicién

que cada funcién local u : AS — A tiene un tnico conjunto de patrones generadores
».

Ejemplo4.3. Sean G :=7Z, S :={—1,0,1} y A:={0,1}.

1. Sea u:AS — Ala funcién local de la Regla 110. Entonces, i es generado por el
conjunto de patrones & ={111,101,001}.
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2. Sean u : AS — Ay ' : A® — Alas funciones locales de la Regla 102 da-
das en el Ejemplo[4.1] Entonces i es generado por el conjunto de patrones
{111,101,011,001} y u’ es generado por el conjunto de patrones {11,01}.

Ahora definimos uno de los objetos fundamentales de estudio en dindmica simbo6-
lica.

Definicién 4.3 (subshift). Un subconjunto X C A® es un subshift si es cerrado en la
topologia prodiscreta de A y G -invariante en el siguiente sentido

g-xeX, VgeG,xeX.

Resulta que cualquier subshift X € A% puede definirse a través de un (posible-
mente infinito) conjunto de patrones prohibidos. En nuestro contexto, para & C AS,
consideramos el subshift X, C A¢ definido por los patrones prohibidos 2:

Xp ={x€A%:(g-x)ls¢2,Vg €G}.
Ejercicio 4.2. Demuestra que efectivamente el conjunto X, es cerradoy G -invariante.

El conjunto X5 es un subshift de tipo finito, ya que el conjunto de patrones prohi-
bidos es un conjunto finito.

Lema 4.4. Sea A ={0,1} y sea S un subconjunto finito de un grupo G tal que e € S.
Sea 2 C AS el conjunto de patrones generadores de una funcién local u : AS — A, y sea
7: A% — A€ el autémata celular definido por u. Entonces el conjunto de punios fijos de
T;

Fix(t):={x € A® : 7(x) = x},
es igual al subshift X, .

Demostracién. Observemos que x € Fix(7) si y solo si 7(x) = x, lo cual se cumple si
y solo si 7(x)(g) = x(g) para toda g € G. Por la definicién de autémata celular y de
accion shift, lo anterior es equivalente a

plg™ - x)ls)=(g - x)e), VYgeG.
Por definicién de patrones generadores, la igualdad anterior se cumple si y solo si
(g71-x)ls € 2, para toda g € G. Finalmente, esto es equivalente a que x € X,,. O

Sean A:={0,1} y S:={—1,0,1} € Z. La siguiente Tabla 1, obtenida mediante célcu-
los computacionales, muestra los tamafios de los conjuntos memoria minimos de
funciones locales . : AS — A de acuerdo con los tamafios de su conjunto generador de
patrones & C AS.
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TABLA 1. Patrones generadores y conjuntos memoria minimos de ECA.

|22| | Ntimero de funciéns locales | Tamaiio de CMM

0 1 1

1 8 3

2 28 302

3 56 3

4 70 0,1,2,03

5 56 3

6 28 302

7 3

8 1 1

Dado que |AS| =8, hay (2) funciones locales generadas por k :=|2?| patrones dife-
rentes. Cuando k =0, el autémata celular debe ser la identidad, mientras que cuando
k = 8, el autémata celular debe ser la regla que intercambia 0’s y 1’s (Regla 51). La
mayor variedad de conjuntos de memoria minimos aparece cuando k =4, incluyendo
los autématas celulares constantes (Reglas 0 y 255) cuyo conjunto memoria minimo
es el vacio f). Observemos también que la tabla presenta una simetria respecto a la fila
central.

El siguiente teorema es el resultado principal obtenido en el articulo [2].

Teorema 4.5. Sea G un grupoy sea A={0,1}. Sea S € G un subconjunto finito tal que
e €S y|S|>2. Seau : AS — A una funcién local con patrones generadores ? C AS.
Entonces:

1. Si|2|#|A|S!—|A|SFY, entonces e € cmm(u).
2. Si|2| no es un multiplo de|A|, entonces cmm(u)=S.

5. COMPOSICION DE AUTOMATAS CELULARES

Sobre cualquier grupo, la composicién de dos autématas celulares es nuevamente
un autémata celular. A continuacién, demostraremos este hecho y después explica-
remos de forma detallada c6mo obtener la funcién local de la composicién de dos
autématas celulares.
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Observacién 5.1. Sea S un conjunto memoria de un autémata celular 7 : A% — A%, Si
x,y € A© satisfacen que x|g5 = y|gs para algiin g € G, entonces

T(x)(g)=p((g™" - x)ls)=p(g™" - ¥)ls)=(y)g).

Teorema 5.1. Sean 7 : A — AS yo : A° — A autématas celulares con conjuntos
memoria T y S, respectivamente. Entonces T o o : A° — AC es un autémata celular con
conjunto memoria TS :={ts:te€T,s €S}.

Demostracion. Sean T y S conjuntos memoria para 7 y 0, respectivamente. Sea i :
A% — A definida por d(x) = toc(x)(e), para toda x € A®. Demostraremos que si x, y €
AC satisfacen que x|rg = y|rs, entonces 2(x) = (y). Ciertamente, por la observacién
anterior, o(x)(t)=o(y)(t) paratoda t € T. Luego o(x)|7 = o(y)|r, lo que implica que
7(o(x))=7(o(y)). Con esto podemos definir una funcién local 4 : A”S — A de la forma
w(z)=f(z"), donde z € ATS y z’ € A es cualquier extensién de z. Esta es la funcién
localde 700 : A° — A%, lo que demuestra que 7 o o es un autémata celular. ]

Incluso si T y S son conjuntos memoria minimos para 7 y o, respectivamente, el
conjunto memoria minimo de 7 o o puede ser un subconjunto propio de T'S [4} Ex.
1.27].

Siu:AT — Ay v: AS — A son las funciones locales de 7 y o, respectivamente,
entonces la funcién local de T oo es u* v: ATS — A dada por

(wx V(2)=u(Az)er),  VzeA®,
donde z, € AS estd definido por z,(s):= z(ts), paratoda t € T, s € S ([3} Obs. 1.4.10]).
En términos de configuraciones, la igualdad anterior puede escribirse como
(x M(xlsr) =A™ Xls)ier),  Vx € AC.

Ejemplo 5.1. Sean G =ZyS={—1,0,1}. Paratoda u: AS — Ay v: AS — A, la funcion
uxv:AStS — A con S +S={-2,—1,0,1,2}, se define por

(;u o ’V)(x72r X_1, X0, X1, x2) = H( V(-X';Z) X_1» xO)r V(x,l, Xo» xl)r v(xOv X1, x2)))
para toda (x_,, X_;, Xo, X1, X,) € AS*S.
Ejemplo 5.2. Sean R, y Rgg las Reglas 12 y 68, respectivamente, las cuales son aut6-
matas celulares elementales sobre AZ. Los conjuntos memoria minimos de Ry, y Rgg
son, respectivamente, S = {—1,0}, T = {0, 1}, y sus funciones locales, ;, y Ugg, €stdn

definidas en la Figura[2} recordando que identificamos a 0 con un cuadro blanco y a 1
con un cuadro negro. Explicaremos cémo hacer la composicién de estas reglas.
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Regla 12
HE la E= |
i -
0 0 1
Regla 68

g

FIGURA 2. Reglas 12 y 68 de acuerdo a sus conjuntos memoria mini-
mos S ={—1,0} y T ={0, 1}, respectivamente.

Por el Teorema/5.1} un conjunto memoria de la composicién Rgg o R;, €s
S+T={s+t:se8,teT}={-1,0,1}.
Asi podemos aplicar la composicion Rgg o Ry, a una configuracion arbitraria x € AZ:
(Reg © Rip)(-- . X 2X 1 XpX1Xp...) = Reg(Ria(-.. X 2X 1 XX Xp...))
= Reg(-.. thia(xpx 1 )t12(x1 Xo)th12(X0 %1 ). .. ))

o gg(Ur2(xg Xo)2(Xo X1))). ...

En la Figura[3|observamos como hacer la tabla de la funcién local de la composicion
Rgg 0 Ry», donde cada fila representa aplicar el autémata celular a cada elemento del
dominio. Por ejemplo, en el segundo elemento del dominio, 110, aplicamos R;, en
los primeros dos cuadros, 11, obteniendo 0 y luego en los siguientes dos cuadros, 10,
obteniendo 0. Finalmente, aplicamos Rgg al resultado obtenido anteriormente, 00,
obteniendo 0. Este procedimiento lo hacemos en cada uno de los ocho elementos del
dominio, obteniendo finalmente la funcién local de la composicion.

0L ]

FIGURA 3. Composicién de la regla 12 y 68.
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Ejercicio 5.1. Las funciones locales gy : AT — Ay, : ACH — A de las Reglas 80
y 12 estan dadas por las siguientes tablas:

zeATM 11 10 01 00
peolz) |0 1 0 0

ze AT 11 10 01 00
pp(z) [0 0 1 0

Encuentra la funcién local de la composicién de estos dos autématas celulares.

Ahora presentaremos el algoritmo para hacer la composicién de autématas celula-
res unidimensionales (sobre AZ) usando sus funciones locales. La funcién comp(uq, S, Uar Sy)
hace la composicion py; * u, : A5 — A de dos funciones locales u; : AS — Ay
Uy : A% — A, donde S, € Z y S, C Z son subconjuntos finitos. Computacionalmente,
podemos pensar en una funcién local como un par (u,, S;), el cual representa a la tabla
que enlista las iméagenes de todos los elementos de A% bajo ;.

La funcién comp(u,, S;, Us, S,) determina la tabla de la funcién local de la com-
posicion i,  u,. Primero crea el conjunto S = §; + S, y al dominio dom = A’ de la
composicion, el cual es una lista de listas de tamafio |S| con todas las posibles combi-
naciones de simbolos del alfabeto A, la cual va a estar ordenada de forma lexicogréfica
ascendente. La tabla final es un arreglo de tamafio m := |A|lS|. Para cada i € [1, m]
hacemos lo siguiente. La lista Y es dom[i] indexado por S. Para cada elemento j en S;,
vamos a crear una sublista L de Y con los elementos que corresponden al conjunto
memoria S, con la traslacion j. Es decir, los elementos en L son Y[k + j], para cada
k €S,. Luego, evaluamos la funcién local u, en L y lo agregamos a la lista B. Al aplicar
esto para cada elemento de S; podemos evaluar la funcién local u; en B y asi obtene-
mos el valor de la funcién local de la composicién u, x u, correspondiente al elemento
en el dominio dom[i]: esto es la i—ésima entrada de la tabla de la composicién. En el
siguiente algoritmo mostramos el pseudocédigo que utilizamos.
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Algoritmo 2: comp(). Composicién u; = u, de dos funciones locales.

Input: uy, S, U, S,
Output: Tabla de la funcién local de u; * u,
1 S=5+S;
2 dom:=AS;
3 m:=|dom]|;
4 tabla := arreglo de tamafo m;
5 forie[l,m]do

6 B :=lista vacia;
7 Y :=dom[i] indexada por S;
8 for jeS§,:do
9 L :=lista vacia;
10 for k€S,:do
11 | Agregar Y[k+jla L;
12 end
13 Agregar u,(L) a B;
14 end
15 tabla[i]=u,(B)
16 end

17 mostrar tabla;

Un diagrama de espacio-tiempo en el contexto de autématas celulares sobre AZ
es una gréafica que muestra cémo evoluciona una configuracién x € A% al aplicar de
manera iterada un autémata celular 7 : AZ — AZ. El tiempo k > 0 se interpreta como
la k-ésima iteracién 7%(x), donde

¥ =t070---01,

N———
k veces

Asi, la k-ésima fila del diagrama espacio-tiempo contiene a la sucesién bi-infinita
Tk(x)e AZ.

Ejemplo 5.3. Consideremos la configuracion inicial
x =...0000000000000000000000001 ...

y al a-utémata celular elemental 7 : A% — A% dado por la Regla 110, cuya funcién local
p: AP0 — Ala podemos ver en la Figural4}
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HAEE BN B NN EN N |
n || n n |
1 1

0 1 1 0 1 0

FIGURA 4. Funcién local de la Regla 110.

Al aplicar 7 ala configuracién x obtenemos
7(x)=...0000000000000000000000011...
Luego, aplicamos 7 a la nueva configuracién
7%(x)=...0000000000000000000000111...

En la figura[5|se observa el diagrama de espacio-tiempo de la Regla 110, después de
varias iteraciones. En el diagrama podemos observar una evolucién compleja (no
periddica) de la configuracién inicial.

FIGURA 5. Diagrama espacio-tiempo de la Regla 110.

Con base el comportamiento del diagrama espacio-tiempo de una configuracién
aleatoria, Stephen Wolfram [I1] clasificé a los autématas celulares elementales en
cuatro clases con orden creciente de complejidad: uniformes, periédicos, caéticos y
complejos. La Regla 110 se encuentra en la clase de autématas celulares complejos, y,

sorprendentemente, se demostré que es capaz de simular a una Maquina de Turing
Universal [5].
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5.1. Autématas celulares definidos por un patrén. En esta seccion estudiaremos
mads a fondo a los autématas celulares generados por un tnico patrén (de acuerdo a la
Definicion[4.2).

Definicién 5.1 (autémata celular definido por un patrén). Sea S C G un subconjunto
finito tal que e € S. Para un patrén p : S — A, definimos “Z : AS — A por

ar . |a siz=p,
'u”(z)'_{z(e) siz#p.

para toda z € A%, donde a € A\ {p(e)}. Sea T4: AG — AG el autémata celular definido
por la funcién local ”Z'

Resulta que los autématas celulares definidos por un patrén son comtinmente
idempotentes.

Definicién 5.2 (idempotente). Un autémata celular 7 : A® — AY es idempotente si
2
2=1.

Computacionalmente, una forma de detectar si un autémata celular T}, €s idempo-

tente es calcular la composicion 72 y luego identificar si 72 es igual a 7, reduciendo
la tabla de 72 por medio del algoritmo del conjunto memoria minimo. Sin embargo,
este procedimiento es computacionalmente costoso, pues involucra calcular toda la
tabla de la composicién y luego calcular el conjunto memoria minimo. A continuacién
veremos coémo podemos obtener un algoritmo mds simple y eficaz.

Lema 5.2. Un autémata celulart : A — A® es idempotente si y solo si
Fix(t)=im(7).

Demostracién. En general, siempre se cumple que Fix(7) € im(7), pues si x € Fix(7),
entonces x = 7(x) €im(T).

Supongamos que T es idempotente, y sea y € im(7). Luego, existe x € A® tal que
7(x)=y.Aplicando de ambos lados 7 y usando idempotencia, obtenemos que

y=1(x)= 2 (x)= (y).

Por lo tanto, y € Fix(7), y Fix(7) =im(7).

Supongamos ahora que Fix(7)=im(1), y sea x € A® una configuracién arbitraria.
Entonces, 7(x) € im(7) = Fix(7), implica que 7(7(x)) = 7(x). Esto demuestra que 72 = T,
por lo que 7 es idempotente. (]
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Lema5.3. SeaS C G finito tal que e €S y sea p € AS un patrén. Sea X,, el subshift con
patrén prohibido p. Entonces,

X, < im(TZ),
con igualdad siy solo si T, es idempotente.

Demostracion. Este resultado se obtiene aplicando el lema anterior, y recordando que
por el Lema Fix(7)=X,,. O

El lema anterior nos dice que un autémata celular definido por un patrén T; es
idempotente si y solo si en ningtina configuracién en im(’rg) aparece el patréon p.
Sin embargo, como lo establece el siguiente lema, no es necesario analizar todas las
configuraciones de irn(rg) para detectar si aparece o no el patrén p.

Lema5.4. Seat:A° — AY cualquier autémata celular con funcién local u : AS — A.
Un patrén p € AS aparece en alguna configuracion de im(t) si y solo si existe un patron
q € AS’ tal que

p= ‘u(qs)sES)
donde q, € AS estd definido por q(s') = q(ss’), Vs’ €S.

Demostracion. Decir que el patrén p € AS aparece en una configuracion 7(z) € im(7)
es equivalente a decir que existe g € G tal que

p=(g-t(2))ls =(7(g-2))ls

donde la dltima igualdad se obtiene por G-equivarianza. Tomando x := g - z, dedu-
cimos que p aparece en alguna configuracién de im(7) si y solo si existe x € A¢ tal
que

p=1(x)ls <& p(s)=1(x)s) VseS.
En términos de la funcién local, lo anterior es equivalente a
p= ‘u((sil . x)'S)seS- 4)

Ahora definimos g € A% tal que g|s. = x|s.. Observemos que ¢, = (s - x)|5, debido a
que para toda s’ €S,

(s7H-x)(s) = x(ss") = q(s5") = qs(s").
El resultado queda establecido al sustituir g, =(s™! - x)|g en . O
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Ejemplo 5.4. Sea S ={—1,0,1} C Z. En este caso, podemos escribir a un patrén p € AS
como p = p_; pyp- Por los resultados anteriores, el autémata celular 77 : AT — A es

idempotente si y solo si p no aparece en TZ(X), Vx € AZ, lo cual es equivalente a que
pP-1Popr # ,u;(x,z X xo).“;(xfl Xo X1 ).UZ(xoxl X2),
para toda (x_y, X_;, Xo, X1, X») € AS*S,
El algoritmo simplificado para determinar si T, €s idempotente consiste en lo
siguiente. Para cada g € A% y para cada s € S, aplicamos la funci6n local ,uZ ag,.Sila
cadena resultante (HZ(%))seS es igual al patrén p, esto quiere decir que el autémata

celular TZ no es idempotente. Si para toda g € A%S, (,u;(qs))ses es diferente que el
patrén p, entonces esto quiere decir que TZ es idempotente.

Algoritmo 3: Idempotencia de TZ.
Input: p, S = patrén, conjunto memoria tal que e € S
Output: Verdadero o falso : TZ es idempotente

1 $?2={ss’:s,s’€S};

2 AS ={q:5%— A};

3 for g € AS’:do

4 {=lista vacia;

5 for s S:do

6 ‘ Agregar us(qs)al;

7 end

8 | if{=p then

‘ return T; no es idempotente;

10 end
11 end
12 return TZ es idempotente;

Ejercicio 5.2. Lee el QR dela figuralp} seleccionalas tres barras ubicadas enlaizquierda,
selecciona archivoy guardar una copia en drive.

= Pruebalos patrones:
e p=0100conS=1{0,1,2,3} CZ.
e p=0001010 con S ={—3,—2,—1,0,1,2,3} C Z.
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FIGURA 6. Programa que decide la idempotencia de TZ.

= Escribe silos autématas celulares generados por estos patrones son idempo-
tentes o no.

En el articulo [1]}, se obtienen algunos criterios generales que establecen cuando un
autémata celular T; : A% — AC esidempotente; por ejemplo, se demostré que si p € AS
es constante (i.e. p(s)= p(e), Vs €S), o si p es simétrico (i.e. S=S"'y p(s)=p(s7™h),
Vs €8), entonces 74 : AS — AC esidempotente.

6. DINAMICA DE AUTOMATAS CELULARES

Los sistemas dindmicos fueron introducidos en el siglo XVII y tienen su origen en la
mecdnica newtoniana. Existe un problema muy famoso de la mecénica newtoniana,
conocido como el problema de los n cuerpos. Consiste en la interaccién de n cuerpos
celestes influenciados por sus respectivos campos gravitatorios. Cuando tenemos
solo dos cuerpos celestes, se pueden predecir sus trayectorias con facilidad y éstas
no son susceptibles a pequenos cambios. Sin embargo, cuando consideramos tres
0 mds cuerpos celestes, la situacién se vuelve mucho més complicada. Este y otros
problemas similares son estudiados por los sistemas dindmicos topolégicos (SDT)
desde un punto de vista geométrico y topolégico. La siguiente definicién formaliza el
concepto de SDT.

Definicién 6.1 (sistema dindmico topolégico). Elpar (X, T) es un sistema dindmico
topolégico (SDT) si X es un espacio métrico compacto, con métricad,y T : X — X es
una funcién continua.
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En un sistema dindmico topolégico (X, T), para todo elemento x € X, definimos
su orbita como
O(x):={T"(x): n>0},
donde T° se entiende como la funcién identidad de X.

Ejemplo 6.1. Sea X = {(x;, x,) € R*: x7 +(x, —1)* = 1} un espacio métrico compacto.
Paratodo x € X, existe un 6 €[0,27] tal que x = (x;, x,) = (cos(8), 1 —sin(8)). Definimos
T : X — X como T(cos(8),1—sin(8)) = (cos(260), 1—sin(280)). Explicado de manera mas
sencilla, la funcién T duplica el 4&ngulo comprendido entre el radio con extremo en el
origen y el radio con extremo en cualquier otro punto, como se muestra en la Figura[9]
En consecuencia tenemos que (0,0) es un punto fijo del SDT.

FIGURA 7. £T(x)=2a=24x

Observemos que la 6rbita de x :=(cos(8),1—sin(0)) € X es {(cos(2"8),1—sin(2"0)):
n>0}.

FIGURA 8. En esta figura solo tenemos los primeros 4 elementos de
la orbita de x.
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El orden es un concepto que se utiliza en fisica, biologia y matemaéticas. En mate-
maéticas no existe una definicién tinica para describirlo. Muchos consideran que algo
estd ordenado si puede ser previsto, organizado, o si no es cadtico.

En general, las estructuras periddicas se consideran altamente ordenadas. Por
ejemplo, los &tomos en los cristales estdn ordenados de manera periédica. Otro ejem-
plo mas visible de orden por periodicidad seria los azulejos de una ducha. Nosotros
consideraremos que algo estd ordenado en un SDT (X, T) si las 6rbitas de cualquier
par de puntos cercanos en X se mantienen cercanas. A esto se le conoce como equi-
continuidad o casi equicontinuidad. Aunque de cierta forma la equicontinuidad y la
casi equicontinuidad estdn estrechamente relacionadas con lo periédico, para més
informacidn sobre periodicidad vean [9] y [10]. Antes de introducir la definiciéon de
equicontinuidad y casi equicontinuidad, veamos la siguiente definici6n.

Definicion 6.2 (residual). Sea X un espacio métrico. Un subconjunto Y C X se dice
que es residual si existe una sucesion (U, ),y de subconjuntos abiertos y densos de X
tal que (), Un S Y.

Recordemos que la bola abierta con radio € > 0 y centro en x € X estéd definida
como

B.(x)={yeX:d(x,y)<Ee€}.

Ejercicio 6.1 (Teorema de Baire). Consideremos X un espacio métrico compacto.
Demuestre que todo conjunto residual es no vacié y denso.

Definiciéon 6.3 (equicontinuidad). Sea (X, T) un SDT. Decimos que x € X es un punto
de equicontinuidad si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que

didm (T"(Bs(x))) =sup{d(T"(x), T"(y)): y € Bs(x)} <€,

para todo n € N. Decimos que (X, T') es equicontinuo si todo elemento de X es un
punto equicontinuo. Ademads, decimos que (X, T') es casi equicontinuo si el conjunto
de puntos de equicontinuidad es un conjunto residual.

Denotemos al conjunto de puntos equicontinuos de (X, T') como X. Por Ejercicio
también podemos decir que (X, T') es casi equicontinuo si X es denso en X.

Ejercicio 6.2. Demuestra que todo SDT equicontinuo es casi equicontinuo.

Asi como tenemos una definicién para describir el orden, tenemos la siguiente
definicién para describir un sistema “cadtico”.
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Definicién 6.4 (sensibilidad). Sea (X, T) un SDT. Decimos que (X, T') es sensible si
existe un € > 0 tal que para todo conjunto abierto no vacio U C X existen x,y €Uy
n>0tal que

d(T"(x), T"(y))> €.

Un ejemplo muy importante de sistema dindmico topolégico estd dado por la
accién shift. Con A={0,1}, sea o : AZ — A% la funcién definida como

o(x)i)=x(i+1), VxeAZ

Es comtn llamar a o la funcién shift, pues puede ser definida mediante la accién shift
como o(x)=(—1)- x, para toda x € AZ. La métrica considerada en el SDT (A%, o) es la
misma definida en la Seccidn 3.1; explicitamente definimos a la métrica d : AL x AZ —
R, como

0 six=y,
d(x; J’) - {z—min{n>0:x[n,n]#yl[,,,,l]} Si X # )2

para todo x, y € AZ.
Ejercicio 6.3. Demuestra que el SDT (A%, o) es sensible.

El siguiente ejercicio es para demostrar que las Definiciones[6.3]y[6.4]son mutua-
mente excluyentes.

Ejercicio 6.4. Demuestra que si un SDT es casi equicontinuo, entonces no es sensible.

Aunque pareciera que existe un dicotomia en los SDTs, es decir, todo SDT es casi
equicontinuo siy solo si no es sensible, esto no es cierto en general.

Ejemplo 6.2. Consideremos

X={(x,y,2)€eR®: x>+ y?< 1,z=0}U{(x,y,z)eR3:(x)2+(z—1)2 =1,y=0},
T(rcost,rsint,0)=(rcos2t,rsin2t,0),
T(cost,0,1—sint)=(cos2t,0,1—sin2t).

Para visualizar mejor este SDT apoyémonos en la siguiente figura. La dindmica
tanto en el circulo como en el disco es la misma que en el Ejemplo[6.1}
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FIGURA 9. Esta es una imagen de [9].

Tenemos que (X, T) no tiene puntos de equicontinuidad pero tampoco es sensible.

Ejercicio 6.5. Da un bosquejo de porqué este SDT no tiene puntos equicontinuos
pero tampoco sensible.

El SDT del ejemplo anterior carece de una propiedad con la cual si podriamos ase-
gurar la dicotomia antes mencionada. Antes de mencionar dicha propiedad definamos
los siguientes conjuntos. Para cada 0 < €, definamos el siguiente conjunto

Ye:={xe€X:36>0,V y,z€Bs(x), Y n=0,d(T"(y), T"(z)) < €}.

Lema6.1 ([9]). Sea (X, T)un SDT. Para todo0 < €, el conjuntoX,. cumple las siguientes
propiedades:

L TH(Z)CZ 0 T(X\X,)CS X\,

2. X, es abierto;

8 Z=[Th,Za.

Demostracion. 1. Sea x € X \ X.. Esto quiere decir que para todo 6 > 0 exis-
ten z,y € Bs(x) tales que para algiin N > 0 tenemos d(T"(x), TV(y)) = e.
Queremos demostrar que T(x) € X \ X.. Sea 0 < 0y, ya que T es continua
tenemos que T~'(Bg,(T(x))) es abierto. Por lo que existe un 0 < &, tal que
Bs (x) € T~(Bs,(T(x))). Entonces para todo 6 < 6, existen z, y € Bs(x) tales
que para algin N > 0 tenemos d(TV(x), TV(y)) > e y T(2), T(y) € Bs,(T(x)).
Por lo tanto, T(x) € X \ &, es decir, T(X \X.)C X \ Z,.

2. Sea x € X, y 0 < ¢ tal que cumple la definicién de ¥, para x. Definamos
para todo y € Bs(x), 6, = min{@, M}. No es dificil demostrar que
Bgy( ¥) € Bs(x), lo que implica que >, es abierto.
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3. Paramostrar laigualdad de los conjuntos, demostraremos las dos contenciones.
C: Sea x €Y. Tenemos que para todo 0 < [ existe un 0 < ¢ tal que

diam(T"(B;(x))) < %

Por lo tanto, satisface que x € X1 para todo 0 < /. Porlo tanto X C MNo<: .
22 T2 s 1 (se deja como ejercicio).
O

Definicién 6.5 (transitividad). Sea (X, T) un SDT. Se dice que (X, T) es transitivo si
para cada par de conjuntos abiertos no vacios U y V existe n > 0 tal que (T~"U)NV #1.

Respecto al Ejemplo[6.2]podemos ver que para los conjuntos abiertos no vacios
Uc{(x,y,2z)eR®: x*+y?<1,2=0}\{(0,0,0)},
VE{(x,y,2)eR: (x)* +(2 =1 =1,y =0}\ {(0,0,0)},

tenemos que T"(U)NV =0o T-"(V)NU =0, para todo n > 0. Por lo tanto, (X, T) no
es transitivo.

Ejercicio 6.6. Demuestra que el SDT (A%, o) es transitivo.
Lema 6.2 ([9]). Si(X,T)esun SDT transitivo y0 < €, entonces = es vacio o denso.

Demostracién. Supongamos que X, no es ni vacio y ni denso. Por la tanto X \ X, es
abierto y no vacié. Por transitividad existe 0 < N tal que

[X\ZINT () S [X\ TN £0.
Pero esto es una contradiccion, por lo tanto tenemos que %, es vacio o denso. (]

Una consecuencia inmediata del lema anterior es el hecho que para SDT transitivos
solo basta encontrar un punto equicontinuo para decir que son casi equicontinuos.

Teorema 6.3 (Akin-Auslander-Berg '96, [9]). SDT transitivos son sensibles siy solo si no
son casi equicontinuo.

Demostracion. =: Sea (X, T) un SDT sensible. Por el Lematenemos que si
existe un solo punto equicontinuo entonces ¥ serfa un conjunto residual, por
tanto casi equicontinuo. Pero esto es una contradiccién, por lo tanto (X, T) no
es casi equicontinuo.
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<: Sea (X, T)un SDT no casi equicontinuo. Entonces X es vaci6. Por lo tanto existe
un 0 < e tal que X, =0. Es decir, para todo x € X y todo § existen z, y € Bs(x)y

0< N tales que d(T"(z), TN(y)) = €. Por tanto, T es sensible.
O

Como vimos, en general los sistemas dindmicos no cumplen la dicotomia de ser casi
equicontinuos o sensibles. Sin embargo, por el teorema anterior, los SDT transitivos si
cumplen esta dicotomia; con esto, surge la pregunta ;es esencial ser transitivo para
cumplir la dicotomia? La respuesta es que no, como veremos a continuacién con el
conjunto de autématas celulares sobre AZ.

Para facilitar un poco las demostraciones, usaremos una definicién maés sencilla de
autématas celulares.

Definicién 6.6 (autémata celular sobre A%). Se dice que la funcién 7 : AZ — AZ es un
automata celular si existe un par enteros m < a, llamados memoria y anticipacién,
respectivamente, y una funcién local u : A% — A tal que para cualquier x € AZ y
cualquieri €Z

T(x%); = U Xi4m,i+a))-
Llamaremos a r = méx{—m, a} >0 radiode T y d = a— m > 0 su didmetro.
Ejemplo 6.3. Consideremos A={0,1}y 7 : A — A% definida como
T(x)(i)= moéd ,(x(i)+ x(i—1)x(i +1)).

El autémata celular de este ejemplo es un autémata celular elemental, con memoria
m =—1y anticipacion a =1.

La demostracién del Teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon puede simplificarse en
este caso usando la métrica de AZ, como veremos a continuacién.

Teorema 6.4 (Curtis-Hedlund-Lyndon, [9]). Una funcién 7 : AZ — AZ es un autémata
celular si y solo si es continua y conmuta con el shift, es decir,coT=7To0.

Demostracion. =: Sea 7 un autémata celular. Primero demostremos la continui-
dad. Si x € AZ y 0 < I, entonces de acuerdo con la métrica, tenemos que

TV Byt ) = {y €A% (Y i mina) = (D V i €[, 1]},

Entonces, By-pi+a-m1(y) € T71(B,-i1(x)). Con esto, concluimos que 77} (B,-:(x))
es abierto. Por tanto, T es continua. La conmutatividad se deja como ejercicio.
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<: Recordemos que como 7 es una funcién continua y A% es un espacio compacto,
entonces 7T es uniformemente continua. Por lo tanto, existe un r > 0 tal que
sid(x,y) <277 (x|[—r,r] = y|[—r,r]), entonces 7(x)(0) = 7(y)(0). Definimos
W A1 — A tal que para todo x € A% cumple que u(xli—,)) = 7(x)(0). Debido
ala conmutatividad de 7 con la funcién shift o, tenemos que

w(x)(§)= (0 0 T)(x)(0)= (7 0 0 )(x)(0) = (0 (X)l(r,r)) = B Xlfir, i r)-

Por lo tanto, u es una funcién local con memoria m = —r y anticipacién a =r.
O

Ahora presentaremos una clase de autématas celulares que siempre son sensibles.

Definicion 6.7 (permutativo). Sea 7 : AZ — AZ yn autémata celular con funcién local
WA S A,
1. Decimos que 7 es permutativo por la izquierdasi para todo u € A% ytodo b € A
existe un tnico a € Atal que u(au)=">b.
2. Decimos que T es permutativo por la derecha si para todo u € A% ytodo b € A
existe un tnico a € A tal que y(ua)=>b.
Decimos que un autémata celular es permutativo si es permutativo por la derecha o
izquierda.

Ejemplo 6.4. Sea A= {0,1}. Consideremos 7 : AZ — A% como 7(x)(i)= mod »(x(i —
1)+ x(i +1)). A partir de la siguiente figura es facil ver que es permutativo:

-rllf1 II.

Ejercicio 6.7. Demuestra que todo autémata celular permutativo es sensible.

Recordemos que antes mencionamos que el SDT (A%, o) es transitivo; sin embargo
esto no es cierto en general para un SDT (A%, 1), donde 7 : AZ — AZ es un autémata
celular. Kurka demostré que los autématas celulares no necesitan la propiedad de
transitividad para obtener la dicotomia de ser casi equicontinuos o sensibles.

Teorema 6.5 (Kiirka, [9]). El autémata celular t : AZ — A? es sensible si y solo si no es
casi equicontinuo.

Como mencionamos al principio de la seccién, las definiciones de orden y caos
varian, y las definiciones de equicontinuidad y sensibilidad no son la excepcién. En
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algunas definiciones alternas (no equivalentes) de equicontinuidad y sensibilidad no
existe la dicotomia en autématas celulares (véase [10]); esto nos deja con la tarea de cla-
sificar estos autématas celulares con definiciones menos estrictas de equicontinuidad
y menos débiles de sensibilidad.
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Resumen. En el presente capitulo se desarrollan los métodos de Euler (para el
caso de un espectro no degenerado y degenerado) y de Variacién de Pardmetros,
para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales. También se resuelven algu-
nos ejemplos de forma detallada para mostrar el uso practico de los métodos
mostrados. Finalmente, se incluyen ejercicios propuestos que permiten al lector
poner en prictica los métodos expuestos.

Abstract. In this chapter, the Euler method (for the case of a non-degenerate and
degenerate spectrum) and the Variation of Parameters method are developed to
solve systems of differential equations. Some examples are also solved in detail
to show the practical use of the shown methods. Finally, proposed exercises are
included that allow the reader to put the methods presented into practice.
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1. Introduccién

Definicion 1.1. Un sistema de ecuaciones diferenciales se llama sistema normal, si tiene
la forma:
an

:.fl(t'yI’yZ"'-ryn);

2= A6 Yo Ta), ey

a
dJ;-n :fn(t,ylryZ)--"yn)’

donde y; (£),y»(£),..., ¥, () son las funciones incognitas de la variable ¢.

Definicién 1.2. Integrar el sistema normal significa determinar las funciones y;(t),

¥o(2),. ..,y (2) que satisfagan el sistema y dependen de n constantes arbitrarias C;, G, ..
C,.

*

Ademas, para el sistema normal (1) es posible plantear el Problema de Valor Inicial
(PVI) que contiene las siguientes condiciones iniciales:

1 (£0) = 110, Y2 (80) = Y20, -5 ¥ (£0) = Yno-

Definicion 1.3. Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coefi-
clentes constantes, es un sistema de la forma:

dy
T =any)tap)t--tanye
v, =any+aypy+-+a
dt 211 T 022)> 2nVn» )
Ay,
d_ =dapmh +an2y2+"'+dnnyn’
t
donde a;; son constantes, tes la variable independiente, y, (), y»(¢),..., ¥,(¢) son las

funciones incognitas.
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Con los coeficientes del sistema es posible construir la matriz:

day  ap ayn
apy  dpp - dyp

A=| . . - 3)
apy Qp2 - AQup

La ecuacion caracteristica del sistema (2) estd dada por la ecuacion:
det(A—AI)=0.

Al resolver la ecuacion anterior obtenemos los n valores propios: A, k=1,2,...,n. A
cada valor propio Ay le corresponde un vector propio p; que es posible obtener al resolver
la ecuacidn:

(A=A )pe =0

para cada valor de A.

2. Meétodo de matrices (Método modificado de Euler)

Al conjunto de valores propios de una matriz A se le conoce como espectro, dichos
valores pueden ser: simples (reales distintos o complejos distintos), o repetidos con multipli-
cidad m (reales o complejos). Cuando los valores propios simples el espectro es conocido
como no degenerado, cuando hay valores repetidos, se trata de un espectro degenerado.

2.1. Caso A. Espectro no degenerado. Consideremos el sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales (2) cuya matriz de coeficientes (3) tiene valores propios simples. Cada valor
Ay tiene un correspondiente vector py = (pl & Pokr--+r P k). Entonces el sistema (2) tiene
n soluciones, a continuacion, se describe como obtenerlas.

La primera solucién corresponde al valor A;:

_ Mt _ At _ At
ya=pue’, Yoaa=pae’, ..., Yui=pPue",

las coordenadas del vector propio p; son los coeficientes para cada funcién desconocida y
el valor propio A; es el coeficiente del argumento de la funcién exponencial.
La segunda solucién corresponde al valor A,:

_ Aot _ Aot _ Aot
Yiz=Pi2€™", Yoo =Poze™", ..., Yo =Pn2€™?,

andlogamente, las coordenadas del vector propio p, son los coeficientes para cada una
de las funciones desconocidas y el valor propio A, es el coeficiente del argumento de la
funcién exponencial.
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La n-ésima solucion corresponde al valor A,,:

_ Ant _ Ant _ Ant
Nin=Pmme™ s Yon="Pwm€" s ---» Yan =Pnn€ " -
Estas soluciones determinan el sistema fundamental de soluciones. La solucién general
del sistema (2) estd dado por:

Nn=Cym+GCGyo+-+Cyn
B=Cya+Cynt-+Cyiny,,

Vn=CYm+CYuzt+CpYun.
Cuando los valores propios son complejos, es necesario usar la férmula de Euler
el@thit — pat(coshr+isinbt).
X=x—2z,
Ejemplo 2.1. Obtener la solucion general del sistema { y = x,

Z=x—Y.
1 0 -1
Resolviendo la ecuacion caracteristica det(A—AI)=0,con A=[1 0 0 | se
1 -1 0
obtiene:
1-A 0 -1
1 —A  0]=0,
1 -1 -2

entonces —A3+ A*— A +1 =0, de donde tenemos los valores propios A, =1, A, = i,
A1 =—1, los cuales son todos simples, entonces se trata de un espectro no degenerado.
Para A, =1, obtengamos su correspondiente vector propio p,:

1-1 0 -1 1 -1 0 b = Pa1s
1 —1 0 | = matriz reducida ([0 0 1|—< p3=0,
1 -1 -1 0 0 O po1 €C.

Como hay valores propios complejos, entonces las coordenadas de los vectores propios
pueden ser complejos también, por eso para la variable independiente se escribe p,, € C.
La base del espacio propio puede ser elegida como (1,1,0), por lo que para el valor A, =1
le corresponde la solucion:

At t At t At
xp=pne’ =e, yn=pane’t =e, z =pse” =0.
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Para A, =i,se obtiene el vector correspondiente:

1-i 0 -1 1 —i 0 P12 =1p22,
1 —i 0 | > matrizreducida {0 1+i —1|—>< pso=(1+1)py,
1 -1 —i 0 0 0 pss €C.

Si p,, =—1i, entonces el vector propio es (1,—i,1—1i). Entonces a A, =i le corresponde la
solucion:

Aot it Aot . it Aot T
X,=ppe=e'’, yp=ppe=—ie’, z;=ppe” =(1-i)e’.

Para A3 =—i, obtengamos su correspondiente vector propio:

].+l 0 —1 1 l 0 p13=_ip23,
1 i 0 | — matrizreducida |0 1—i —1|—< pi3=(1—1)pss,
1 -1 0 0 0 o3 €C.
Si po3 =1, entonces el vector propio es (1,i,1+i). Entonces a A3 =—i le corresponde la
solucion:
xs=paemi=e", p=pmeli=ieT!, zz=pgel =(1+i)e .

Ast, la solucion general es:

X = Clxl +C2X2+C3X3= Clet"'CZeit +C3eiit =

=Ce"+Cy[cost+isint]+ Cs[cost—isint]=Cie’ +(C,+ Cs)cost +(C,— C3)isint,

Y=Cip+Cyp+Cy=Ce' —iCe +iCe " =
=Ce"—iCy[cost+isint]+iCs[cost—isint]=Cye’—i(C,—C;)cost+(C,+ C)sint,
Z = C121+C2Z2+C323 =0+ Cz(l_i)eit+C3(1+i)e_it =
=Cy(1—i)[cost+isint]+ Cy(1+i)[cost—isint]=
Z(CZ—iC2+C3+ng)COSt+(iC2+C2—iC3+C3)Sint.
Al cambiar C,+ C3=C, y (C, — G3) i = Cs, obtenemos la solucion general:
x=Ce'+Cycost+Cssint,
y=Ce'—Cscost+Cysint,
z=(C4,—Cs)cost +(Cy+ Cs)sin t.
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X=x—y—z,
Ejemplo 2.2. Obtener la solucion general del sistema { y =x+y, De la ecuacion
z2=3x+z.
caracteristica det(A— AI) =0 se obtiene (1—A) (12 —2A+ 5) =0, de donde tenemos los
valores propios Ay =1, A, =1—2i, A3 =1+2i.
Para A, =1, obtengamos su correspondiente vector propio:

0 -1 -1 1 00 pu=0,
1 0 0 |—matrizreducida |0 1 1 |,asitenemos { p»; =—psi.
3 0 0 0 0O ps1 €C.

El vector propio es (0,1,—1), por lo que para el valor A, =1 le corresponde la solucion:
x =0, yy=e’, z;=—e’.

Para A, =1—2i, obtengamos su correspondiente vector propio:

2i -1 -1 1 0 % Pi2=—3ips,
1 2i O |—matrizreducida [0 1 —% por lo tanto p22=%p32,
3 0 2 00 0 ps €C.

Si p3» =3, el vector propio es (—2i,1,3), por lo que para el valor A, = 1—21, le corresponde
la solucion: x, =—2ie1720t y, = (120t " 7, = 300201 Andlogamente, el vector propio
(2i,1,3) corresponde al valor A3 =1+2i y la solucion es: x; = 2ie12! y, = (14201
Ty = 36(1+2i)t.

Asi la solucion queda como:

X = Clxl + C2x2+ C3.X:3 = et [(—ZCZl+2C3l)C082t+(—2C2—2C3)Sln t],
y= Clyl + C2y2+ C3y3 = et[cl +(C2+ Cg)COSZt +(—Czl+ Cgi)sin t],

z= Clzl + C2Z2 + C323 = et [_Cl +(3C2 +3C3)C0$2t +(—3C2l +3C31)Sln t]
Al introducir las constantes: Cy = —C, — C3 y C5 = —C,i + G3i, obtenemos la solucion
general:
x=e'[2C5cos2t +2C,sin2t],
y=e'[C,—Cycos2t + Cssin2t],
z=e'[—C,—3Cscos2t +3C5sin2t].
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Ejercicio 2.3. Obtener la solucion general de los siguientes sistemas:

X=x—y+z, X=x—-2y—z, X=2x—y+z,
N){y=x+y—z, 2R V=—x+y+z, 3): y=x+2y—z,
z2=2x—y; Z2=Xx—2z; Z=x—y+2z.

2.2. Caso B. Espectro degenerado. Es el caso, cuando los valores propios A, s =
1, k, k < n tienen los indices de multiplicidad mg (m; + m, +...+ m; = n). Entonces la
solucién general del sistema homogéneo tiene la forma

k mg—1 ti ] N
()= (FB;)vse @

s=1 i=0

donde B; = A— A1, V; es un vector, que representa la solucion general de la ecuacion
matricial BV, =0.Parai=0 — B’=1.

Notemos que la férmula (4) es vélida para el caso de los valores propios simples (k = n)
con la modificacién adecuada.

Ejemplo 2.4. Desarrollar la formula (4) para el caso de un valor propio de multiplicidad
3 y escribir las formulas para sus componentes.

Y _ = tl Bl V Agl _ O tl Bl V Alt _
(=22 | 7B |Wee™ =2 | 7Bl e =
0 §

s=1 i=l i=0 :

0 o A Eoon, e Eopar, A L A, b mr B oo A
=aBIVIe L +FB1V16 L +§Blvle1 ZIIVIBI +IBIV1e1 +3Blvlel =

l'2
I+1tB +—B?|VieM!,
1 2 1

donde B, = A— 2,1, V; es solucion general de la ecuacion B}V; =0.

Ejemplo 2.5. Desarrollar la formula (4) para el caso de dos valores propios distintos A,
de multiplicidad 2 y A, de multiplicidad 3.
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k mg—1 tl‘ 2—1 tl‘ 3—1 ti
Y(6)=) ] (FB;) Vel ZZ(FBf) Vet + (FB;) Vye's! =
: i=0 : i=0 :
_t_OBOV Alt+t_lBIV Alt_,’_t_OBOV Azt_i_t_lBlV Azt_l_t_zBZV Aot
T Tt e Y T A The A T A

t2
=IVieM' + B VieM' + IVse’' + 1B, Ve + ?BZZVZeA” =
Vet

t2
=[I+tB|VieM' +|I1+ tB,+ B,

donde B, = A—A 1, Vj es la solucion general de la ecuacion B2V, =0, B,=A—2,1, V,
es la solucion general de la ecuacion Bzg’ V,=0.

X=x-2y,
Ejemplo 2.6. Resolver el sistema { y =x+3y +z, La matriz (3) del sistema es A=
Z2=—2x—2y—z.
1 -2 0 1-A =2 0
1 3 1 |. La ecuacion caracteristica es det(A—AI)=0 — 1 3—A4 1
-2 -2 -1 =2 -2 —-1-A

0 — (1I-A)B—-A)(—1-A)+0+4—[0—2(1—A)—2(-1—A)]=0 — —A3+3A2—3A+1=0,
sus raices son Ay 3 =1 o es posible decir que es una raiz Ay =1 de multiplicidad 3. Como
la raiz es miltiple, entonces hay que utilizar la formula para el espectro degenerado.
Desarrollamos la formula (4)

k mg—1 o 3—-1 i
=33 (S8t =3 (S et -

s=1 i=0 i=0

£ o e B oo, e Eopa, ar L A, b e oo A
:aBlvlel +FBI‘/1€ L +§Bl‘/1€ L ZIIVIQI +IBlvlel +?Blvle1 =

[2
I+tBl+—Blz]Vle’m.
2
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Calcularemos los componentes de esta formula

1-1 -2 0 0O -2 0
B=A-AI=| 1 3-1 1 |=[1 2 1|
—2 —2 —-1-1 -2 —2 -2
Vi es la solucion general de la ecuacion Bf Vi=0.
0 -2 0 0 -2 0 -2 —4 =2
Calculando Bi=| 1 2 1 1 2 1]|=(0 0 o],
—2 2 2/\-2 -2 2 2 4 2
2 —4 2 0O -2 0 0 0 O
B’=B’B,=|0 0 0|1 2 1|=(0 0 0
2 4 2 =2 = =2 0 0 O

Entonces a la ecuacion B}Vi =0 le corresponde el sistema Op; +0p, +0ps = 0 que tiene
solucion general py, p», p3 €R. Escribimos la solucion general en la forma vectorial. Son
tres variables independientes, entonces la unidad puede estar en tres coordenadas

p1:1)p2:01p3:0 - (170)0)1
p1=0;P2:1»p3=0 = (0’1;0))
plzo;pzzo»pszl = (0,0,1),

asi la solucion general es V; = C(1,0,0)+ C,(0,1,0)+ C5(0,0,1) = (C;, Gy, C3). Sustitui-

mos los componentes a la formula para la solucion general del sistema de ecuaciones
diferenciales

t2
Y(t)= I+tBl+?Bf]V1e“=
1 00 0 -2 0\ (-2 —4 -2
= L Of+r| 1 2 1|+ 0 0 0 Vel =
0 0 1 —2 —2 -2 2 4 2
1—t2 —2t—2¢? —t? o)
= t 1+2¢ t C, |e'=

—2t+1% =2t+21> 1-2t+1t%)\ G

e'[C(1—12)—C, (21 +212)— Cy1?]
et[clt+C2(1 +2t)+ Cgt]
e'[C (12 —2t)+ Cy (212 —2¢) + Cy(t2 =21 +1)]
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Entonces la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales es

x=e'[C (1—1?)—C, (2t +2£%)— C51?],
y =et[C1t+C2(1+2t)+ Cst],
z=e'[C (12 —2t)+ C, (212 —2¢1)+ Cy(t? -2t +1)].

X=2x+y+z,

Ejemplo 2.7. Resolver el sistema { ¥y =—2X—2z,
z2=2x+y+2z.

2 1 1
La matriz (3) de este sistema es A=|—2 0 —1|. La ecuacion caracteristica es
2 1 2
2 1 1
det(A—AI)=0 — [-2 0 —1|=0 ——-A3+4A>—514+2=0 — A;,=1,A3=20
2 1 2

es posible decir que Ay =1 es una raiz de multiplicidad 2 y A, =2 es raiz de multiplicidad
1. Desarrollamos la formula (4) para este conjunto de raices

k mg—1

2: £ At 22 : £ At 21_1: £ Aot
Y(t)= (FB;)V;Q = FBll Vie™" + FBZ! V,e™" =
i i =\

—1
s=1 i=0 i=0
=[I+B|VieM" + Vye™'.

Calcularemos los componentes de esta formula

2—-1 1 1 1 1 1
B =A-M\I=| -2 -1 -1 |=(-2 -1 -1},
2 1 2-1 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
B’=-2 -1 —-1]||—2 -1 —1|=|-—2 —2 —2
2 1 1 2 1 1 2 2 2
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Para resolver la ecuacion Bl2 V1 =0 es necesario calcular la matriz reducida de Blz, la cual

1 11
es la matriz con los siguientes elementos | 0 0 0 |. A esta matriz le corresponde un
0 0 0

br=—P>—Ps
P, 3ER.

Escribimos la solucion general en forma vectorial. Como son dos variables indepen-
dientes, entonces la unidad puede estar en dos coordenadas; pero en este caso en lugar
del valor 1, es mejor usar —1 para que sea positiva la primera coordenada de los vectores
resultantes

sistema de una sola ecuacion p; + p, + p3 =0, cuya solucion general es {

p2=_1)p3:0 = (1)_1)0)»
p2=0!p3:_1 = (1)07_1)»

asi la solucion general es V; = C;(1,—1,0)+ C,(1,0,—1)=(C; + C,,—C;,—GC,).
0 1 1
V, es la solucion general de la ecuacion B,V, =0, B,=A—A,I=|—-2 —2 —1|,su
2 1 0
—2 -2 -1
matriz reducida es | 0 1 1 |. A esa matriz le corresponde el sistema de ecuaciones
0 0 O
1
_2p1_2p2_p3:0’ . B plzép?n
{Pz +py =0, que tiene la solucion general P =—ps,
psER.
solucion general en forma vectorial. Como hay una variable independiente, entonces la
unidad puede estar solo en esta coordenada; pero en este caso en lugar de valor 1, es
mejor usar 2 para no tener coordenadas fraccionarias en el vector resultante

También escribimos la

p=2 — (1,-2,2).

Asi la solucion general es Vo = C5(1,—2,2) =(C3,—2C3,2Cs). Sustituimos todos los com-

ponentes en la formula para la solucion general del sistema de ecuaciones diferenciales
1 0 0 1 1 1

Y(t)=[I+tB]Vier'+ et =[]0 1 0|+t[—2 —1 —1||Vier'+Ver =
0 0 1 2 1 1
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1+t ¢ t C+G C;

= -2t 1—-t —t —C, |e'+|—2C;5|e* =
2t r 1+t —C, 2C;,
1+8)(C,+C)—Cit—Cyt Cs

= =2t(C;+C)—C(1—1t)+Cot |et+| —2C; | et =
26 (C+C)—Cyt—Cy(1—1) 2G;

(C + Cyet + Cye?!
= (_Clt_CZI_Cl)et_ZC:geZt 0

(Cit+Cot —Cye! +2C5e?t

x=(C + Cye" + Cye*,
Entonces la solucion general del sistema es { y =(—Cit —Cyt —C;) e’ —2Cze™,
z2=(Cit+Cyt—Cyle' +2C;e?".

Ejercicio 2.8. Resolver los sistemas:

xX=2x+6y—15z, X=4x—y—z, xX=—2x+y—2z,
){y=x+y—5z, 2){ y=x+2y—z, 3 y=x—-2y+2z,
zZ=x+2y—6z; zZ=x—Yy+2z, z2=3x—3y+5z.

3. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas con coeficientes
variables

Definicion 3.1. El sistema de n ecuaciones diferenciales que tienen la forma

% =an(On +ap(t)y+...+a1,(0)y, + fi(1),
2% =ay(t

4t N+ ax(B)ys +...+ Ao (E)y, + fo(1), 5)

i = @ (O + Apa(0) Yo+ -+ A ()Y + D),

donde yi, ¥»,..., ¥, son las funciones incégnitas de la variable independiente ¢, los coefi-
cientes a; ;(t) y las funciones f;(¢) son continuas en un intervalo (a, b) se llama sistema
no homogéneo de ecuaciones lineales diferenciales de primer orden con coeficientes
variables.

Este sistema se puede escribir en la forma de una sola ecuacién diferencial matricial

. dy
YZEZAU)Y-FF(I), (6)
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aqui la matriz A es cuadrada y los vectores Y, Y y F tienen la forma

an

a;; Gy ... Qi N di filr)

ay a) t

SO B S Bl B el A R
an ap2 cee Qpp yn % fn(t)

Si el vector F es idénticamente igual al vector nulo, entonces el sistema se llama homogéneo
Y =AY. )
Es posible escribir las condiciones iniciales también en forma matricial:

Y10
Y ()= Y= | 72 ®)
J’no

Los siguientes tres teoremas son la generalizacién de los teoremas correspondientes
para una EDO lineal.

Teorema 1. La combinacion lineal de las soluciones de un sistema homogéneo (7) es
también una solucién de éste.

Teorema 2. La suma de una solucién particular del sistema no homogéneo (6) y la
solucién general del sistema homogéneo correspondiente (7) es la solucién general de
sistema no homogéneo (6).

Entonces para encontrar la solucién general del sistema no homogéneo es suficiente
aprender a encontrar una solucién particular de éste, porque ya sabemos resolver los
sistemas homogéneos.

Teorema 3. (sobre la existencia y unicidad de la solucién) La solucién de problema de
Cauchy (6), (8) existe y es unica en cualquier segmento [f, t;] C (a, b).

Notemos que en la Definicién 3.1 supusimos la continuidad de los coeficientes a; () y
de las funciones f;(t) en (a, b).

3.1. Método de variacion de parametros. Es el método de buisqueda de una solucién
particular del sistema no homogéneo. A continuacién se explican los pasos del algoritmo
de este método.

1. Encontrar la solucién general del sistema homogéneo.
2. Suponer que las constantes C;, C,, ... de la solucion general son funciones desco-
nocidas de la variable ¢. Sustituyendo la solucién general del sistema homogéneo
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al sistema no homogéneo, se obtiene un sistema de ecuaciones respecto a las

funciones C,(t), Cy(t), ....

Resolver el tltimo sistema.

4. Sustituyendo las expresiones de C;(t), Cy(t), ... a la solucidn general del sistema
homogéneo se obtiene una solucién particular del sistema no homogéneo. Otra
vez prestamos atencion que la misma férmula da la solucién general del sistema
homogéneo y la solucién particular del sistema no homogéneo, solo en la solucién
general C;, C,, ... son constantes y en la solucién particular C;(t), C,(¢), ... son
funciones encontradas de la variable .

5. Usando el Teorema 2, obtener la solucion general del sistema no homogéneo.

(O8]

Ejemplo 3.2. Resolver el sistema

xX=2y—x,
. ©)
y=4y —3x+ 7.

Paso 1.

xX=2y—x, . L.
La ecuacion caracteristica

El sistema homogéneo correspondiente es
y=4y—3x.
—-1-2 2
-3 4—2
todos los valores son simples, entonces hay que usar el método del espectro no degenerado.
x; =2e?t,
Para Ay =2 el vector propio es (2,3) y la solucion particular es { ! 302t Para
n=oe"".

es det(A—AI)=0 — ‘:0 — A2=3A+2=0 — A;=2, A, =1,

x,=e’,

. Entonces la solucion
Yo=e.

A, =1 el vector propio es (1,1) y solucion particular es {

general del sistema homogéneo es

=2C,e?' + Gyel,
{x e € (10)

y=3C,e? + Cye’.
Paso 2.

Buscamos la solucion particular del sistema no homogéneo (9). Sustituimos la solucion
general (10) en la primera ecuacion

2C1@2t+4C182t+C26t+C281 =2(3C162t+Cge[)—(2C182t+Czet).
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Simplificando obtenemos
2C1€2[ + Czet =0.

Sustituimos la solucion general (10) en la segunda ecuacion

. . edt
3C1€2t+6C162t+Czet+Czet24(3C162t+Czet)—3(2C162t+Cget)+m.
Simplificando obtenemos
Do edt
3C e +Ce = .
! 2 ezt +1]

. , , 2C e +Cel =0, )
Es decir, tenemos el sistema de ecuaciones § _, -, 5, =~ , % paradeterminar los
3C16 Tr Cze = g2yl
valores de C,(t), Cy(t).
Paso 3.
Despejando de la primera ecuacién, obtenemos Cye! =—2C,e?* — C,=—2Ce’.

Sustituimos a la segunda ecuacion

efdt .
=arctane’.
2t 41

3t t
3C'1e2t+(—2C1e”)et:e— - G=— — Cl(t):fe

ezt +1 e 4]

Utilizando este resultado se obtiene

) . ! 2dt
C2:—2C19I=—2( ° )et - Cz(f)=—2fe =—In(e?*" +1).

ezt +1 e2t+1

Paso 4.

Sustituyendo Cy(t) y Cy(t) a (10) obtenemos la solucion particular del sistema no
) x=2e* arctane’ —e‘In(e? +1),

homogéneo - . ot
y=3e* arctane’ —e’In(e?" +1).

Paso 5.

Usando el teorema 2, la solucion general del sistema no homogéneo tiene la forma

x=2C e? + Cye’ +2e% arctane’ —e’In(e? +1),
y=3Ce?" +Cye’ +3e? arctane’ —e'In(e? +1).

Ejemplo 3.3. Resolver el sistema

X = +tan2t—1,
{ Y (11)

y=—x+tant,

Paso 1.
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. , . x=y, . ..
El sistema homogeneo correspondlente es y _ La ecuacion caracteritica es

-2 1

-1 -2
todos los valores son simples, entonces hay que usar el método de espectro no degenerado.
X =e',
n=ie'.

—it
’

det(A—AI)=0 — =0 — A?+1=0 — A;=1i, Ay =—1I, debido a que

Para Ay =i el vector propio es (1,i) y la solucion particular es Para

Xy =

A, =—1i el vector propio es (1,—i) y la solucion particular es {y — _je-it
= — .

Asi la solucion general del sistema es
x=Cx;+Cx,=Cre'' +Coe ! =Cy[cost +isint]+ C,[cost —isint]=
=(C,+ Gy))cost+i(C,—C,)sint,

iCle'"—iCe " =iCy[cost+isint]—iC,[cost—isint]=
=i(C,—GC))cost—(C,+ Cy)sint.

y=Gn+Gxp

Al cambiar C, + C,
homogéneo:

C; y (C,—G,)i = C, obtenemos la solucion general del sistema

x =Cscost+ Cysint,
(12)

y=Cycost—Cssint.
Paso 2.
Buscamos la solucion particular del sistema no homogéeo (11). Sustituimos la solucion

general (12) en la primera ecuacion, considerando que C3 y C, son funciones de la
variable t:

Cscost—Cysint + Cysint + Cycost = C,cost —Cssin ¢ +tan® £ — 1.
Simplificando obtenemos:
Cscost+Cysint =tan®t —1.

Sustituimos la solucion general (12) en la segunda ecuacion, también considerando
que C3 y C4 son funciones de la variable t:

Cycost—Cysint—Cysint —Cycost =—Cycost — Cysint +tant.
Simplificando obtenemos:

—Cysint + C,cost =tant.
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Cscost+Cysint =tan?t—1,

L. . ara deter-
—C3sint+ Cycost =tant p

Es decir, tenemos el sistema de ecuaciones {

minar las funciones Cs(t), Cy(t).
Paso 3.
Despejando de la segunda ecuacion, obtenemos C,cost =tant + Czsint — C,=

ngg‘ztt + Cytan t. Sustituimos este resultado en la primera ecuacion
. sin t . . 2 . 2 . sin®¢
Cscost + +Gytant |sint =tan“t—1 — Cscost+tan”t+ C3 =
cos? t cost

=tan’t—1 — Cy=—cost — Ci(t)=—sint.

Utilizando este resultado se obtiene

sint

1
4 —costtant — C,(t)=——+cost.
cost

" cos2t
Paso 4.

Sustituyendo C3(t) y Cu(t) en (12) obtenemos la solucion particular del sistema no
x=—sintcost+( 1 +cost)sint, {xztant,
—

homogéneo 1 cos7 T _
J/=(m+cost)cost+smtsmt, y=2.
Paso 5.

Usando el Teorema 2, la solucion general del sistema no homogéneo tiene la forma

x=C;cost+Cysint +tant,
y=Cycost—Cssint +2.

Ejercicio 3.4. Resolver los sistemas:

X=—4x—-2y+

et—1’ X=x—y+

; y=2x-—y.

1) cost’

y=6x+3y—
y Yoo
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Estas notas corresponden a la escuela de verano impartida en el Centro Universita-
rio de Ciencias Exactas e ingenierias de la Universidad de Guadalajara. Estd dirigida
para estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y dreas afines.

1. HACES VECTORIALES SOBRE ESPACIOS TOPOLOGICOS

En esta seccién desarrollaremos los conceptos bésicos sobre la teoria de haces
vectoriales. Describiremos la nocién de haz vectorial sobre un espacio topolégico y
sus secciones ademds presentaremos algunos ejemplos clésicos. En esta seccién con-
sideramos a X como un espacio topolégico conexo y posteriormente se considerara
a X como una superficie de Riemann. Se puede consultar mas informacién en [Gri],
[Gu], [Le], [Mi].

1.1. Definiciones y propiedades. Sean k un campo, y V un k-espacio vectorial
topolégico de dimensidn n, esto es, un k-espacio vectorial de dimensién n que ademas
cuenta con una estructura de espacio topolégico. Algunos ejemplos de estos espacios
vectoriales topolégicos son R”?, C" y G L(n,R).

Sea X espacio topolégico cualquiera, podemos considerar la funcién continua

px: XxV—-X (x,v)— x.

Definicién 1.1. Un haz producto de espacios vectoriales V sobre X de rango n se define
como la terna (X x V,px, X) donde n = dim V. Al espacio X x V se le conoce como
espacio total y al espacio X se le conoce como espacio base.

Observacion 1.2. Si x € X, entonces V, := p;l(x) ={x}x V 2V, esdecir, V, tiene
estructura de espacio vectorial. A V, lo llamaremos la fibra del haz producto en x.
Ahora, Y U C X abierto se tiene pgl(U) =UxVZ=Uxk".

Ahora, recordemos que en espacios vectoriales tenemos la nocién de funcién entre
espacios vectoriales que mantienen la estructura, es decir, una transformacién lineal.
De igual manera, podemos definir una funcién de haces productos de la siguiente
manera:

Definicion 1.3. Sean V, W k-espacios vectoriales y sean (X x V, px, X) y(X x W, px, X)
sus haces producto, un homorfismos entre haces producto es una funcién continua
f: X xV — X x W tal que satisface las siguientes propiedades:
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1. px o f = px es decir, el siguiente diagrama conmuta:

XXV—>X><W

N

2. Para cada x € X la restriccion
f|VxVx_’VVx (x,v)—(x, fx(v))
donde f, : V. — W es una transformacion lineal.

Como se puede notar, en la primera parte garantiza la compatibilidad de la segunda
parte al garantizar que los elementos vayan a sus fibras correspondientes y con ello
mantener la estructura de espacio vectorial en las fibras. De esta manera un homo-
morfismo de haces producto se puede ver como una coleccién de transformaciones
lineales, una por cada punto de X.

Definicién 1.4. Un homorfismo de haces producto ¢ : X x V— X x W es un isomor-
fismo si y solo si existe un homomorfismoy : X x W — X x V talque o =idy,y y
(p o w = idXxW-

Estas nociones para haces productos vienen dadas a partir de propiedades del
espacio vectorial. Mds aun, en la teoria de espacios vectoriales tenemos algunos
resultados que se pueden generalizar a haces producto:

Ejercicio 1.5. Sea X espacio topoldgico, demuestre que los espacios vectoriales V @ W,
VeW,V* Hom(V,W), V/W y/\m V nos definen haces productos sobre X . Calcular
SUus respectivos rangos.

Ahora, observemos que podemos generalizar la nocién de haz producto un poco
mads de la siguiente manera:

Definicién 1.6. Un haz vectorial sobre X de rango n es una terna(E, p, X) donde E es
un espacio topolégico y p : E — X es una funcion continua sobreyectiva que cumple lo
siguiente:
1. Para todo x € X, p~!(x) tiene estructura de espacio vectorial de dimension n
compatible con la estructura de E' La imagen inversa p~'(x) se denota por E,. y

1Que la estructura del espacio vectorial E, sea compatible con la topologia de E significa que
pioily, = plg, - Ademds, sirestringimos los homeomorfismos en las fibras ¢, : E, — {x}xC"

es una transformacion lineal.
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sellama la fibra de x.
pl(x)={ecEl ple)=x).
2. Existe una cubierta abierta{U;},c; y homeomorfismos
@i By, =p ' (U;) - U; xC".

Viel.

Cuando no existe confusidn, el haz vectorial (E, p, X) los denotaremos por
p : E — X o simplemente por E y denotaremos el rango de E por rk(E). Si rk(E)=1
entonces E es llamado un haz lineal sobre X, muchas veces usaremos la notaciéon
para los haces lineales por L en lugar de E.

Intuitivamente, un haz vectorial sobre X es una terna (E, p, X) la cual determina
una familia de espacios vectoriales (de la misma dimensién) parametrizados por X y
ademads satisface una condicioén local.

Cuando E y X son espacios topolégicos (variedades algebraicas, variedades com-
plejas, etc) y p : E — X es una funcién continua (morfismo de variedades algebraicas,
funcién holomorfa, etc) son conocidos como haces vectoriales topolégicos (algebrai-
cos, holomorfos).

En el caso particular que un haz vectorial E sobre X sea isomorfo al haz producto
X x k", diremos que E es un haz trivial de rango n.

La definicién de haz vectorial sobre el espacio topolégico X viene acompanado de
una cubierta % = {U;};c; y una coleccién de homeomorfismos {p;};c;. Estos datos se
escriben como {U;, ¢;};<c; y es conocido como una trivializacion para E. También se
puede verificar lo siguiente:

Considerando la interseccion U;; := U; N U; y suponiendo que es no vacia, tenemos
los homeomorfismos

¢i: By —UixC", ¢ By — UjxC"
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y el siguiente diagrama:
U;jxC"

%W

EIUij Pij

‘Fjpm

U;j xC"
Tomando la composicién como:
— -1,
Qiji=piop; U xC"— Up; xC”
(x,v)— (x,8:;(x)v),

donde las funciones g;; : U;; — G L,(C) son llamadas funciones de transicién. Estas
funciones dependen de la trivializacién elegida y cumplen las siguientes condiciones:

1. 8ii = idcn, Viel.

2. gikzgij'gjk en ljijkzljiﬁUjﬁUk,Vi,j,kGI.
Estas condiciones se conocen como condiciones de cociclos y en ocasiones a las
funciones de transicion {g;;} también se les llama simplemente cociclos.

Las funciones de transiciéon son muy importantes cuando se trata de describir
un haz vectorial. Tanto, que practicamente la trivializacién {U;, ¢;}, junto con las
funciones de transicion {g;;}, tiene codificadas toda la informacion necesaria para
construir un haz vectorial. Esto lo vemos a continuacién:

Sean X un espacio topoldgico, {U;};c; una cubiertade X y {¢;};c; homeomorfismos
de tal manera que si U; N U; # @ tenemos

piji=piop; 1U;jxC"—U;; xC"
(x,v)—(x,8;;(x)v),
que cumplen las propiedades de cociclos. Para construir a E hacemos lo siguiente
Llics[Ui x C"]

~

E =

donde la relacién de equivalencia esta dada de la siguiente forma:
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Sean (x,v)€ U; xC" y(y, w) € U; x C" entonces

(x,v)~(yw)yex=y y gjix)v=w,

un elemento en E se ve como una clase de equivalencia (x, v). Asi, defina: E — X
como 7t({x, v)) = x. Finalmente, la topologia de E es la topologia cociente derivada de
la topologia producto en U; x C".

Veamos un ejemplo bésico de un haz vectorial.

Ejemplo 1.7. (Haz trivial)

Consideremos el haz producto (C x C, p;,C) donde p, : C x C — C la proyeccion al
primer factor. De esta manera, obtenemos la figura siguiente:

CxC

121

C

Observe que, para todo x € C se tiene
px'(x)=xxC=C,

es decir tiene estructura de espacio vectorial. Si tomamos la cubierta dada por {C}
tenemos que

ps'(C)=CxC,
por lo tanto el homeomorfismo
pc:CxC—-CxC,
estd dado por

¢ = idexc-
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Ahora, antes de pasar al siguiente ejemplo consideremos lo siguiente: Tomemos C?
como C-espacio vectorial y la siguiente relacién de equivalencia:

Sean (X, X1),(x;, x;) € C?, decimos
(%0, X1) ~ (x5, X)) & (%9, X1) = A(x,, x;) con A € C*
Asi, definimos el espacio proyectivo P' como:

o1, C2= (0.0}

el cual es un espacio topoldgico dado por la cubierta {U;}]_, con
U; ={[xo: x,]1x; #0}.

Observemos que si [ X : x;] € U, tenemos que X, # 0 y por lo tanto

[x:x]=[1: ﬁ],
Xo

y de manera andloga, si [x, : x;] € U; x; #0 tenemos

[X0:x1]= [ﬁ :1],
Xo

con esto podemos tomar representantes segiin nos convenga.

Ejemplo 1.8.
Consideremos el siguiente conjunto

o-1):={{ylv)lyleP,veC?®v=Ay,AeC"}cP' xC?

el cual es un espacio topolégico con la topologia subespacio.
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(%0, %1)

Veamos que (0(—1), t,P') es un haz vectorial, donde

m:0(-1)— P!

([x0: %11, (Axg, Ax1)) = [ X0 X4].

Sea[xy: x;] € P! entonces

ﬁ(_l)[xo:xl] = ﬂ_l([xo : xl])»
= {([xo: x1],(Ax0,Ax1))IA €C},
= C.

Es decir n='([xy : x,]) tiene estructura de espacio vectorial. El siguiente paso es probar
que es localmente trivial, es decir, existe una cubierta {U;},c; tal que

0(-1)y,=p ()2 U; xC.
Tomemos {U;};_, con
U; =[x : x1]|x; # 0}
observe que
Oy, ={([x0: 1], (Ax0, Ax1))|L€C, x; #0}.
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Asi, definamos
¢ 01y, — U; xC
([x0: x1], (Axg, A%1)) = ([x0 1 1], Ax;).
Veamos estas asignaciones no dependen del representante. Sea(x,, x;) otro representante
de la clase[x, : x;] es decir (xo, x,) = B(x,, x) para algiin § € C. Asi
wol[xo : x1], (Axg, Ax1)) = ([X0 2 X1 ], AX)
=([Bxg: Bx{]ABx))
= pol([B x5 : Bx,1,(AB x5, A X))

yya que(xy, x,)~ (X, X;), entonces no depende del representante. De manera andloga
hacemos lo propio para ¢, .

Ahora veremos que para todo [x, : x;] € P! la estructura de la fibra 0(—1) .., es
compatible con la topologia de O(—1), esto es, p, o p; = p. Sea[x, : x;] € U;

(prowil[Xo: x1])=pr(@i([ X0 : x1]))
=pillxo: 1], Ax;)
=[x : x1]
=p([x0: X1], (Ax0, AX1)).

Por otro lado, observemos que la inversa se define como

¢; Ui xC— 0(-1)ly,
([x0: x1], ) — ([xo 1 ;] (/J’_J.Co, &))

Xi Xi
Se verifica que
= p;lowp;=Idgy,.
" ‘PiO‘P,-_l:IdIUixC'

Por lo tanto, tenemos que 0(—1) es un haz vectorial de rango 1 sobre P! y es llamado
el haz tautolégico sobre P'. Ahora veamos quienes son sus funciones de transicion.
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Tenemos el siguiente diagrama

Un xC
¥o
ﬁ(_l)onl ‘Pln:‘pﬁo‘ﬂfl
N
Uy xC

De esta manera
Vor[xo: 1], Ax1) =g 0 (Pl_l([xo 1], Ax)
X
=((x0: 1], = - Ax)
X1
=([x0: 1], Axp).
Finalmente tenemos que la funcion de transicion estd dada como
8o1: Un — GL(L,C)
Xo

[%0: %11 8o1([%0: x1]) == x_1

Definicién 1.9. Un homomorfismo entre haces vectoriales (E,p, X), (E’,p’, X) es una
funcién continua ¢ : E— E’ tal que:

1. p'ogp =p.
2. ¢ :E,— E; es un homomorfismo de espacios vectorialesV x € X .

Ejemplo 1.10. Consideremos el haz trivial (C x C, p;,C) y el homomorfismo de haces
f:CxC—-CxC (x,v)—=(x,x-v).

De lo anterior tenemos el siguiente diagrama
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CxC CxC

Este ejemplo nos muestra que los homomorfismos entre haces vectoriales no
siempre preservan la dimensién de la fibra, es por ello que pediremos que lo hagan, a
estos homomorfismos se les conoce como homomorfismos de rango constante.

Definicién 1.11. Un homorfismo ¢ : E — E’ es un isomorfismo si y solo si existe un
homomorfismoy : E'— E tal que o =idg ypoyp =idg.

El siguiente resultado describe la relacion que guarda un haz vectorial con sus
funciones de transicion.

Lema 1.12. El conjunto de clases de equivalencia de haces vectoriales bajo isomorfismo
estd en biyeccion con el conjunto de clases de equivalencia de funciones de transicion
bajo conjugacién.

Este resultado nos dice lo siguiente. Suponga que tenemos dos haces vectoriales
E y F con trivializaciones {U;, p;} y {V},4;} y funciones de transicion {g;;} y {h;;}
respectivamente. Entonces podemos tomar una trivializacién comin, por ejemplo,
{UinV;,¢;}y{U;nV;, 4}y restringir las funciones de transicion a estas interseccio-
nes. Ahora, el lema nos dice que si E y F son isomorfos entonces existen matrices
A;j € GL,(C)tales que g = Aikhj,Al_.ll.

Mads atn, si suponemos que E = F y tomamos como antes dos trivializaciones,
{Ui, ¢} y{V;, 4 ;}. Entonces concluiremos que las funciones de transicion {g; } y {h;; }
son conjugadas. Es decir, no dependen (salvo conjugacion) de la trivializacién ni de
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sus refinamientos.

Al igual que en espacios vectoriales se tienen operaciones para haces vectoriales,
como se muestra a continuacion:

Espacios vectoriales Haces vectoriales Func. Trans.
VeWw E®E =| |, x(E;®E)) 8ij®8;
Vew E®E :=| |, x(E;®E)) 8ij®8;
V*=Hom(V, k) E*=Hom(E,X x C) (&))"
V)W E[F :=| |,ex(Ex/E;)

Ejercicio 1.13. Demostrar que E ® E’, E ® E’, E* y E/F son haces vectoriales con
funciones de transicion como se muestran en la tabla anterior.

1.2. Secciones de un haz.

Definicién 1.14. Sea (E, p, X) un haz vectorial de rango n. Una seccion local de E
sobre un conjunto abierto U C X es una funcion continua

s:U—E,
tal que p(s(x))= x para todo x € U y denotaremos al conjunto de estas secciones como:
I(U,E)={s:U — E|s es una seccién local de E sobre U}.

Observemos que 7o s(x) = x implica s(x) € E, paratodo x € U. Asi como se tienen
secciones locales podemos considerar aquellas que se definan en todo X, es decir,

s: X—E
las llamaremos secciones globales y se denotardn por
I[(X,E)={s: X — E|s es una seccion global de E},

al conjunto de secciones globales del haz vectorial E. Una representacién de las
secciones la podemos ver en el siguiente figura:
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Ahora, consideremos una seccién global s e T(X, E) , sabemos E tiene una cubierta
que lo trivializa {U;, ¢;},c;, de esta manera, para obtener secciones locales a partir de
s podemos considerar la restriccion a cada unos de los elementos de esta cubierta, es
decir

Esto es, obtenemos una coleccion {s; = s|y, };c; de secciones locales de E. Mas aun,
@;(s;)=(x, ;) donde §; : U; — C" son funciones continuas.

Por otro lado, supongamos que tenemos una coleccidn {¢; : U; — E};<; de seccio-
nes locales del haz vectorial E. De esta manera podemos preguntarnos, ;Bajo que
condiciones nos definen una seccién global ¢ : X — E?. Veamos el siguiente resultado.

Lema 1.15. Sea E haz vectorial sobre X con funciones de transicion {g;;} con respecto

a la trivializacién {U;, p;};c;. Entonces una seccion global s de E estd dada por una
coleccién de funciones continuas {3;} satisfaciendo la condicién de compatibilidad

Esto nos dice lo siguiente: para definir una seccién global nos gustaria que en las
intersecciones las secciones locales coincidan, esto es, suponga U; N U; #0, entonces
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el siguiente diagrama debe conmutar

p~\(U;nU;) 2> U;nU; xC s cn

De esta manera, secciones locales definen secciones globales si existe una forma de
hacer que coincidan en las intersecciones, en otras palabras, satisfacen una propiedad
de pegado dado por las funciones de transicion.

El siguiente resultado muestra que el conjunto de secciones locales cuenta con una
estructura de espacio vectorial.

Lema 1.16. El conjuntoT(U, E) es un C-espacio vectorial con la operaciones usuales
de suma y producto escalar de funciones.

El lema se sigue apartir de lo siguiente: Sean s,t € I'(U,E) y A € C entonces
s(x), t(x) € E, y de esta manera definimos las opercaciones
m (s+1)(x)=s(x)+ t(x).
m (As)(x)=A-s(x).

Finalmente, para haces vectoriales topolégicos tenemos el siguiente resultado:
Supongamos que L — X es un haz topoldégico tal que admite una seccién s que nunca
se anula. Entonces podemos probar que L es isomorfo al haz trivial. Para ello basta
observar quesi s : X — L es tal seccién, entonces define un morfismo de haces lineales:

g:XxCoL

dado por g(x,A) = As(x)y como es no nula, entonces es un isomorfismo.
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2. SUPERFICIES DE RIEMANN

En esta seccién recuperaremos algunos conceptos basicos de Superficie de Rie-
mann. La idea es considerar una superficie de Riemann, sus funciones holomorfasy
meromorfas para después ver su relacién con las secciones de haces lineales sobre X.
Invitamos al lector interesado en profundizar a revisar [Gu] y [Mi].

Sea X un espacio topolégico, Hausdorff y segundo contable. Una carta para X es
un homeomorfismo ¢ : U — V donde U es un abierto en X y V un abierto en C. Si
¢j:U;—V;,yp,:U;— V;, sondos cartas para X, diremos que son cartas compatibles
si U;, Uj son disjuntos o si U;NU; #@y

pjopr 1 piU;NU)— p;(UNU))

es un biholomorfismo.

Un atlas para X esta formado por una cubierta % = {U;};c; y una coleccién de
cartas {p; : U; — V;},c; compatibles entre si, esto es .o/ = {U;, 9;}ic;-

Si .¢/,, .9/, son dos atlas para X, entonces decimos que son atlas equivalentes si
cada carta de .¢f; es compatible con cada carta .</,. Esto determina una relacién de
equivalencia entre atlas. A una clase de equivalencia de atlas se le conoce como una
estructura compleja para X.

Ejercicio 2.1. Demuestra que la equivalencia entre atlas, es una relacion de equivalen-
cia.

Definicién 2.2. Una superficie de Riemann X es un espacio topoldgico, Hausdorff,
dos numerable con una estructura compleja.

Definicién 2.3. (Carta centrada.) Sea X una superficie de Riemanny p € X un punto.
Una carta centrada en p es una cartap : U — V tal que p(p)=0.

Ejemplo 2.4. Si X = R? y U abierto de R? que contiene a (0,0). Entonces la carta
¢ : U — C definida como ¢(x,y)= x + yi estd centrada en (0,0) € R?.
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2.1. Funciones holomorfas y meromorfas. Si X es una superficie de Riemann,
peX unpuntoy f : X — C una funcién. Decimos que f es una funcion holomorfa
(respectivamente meromorfa) en p si para una carta ¢; : U; — V; tal que p € U; se
cumple que la funcién
fopit:ycC—C

es una funcién holomorfa (respectivamente meromorfa) en ¢;(p). Esta definicién es
independiente de la carta elegida. Como es usual, diremos que f es holomorfa (res-
pectivamente meromorfa) en toda la superficie de Riemann X siy solo si es holomorfa
(respectivamente meromorfa) en todo punto de X.

Al conjunto de funciones holomorfas en X se le denota como ¢(X). Mas aun, si
U C X es un abierto, el conjunto de funciones holomorfas en U se denotard como
o).

Por otro lado, los conceptos de cero y polo conocidos en C, se extienden a X de la
siguiente manera:

Sea f : X — C una funcién meromorfa en p € U; C X. Diremos que f tiene un cero
(respectivamente un polo) en p si

fop;h:V,€C—C,
tiene un cero (respectivamente un polo) en ¢;(p). Mas aun, el orden de f en p se
define como el orden de f o ;! en ¢;(p). Nuevamente, las definiciones anteriores no
dependen ni del atlas ni de la carta ¢; escogida.

Recordemos que una funcién f : U ¢ C — C, con U abierto, es una funcion dife-
renciable en el sentido complejo en z, € U. Si

zo)= 1im LD

Z2—2 Z—Z
existe. Cuando f es diferenciable en todo z, en U la funcién se dice holomorfa.

Observacién 2.5. En ocasiones se dice que f es holomorfa es sinonimo de analitica o
regular. Recordemos que una funcion es analitica si existe una expansion de la serie de
Taylor alrededor de un punto z.
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Definicién 2.6. Si X es una superficie de Riemann,pe X y f : U \ {p} — C holomorfa
con U vecindad de p entonces:

a) El punto p es una singularidad removible de f si y solo si existe una carta
@:U—>V peU tal que f o p~'(p) tiene una singularidad removible en p(p).

b) Sedice que f tiene un polo en p siy solo si existeunacartayp :U —V conpeU,
tal que [ o p~! tiene un polo en ¢(p).

c) f tiene una singularidad esencial en p siy solo si existe una cartap : U — V
con p €U, tal que p(p) es una singularidad esencial de la composicion f o ¢!,

Definicién 2.7. Una funcion f : X — C es meromorfa en un punto p € X, si es ho-
lomorfa, tiene singularidad removible o tiene un polo en p. Ademds, se dice que [ es
meromorfa en un abierto U C X, si es meromorfa en todo punto de U.

SiU c X es un subconjunto abierto y X es una superficie de Riemann entonces, M x(U)
o de manera simplificada /4 (U), denota el conjunto de las funciones meromorfas, esto
es:

MU):={f :U—-C|f meromorfa}.

Cuando consideramos una superficie de Riemann X entonces los ceros y polos de
las funciones forman un conjunto discreto, esto de acuerdo con el siguiente resultado.

Lema 2.8. Sea X una superficie de Riemann compactay f € #(X), entonces [ tiene
un niimero finito de ceros y polos.

Si f es una funcién holomorfa definida en una vecindad menos un punto digamos
en p (vecindad agujerada). Ysi ¢ : U — V una carta en X con U vecindad de p tal que
¢(x)=z. Entonces f o ¢~ es una funcién holomorfa en una vecindad z, = ¢(p). Por
lo que podemos hacer una expansion en serie de Laurent alrededor de z,

Fole)Mz0)= ealz—20)".

Obteniendo la siguiente clasificacion:

1. f tiene una singularidad removible siy solo si su expansion en serie de Laurent
no tiene términos negativos.

2. f tiene un polosiy solo si su expansion en serie de Laurent tiene un nimero
finito de términos negativos.

3. f tiene una singularidad esencial si tiene infinitos términos negativos en su
expansion en serie de Laurent.
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2.2. Orden de una funcién meromorfa en un punto. Sea X una superficie de Rie-
mann, p € X y U € X un abierto que contiene a p. Tomemos un atlas para X, digamos
{U;, v;}ier, tal que p € Uj, con ¢;(p) =0. Como vimos en la Seccién 2.1, una funcién
f :U € X — C es holomorfa (respectivamente, meromorfa) en p € U si f o ¢! es
holomorfa en cero (respectivamente, meromorfa.) Mas atn, f tiene un cero (res-
pectivamente, polo) siy solo si f o ;" tiene un cero (respectivamente, polo) en 0y
tendremos que
ord,f:=ordy(fop"),

y estas definiciones no dependen de las cartas elegidas. Parte del trabajo que se rea-
liza en el estudio de las superficies de Riemann es determinar el conjunto 0(U) de
funciones holomorfas y el conjunto .#(U) de funciones meromorfas en un abierto
UcX.

Suponga que f : X — C, entonces f € .#(X)si fop;!: p,(U;) — V; € C meromorfa
en ¢;(U;). La funcién f € .#(X) determina una coleccién {f;};c; con f; := f o <pi_1, de
funciones meromorfas en U; tales que:

1) {ﬁ =fo 4,0;1 1 ;(U;) = V; € C}¢;, son funciones de variable compleja.
2) Silas g ;; son los cambios de coordenada. Entonces las funciones { fi}ier, satis-
facen fi(z)= fj o ¢;i(2), Vz € 9,(U;nU;).

Es decir, una funcién holomorfa (meromorfa), f : X — C en X determina una
coleccién de funciones de variable compleja (con dominios distintos) tales que se
“pegan” bajo ciertas condiciones (cambios de coordenadas).’

De lo anterior podemos notar que para construir funciones holomorfas (meromor-
fas) para una superficie de Riemann X, no basta considerar un conjunto arbitrario de
funciones complejas.

Ejercicio 2.9. Cuando tomamos como superficie de Riemann X = C. Notemos que en
este caso ;= idc. Asi, ya que las funciones cambio de coordenadas son la identidad,
entonces el “pegado” de las funciones es simplemente f; = f; en U; N U;. Sin embargo en
el caso general depende de la naturaleza de ;.

%Este es el principio de una teoria més avanzada conocida como teoria de gavillas (sheaves).
Invitamos al lector interesado a leer [Gu] y [Mi] o en un contexto mas general [Te].
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2.3. Funciones Holomorfas y Meromorfas en una superficie de Riemann Compac-
ta. En esta seccidn, presentamos algunos de los resultados conocidos de la Teoria de
superficies de Riemann sobre la naturaleza de las funciones holomorfas y meromorfas.
Para ello, consideramos en todo momento que X es una superficie de Riemann com-
pacta. Estamos interesados en resolver las siguiente pregunta ;Cémo son las funciones
holomorfas y meromorfas de una superficie de Riemann X? Existen algunos resultados
que describen a las funciones holomorfas y meromomorfas, los cuales se presentan a
continuacion.

Teorema 2.10. Si X una superficie de Riemann compacta, entonces toda funcién
holomorfa f : X — C es constante.

Este teorema es una consecuencia de uno mas general, el cual afirma que las
funciones holomorfas no constantes entre dos superficies de Riemann son funciones
abiertas.® La demostracion a este resultado puede ser encontrada en [Gu],[Gri],[Mi].

El siguiente teorema ilustra la naturaleza de las funciones meromorfas en las su-
perficies C y P'.

Teorema 2.11. Las siguientes afirmaciones se satisfacen.
1. . (C)=C(z), funciones racionales.

p
2. M(PH)= {6 | P,Q €Clz, w] homogéneos, del mismo grado}.
Dada una funcién f € .#(X), quisiéramos saber coémo determinar sus ceros y polos
y calcular sus multiplicidades. Para ello, tenemos lo siguiente.

Teorema 2.12. Sea X una superficie de Riemann compacta. Si f € #(X), entonces el
niimero de ceros y el niimero de polos de f coincide (contando multiplicidades).

Con los resultados presentados arriba, calculamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.13. Tomemos una funcion f(z) € C(z) definida como

_ (z—3)
f(@—m-

3Si f : X — Y es holomorfa, X es compactay Y conexa, entonces f(X)C Y es un abierto
y compacto. Asi por la conexidad de Y tenemos que f(X) = Y. Lo cual es falso si ¥ no es
compacta.
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Entonces, por el Teorema 2.11, la funcion f(z) es una funcién meromorfa en C. Ademds
tiene en 3 un cero de multiplicidad dos, en 0 tiene un polo de multiplicidad unoy en —i
tiene un polo de multiplicidad uno.

Ejemplo 2.14. Consideremos una funcion g(z) € C(z) definida de la siguiente manera
(z—3)
g(z)= :

z5

En este caso la funcion g(z) es una funcién meromorfa en C. Ademds, tiene en 3 un
cero de multiplicidad uno, en 0 tiene un polo de multiplicidad cinco y en oo un cero de
multiplicidad cuatro.

Ejemplo 2.15. Sea f(z)e #(X) tal que
_Zi+4z+4 (242

fla)=—F ="
a) Tiene cero (orden 2) en —2.
b) Tiene polo (orden 2) en oo.
Notemos que

1 4 1+4z+ 22
1/z)=—+—-—+z2=——"7—.
Fa/z) z2 z z2

Asi, f(1/z) tiene un polo de orden 2 en 0 y f(z) tiene un polo de orden 2 en oo.
Por otro lado, recordemos que C tenemos dos cartas

90:C—Cy, 9o(2) =2z, po(c0)=0.

= 1
¢1:C\{oo} = C,, pi(2)= z- w.
Una funcién f € .#(C) es una funcién f : C — C tal que las siguientes funciones
“pegan” bien
n ﬁ):fo(pal :C,—-C,
» fi=fopt:C,—C.
Sea fe / (C), definida como

fe (z—l)z(z-i-l)'
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Los ceros y polos de f se calculan con la funcién f; (excepto el oo). Por otro lado,
para ver si oo es un cero o polo usamos la funcién f; evaluada en w =0y la igualdad
filw)=f(1/w). Entonces
1. El punto 1 es un cero de orden dos, el punto —1 es un cero de orden uno y
finalmente el punto 0 es un polo de orden uno.
2. Afirmamos que el oo es un polo de orden dos de f. Para calcularlo, note que
wl—wP(l+w) (A—w)P1+w)
filw)=f1/w)= 7 = e :
Ahora, se puede ver que w =0 es un polo de orden dos para f;.

3. FORMAS DIFERENCIALES

Una de los mds importantes desarrollos en la geometria algebraica fue la introduc-
cion por parte de H. Poincaré y E. Cartan de las formas diferenciales.

Desde el punto de vista més elemental en las nociones del dlgebra lineal el producto
exterior F A G de dos funciones lineales G, F : R"” — R es la funcién bilineal

FAG:R"xR" >R,

que mapea
(v,w)— FAG(v,w)=F(v)G(w)— G(v)F(w).

Esta operacion tiene las siguientes propiedades

) FAF=0.
° FAG=—GAF.

La noci6n bésica de lo que es una uno-forma tiene que ver con la derivada de los
campos escalares en R”, ya que la derivada de una funcién escalar F = F(x;, ..., X,,) €s
otra funcién d F que evaluada en una posicién, digamos p, determina una funcién
lineal (covector)

dF(p):R"—>R,
que mapea
v—dF(p)v,
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y es la multiplicacién
U

OF OF , OF OF
3_x1(p) 6xn(p) = V1a—xl(l9)+'“+ U"a—xn(p)'

Un

Esto nos proporciona informacién de cémo varia F en la direccién v.

Observe que si x; es la funcién proyeccion (proyector) en el i-ésimo eje entonces

dx,=[0 ... 1 ... 0]
Aqui arriba podemos ver como tenemos una asignacién
p oo j—;(p) jfn(p) .
j—;(p)[l 0 ... 0]+---+§;(p)[0 0 1],
j—;(p)dm + (P,
S O

Esto ultimo ilustra como a cada abierto U de R” se asigna en el conjunto del C*°(U)-
modulo sobre los “diferenciales” {d x;,...,d x,,}.

Ahora con el producto exterior de dos uno-formas 8 = O;dx,y ¢ =>. ¢ dx,
se construye una dos-forma mediante

ONG=> 0.¢,dx,Ndx,.
st

En otras palabras una dos-forma es una combinacion lineal de bilineales d x; A d x;
con C*°-coeficientes. El conjunto de estos objetos es un C°°-mdédulo.
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Pero la derivada d (que recibe el nombre de derivada exterior) se puede extender
para construir dos-formas mediante

d(Pdx+Qdy) = dPAdx+dQAdy,
(9P oP 2Q 2Q
= (3xdx+3ydy)Adx+(3xdx+aydy)/\dy’

oQ JP
= (E_E)dx/\dy

Con respecto a considerar variable compleja los covectores (funcionales lineales,
proyectores) d x, dy son usados paraobtener dz =dx+idy ydz=dx—idy tanto
como al bivector dz A dz.

Con las expresiones generales
w=f(z,2)dz+g(z,z)dz
y
h(z,z)dzNdz
se establecen uno- y dos-formas en C.

Teniendo uno- y dos-formas en C es posible inducir localmente uno- y dos-formas
en una Superficie de Riemann con una carta ¢ : U — C mediante el pullback ¢*(fd z +
gdz).

3.1. Ejemplo con uno-formas holomorfas y meromorfas. Desde el punto de vista
complejo de [Mi] una uno-forma en una Superficie de Riemann, es asignar a cada
carta ¢ : V — U una expresién como

f(z)dz,

aqui, se toma a z como la variable en U; y donde f esun escalar U; — C, que cuando se
define en otra carta que tienen interseccion ¢, : V, — U, la composicion T;, = ¢ Lo,
es holomorfa y para la uno-forma en la nueva variable es

foT(w)T(w)dw.

Ademas satisface la siguiente propiedad.
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Dadas tres cartas ¢; : V; — U; con interseccién y un escalar U, s C definimos
T;; =¢]Tl o ¢;: U; — U; para tener

uBuBulc

tanto como a

u,BuLc

IJZfO_T)IZC’

pero también

oSy Le

Entonces si f(z)d z uno-forma en U, se transforma a g(w)d w otra uno-forma en
U, es porque

g(w)= f o Tp(w)T,(w).

Pero si también g(w)d w para la uno-forma en U, que se transforma a h(u)d u otra
uno-forma en U; es porque

h(u)= g o Tos(u) Ty(u).
Usemos que Tp3(u) = w y tenemos

h(u) = g(w) Ty, Ta(w)) T (w).
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O bien

= foTiy(w)- Tyw)- Thu),
= foTipo0 Ty(u)- Ty(Tos(w)- Tyy(w),

h(u) foTs(u)T - T,(u)

Esto dltimo indica que f(z)d z con variable z se transforma en /(u)d u con variable
uen U NU,NUs.

Este mecanismo permite extender hasta una tinica uno-forma en la misma superfi-
cie X.

Ejemplo 3.1. Para la esfera de Riemann tenemos dos cartas, entonces Tj,(w) = % =zy
asi

1 1
dw=——dz obien dz=——duw.
z2 w?

Por lo tanto para una uno-forma 8 = f(z)d z, con f una funcién racional y se puede
escribir como

1 1
O=——f|—|dw,
we! ( w ) v
de donde el residuo de 6 en el infinito es definido como el residuo de —w = f (

w=0.
Para la esfera C tenemos dos cartas fi:C\{oo} = Ccomo fi(w)=wye: C\{o} -C

L)en

1
como ¢(z) = — entonces nuestro cambio de coordenadas es T'(w) = ” por lo que la
Z
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1 .
uno-forma d z se transforma en ——2d w. O si se prefiere
w

flz)dz ~ —wf(1/w)d w.
1. Para la uno-forma K d z tenemos
Kdz ~n —Kw?dw.
2 Si nuestra uno-forma es zd z su transformacion dara
zdz ~ —wdw
dz .
3. Pero para — serd
z
dz dw
— N—.
z w

Para mas detalles y mas ejemplos, invitamos al lector a revisar el libro [Fa, Fo, Gu,
Mi].

3.2. Dos-formas elementales en una variable compleja. Como cementario final

con el cambio de coordenadas

z=x+1iy,
Z=x—1iy

se obtiene como base cotangente

dz=dx+idy,
dz=dx—idy
y de esto

dx=3dz+1dz,

para entregarnos

dx/\dy:édz/\z,



HACES VECTORIALES Y SUS SECCIONES 115

relacién que abre el panorama hastalas alturas de la base vectorial de las dos formas en
un variedades de dimension dos. Ella es usada para que una integral doble compleja
], f(z,2)dz A dZ se tenga una manera de transferirnos al calculo vectorial real

fjf(Z,E)dz/\diz—Zifff(x+iy,x—iy)dx/\dy.
0} 0

4. DIVISORES

Los divisores son una herramienta importante en el estudio de las funciones me-
romorfas en una superficie de Riemann. Como vimos en el Lema 2.8, si X es una
superficie de Riemann compactay f € .#(X), entonces sus ceros y polos forman
un conjunto discreto y finito en X. Con estas hipétesis, estudiaremos las funciones
meromorfas en X agrupando la informacién de sus ceros y polos para posteriormente
estudiar las funciones en “paquetes”. Por esta razén, de ahora en adelante considere-
mos a X como una superficie de Riemann compacta.

Definicion 4.1. Sea X una superficie de Riemanny D : X — Z una funcién. El soporte
de D es el conjunto de puntos en X tal que la funcién D no se anula. Es decir,

sop(D):={p € X |D(p)#0}.

Un divisor de X es una funcion D : X — Z cuyo soporte es un subconjunto discreto
de X. El conjunto de divisores en X se denota como Div(X).

Dado que X es compacta, una funcién D : X — Z es un divisor si y solo si tiene
soporte finito. Es decir, D es una funcién cero casi en todas partes excepto en una
cantidad finita de puntos en X. En consecuencia, si D € Div(X) podemos denotarlo
como una suma formal finita

D=> D(p)-p.

peX
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Observacion 4.2. El conjunto Div(X) es un grupo abeliano con la operacién suma
dada de la siguiente manera: Si Dy, D, € Div(X), entonces definimos

Dy+Dy = (D +D)(p)- p,

peX
donde (D, + D,)(p) := Dy(p)+ Do(p).

Definicién 4.3. El grado de un divisor D € Div(X) se denota como deg(D) y es igual
a la suma de los valores de D(p), para todo p € X. Es decir,

deg(D):= Z D(p).
peX
A partir de este concepto, podemos definir de manera natural a la funcién grado
deg:Div(X)— Z,lacual es un homomorfismo de grupos. Asi, el niicleo de la funcién
deg es un subgrupo denotado por Divy(X)y consiste de los divisores de grado cero.

4.1. Eldivisor de una funcién meromorfa. Dado que los divisores son un concepto
creado para estudiar funciones meromorfas, es de esperarse exista una cierta rela-
cion. Especificamente, dada una funcién f € #(X) y considerando que sus ceros y
polos forman un conjunto discreto y finito en X, tenemos naturalmente el siguiente
concepto.

Definicion 4.4. Si f € /(X) es una funcién meromorfa, entonces su divisor asociado
es
(f)=>_ord, f-p.
peX

Toda funcién meromorfa f € .#(X) determina un divisor y el cual podemos des-
componer en dos. Consideramos primero aquellos puntos p € X tales que ord,, f >0,
es decir los ceros de f.

Asi tenemos el divisor de cero de f, denotado por divy(f), y dado por

div(f)= D, ordy(f)p.
peX,ordy(f)>0
Por otro lado, consideramos aquellos puntos p € X tales que ord,, f <0, es decir
los polos de la funcién. Con ello obtenemos el divisor de polos de f, denotado por
divs(f)ydado por
diveo(f)= >, (—ord,(f))-p.

peX,ord,(f)<0
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Se sigue que para cualquier funcién meromorfa f, su divisor asociado se puede

escribir como
(A =div(f)—dive(f).

Ahora, ya que toda funcién meromorfa tiene un divisor asociado, una pregunta
que surge es ;Todo divisor D € D(X) es el divisor asociado a una funcién meromorfa?
La respuesta claramente es no, para ello basta considerar un divisor tal que su grado
no sea cero. Esto nos lleva a definir aquellos divisores que si estdn asociados a una
funcién meromorfa.

El conjunto de divisores en una superficie de Riemann X se denota como Div(X).
Los divisores definidos por funciones meromorfas son llamados Divisores principales
y son denotados como PDiv(X).

Ahora, considerando una funcién f € #(X) sabemos en casos precisos como de-
terminar sus ceros y polos y calcular sus multiplicidades. A continuacién presentamos
algunos ejemplos de divisores asociados a funciones meromorfas:

Ejemplo 4.5. Tomemos una funcion f(z) € C(z) definida en el Ejemplo 2.14, esto es
_ (z=3p
fe)= z(z+1i)

Como vimos, la funcion es una funcion meromorfa en C con un cero en 3 de multipli-
cidad dos, un polo en 0 de multiplicidad uno En conclusion, la funcion meromorfa
f :C—C tiene asociado el siguiente divisor

(f)=2-3—1-0—1-(—i).
Ejemplo 4.6. Tomemos una funcion g(z) € C(z) definida de la siguiente manera.
(z—1)

z5

g(z)=

En este caso la funcioén g(z) es una funcién meromorfa en C, tiene un cero en el punto
i de multiplicidad uno y un polo en el punto 0 de multiplicidad cinco. Ademds en oo
tiene un cero de multiplicidad cuatro. En este caso el divisor de la funcién g(z) es

(g)=1i+4-00-50.
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4.2. Cerosy polos de uno-formas meromorfas. Al igual que cuando consideramos
funciones meromorfas, podemos calcular ceros y polos de uno-formas meromorfas y
determinar sus multiplicidades.

Tal y como vimos en la Seccidn 3, las uno-formas meromorfas en X, las denotamos
por ./ '(X)ycada w € .#'(X),la podemos expresar localmente como f(z)d(z), donde
f(z):U — V CC. Especificamente tenemos lo siguiente:

Si X es una superficie de Riemann. Una 1-forma holomorfa (meromorfa) en X
es una coleccién de 1-formas {w;};c;, una por cada carta ¢; : U; — V;, tal que si
U;NU; #0, entonces w; transforma en w; bajo T = ¢; o gojfl : V; — V. Para definir las
uno-formas, no es necesario hacerlo en cada carta existente, basta hacerlo para cada
carta de un atlas.

Ahora, para determinar si la uno-forma w cuenta con un cero o un poloen p €
X hacemos lo siguiente: Dada la uno-forma w = {w;};c;, para cada ¢; : U; — V;
tendremos w; = f;(z)dz. Suponga p € U; y p;(p) =0, es decir, la carta estd centrada 'y
entonces
ordy(w):=ord,f;-
El orden asi definido no dependerd de la carta elegida (ver, [Mi]) y con esta informacién
tenemos que si w € ./ '(X), entonces podemos definir su divisor asociado como

(w):= Z ordy(w)-p.

xeX

En la siguiente tabla tomaremos el Ejemplo 3.1 de la Seccién 3, donde describimos
algunas uno-formas meromorfas, y calcularemos sus divisores asociados.

—k .
1. Tomemos la uno forma dada por (w) := {kdz, —zd w} en C. En la primer
w
carta vemos que kd z no hay ceros ni polos. Por otro lado, en la segunda carta
tenemos _—zd w.Ahora, para ver si 0o es cero o polo debemos evaluar en w =0
w

y claramente es un polo (de orden dos). Por lo tanto, oo es un polo de orden
dos para w. En conclusién tenemos

(w)=—-2-00.
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_ ) 1
2. Ahora tomaremos la uno-forma en C definida como w := {zd z, ——de}
w
tenemos que para la primera carta zd z tiene un cero de orden uno. Para ver
1 .
que sucede en el punto co tomamos E— dw y al igual que antes evaluando

en w =0 tenemos que es un polo de orden 3. por lo tanto el divisor asociado a
esta uno-forma es

(w)=1-0—3-00
3. Finalmente, para la uno-forma (w) = {ldz,—id w} y siguiendo el mismo
procedimiento que hicimos en los casoszanteriobges tenemos
(w)=—1-0—1-00.
Observacion 4.7. Observa que en todos los ejemplos anteriores se cumple que el grado

del divisor asociado a las uno-formas es—2, esto no es casualidad y lo explicaremos mas
adelante, después de ver un poco mas de teoria sobre divisores.
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Finalizamos esta secciéon describiendo algunas propiedades generales de los divi-
sores. Ademds, los divisores Div(X) forman un grupo bajo la sumay PDiv(X) es un
subgrupo.

Los divisores principales satisfacen las siguientes propiedades:

a) div(fg)=div(f)+div(g).
b) div(f/g)=div(f)—div(g).
o div(l/f)=—div(f).

Similarmente, si w es una 1-forma meromorfa

div(w)zZordp(w)Op.

Los divisores obtenidos asi son llamados divisores canénicos.

4.3. Divisores principales, grupo de Picard y divisor canénico. Recordemos que
los divisores sobre una superficie de Riemann X forman un grupo bajo la suma, donde
el divisor cero es el elemento neutro. Mas adn, si D = > D(p;)- p; entonces su inverso
aditivo es —D = > —D(p;) - p;. El grupo de divisores de la superficie de Riemann se
denota como Div(X). Por otro lado, considerando que PDiv(X) es un subgrupo
(normal, pues Div(X) es abeliano), tenemos que el cociente

Div(X)

PlC(X) = m

es un grupo y se conoce como el grupo de Picard de la superficie X . La relacién de equi-
valencia médulo PDiv(X) se conoce como equivalencia lineal. Explicitamente tene-
mos que D;, D, € Div(X)sonlinealmente equivalentes (D, ~ D,) si Dj—D, € PDiv(X).
Ahora quisiéramos identificar aquellos divisores que provienen de funciones mero-
morfas, el siguiente es un resultado en C.

Proposicién 4.8. SeaDeDi v(C). Entonces, deg(D)=0siysolosiD € PDi v(C).

Demostracion. (=) Suponga que deg(D) =0, entonces queremos encontrar una

—

funciéon (f)e #(C)talque div(f)=D.
Por el Teorema 2.11(1), f es un cociente de polinomios en z. Es decir, f(z) = p(z)/q(z)
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con p(z),q(z) € C[z]. Asi, note que podemos escribir a D como
D= Z m;-X;+ Mg - OO
x;€X

donde mq, :=—>_m;, esto porque deg(D) = 0. Entonces

f@=] Je—x)™
es una funcién que cumple div(f)=D.
(<)Sea(f)e M (C), tal quediv(f)=D.Porel Teorema2.11,deg(D)=deg(div(f))=0.
0.

De este resultado tenemos que la relacion entre los divisores y las funciones mero-
morfas es muy simple de describir en C. Como consecuencia de lo anterior tenemos
el siguiente resultado

—~

Lema4.9. Sean D,,D, € Div(C). Entonces, D, ~ D, siy solo sideg(D,) = deg(D,).

Demostracion. El resultado se sigue de la definicién de equivalencia lineal y del
hecho deg(div(f))=0, paratoda f € #(C). 0.

De lo anterior obtenemos que el grupo de Picard de C es

Pic(C)=z.
Cuando consideramos la recta proyectiva, podemos hacer un estudio similar y
conocer el grupo de Picard correspondiente.

Ejercicio 4.10. Demuestra que Pic (P')=Z.

Dada la equivalencia lineal definida en los divisores, podemos observar que las
1-formas definidas en X también determinan un divisor. Es interesante observar que
si w;, w, son dos uno-formas definidas en X, entonces los divisores asociados son
linealmente equivalentes.

Teorema 4.11. Sean w,,w, € #'(X), con w, # 0. Entonces, existe una funcion f €
M(X) tal que wy = fw;.
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Demostracion. Para probarlo, es necesario construir una funcién f € #(X).

Sea {U;, ¢;}ie; un atlas y w,,w, € #'(X) dos uno-forma. Consideremos w, =
{81./(2)dz}ic; y wy ={82,i(z)d z} ;) sus representaciones locales tales que

82,181 ¢i(U;) — C.

Entonces definimos h; : ¢;(U;) — C, como h; := g, ;/g; ;. De esta manera, h; es me-
romorfa en @;(U;), Vi € I . Ahora definimos f; : U; — C como f; := h; o ;, para cada
i € I. Demostraremos que

fi|Uij :-fj|Uij
Para ello note que
i (8o LT,
hj:&:;]l/jzhionj:hio((piosofl),
& (&uoTi)T; J
de tal manera que en U; N U; se cumple

fi=hjop;=hiolpiopNp;=hiop;=fi.

Entonces, las funciones {f;};c; definen una funcién meromorfa f la cual por cons-
truccioén satisface w, = f w;.
O.

De acuerdo con el Teorema 4.11, los divisores asociados a uno-forma determinan
una clase de equivalencia de divisor en Pic(X) la cual se conoce como la clase del
divisor candnico y usualmente se denota por Ky o simplemente K.

Para el caso en que la superficie de Riemann sea C, sabemos que Pic(C) = Z.
Ademads, del Ejemplo 3.1, es claro que deg(Kz) =—2.

5. DIVISORES Y HACES LINEALES

La idea de esta seccion es usar la teoria de divisores y la teoria de haces vectoriales
para estudiar las funciones holomorfas y meromorfas de una superficie de Riemann.
Primero definiremos los espacios vectoriales L(D) conformado por funciones me-
romorfas dominadas por un divisor D. Probaremos que son de dimension finita.
Finalmente enunciaremos el teorema de Riemann-Roch en el caso de divisores.
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Posteriormente, veremos la relaciéon que existe entre haces lineales y divisores y
c6mo el espacio de secciones de un haz lineal esta relacionado con los espacios L(D).
Asi enunciaremos el Teorema de Riemann-Roch para haces lineales. Finalizaremos
realizando algunos cdlculos de secciones para haces lineales particulares.

5.1. Funciones meromorfas dominadas por undivisor. Dado undivisor D € Div(X),
consideramos el siguiente conjunto de funciones meromorfas en X.

L(D):={f e #(X)|(f)=z—D}u{0}.
el cual es llamado conjunto de funciones meromorfas dominadas por D.

En particular, si D =Y D(p)- p € Div(X), entonces la desigualdad (f) > —D signifi-
ca que, dado que para cada p € X se cumple ord,r) = —D(p). Asi, si D(p) > 0 entonces
f tiene en p un polo de orden a lo mas D(p). Por otro lado si D(p) < 0 entonces f
tiene en p un cero de orden al menos —D(p). En otras palabras, el conjunto L(D) esta
formado por todas las funciones meromorfas en X cuyos polos estdn acotados por D.

Ejercicio 5.1. Partiendo de la definicion, compruebe que L(D) es un C—espacio vecto-
rial.

Observe que, en el caso particular que D = 0 es el divisor cero, tenemos
L(0):={f e.#(X)|(f)= O}

Por definicién, este conjunto se compone de todas la funciones “meromorfas en
X" tales que aceptan a lo mas ceros y no tienen polos. Es decir, L(0) corresponde al
conjunto de funciones holomorfas definidas en X. Asi, por el Teorema 2.10, L(0)=Cy
dim¢ L(0)=1.

Otro caso interesante para considerar es cuando D es un divisor tal que deg(D) < 0.
Bajo esta situacion tenemos que L(D) = {0}. Esto se debe a que si f es una funcién me-
romorfa definida en X, entonces deg(f) = 0. Asi que no existe una funcién meromorfa
que satisfaga (f)>—D.

Finalmente, se sigue que si D, D’ € Div(X) tales que D < D’ entonces L(D’) < L(D).
Al respecto tenemos el siguiente resultado.
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Lema5.2. Sea X una superficie de Riemanny D un divisor. Ademds, sip € X se cumple
que L(D —p)=L(D) odim¢ L(D)=dim¢ L(D —p) + 1.

Demostracion. Si elegimos el punto p y una coordenada ¢ : U — V C C centrada
en p, y denotamos por n =—D(p). Entonces alrededor de p, cada funcién f € L(D)
tiene una serie de Laurent de la forma

Cpz" e

Definamos una funcién g;,, : L(D) — C como ¢;,,(f) := c,, la cual asocia a cada
funciéon meromorfa, su coeficiente lider de la serie de Laurent. Esta funcién es una
transformacion lineal y ker(¢; ,,,) = L(D — p). Mas atn, si ¢;,, =0, entonces L(D)=
L(D—p). Por otro lado, si ker(p; ,,,) # 0, entonces la funcién es sobreyectiva y tenemos
la sucesion

0—-LD—-—p)—LD)—-C—0

siendo asi que dim¢ L(D)=dim¢ L(D —p)+1.

Una consecuencia de este resultado es el siguiente:

Teorema 5.3. Si X es una superficie de Riemann compactay D € Div(X), entonces
L(D) es de dimension compleja finita. Mas atin, si D = P— N es su expresion como suma
de divisor positivos y negativos (de ceros y polos), entonces dim¢ L(D) <1+ deg(P).

Demostracion. Cuando D = 0, el resultado se sigue trivialmente. Cuando D > P con
deg(P)=0, entonces L(D) € L(P) ydim¢ L(D) < dim¢ L(P). Sin embargo, dimg L(P) =1
pues L(P) se compone de funciones holomorfas. En consecuencia, dim¢ L(P) < 1+
deg(P). Asi que la demostraci6n al Teorema, se hace por induccién sobre el grado de P.

Como ya demostramos el resultado para el caso cero, entonces suponga cierto para el
caso deg(P)=n—12> 0y verifiquemos cuando deg(P)=n. Supongaque D =P—Ne
Div(X)tal que deg(P)=ny n > 0. Ahora, si p € supp(P), entonces P(p) > 1. Tomando
el divisor D — p, es claro que su descomposicién en positivo y negativo queda como
D—p=(P—p)—N.Y como deg(P— p)=n—1 entonces por hip6tesis de inducciéon
tenemos que dim¢ L(D —p) < 1+(n —1). Por otro lado, tenemos

dim¢ L(D) < dim¢ L(D —p)+1 <1+ deg(P).
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Corolario 5.4. Si D es un divisor en X tal que D(p) > 0, entonces
dime L(D)<deg D +1.

Es posible determinar la dimensién de este espacio vectorial para algunos divisores
particulares.

Ejercicio 5.5. Determine la dimensién de L(D) cuando D =0y D = Kx.

Por otro lado si D, D’ son dos divisores linealmente equivalentes, es decir D — D’ =
(f) para alguna f € #(X). Entonces, la funcién f determina una funcién

¢p:L(D)— L(D')

definida como ¢ ¢(g) := g f. Esta funcion es una transformacion lineal invertible y
obtenemos lo siguiente.

Lema5.6. SiD,D’ € Div(X) son dos divisores linealmente equivalentes, entonces L(D)
es isomorfo a L(D’).

De ahora en adelante y por comodidad, denotaremos la dimensién del espacio L(D)
simplemente como ¢(D). Existe un resultado que nos permite calcular explicitamente
la dimensién £(D) en términos del grado de D y el género de la superficie de Riemann.
Este teorema es muy importante en el estudio de la Teoria de gavillas, Teoria de haces
vectoriales y Teoria de divisores. En general es uno de los teoremas mds importantes
de la geometria algebraica.

Teorema 5.7 (Teorema de Riemann-Roch). Considere X una superficie de Riemann
compactay D un divisor definido sobre X. Entonces se satisface la siguiente igualdad

{(D)—¢(Kx—D)=deg(D)+1—g.
donde Kx es el divisor canénico y g denota el género de X .

Para una demostracion de este Teorema invitamos al lector a ver [Gu], [Mi].
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5.1.1. Algunos cdlculos con el Teorema de Riemann-Roch. Como ya vimos anterior-
mente, si D = 0 es el divisor cero, entonces £(0) = 1. Con esto en mente podemos
calcular /(K) utilizando el teorema de Riemann-Roch simplemente como

£(0)—£(K)=deg(0)+1—g.

concluyendo que ¢(K) = g. Ahora con este nuevo resultado podemos ver que deg(K) =
2(g—1).

Finalmente, cabe mencionar que los espacios L(D) también pueden ser definidos
de manera local como

LID)U):={f € #U)|(f)z=Dly}.

Siendo D|; el divisor restringido al abierto U o la suma formal dada por D y restrin-
gida a los puntos que pertenecen a U. Estos espacios L(D)(U) son utilizados para
relacionar los divisores con gavillas localmente libres de rango uno (también cono-
cidas como gavillas invertibles). Sin embargo, ese material no se desarrolla en estas
notas y referimos al lector interesado a [Mi].

5.2. Relacién entre divisoresyhaceslineales. Como vimosenlaSecciénl,siL esun
haz lineal sobre un espacio topolégico (Superficie de Riemann) X, entonces existe una
trivializacién para L la cual se compone de una cubierta {U;};c; y homeomorfismos
{@; : Lly, — U; x C}¢;. Partiendo de esta trivializacion, se determinan las funciones de
transicion que denotamos por {g;; : U;NU; — G L,(C) =C*}; ;. Recordemos ademas
que las funciones {g;;}; jc; cumplen las condiciones de cociclos.

En principio, dichas funciones de transicion {g;;}; jc; dependen de la cubierta
elegida. Sin embargo, si cambiamos de cubierta, podemos tomar refinamientos y
considerar limites. Por lo tanto, a cada haz lineal le podemos asociar una clase de
equivalencia de funciones de transicion.

Ademias, si L, L’ son dos haces lineales, entonces podemos considerar una triviali-
zacién comun para ambos y bajo la misma trivializacién tenemos que si L es isomorfo
a L', entonces las funciones de transicion {g;;}; je; y {8} j} i,jer son conjugadas (ver
Lema 1.12).

Finalmente se observé que si contamos con una coleccién de funciones que satis-
facen la condicién de cociclos para una cubierta del espacio topolégico, entonces es
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posible construir un haz vectorial. Por lo que la clase de equivalencia de haces lineales
estd en biyeccion con la clases de equivalencia de funciones de transicién. Con esto
en mente, de ahora en adelante consideramos el caso en que X es una superficie de
Riemann y estudiaremos su haces vectoriales de rango uno (haces lineales).

La idea principal de esta seccién es probar que todo divisor definido sobre la su-
perficie de Riemann X tiene asociado un haz lineal. Mas atn, si D, D’ son los divi-
sores asociados a L, L’ respectivamente, entonces L es isomorfo a L’ si y solo si D
es linealmente equivalente a D’. Para ello primero enunciaremos un resultado sin
demostracién. *

Teorema 5.8. Si L es un haz lineal definido sobre una superficie de Riemann compacta
X, entonces L tiene una seccién meromorfa no cero.

Con este resultado podemos probar ahora la equivalencia entre haces lineales y
divisores.

Teorema 5.9. Dada una superficie de Riemann compacta X, existe una biyeccion entre
el conjunto de clases de equivalencia de isomorfismo de haces lineales sobre X y el
conjunto de clases de equivalencia lineal de divisores definidos en X .

Demostracion. Sea D = n; p; un divisor definido sobre la superficie X. Entonces,
para cada p; € Sop D definimos una vecindad abierta y conexa U; € X de p; y una
funcion meromorfa g; : U; — C tal que ord,, (g;) = n; y ord,(g;)=0 para todo g € U;
tal que g # p;. Ademads agregamos el abierto U, := X \ SopD yla funcién constante
g.: U, — C*, definida como g,(q) =1 para toda g € U,

De esta manera, tenemos una cubierta % = {U;} U{U,} para X y una coleccién
de funciones meromorfas {g; : U; — C*};c;. Mas atin, si U; N U; # @, entonces en ella
tenemos definida la siguiente funcién meromorfa
_&

&j
Por otro lado tenemos U; N U, # @ para toda i € I por lo que tenemos
8i

gi*=g=gi-

“Para la demostracién es necesario profundizar un poco mas en temas como cohomologia,
caracteristica de Euler y sucesiones exactas de haces lineales. Una demostracion se puede
encontrar en [Gu, Mi].

8ij
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& _ 1
g &

Las funciones g;; : U;nU; — C*, g;,.: U;N U, — C*y g,; : U,N U; — C* satisfacen las
condiciones de cociclos. Por lo tanto, tomando J := I U{x}, el divisor D determina una
clase de equivalencia de cociclos [g;;]:=[%,{gi;}i je;] y esto a su vez define un haz
lineal, el cual denotamos como Lj,.

*1

Ahora supongamos que D’ =Y m;p; es otro divisor. Siguiendo el procedimiento
anterior y un refinamiento para la trivializacién si es necesario, podemos suponer que
D’ determina, bajo la misma cubierta, los cociclos [h; ;]:=[%,{h;}}; je;].

Ademads, supongamos que D y D’ son linealmente equivalentes; es decir, existe
una funcién meromorfa f € ./ (X)tal que D — D’ =(f). Asi, si para cada abierto U;
denotamos f; := f|;, entonces se cumple que

i—j;fi, Viel,

equivalentemente g; = h; - f;, Vi€ I.

Por otro lado, si consideramos la intersecciéon U; N U; # @, entonces en ella se
cumple

_ 8 _ h; - fi
8ij=_ =
g hifj
esto implica que [g;;]=[h;;] y porlo tanto L, esisomorfoa Lp,.

=fi-hij-(fi)

Ahora, por el Teorema 5.8, si L es un haz lineal entonces tiene una seccién me-
romorfa s. Dicha seccién determina un divisor (s) definido sobre X de la siguiente
manera:

Como L es un haz lineal, entonces cuenta con una trivializacién
{Ui, 01, 8ij}ier
j

Defina s; := sy, Vi € I las restrcicciones, de esta manera las secciones locales s;
definen (después de pasar por la trivializacién) una funcién meromorfa. Es decir
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©;(s;)(x)=(x, f;) como funciones meromorfas
fi:U—C.
las cuales satisfacen las siguientes igualdades

fi=gfi (1)
Entonces para cada punto p € U; € X, definimos el orden de la seccion Ord,,(s):=
Ord,,(f;). Este orden no dependera del abierto U; por (1). Similarmente, no dependera
de la trivializacion elegida, dado que la diferencia seria una conjugacién (o producto
escalar no cero). En consecuencia, toda seccién s de un haz lineal L, definira un divisor
dado por
(s):= Z Ord,(s)- x.
peX
Asi, cada haz lineal determina un divisor y a continuacién verificaremos que el divisor
obtenido es tnico salvo equivalencia lineal. Para ello suponga que s, ¢ son dos seccio-
nes meromorfas globales de L y sean (s),(#) sus divisores respectivos. Vamos a probar
que el divisor (s) es linealmente equivalente a ().

Tomemos nuevamente una trivializacion de L {U;, ¢;, 8 j}ie;- Supongamos ademds
que la seccién s determina funciones holomorfas { f;};c; como antesy que la seccién ¢
determina funciones holomorfas {%;};c;. Entonces como en la ecuacion (1) tendremos

g fi_h
1] = - )

fi h
en las intersecciones U; N U; # (. Por lo que podemos definir para cada i € I la funcién
meromorfa

a =L
1] hl'
y notemos que en la interseccion U; N U; se cumple
| _fj_gji'fi_al
jlu; =3 = 5 il
J10ij hj gji'hi j

es decir que las funciones meromorfa {a;},c; definen una funcién meromorfa o : X —
C. Ahora, dado que la definicién de orden de un cero o polo de una funcién es una
definicion local, entonces podemos concluir que (s)—(t) = (f) es decir, el divisor
asociado a (s) es linealmente equivalente al divisor (#). O.
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Con la equivalencia que acabamos de probar, si D € Div(X) entonces su haz lineal
asociado lo denotamos por Lj. Sabemos ademds que Pic(X) es un grupo bajo la
suma. Con esto tenemos que el conjunto de clases de isomorfismo de haces lineales
sobre X también tiene una estructura de grupo bajo el producto tensorial, por lo que
tenemos la siguiente tabla de equivalencias

Divisores | Haces lineales
(0] [Lo]=[0]

(—D] (Lpl=[(Lp)] [

[Dy]+[D,] | [Lp]®[Lp,]

Por lo tanto, el grupo de Picard de X también se considera como el grupo de clases
de equivalencia de isomorfismo de haces lineales sobre X con la operacion dada por
el producto tensorial. De esta manera sabemos que 0 = D — D y en consecuencia
Lp®(Lp)*= 0.Porlo que, dado un hazlineal L, su dual L* es su inverso bajo producto
tensorial.

Teniendo en cuenta también esta relacién, definimos el grado de un haz lineal L,
como el grado de su divisor asociado, i.e., deg(Lp) := deg(D).

Observacion 5.10. Entre los divisores tenemos la clase de equivalencia de divisores
dados por uno-formas meromorfas w, las cual llamamos clase del divisor candnico.
Esta clase tiene asociado una clase de equivalencia de haces lineales [ L )]. A cualquier
representante de la clase[L,,] se le conoce como haz canénico y es denotado por K.

Con la relacién que existe entre divisores y haces vectoriales lineales, tenemos
que el Teorema de Riemann-Roch para divisores, se puede reescribir en términos
de haces lineales. Para ello, es necesario considerar la secciones de haces lineales
I'(X, Lp). Usualmente el espacio de secciones holomorfas de un haz lineal se denota
como H°(X, Lp). Esto debido a su relacién con los grupos de cohomologia de haces
vectoriales. Para profundizar mas sobre estos temas, se recomienda [Gu] y [Mi].

Aligual que ¢(D) denota la dimensién de L(D) escribiremos como h%(X, Lp)ala
dimension del espacio vectorial H(X, L) =T(X, Lp). De esta manera, el Teorema de
Riemann-Roch tiene la siguiente forma.

Teorema 5.11 (Riemann-Roch ). Sea L un haz lineal sobre una superficie de Riemann
X, entonces se cumple que

h(X,L)—h°(X,K®L*)=deg L+1—g.
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Por los argumentos anteriormente descritos para el caso de divisores, podemos
concluir que h%(X,0)=1,deg K =2g—2,y h°(X,K)=g.

De esta manera, el Teorema de Riemann-Roch establece una relacién entre el espa-
cio de secciones de haces lineales con su grado y el género de la superficie de Riemann.
Invitamos al lector interesado a revisar [Fa], [Fo],[Gri], [Gu], [Mi] para profundizar en
estos temas.
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RESUMEN. En este capitulo se revisardn primero conceptos basicos de teoria
de optimizacién. Esta teorfa sustenta una familia de métodos de optimiza-
cién, a los que nos referimos como cldsicos, que toman informacién del
gradiente de la funcién a optimizar. Hablaremos del esquema general de
éstos y mencionaremos tres métodos en particular. Por otro lado, existen
problemas de optimizacién que no pueden ser abordados por los métodos
de optimizacién convencionales. Por ejemplo debido a falta de diferenciabi-
lidad o alta dimensién. En estos casos, se recurre a métodos de optimizacién
no clasicos. Describiremos la motivaciéon detras de estos métodos y revisa-
remos dos de ellos en aplicaciones de estudio. Se discuten algunos pros y
contras de los métodos no clédsicos con respecto a los métodos clésicos.

ABSTRACT. In this chapter, key concepts about optimization theory are revie-
wed initially. Optimization theory provides the basis for a family of gradient-
based optimization methods, referred to as classical optimization methods.
The general scheme of the classical methods is presented, and three methods
are particularly reviewed. On the other hand, in certain cases, traditional op-
timization methods are not applicable. This is due to a lack of differentiability
or high dimensionality, for instance. In these cases, the usage of non-classical
methods is recommended. The motivation behind non-classical methods is
commented on, and two particular methods are reviewed in the context of
case studies. Some pros and cons of non-classical methods are mentioned
in contrast with classical methods.
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1. INTRODUCCION

En general, optimizar significa identificar las condiciones que hacen que una tarea
se realice de la mejor manera posible. El significado del término mejor puede variar
segun el contexto o la interpretacion de las cantidades que se esten observando. Por
ejemplo, un velocista quiere minimizar el tiempo en el que llega a la meta, mientras
que a un inversionista le interesa maximizar sus ganancias. La optimizacion tiene
aplicaciones en economia, finanzas, mecénica, aprendizaje maquina y ciencia de
datos, s6lo por mencionar algunos [15, 20].

Parte de la labor que se hace en el drea de Modelacién Matemadtica, es considerar
un fenémeno de interés (como el caso del velocista o el del inversionista), identificar
los elementos que mas influyen en la preguntas que se quieren resolver (minimizar
tiempo, maximizar ganancias), traducirlos en variables, y establecer las relaciones y
dependencias entre ellas en términos de expresiones matematicas. Es decir, crear un
modelo que explique el fenémeno de estudio.

De manera general, podemos pensar en los modelos como funciones, a menudo
llamadas funciones objetivo, y 1os elementos de estudio como variables. Las relaciones
entre las variables, se establecen en la definicién de la funcién f. Entonces, encontrar
el mejor valor significard buscar un valor para x que de el mejor resultado al ser
evaluado en la funcién f, es decir, el valor de x que produzca el valor més grande (o
pequefio) posible de f(x).

En el 4rea de Optimizaciéon Matemadtica, se ha desarrollado teoria en la cual se
tienen condiciones necesarias y suficientes que debe cumplir una variable, digamos
x*, para ser considerado como el mejor resultado para f [20]. En aplicaciones précticas,
se utilizan métodos numéricos para encontrarlo.

En este capitulo consideramos dos tipos de métodos numéricos para para resolver
problemas de optimizacién de acuerdo a la forma en que son disefiados:

1. Métodos clasicos: dependen del uso de las derivadas de la funcién objetivo.
Existe una amplia variedad de problemas que se pueden abordar con métodos
clésicos, como los problemas con restricciones dadas por ecuaciones diferen-
ciales [11].

2. Métodos no clésicos: con frecuencia motivados por el problema de encon-
trar un 6ptimo global, un problema que particularmente es retador para los
métodos clésicos. Ejemplos notables son el método de recocido simulado y
optimizacion por enjambre de particulas, entre otros [3, 12].
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Lo métodos clésicos atin son bastante utilizados y hasta antes de los 80’s, cuando
se comenzaron a popularizar métodos alternativos, eran practicamente los tinicos
meétodos disponibles. Sin embargo, la teoria que los fundamenta tienen limitaciones
en asegurar condiciones para minimos globales, o lidiar con multiples minimos locales
de manera simultdnea. Incluso, deben enfrentar problemas numéricos ocasionados
por utilizar aproximaciones numeéricas al gradiente de la funcién objetivo en algunos
casos. Si bien esto representa problemas importantes, en la practica se han ideado
estrategias para compensarlos. El punto medular a partir del cual se volvié evidente
la necesidad de explorar otros métodos, tiene que ver con el desarrollo cientifico y
tecnolégico.

El desarrollo tecnolégico actual, trae consigo que el tipo de aplicaciones sean
mads complejas, de mayor dimension, y que requieran reducir los tiempos en los que
se generan respuestas. En muchas de estas aplicaciones, pueden existir multiples
soluciones a un problema. Esto se traduce en miltiples minimos (0 maximos) en la
funcién objetivo. Por su disefio, los métodos de optimizacién clasicos son capaces
de encontrar una sola solucién al problema de optimizacion. Lo cual trae consigo
la pregunta j;cudl de todas las soluciones posibles es la mejor y como la podemos
encontrar?

En estas notas revisaremos de forma general la teoria detrds de los métodos de
optimizacién cldsicos de la categoria de bisqueda por lineas. Mencionaremos tres
métodos de optimizacién a manera de ejemplo, a fin de ilustrar su aplicacién, las
principales ventajas que ofrecen y las limitantes que se suelen presentar.

Por otro lado, mencionaremos algunos conceptos que pretenden guiar a los fun-
damentos tedricos de los métodos a los que nos referiremos como no clésicos y se
mencionardn dos de ellos con la intencién de contrastar el desempefio que pueden
proporcionar también en el contexto de multiples minimos locales. Se mencionaran
como caso de estudio, dos aplicaciones donde los métodos no cldsicos pueden ser
utilizadas con buenos resultados.

El enfoque clasico, tanto desde la formulacién teérica como algoritmos tradicio-
nales se revisan en la seccién 2. Algunas nociones sobre aleatoriedad, asi como de
conceptos que motivan la formulacién de los métodos de optimizacién no clésicos se
revisan al inicio de la seccién 3. Los métodos de optimizacién no clésicos se revisardn
en las secciones 3.4 y 3.3. Las conclusiones y comentarios finales se presentan en la
seccion 4.
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2. METODOS CLASICOS

En esta seccion consideramos el problema de encontrar un minimo local de una
funcioén sin restricciones. Para esto, consideraremos problemas de la forma
x* =argmin f(x). (1
X€RN
donde f : R” — R es la funcién a minimizar o funcién objetivo. Recuerde que la
funcién f tiene un minimo local en x* si

Vf(x*)=0, V*f(x*)>0, @)

donde V es el vector gradiente y V? es la matriz de segundas derivadas parciales o
matriz Hessiana (mas detalles pueden consultarse como condiciones de optimalidad
en [20]). El problema (1) puede no tener solucién o ésta puede no ser tinica, como se
aprecia en la figura 1. En esta figura se observa que hay al menos 4 puntos donde la
derivada dela funcién es igual a cero y ademas la funcién en esos puntos es localmente
convexa. La funcién objetivo toma valor mds pequefio en uno de estos puntos, por lo
que lo consideramos el minimo global mientras que los tres restantes son minimos
locales.

Minimos locales

Minimo global

FIGURA 1. El punto x* que resuelve el problema (1) no necesaria-
mente es Gnico.

En general, es dificil y/o imposible encontrar de manera analitica todos los puntos
x* dénde se satisfacen las condiciones de la ecuacién (2). Para esto necesitariamos
conocer a la funcién objetivo en su totalidad. Es por esto que se utilizan los métodos
numéricos para obtener aproximaciones a dichos puntos.

2.1. Esquema general de Métodos de bisqueda por lineas. Comenzamos la discu-
sién sobre los métodos clasicos describiendo métodos de biisqueda por lineas. Estos
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métodos consisten en elegir una direccién p* en primer instancia, y luego buscar una

nueva aproximacion x**! alo largo de la recta definida por la direccién p* como
XKL= ko gk pk,

donde a; es un escalar positivo llamado tamafio de paso y k indica la iteracion actual

del método. El éxito de un método de biisqueda por lineas dependeréd de que tan

efectivas sean la eleccién de la direccién de btisqueda p* y el tamafio de paso a*. La

forma general de un método de bisqueda por lineas es como en el algoritmo 1.

Entrada: f, VS, x°
1 k=0;
2 mientras no se satisface el criterio de paro hacer
3 | Construir p* a partir de x*, f(x*)y V f(x*);
4 | Construir a* >0 a partir de x¥, f(x*), Vf(x¥)y p*;
5 Xk = xk 4 gk pk
6 k=k+1;
7 fin
8 devolver x* = x
ALGORITMO 1: Esquema general de los métodos de biisqueda por lineas.

k

)

Esimportante notar que el algoritmo 1 necesita que se proporcione un punto inicial
x°. La eleccion de este punto inicial es relevante porque los métodos de buisqueda
por lineas identificardn un minimo local cercano a este punto inicial. Por otro lado,
se observa que el proceso iterativo se realiza hasta convergencia, o bien hasta que se
satisfaga el criterio de paro. Recordando la ecuacién (2) una condicién importante
es Vf(x*) = 0. Entonces, un criterio de paro aceptable serd hasta que se tenga que
|V f(x¥)| < & para un £ > 0 suficientemente pequefio en el contexto de la aplicacion.

2.1.1. Direcciones de buisqueda. Mencionamos anteriormente que los métodos de
busqueda por lineas eligen en primera instancia una direccién de descenso y luego
ajustan el tamafo de paso. A continuacién comentaremos algunas consideraciones
para la eleccién o célculo de la direccién de descenso.

Recordemos que la derivada de una funcién f en un punto x, se define como

(x+h)—f(x)

() = lim LEE D)

UACY h—0 h

Notemos que, siempre y cuando la funcién sea derivable, se tienen tres casos
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= f’(x)> 0. Derivada positiva significa que la funcién es creciente pues f(x+h) >
f(x) para h suficientemente pequeiia. Entonces si tomamos un punto x y le
sumamos valores positivos, digamos x + &, nos estamos moviendo hacia los
valores donde la funcién crece. Por el contrario, si sumamos valores negativos,
nos iriamos entonces hacia donde la funcién decrece. Podemos tomar entonces
X +(—f'(x)) y tenemos descenso.

= f’(x) < 0. Derivada negativa significa que la funcién es decreciente. En este
caso, f(x+h) < f(x), porlo cual es recomendable entonces movernos tomando
x mads valores positivos, para tener descenso. Asi pues, eligiendo x +(—f’(x)),
tenemos descenso pues —f”(x) > 0.

= f’(x)=0.En este caso, se satisface el criterio de la ecuacion (2), lo cual significa
que nos encontramos en un punto critico y por tanto no tenemos una direc-
ci6n hacia donde podamos descender. Ya sea porque estamos en un minimo,
maximo o punto silla.

A partir de lo anterior, notamos que la direccién contraria a la derivada, es decir
X 4+ (—f’(x)) nos garantiza que nos moveremos teniendo descenso en la funcién. Este
criterio se generaliza al caso multidimensional, tomando ahora p =—V f(x) como el
vector de direccion de descenso.

2.1.2. Tamaiio de paso. El tamaio de paso a* es determinante en el desempeifio del
método. Tamafnos de paso muy pequefios hacen que el método sea numéricamente
mads estable, sobre todo en zonas donde el gradiente es de gran magnitud, pero generan
un avance muy lento en las iteraciones del método en zonas con gradientes pequefos.
Por otro lado, tamafios de paso grandes propician un avance rapido del método, pero
conducen a inestabilidad por cambios abruptos y pueden hacer que el método sea
divergente.

El mejor tamafio de paso a* puede ser determinado resolviendo el siguiente pro-
blema de optimizacién unidimensional

ak:minf(xk+apk). 3)
a>0

Resolviendo (3) de manera exacta, se obtiene el mayor beneficio de la direccién py, sin

embargo, esto podria ser igual de costoso que resolver el problema de optimizacién

original.

En términos generales, para que el método numérico avance en las iteraciones,
debe bastar con elegir un tamafio de paso que nos asegure descenso. Nos referimos
como descenso a dados ky xk+ 1 k1 k

que, dados los puntos x* y x***, sean tales que f(x**') < f(x*).
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Para elegir a* dependiendo de la forma local de la funcién, se puede utilizar la
Condicién de Armijo o condicion de suficiente descenso. Esto es: fijando x* y p*, elegir
un « tal que satisfaga

fF+ap®)< f(x)+ eav (69T pt, (4)

para alguna constante ¢; € (0,1). En términos simples, esta consiste en pedir que
f(x*+ap*) esté por debajo de la linea recta f(x*)+ c;a—V f(x*)” p*. La constante
¢, nos permite controlar qué tan estricto estableceremos la condicién de suficiente
descenso. En la practica c; se elige con valores pequefios, digamos ¢, = 107*. Elmétodo
Backtracking' es uno de tantos métodos para encontrar un a* que satisfaga la ecuacién
(4) en pocas iteraciones. Este método se muestra en el algoritmo 2.

Entrada: @ >0, p €(0,1), c €(0,1)
1 mientras f(x* +ap*)> f(x¥)+ caV f(x¥)" p* hacer
2 | a=pa
3 fin

4 devolver a* = q;
ALGORITMO 2: Método Backtracking para encontrar un valor de tamano de paso
a* que garantice suficiente descenso.

k

Notemos que el método de Backtracking agrega dos pardmetros libres: p y ¢, ade-
mas de un valor inicial @. En la practica se recomiendan valores de p ~# 0.5, c =¢; y
a = 1. Es importante que el método de Backtracking realice s6lo pocas iteraciones
para no afectar el costo computacional del método de bisqueda por lineas. En ese
sentido, el valor o resultante no tiene que ser muy preciso.

A continuacion, revisaremos tres métodos de optimizacion clasicos y ampliamente
utilizados.

2.2. Meétodo de descenso por gradiente. Este método también aparece en la litera-
tura como descenso de paso fijo, o descenso mds pronunciado. Consiste en elegir como
direccién de btisqueda a p* =—V f(x¥). Esta eleccién es natural, pues sabemos que
la funcién f decrece en direccién opuesta al gradiente por lo que comentamos en la
seccién 2.1.1. Para el tamafio de paso, se toma a* constante en todas las iteraciones.
En la practica se recomienda tomar a* €[0.5,1).

INo confundir con el método Backtraking para hacer biisqueda en profundidad en grafos.
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FIGURA 2. Panel a) la direccién de bisqueda —V f es ortogonal a las
curvas de nivel de f. Panel b) algunas iteraciones del método.

En la figura 2 se ilustra el desempefio del método. El negativo del vector gradiente
en el panel 2.a) es perpendicular a las curvas de nivel de la funcién objetivo. Este pro-
porciona la direccién de mayor descenso local. En cada iteracion se sigue la direcciéon
de mayor descenso posible (panel 2.b)).

Una de las ventajas principales de este método es su simplicidad, pues se imple-
menta siguiendo el algoritmo 1 sin agregar el método de Backtracking (algoritmo 2).
En funciones sencillas, donde los cambios en el gradiente no son abruptos y que no
se requiere mucha precision, este método funciona bien.

No obstante, su principal desventaja, estd justamente en la eleccién del tamarfio
de paso constante. Una mejora inmediata es generar tamanos de paso adaptativos a
lo largo de las iteraciones. Se sacrifica simpleza del método a cambio de mejorar el
desempeno.

2.3. Método de Newton para optimizacién. El método de Newton en Célculo se
utiliza para encontrar lugares donde una funcién toma el valor de 0. En el caso de
optimizacién, debido a los criterios de optimalidad de la ecuacién (2), nos interesa
encontrar lo lugares donde el gradiente toma el valor de cero. Entonces, en optimi-
zacion, se utiliza el método de Newton del Calculo, pero aplicado al gradiente de la
funcién objetivo.

Partimos de que la matriz Hessiana se puede aproximar como

VF(x*+p)=Vf(x) =V f(x")p +ollpl?),

para p € R” suficientemente pequefio. Despejando V f(x; + p) e igualando a cero
tenemos

—Vf(x*)=V*f(x")p.
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El término O(||p||?) se omite. De aqui se despeja p y nos da como resultado
N -1
p* == (V2 f(x)) V(Y (5)

—1 . . .
donde (V2f(x*)) " eslainversa de la matriz Hessian de f.
Notemos que en la ecuacion (5) aparece —V f(x*), que como mencionamos ante-

riormente es direccién de descenso. Si hacemos a* = (Vz f (xk))_l, podemos pensar
entonces la direccién de Newton como un método de descenso por gradiente en el
que el tamafio de paso es adaptable y se calcula considerando la convexidad local de
la funcién objetivo. Para este método, el método de Backtraking ya no es necesario.

La direccién de Newton es confiable cuando la diferencia entre la funcién f y su
aproximacién cuadratica no es muy grande. Métodos que usan la direccién de Newton
tienen convergencia local rapida, tipicamente cuadratica. El principal inconveniente
del método de Newton es que requiere calcular el Hessiano V2 f y ademads invertirlo
en cada iteracion.

2.4. Método de Gauss-Newton. En problemas de minimos cuadrados, la funcion

objetivo f tiene la forma
m

flx)= %Z = (6)

j=1

donde cada rjesuna funcion suave de R” aR. Los rjson conocidos como residuales, y
r(x)=(r(x), i(x),..., r,u(x))7 es el vector residual o simplemente residual. La funcién
objetivo se puede expresar como f(x)= %II r(x)llg y el Jacobiano de f(x) es la matriz
de m x n dada por

T
J(x) =V, Vi)', Vi(x)") .

De esta manera, el gradiente y el Hessiano de f se pueden expresar en términos de

r(x)y J(x) como

Vi(x)=J"(x)r(x),

m
VEF(x)= T () (X)r(x)+ D ry(x)V2ri(x).
j=1
Ahora, para resolver el problema de minimos cuadrados correspondiente a la
funcién objetivo de la ecuaciéon (6), se puede explotar la estructura del Gradien-
te y Hessiano de la misma. La idea principal detrds del método de Gauss-Newton
es que en lugar de calcular la direccién de busqueda resolviendo las ecuaciones
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V2 f(xk)pkN ==V f(xF), se resuelve J(x¥)7 J(x*)pk N =—J(x*)T rk. Es decir, se usa

la aproximaciéon
VEF(x*)m 1) T (x5,
lo cual reduce el costo asociado a calcular los Hessianos V2 rjk . Con esta aproxima-

L . . . GN
cion se tiene que si J(x¥) tiene rango completo, y V f(x*) # 0, entonces p* " es una
direccién de descenso adecuada.

3. METODOS NO CLASICOS

Cuando nos encontramos con un problema de optimizacién que presenta carac-
teristicas que nos dificultan o imposibilitan utilizar métodos clasicos, por ejemplo
cuando el gradiente de la funcién a optimizar no esta definido, es posible utilizar
técnicas no deterministas para su solucién.

En este caso, “no determinista” se refiere a que no podemos conocer con certeza
el siguiente paso de un proceso. A este tipo de proceso se les llama estocdsticos y
usualmente el no determinismo viene guiado por el uso de variables aleatorias y sus
correspondientes distribuciones de probabilidad.

También es comun utilizar heuristicas para mejorar el proceso. Una heuristica es
una decisién basada en la experiencia o en el conocimiento a priori del problema. En
este sentido, las heuristicas permiten incorporar informacién basada en la experiencia
en el proceso de optimizacion. Esto es principalmente titil cuando no es facil codificar
el conocimiento a priori sobre las soluciones, en forma de expresiones matematicas.

En esta secci6n, comentaremos algunas nociones relacionadas con procesos alea-
torios y revisemos las implicaciones que tiene el uso de variables aleatorias y/o heu-
risticas para resolver un problema de optimizacién.

3.1. Aleatoriedad. El concepto de aleatoriedad ha sido muy estudiado a lo largo de
la historia. Usualmente suele relacionarse con la idea de obtener resultados impredeci-
bles o desconocidos en un proceso cualquiera. Esto resulta complejo de implementar
en una computadora ya que su disefio es determinista.

Para generar aleatoriedad en la computadora se recurre a la pseudoaleatoriedad.
Este concepto se refiere a generar un niimero mediante un proceso determinista, tal
que es dificil predecirlo. Para esto, se toma un valor inicial (llamado semilla) y se genera
uno nuevo a partir de un proceso que consiste en operaciones a nivel de bits. De esta
forma, si se usa la misma semilla siempre se obtiene el mismo resultado del proceso.
En la practica, el nimero obtenido es usado como semilla para generar el siguiente
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ndmero y esto genera una cadena de ntimeros pseudoaleatorios. Para mayores detalles
sobre generadores de nimeros aleatorios y detalles de implementacion, ver (16, 17, 18].

Ahora, dado que los nimeros en la computadora se guardan en una cantidad finita
de bits, solo se puede tener una cantidad finita de valores distintos. Esto provoca
que, en algin punto, se regrese al valor inicial de la cadena y, por ende, los siguientes
valores se repetirdn también. Es decir, un proceso de este tipo, solo puede generar una
cantidad finita de valores pseudoaleatorios (tamafio del ciclo). De cualquier forma, si
la cadena es suficientemente larga los nimeros que se generan satisfacen pruebas de
aleatoriedad estdndar.

El que los ntiimeros generados muestren un comportamiento como el que se espera
de una variable aleatoria es esencial. Por ejemplo, supongamos que solo vamos a
generar nameros en el conjunto {1,2,3,4,5} y queremos que emulen una variable
aleatoria con distribuciéon uniforme. Es decir, cada uno de los valores tiene la misma
probabilidad de ser elegida, o en otras palabras, si tomamos elementos del conjunto
utilizando un procedimiento pseudoaleatorio, la frecuencia de ocurrencia de cada
ntmero debe ser la misma (mas o menos la misma). En este caso, no seria problema
que surjan dos valores repetidos consecutivos en la secuencia (al final, es aleatorio),
pero si se observa que surgen demasiados repetidos, se puede sospechar que no
se estd respetando la uniformidad. Lo que se espera, es que al infinito surja esta
distribucién. Es decir, que al ir generando cada vez més valores se empiece a ver que
hay aproximadamente 20 % de ocurrencia de cada uno. Por cierto, es importante notar
que valores repetidos no significa necesariamente repetir la semilla anterior, ya que
los valores generados en realidad pertenecen a un conjunto més amplio y luego son
redondeados o truncados (a nivel de bits) de acuerdo al procedimiento utilizado.

La distribucién uniforme suele ser la base de la generacion de otras distribuciones
de probabilidad. Uno de los algoritmos mds usado para generar nimeros pseudo-
aleatorios distribuidos uniformemente, es el algoritmo Mersenne twister (llamado asi
porque se basa en los ntimeros primos de Mersenne) [18]. A partir de esto, se pueden
generar nimeros con otras distribuciones, como la distribucién normal con el método
de Box-Miiller [9], o bien, utilizando el método de la Transformada Inversa que se
estudia en los cursos de Probabilidad y Estadistica.

En la préctica, resulta esencial elegir de forma correcta la distribucién que se utili-
zaré en los procesos estocésticos como se verd més adelante, pues dependiendo de la
distribucién que se utilice, es la informacién que puede ser recuperada del proceso.
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3.2. Metaheuristicas. Consideramos que el problema de optimizacién que nos
interesa consiste en encontrar el minimo o méaximo global de una funcién objetivo
que puede depender de multiples variables

¢(m):f(ml’m2r'--rmM)'

Muchos problemas de optimizacién son dificiles de resolver a través de métodos
clasicos debido a que la funcién objetivo, ¢ (m), podria presentar ciertas caracteristicas
como alta dimensionalidad, multimodalidad, interaccién entre pardmetros y/o no
diferenciabilidad.

En estos casos, los algoritmos de aproximacion alternativos, que se pueden agrupar
en heuristicas y metaheuristicas, son un buen recurso [4]. Una descripcién de ambas
es la siguiente

= Heuristicas: Técnicas basadas en la experiencia para formular estrategias para
la resolucién de problemas. Son capaces de proporcionar soluciones satisfac-
torias en tiempo de cémputo razonable, aunque no garantizan la obtencién de
la solucién 6ptima [22]. Las heuristicas suelen estar disefiadas especificamente
para resolver un problema en particular y por ello son problema-dependientes.

= Metaheuristicas: Término acuniado por [8], empleando las raices etimolégicas
meta (nivel superior) y heuriskein (descubrir). Son marcos algoritmicos de alto
nivel, independientes del problema por resolver, que proporcionan guias o
estrategias para el desarrollo de algoritmos de optimizacién heuristicos.

De acuerdo a [25], las metaheuristicas comparten las siguientes caracteristicas:

1. Son parcialmente estocésticas.
2. Son métodos que no requieren de ningtn tipo de informacién de ¢ (m).
3. Estan inspiradas en analogfas con procesos naturales®.

Las metaheuristicas evaltian posibles soluciones y aplican diferentes operaciones
sobre ellas para encontrar nuevas y potencialmente mejores soluciones. De acuerdo
a [7], por la forma en que las soluciones son manipuladas, las metaheuristicas se
pueden clasificar en los cuatro grupos que se ilustran en la figura 3. En este trabajo
s6lo se abordardn dos de las mas comtinmente empleadas: Recocido simulado (SA)y
optimizacion por enjambre de particulas (PSO), por sus respectivas siglas en inglés.

En la tabla 1 se muestra un anélisis comparativo general entre los métodos de
optimizacion clasicos ylos métodos basados en metaheuristicas. Se indican en negritas
el que consideramos ofrece mayor beneficio en cada aspecto.

2Por esto, a menudo se denominan metéforas [7]
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Simmulated annealing

Elementos constitutivos
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FIGURA 3. Las metaheuristicas se clasifican en 4 grupos generales.
Ejemplos de cada uno aparecen en negritas.

{ Metaheuristicas ’

La mayoria de las metaheuristicas mdas conocidas se originaron en la década de
los 80’s, aunque hay algunas que se crearon antes (ej. Algoritmos genéticos; 70’s), sin
embargo es una drea de investigacion y desarrollo importante, cuyas aplicaciones 'y
popularidad se han incrementado desde entonces.

En [13] describen un andlisis exhaustivo de publicaciones relacionadas con las
metaheuristicas en el periodo comprendido entre 1983 a 2016. Este andlisis se resume
en la figura 4. En el panel 4.b) Se aprecia un crecimiento importante que inicia en
2005 y alcanza su maximo en 2015. En cuanto a la intensidad de publicacién, panel
4.a), se reportaron un total de 1222 publicaciones en diferentes dreas desde Problemas
numéricos y mineria de datos; pasando por Medicina, Biologia y Agricultura; hasta
aplicaciones militares y musica, por mencionar algunos. En ese mismo estudio, se
reporta el PSO como el método heuristico con mayor ntimero de publicaciones.

En la tabla 2 se listan los temas que identificamos se encuentran activos como areas
de investigacion. Se colocan en dos columnas atendiendo al disefio y aspectos teéricos
de los métodos, o bien, atendiendo a su desempefio computacional.

3.3. Particle Swarm Optimization. En esta seccién hablaremos del método PSO.
Esta metaheuristica estd inspirada en el comportamiento social de individuos que
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Criterio

Optimizacion cldsica

Metaheuristicas

Sustento teérico

Eficiencia al buscar en el
espacio de soluciones

Flexibilidad a cambios o
adecuaciones

Robustez al combinarse
con otros métodos

Costo computacional

Uso de coémputo en para-
lelo

Dependencia en hiperpa-
rametros

Bien establecido

Restringido a buisqueda local

Por lo general se sigue el mis-
mo esquema y los ajustes de-
ben incluirse como expresio-
nes matemadticas

Se debe asegurar que la teo-
ria existente sigue siendo va-
lida

Existen métodos eficientes
para aproximar derivadas y
resolver sistemas lineales

Restringido a una sola itera-
cién
Poca, pues los hiperpardme-

tros se pueden ajustar a par-
tir de la teoria

En desarrollo

Puede explorar con més am-
plitud el espacio

Altamente flexible pues los
ajustes se pueden incluir de
forma mads natural

Es simple, incluso las cate-
goria de metaheuristicas ya
lo considera

Por lo general es alto

Altamente paralelizable

Muy alta. La eleccién de es-
tos es determinante en el
exito del método

TABLA 1. Comparacién cualitativa entre métodos de optimizacién
clasicos y métodos heuristicos

viven en grupos y cooperan entre ellos para la busqueda de recursos, como las queleas
de pico rojo y las sardinas. El PSO emula un proceso de aprendizaje basado en la
experiencia individual y de grupo.

Los conceptos bdsicos del PSO se toman de la Inteligencia de Enjambre (SI) por sus
siglas en inglés, que es una metdfora computacional para resolver problemas de forma
distribuida, basada en el comportamiento colectivo de sistemas descentralizados y
auto-organizados, inspirada en ejemplos biolégicos dados por especies sociales en la
naturaleza [21].

En la SI, el comportamiento colectivo emerge de interacciones simples entre in-
dividuos y el ambiente, asi como entre ellos, a pesar de no existir normalmente una
estructura de control centralizada guiando su comportamiento individual. Las tareas
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FIGURA 4. Dominios de aplicacion de las metaheuristicas y nimero
de publicaciones de 1986 a 2016. Modificada de [13].

son realizadas por un gran ntimero de entidades independientes (individuos), cada
una con reglas relativamente simples y capacidades limitadas. Entre las principales
aplicaciones de los principios de la SI se encuentran el desarrollo de algoritmos de
optimizacién, robética y animacién por computadora.

El PSO recurre a la metéfora de un grupo de individuos buscando un sitio 6ptimo
(de resguardo, alimentacidn, etc.), considerando la analogia: ¢ (x) es la funcién de
ambiente (objetivo) y x € RM es la posicion M -dimensional de una particula o indivi-
duo. El enjambre se compone por un conjunto de individuos {x;};_, indexados por

i, cada uno con un par de propiedades asociadas que rigen su movimiento en dicha
busqueda: posicién y velocidad.
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Formulacién/Disefio

Desempeno

Desarrollo de fundamentos teéricos

Relaciones entre los pardmetros con-
troladores de los métodos (hiperparéa-
metros)

Exploracién inteligente y representa-
ciones sustitutas

Combinacién entre métodos clasicos
y metaheuristicas (métodos hibridos o

Anélisis de convergenciay factores que
alteran el balance entre exploraciény
explotacién

Desempeiio en funciones de prueba
(benchmark test functions) y su rela-
ci6én con problemas reales

Rendimiento y andlisis estadistico de
resultados

Escalabilidad a altas dimensiones (nu-
mero de variables > 1000)

meméticos)

TABLA 2. Aspectos que se investigan en la actualidad para mejorar
los métodos basados en metaheuristicas

Durante la biisqueda, cada individuo se desplaza hacia una nueva ubicacién en el
espacio de bisqueda considerando tres componentes: inercial, cognitivoy social.

3.3.1. PSO canonico. En el algoritmo PSO canénico [24], cada individuo i, en el
instante (iteracién) k, con posicion xl.k y velocidad vl.k , tiene memoria de su mejor
ubicacién ocupada al momento lik y conoce la mejor ubicacién ocupada por todos
los individuos del enjambre g*. La actualizacién de la posicién y velocidad de cada
individuo se dara entonces de acuerdo al siguiente esquema:

Uik+1:wyik+ar1(lik—xik)+/3 rz(gk_xik)’

xik+1 — xik + UikH'

@)

donde w, a, B €R, son conocidos como factores de inercia, aceleracién local y global,
respectivamente, mientras que r; y 1, son variables aleatorias uniformes, ry, 7, ~
uUjlo,1].

El desplazamiento de cada particula se puede ver como una suma vectorial pesada
entre las componentes inercial C—,-n), cognitiva C:;, y social C—S:, en el que los puntos
6ptimos actiian como atractores. Para fines ilustrativos, ver figura 5. Se observa que
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— _ —

los componentes C;,, cognitiva C.¢ y C. son proyecciones a lo largo de los vectores
k 7k ok :

v, 1°y g/ respectivamente.

5

FIGURA 5. Movimiento de cada particula del enjambre. La velocidad
actualizada depende de la velocidad actual y de los atractores local y
global (verde y rojo respectivamente).

El algoritmo del PSO, basado en el algoritmo canénico que aparece en [23], se
muestra en el algoritmo 3. Los pardmetros w, @y 3, a los cuales nos referimos como
hiperpardmetros, influyen directamente en el balance entre exploraciony explotacién,
por lo tanto, su eleccién no es trivial. Algunos valores que aparecen en la literatura son

w=0.72984; a = =1.496172, segun (2],
w=0.72984; a =2.04355; f =0.94879, segun [1],
w=06a=p=17, segun [26].

La adecuada eleccion de los hiperpardmetros es tema de investigacién actual. En el
ejemplo de la seccién 3.3.2 se tomardn con base en los resultados de algunos estudios
de convergencia, basados en andlisis de sistemas dindmicos y anélisis estocdsticos,
presentados en [2, 26]. Este estudio se describe a continuacion.

2z . +
Los pardmetros w, a y 8 se pueden reducir a w y ¢, con ¢ = % Por otro lado,

C é:gg , alrededor del cual, el enjambre tiende a moverse

existe un punto atractor p =
durante la exploracién.

Las particulas del enjambre convergen, siempre que los pardmetros elegidos estén
dentro de una regién en el plano (w, ¢ ) denominada regién de convergencia, definida

por el tridngulo

lw|<1,0< ¢ <2(w+1).
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Entrada: Funcion objetivo: ¢ : Qc RM - R
1 Inicializar posiciones: x?,---, x? y velocidades: v},---, v? del enjambre;
2 Inicializar 6ptimos locales: I,---, 10 = x,---, x;
3 Inicializar 6ptimo global: g° = arg min( 19,-19) o;
4 k=0;
5 mientras no se satisface el criterio de paro hacer

6 para todo i =1 hasta n hacer
7 vik+1=wvik+ar1(li’“—xlk)+/5 rz(gk—xik);
8 xf = xk 4+ v i o (xf 1) < (1)) entonces
9 ‘ lik+1 — xik+1;

10 fin

11 si ¢(xF1) < ¢(g*) entonces

12 ‘ gk+1 — xik+1;

13 fin

14 fin

15 k=k+1;

16 fin

17 devolver Optimo global: g*
ALGORITMO 3: Algoritmo PSO canénico

Esta region a su vez, estd compuesta por 5 zonas segun [5]. Ver figura 6.
La zona 1, que causa trayectorias con oscilaciones armoénicas alrededor del atractor
p, estd delimitada por la frontera parabdlica

(¢—w—1)2=40), donde0<w< 1.

La zona 3, que genera trayectorias zigzagueantes asimétricas alrededor de p, es la
superficie triangular dada por:

—1<w<0y0<¢<2(w+1),

ylas zonas 2y 4 son aquellas excluidas de las zonas 1y 3. La zona 2 produce trayectorias
zigzagueantes simétricas, mientras que la zona 4, produce trayectorias no oscilantes.
Por otro lado, la zona 5 que corresponde a la region delimitada por la linea punteada
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en la figura 6, se infiere como una segunda regién de estabilidad, definida por
12(1—w?)
7—5w

lw|<1,0< ¢ <

FIGURA 6. Zonas de la region de convergencia del PSO. Modificada de [5].

Por lo tanto, para lograr resultados satisfactorios, de acuerdo a experimentos nu-
méricos reportados en la literatura [6], se debe procurar que w y ¢ se encuentren en
la cerca de la frontera de la zona 5. En [14] se analiza esto con mas detalle utilizando
las funciones benchmark Rosenbrock y Griewank.

3.3.2. PSOen lainversion de datos geofisicos. La exploracion geofisica es la aplicaciéon
de las técnicas y métodos geofisicos (mediciones de algtin campo fisico terrestre y
su interpretacién) en la caracterizacién del subsuelo. Los objetivos de la exploracién
geofisica suelen estar asociados a la explotacién econ6mica de recursos naturales y a
la solucién de problemas de ingenieria (impacto social y econémico).

Una herramienta muy importante en la exploracién geofisica, es la inversion de
datos geofisicos, que de acuerdo a [19], se define como el conjunto de métodos mate-
madticos utilizados para analizar datos, con el objeto de extraer informacién ttil acerca
del mundo fisico, a partir de ellos.

La inversion de datos geofisicos implica la optimizacién de una funcién objetivo
multidimensional

¢(m)=|ld—G (m)|* +ap,(m), )
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donde m =(m,, m,,..., my,) representan parametros que definen algiin modelo geofi-
sico G, ||d — G (m)||? representa el error de ajuste entre ese modelo y los datos obser-
vados d, y ap, (m) es un término de regularizacién, como Tikhonov o variacién total,
que se utiliza para reducir problemas de no unicidad y estabilidad numérica.

Optimizar la ecuacién (8), significa encontrar los valores de pardmetros m del
modelo G, que mejor se aproximan a los datos d. A esto nos referimos con invertir
datos geofisicos. El problema de optimizacién a resolver es

argmin ¢(m).

Cabe sefialar que al utilizar el PSO, no hay restricciones en cuanto a la norma particular
en que se modela el error de ajuste ni del esquema de regularizacién utilizado, basta
con tener una métrica para comparar ¢ (m) para distintos valores de m.

Como ejemplo de aplicacion, se pueden considerar tres objetos (denominados
cuerpos en el drea de Geofisica) que estdn sepultados en un dominio homogéneo
(es decir, con propiedades fisicas constantes) acotado. En especifico se trata de dos
cilindros y una esfera. Debido a que los tres cuerpos tienen densidad distinta a la del
medio (densidad del medio: p =2,200.0 %) se genera una perturbacién local en la
aceleracion gravitacional conocida como anomalia gravimétrica. En la 7.a) se muestra
la anomalia gravimétrica correspondiente en la linea de color negro.

Los tres cuerpos estdn sepultados totalmente bajo el perfil de observaciones y sus
ejes/centro no exceden los 80 m de profundidad. Los picos positivos de la curva en
negro de la figura 7.a) corresponden a los sitios donde se ubican dos de los cuerpos,
mientras que el primer pico, que es negativo, corresponde a un cilindro hueco.

Las anomalias gravimétricas ocasionadas tanto por una esfera como por un cilindro,
tienen expresiones analiticas

= Esfera ,
4ty Ap z. R
Agz = - 3
3[(x—x.) +22]2
» Cilindro
_2myAp z, R
o (x—xc)z-i—zg’
donde:

Ag, :Anomalfa gravimétrica de la esfera/cilindro.

y :Constante de gravitacion universal.
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Ap :Contraste de densidad de la esfera/cilindro con respecto al medio.
R :Radio de la esfera/cilindro.
z. :Profundidad del centro/eje de la esfera/cilindro.
x. :Coordenada del centro/eje de la esfera/cilindro.

x :Coordenadas de puntos de observacion sobre el perfil de adquisicion.

Para resolver este problema, hay que considerar que la anomalia observada en cada
punto, es la suma de las anomalias causadas por cada uno de los cuerpos fuente. Esto
nos da la anomalia total Ag, como

3
Ag, ZZAgz,- (Aperj’Zc,-’xcj)
=1

donde j indica el numero de fuente y m es un vector que contiene los pardmetros por
calcular
m= [Apl’ Rl’ Zepr X, rApZ! RZ» Zcyr xcz’ApI%» RS’ Zeyr ng] .

Ahora, la forma de la funcién objetivo estd dada por el error cuadrédtico medio entre
los datos observados y calculados

1 &
¢ (m)= J ~ ;[di —Ag: (m)x)],
donde d; es la anomalia observada en el punto x;, i =1,...,N.

Al aplicar el método PSO con un enjambre de 20 particulas, con los pardmetros: w =
0.72984,a =2.04355y B =0.94879, que corresponden con el punto (0.72984, 1.49617)
en el plano (w, ¢), que se encuentra en la zona 1 y sobre la frontera de la zona 5 (ver
figura 6), se obtiene el modelo con los pardmetros mostrados en la tabla 3.

El error minimo alcanzado (error RMS) para el modelo invertido, correspondiente
al 6ptimo global estimado por el enjambre en la iteracién 250 es de 1.371x 1072 mGal.
Enlafigura 7.a) se muestra un gréfico con la anomalia observada, anomalia del modelo
6ptimo para la iteracion inicial, anomalia del modelo éptimo para la iteracién 250
(anomalia invertida) y residuales o diferencias entre anomalia observada e invertida.

Finalmente, en la figura 7.b) se muestra la curva de convergencia observada durante
las iteraciones del método.
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Parametros calculados

Cuerpo Apkg/m*] Rim] z.im] x,[m]
Cilindro 1 —2,200.0 10.06 11.702 180.159
Cilindro 2 678.679 20.884 24.220 374.60

Esfera 829.238 53.60 60.738 750.596

TABLA 3. Resultados del método PSO para el caso de estudio de in-
version de datos gravimétricos.

3.4. Simulated Annealing. Ahora ilustraremos el uso de procesos estocasticos me-
diante un algoritmo clésico que utiliza el concepto de aleatoriedad para obtener
soluciones a problemas de optimizacién combinatoria. Ademads, para mostrar los
efectos de los pardmetros y del algoritmo en si mismo, se aplicard en un problema
clasico llamado el problema del agente viajero (TSP) por sus siglas en inglés.

3.4.1. Problema del agente viajero. El problema del agente viajero TSP, se centra
en encontrar la ruta mas corta que permite visitar todas las ciudades de una lista
exactamente una vez, regresando al punto de inicio. Es un problema complejo en el
campo de la optimizacién combinatoria, con aplicaciones cruciales en investigaciéon
operativa y ciencias de la computacion.

La optimizacién combinatoria tiene que ver con problemas donde los elementos
que aparecen son discretos. Estos problemas tienen una cantidad finita (generalmente
muy grande) de soluciones. Se presentan en situaciones donde los elementos estan
dados y la solucién corresponde a encontrar combinaciones o maneras de colocar
estos elementos para tener el mejor resultado posible. Como un rompecabezas por
ejemplo. Es importante hacer notar que, aunque el TSP es originalmente un proble-
ma que trata sobre ciudades y distancias, puede relacionarse con otros problemas
andlogos, de grafos, matrices, etc.

Dada una lista de n ciudades y suponiendo que todas estdn comunicadas entre si,
habria n! rutas posibles. Para valores de n grandes, resulta inviable revisarlas todas. El
algoritmo mas eficiente en la actualidad para resolver de forma 6ptima el problema
es el algoritmo Held-Karp [10], que encuentra el 6ptimo global con un tiempo de
ejecucion del orden de O(n22") que, aunque es menor a 7!, sigue siendo imposible de
implementar para valores altos de 7. Tan solo para n = 100, n! es del orden de 1 x 1058
mientras que el algoritmo de Held—Karp es del orden de 1 x 1033,
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Anomalia Observada vs. Anomalia Calculada y Residuales

Anomalia Gravimétrica [mGal]

0 200 400 600 800 1000
Distancia en X [m]

a) Anomalia gravimétrica observada (negro), anomalia invertida (rojo) y residuales
(verde)

Curva de convergencia

0 50 100 150 200 250
No. Iteracién

b) Convergencia del método PSO

FIGURA 7. Resultados del PSO para una anomalia gravimétrica de-

bida a dos cilindros y una esfera sepultados a menos de 80 m de la
superficie.

Debido a lo anterior, se utilizan metaheuristicas para buscar sub6ptimos. Es decir,
soluciones que no necesariamente son el 6ptimo global, pero que si se pueden tener
en un tiempo razonable. Las estrategias de las metaheuristicas estan disefiadas para
hacer una btisqueda de subéptimos basada en algtn criterio de experiencia o basado
en probabilidades. Es decir, en lugar de revisar todas las posibles soluciones, selecciona

solo algunas que se espera sean buenas soluciones. Uno de ellos es el algoritmo del
que hablaremos a continuacion.
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3.4.2. Algoritmo de templado simulado. El algoritmo de templado simulado o Si-
mulated Annealing (SA) es un algoritmo de optimizacién combinatoria que tiene sus
bases en termodindmica.

La dureza de algunos materiales como el acero o vidrio templado, radica en el
acomodo de los &tomos que los componen. Estructuras moleculares ordenadas dan
maés dureza que estructuras desordenadas. En la fabricacién de acero o vidrio, el
material se calienta hasta fundirse. Al estar fundido, los 4&tomos que lo componen
pueden moverse con mucha libertad para buscar una buena posicién. Posteriormente,
el material se enfria para que las moléculas se queden fijas. Como resultado, el material
templado es mds duro y tiene mejores propiedades fisicas que el material original.

El SA simula el proceso de templado. En primer instancia, permite que las variables
de la funcién objetivo tomen distintos valores, o bien que el sistema pueda alcan-
zar distintas configuraciones. Posteriormente, utiliza un pardmetro adicional para
“controlar la temperatura”. Es decir, vuelve mds restrictivo el cambio entre estados.

Para su funcionamiento el SA no requiere que la funcién optimizar tenga alguna
propiedad en particular (continuidad, diferenciacién, etc). La clave es revisar vecinos
del punto actual, es decir, el cambio de las variables a un estado similar al estado
actual, y utilizar una distribucién de probabilidad para determinar si el sistema debe
cambiar al estado vecino o no. Esta técnica es un proceso sin memoria, por lo que no
se se obliga a mantener un registro de los estados por los que se ha pasado durante el
proceso. A continuacion se definen algunos conceptos bésicos.

Consideremos ahora la funcién objetivo ¢ : 2 — R, donde 2 es un dominio dado.
Es comin que en el contexto de SA a esta funcion se le llame funcién de energia y que
Q sea un conjunto discreto. Sea x° € 2 un punto inicial y g : 2 — Q una funcién de
transicion, tal que

X.k+1 =q ( xk) :
parak=0,1,2,...,K. La funcién T construye el punto o estado candidato ¥**!, para
el siguiente instante de tiempo k + 1, a partir del estado x* en el instante k. Para fines
de estabilidad numérica se recomienda que g realice un cambio aleatorio minimo, en
el punto x*, basado en alguna distribucién de probabilidad.

El punto candidato #¥*! se acepta o rechaza de acuerdo a qué tan probable es que
ocurra. Para esto se define la probabilidad de aceptacién

(jkﬂ)_ (xk]
a:p(x"ﬂzxk“|X"=xk)=min{1,e*¢ " }, 9)
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donde T es un parametro que controla la temperatura y se define a priori. Entonces,
el siguiente punto en el algoritmo se obtiene como:

(10)

ok #k+1 con probabilidad a,
x*¥  en otro caso.

El criterio definido por las ecuaciones (9)-(10) aparecen en la literatura como criterio
de aceptacion de Metrépolis. La distribuciéon de probabilidad como aparece en la
ecuacion (9) se conoce como distribuciéon de Boltzmann o de Gibbs.

Un andlisis de la funcién de Boltzmann de la ecuacién (9) nos muestra que, si
¢(x*1)— ¢ (x*) es negativa, la funcién nos entregard un valor mayor que 1 por lo que
la probabilidad de aceptacién es 1 en la ecuacién (10). Es decir, si el nuevo valor es
menor que el anterior se acepta siempre. Por el contrario, si la diferencia es positiva,
entonces @ tendrd un valor entre 0y 1, que representa la probabilidad de lo tomemos
como el siguiente en la cadena de valores o no. Por ejemplo, mientras mds grande sea
el valor de la diferencia menor es la probabilidad de aceptaci6n.

En resumen, ya que buscamos un minimo global, si el nuevo valor reduce la funcién
objetivo lo aceptamos, y si es mayor puede que se acepte o no. Esta caracteristica
particular del SA, permite que, a diferencia de los métodos clésicos, durante el proceso
se permita no tener descenso en la funcién objetivo. Entonces, permite tener una
exploracién més amplia del espacio de soluciones a largo plazo y tener posibilidad de
encontrar el minimo global, en lugar de dirigirse solo al minimo local mds cercano.

Ahora centrémonos en el parametro de temperatura T. Para fines de interpretacion,
la seccién correspondiente al dominio positivo de la distribucién de probabilidad de la
ecuacion (9), se puede pensar como la parte del dominio positivo de una distribucién
Gaussiana con desviacién estdndar T'. Es decir, la interpretacion del valor T puede ser
en el mismo sentido: valores altos de temperatura permiten mayor variabilidad en
los cambios entre estados, mientras que valores pequefios son mas restrictivos. Esto
se muestra en la figura 8, la curva azul se realiz6 con una temperatura de 30, la verde
con 20 yla roja con un valor de temperatura de 10. Cuando la temperatura es alta, la
cola de la distribucién se vuelve pesada y se permite mds variabilidad, se dice que
estamos explorando. Por el contrario cuando la temperatura es baja, se restringe la
variabilidad y estamos definiendo. De hecho, cuando la temperatura tiende a cero, el
modelo termina comportdndose de forma similar a un método clésico, aceptando
s6lo los valores que mejoran el resultado.

En la practica se toma la temperatura como una funcién y(k, T°) que depende de
las iteraciones k y de una temperatura inicial 7°. La funcién i debe ser no negativa y
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mas exploracién

0 5 0/ 15 20 E3 30 35 % 45 50

mas definicién

FIGURA 8. Funcién de Boltzmann para distintos valores de tempe-
ratura. La temperatura controla la exploracién o definicién de las
soluciones.

decreciente. Ademds, se busca que tenga concavidad positiva para que la exploracién
se tome al inicio del proceso pero ceda eventualmente su lugar a la etapa de definicion.
Algunas funcién comunes de temperatura utilizadas son:

TO

k, T9= ,
Ya( ) =
TO

k) 0: )

Pl )lnk+1

Y3k, T®)=c* T°, con c €(0,1) constante.

Notemos por ejemplo que ', baja la temperatura de forma mds lenta que ;. Para
)5 valores comunes de ¢ con 0.85y 0.9.

3.4.3. Aplicacién del SA para la resolucién del TSP. Planteemos el problema TSP
como sigue. Dada una lista C =[x, ..., x,] de ciudades y la distancia d entre ellas,
queremos encontrar una permutacién de C tal que se minimice

E(C)= ) d(Cl[i],Cli+1])+d(C[n],C[1])

n—1
i=1
donde E(C) representa la distancia total o energia de la permutacién (configuracién)
C, y d es una funcién de distancia entre dos ciudades (euclideana por ejemplo).
Para implementar el algoritmo SA, primero debemos definir cémo se generara

la cadena de variables aleatorias que nos entregara los valores a revisar. Dada una
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configuracién C* dada, definimos la funcién de transicién g, de C* a C**! como
el resultado de tomar aleatoriamente dos elementos de C* e intercambiarlos. Esto
define una geometria para el espacio de configuraciones en el que pensamos que un
elemento obtenido asi es cercano al que lo produjo.

Dicho esto, tomamos una configuracion inicial C°, y una funcién de temperatu-
ra y(k, T). Se plantea el algoritmo SA para TSP como se muestra en el algoritmo 4.
Notése que se incluye un ciclo interno en la linea 4 del algoritmo 4, para retrasar la
actualizacion del valor de temperatura. Esto es, se realizan M iteraciones del método
antes de avanzar a la siguiente iteracién k =k + 1.

Entrada: C°, T° M

1 k=0
2 mientras y)(k, T) no ha llegado a su valor final hacer
3 i=0;
4 repetir
s CrH=q(Ch)
(k1 )p(ck)
6 Evaluarr=e Palk10)
7 p—U(0,1);
8 si p < g entonces
9 ‘ Ck+l = Ck+1;
10 sin6
11 ‘ Ck+l = Ck;
12 fin
13 i=i+1;
14 | hastaque i=M;
15 k=k+1;
16 fin

ALGORITMO 4: Algoritmo SA para el TSP.

Es importar hacer notar que existen varios elementos que se deben definir en el
algoritmo: T°,1), g, M. Ademas se debe fijar un valor final para la temperatura o bien
una cantidad de iteraciones como criterio de paro. Al proceso de probar diferentes
configuraciones de estos elementos y elegir los que ofrecen un mejor desempeiio, se le
llama ajuste de pardmetros y es esencial para el buen funcionamiento de los métodos
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numéricos en general. Estos valores no son universales y se eligen para el problema
dado.

Como caso de estudio del TSP, tomemos como ejemplo las distancias en kilometros
entre 54 ciudades de Dinamarca (todas las mayores de 10,000 habitantes a la fecha
de elaboracién de este material). La informacién es ptblica y se obtiene como una
matriz similar a la que se muestra en la figura 9. Observemos que para un TSP con
n = 54, el niimero de permutaciones es 54!~ 2.3 x 107!,

Albertslund Ballerup Birkergd & Christi 2 Dragar

7.23 18.99 21.22 14.05 11.23 10.47 16.06

Ballerup 7.25 12.66 15.04 10.81 12.33 10.52 21.64

Birkergd 18.36 12.38 2.47 9.69 14.68 13.96 30.22

20.91 14.78 247 12.16 20.53 19.12 32.77

Cl 13.87 10.93 9.61 12.08 6.41 5.86 14.08

Christi; 11.40 12.04 14.82 20.42 6.51 194 8.00

Copenhagen 10.44 10.71 14.06 19.09 5.94 176 2.89
Drager 16.58 21.44 30.63 32.86 14.16 8.00 9.25

Espergerde 30.58 27.63 14.65 15.03 21.54 26.82 26.10 42.43

Farum 15.79 6.72 5.59 7.34 13.38 15.41 14.01 27.65

Flgng 9.89 13.10 24.44 26.82 22.37 20.33 19.57 25.16

Fredensborg 27.75 24.81 11.82 10.56 18.71 23.99 23.27 39.61

Frederiksberg 9.60 10.43 14.01 18.81 6.46 3.02 179 10.97

i 23.53 16.49 17.22 15.41 26.16 28.19 26.78 37.80

35.19 24.83 21.19 13.93 32.78 34.81 33.40 47.05

Ganlgse 13.79 6.76 10.75 9.86 15.39 17.42 16.01 28.06

Gilleleje 40.34 34.21 22.19 13.97 32.17 37.46 38.55 52.20

Glostrup 2.28 6.53 17.20 19.43 12.26 8.27 7.23 16.03

Graested 35.48 29.34 21.48 20.22 33.07 35.10 33.69 47.34

FIGURA 9. Extracto de la matriz de distancias de 54 ciudades de Dinamarca.

Al implementar el algoritmo con M = 1,000; ¢(k, T%) = ¢(k, T°), con ¢ = 0.95;
T° =10; valor final de ¢(k, T°) < 1; se revisan 45,000 configuraciones y se obtiene un
valor final E(C)~ 532 km. En la figura 10.a) se muestra la evolucién de E(C) en las
45,000 iteraciones. Se puede observar el comportamiento inicial de exploracién por
temperatura alta y como el proceso se va estabilizando al ir bajando la temperatura.
De cualquier forma, vemos que en la parte final atin hay fluctuacién por lo que pode-
mos pensar que no se habia estabilizado del todo. Se puede continuar ajustando la
temperatura final a un valor menor, por ejemplo, ¢ (k, T°) < 0.1. El desarrollo se puede
observar en la figura 10.b), donde se ve la estabilizacién después de 80, 000 iteraciones
y se obtiene un valor final de E(C)~ 511 km.

Si el tiempo de cémputo lo permite, conviene aumentar el valor de M para hacer
una mayor exploracién. Por ejemplo, podemos tomar M = 10,000 y mantener la
configuracién. En este caso se revisan 900,000 configuraciones y se obtiene un valor
de E(C)~ 495 km.
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FIGURA 10. Gréfica de energia a lo largo de las iteraciones con dos
criterios para la funcién de temperatura.

Debido a la naturaleza estocastica de estos métodos, es comun que, se realicen
varias ejecuciones el algoritmo y se utilicen métodos estadisticos para analizar de
manera general los resultados obtenidos (con promedios y desviaciones estdndar, por
ejemplo).

Hay que notar que es posible que varias de las configuraciones revisadas se repitan,
esto no es problema porque se evita el costo computacional de llevar un registro para
verificar que no sea asi. Finalmente, concluimos que se puede obtener una muy buena
respuesta revisando una razén minima del espacio de configuraciones. Como ejemplo,
si hacemos 10 ejecuciones como la que se describe en el Gltimo pdrrafo, revisariamos
s6lo 9 x 10° configuraciones de 54! posibles, aproximadamente un 4 x 1073 % .

4. CONCLUSIONES

Los métodos de optimizacién cldsicos son ampliamente utilizados en aplicaciones
cotidianas provenientes de diversas 4reas del conocimiento. La teoria que los sustenta
estd bien establecida y sigue activa como area de investigacion. Por lo cual, es facil
encontrar documentacion, teoria y incluso implementaciones numéricas en software
especializado, tanto comercial como de uso abierto.

Sin embargo, las limitantes que enfrentan estos métodos no son triviales. Por un
lado, se tiene el crecimiento masivo de informacién y datos, lo cual conduce a proble-
mas de optimizacién de gran dimension. Por supuesto, ante esto se han hecho avances
importantes, por ejemplo en la incorporacién de cémputo en paralelo y el uso de
equipos computacionales avanzados que ayudan en reducir los tiempos en los que los
métodos de optimizacién entregan respuestas. Por otro lado, la vida cotidiana actual
presenta situaciones que no son ficilmente trasladadas a expresiones matematicas.
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Ma4s aun, en caso de que esas situaciones se puedan formular como funciones objetivo,
no necesariamente cumplen con las condiciones requeridas para asegurar resultados
desde el punto de vista teérico. En este sentido, también se han hecho contribuciones
mediante aproximaciones o reformulaciones del problema original.

De manera alternativa, desde hace mas de 50 anos, se han estudiado métodos
de optimizacién, a los que nos referimos como no clasicos, que pretenden obtener
resultados comparables con los métodos de optimizacién clédsicos, con la ventaja de
no depender explicitamente de los elementos teéricos necesarios. Como continuidad,
convexidad o diferenciabilidad.

Los métodos no convencionales se basan en heuristicas o metaheuristicas, que
se traducen en estrategias mediante las cuales se explora el espacio definido por
los parametros del problema. Esta biisqueda guiada amplia las capacidades para
encontrar multiples soluciones al problema de estudio y consecuentemente, tener
mas oportunidades de localizar el minimo global de la funcién objetivo.

Las estrategias que utilizan las metaheuristicas, se inspiran a su vez en la naturaleza.
Es decir, parten del hecho de que en la naturaleza los fenémenos suceden con minima
energia. Por lo cual, las metaheuristicas construyen objetos computacionales que
emulan el comportamiento de procesos biolégicos o fisicos.

Por ejemplo, algunas metaheuristicas construyen poblaciones de variables que
buscan el minimo global de la funcién objetivo de forma similar a como una poblacion
de sardinas busca recursos. La ventaja de tener una poblacidn, es que se pueden buscar
en ma4s sitios al mismo tiempo. Este es el caso del algoritmo PSO.

En el caso de SA, el proceso que lo inspira es el de templado de materiales como
el acero. Una caracteristica del SA, que beneficia la bliisqueda de soluciones, es que
permite que se avance incluso en situaciones en las que pareceria que el algoritmo
se aleja de los minimos locales. Es decir, se permite equivocarse a veces, de manera
controlada. Eso mismo sucede cuando se tienen materiales fundidos pues contienen
tanta energia interna (calor) que no es posible que sus 4tomos se queden fijos en
una estructura estable. Luego, al reducir paulatinamente la temperatura, se permite
que cada uno de los elementos encuentre un acomodo adecuado hasta alcanzar
estados con minima energia. Es importante destacar que en este tipo de fenémenos, la
dependencia entre las variables es muy alta, pues el valor que toma cada una determina
los posibles valores que tomaran las demds y viceversa.

No obstante, le teoria detrds de las metaheuristicas no se encuentra totalmente
establecida. Por lo general, se debe dedicar un esfuerzo considerable en ajustar los
hiperpardmetros y éstos terminan siendo dependientes de la aplicacién o caso de
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estudio. En este momento, tanto el disefio de las metaheuristicas como los resultados
que ofrecen, se analizan desde la perspectiva de la Estadistica.

El desarrollo de metaheuristicas, como drea de investigacion, es en si un campo muy
amplio y estd en continuo crecimiento. Se puede estudiar desde los aspectos teéricos y
computacionales, asi como desde el punto de vista de la aplicacién en cuestién. Para el
lector interesado, se recomienda ampliar la literatura relacionada a las metaheuristicas,
asi como tener una preparacion integral en Matemaéticas, Computacion, Estadistica y
por supuesto, conocer la aplicacion especifica de interés.
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INTRODUCCION A VARIAS VARIABLES COMPLEJAS

CELIA AVALOS RAMOS, ISIDRO HUMBERTO MUNIVE LIMA Y SOFIA ORTEGA CASTILLO

RESUMEN. En este trabajo se estudia a C" desde el punto de vista del ana-
lisis, llamado el estudio de las varias variables complejas. Presentamos la
holomorfia en varias variables y los dominios de holomorfia, entre otros
temas relacionados.

ABSTRACT. In this work we study C” from the point of view of analysis, called
the study of several complex variables. We present holomorphy in several
variables and domains of holomorphy, among other related topics.

1. INTRODUCCION

Estas notas introductorias a las varias variables complejas estdn basadas en [2]. El
propésito de este trabajo es fundamentar el concepto de la holomorfia en varias
variables a partir del estudio de series de potencias multivariable, asi como presentar
varias nociones equivalentes de holomorfia como sucede en el caso 1-dimensional y
recuperar como en el plano complejo que una funcién holomorfa es C* y coincide
con su serie de Taylor. También resulta esencial introducir los operadores aizk y 5577
para funciones de varias variables complejas.

Una vez presentado el concepto de holomorfia y en particular el de serie de poten-
cias multivariable, una observacién interesante es que los dominios de convergencia
de dichas series ya no necesariamente tienen que ser bolas como sucede en una
variable compleja, pero su geometria se puede caracterizar por ser dominios multicir-
culares completos y logaritmicamente convexos, conceptos que explicamos a detalle
en este texto. También es relevante presentar la definicién de singularidad, dado que
por un célebre resultado de Cartan y Thullen, los dominios de convergencia de series

2010 Mathematics Subject Classification. 32-01.
Palabras Claves. Holomorfia en varias variables. Dominios de holomorfia.
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de potencias multivariable admiten una serie de potencias (no necesariamente la
que define el dominio) tal que es singular en cada punto fronterizo. Resulta entonces
natural introducir el concepto de dominio de existencia de una funcién holomorfa, la
nocién de continuacién holomorfa asi como presentar el dominio de Hartogs, que es
un ejemplo de un dominio en C? que admite continuacion holomorfa de toda funcién
holomorfa definida en él a un dominio estrictamente mds grande. También se pre-
senta el concepto de dominio de holomorfia que resulta ser equivalente al concepto
de dominio de existencia y se presentan ejemplos de dichos dominios asi como una
caracterizacion geométrica de Levi de los dominios de holomorfia con frontera C2. A
manera de ejemplo, presentamos la prueba de que los dominios convexos con frontera
C2?, los cuales son dominios de holomorfia, satisfacen la condicién de Levi. Para esto
también presentamos y probamos la forma compleja del Hessiano real. Finalmente
presentamos el concepto de pseudoconvexidad estricta asi como probamos que la
bola unitaria en C" es fuertemente pseudoconvexa. Ademas, en un apéndice para el
lector presentamos los teoremas fundamentales usados en el texto.

2. HOLOMORFIA EN VARIAS VARIABLES

Un primer concepto a definir en varias variables complejas es el de funcién holomorfa.
Dado un dominio 2 ¢ C”, y sin tener un concepto definido de funcién holomorfa, lo
mads natural es dar una definicién de funcién holomorfa sobre 2 con valores complejos
que incluya a los polinomios en las coordenadas complejas z;, z,,:--, z,,. Mds atin,
por comparacion con el caso en una variable compleja, consideremos a las series de
potencias multivariable para un modelo local de las funciones holomorfas C-valuadas.

Definicién 2.1. Dadoa =(a,,---,a,) €, unaserie de potencias multivariable centrada
en a toma la forma

Z Caya (21— @)™ (2, —a,)*™, dondecadacg,,. 4, €C, (1)

a=(ay,,a,)eN]

y converge absoluta y uniformemente en polidiscos cerrados D(ay, 1) % --- x D(ay, 1,,)
dentro def).

Hasta este punto, no hemos definido la holomorfia en varias variables. Puesto
que las series de potencias multivariable convergen uniformemente en compactos
simplemente conexos por los teoremas de Morera y de Cauchy-Goursat [1] y ademds
las series de potencias multivariable son el limite uniforme en compactos de funciones
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continuas, es fécil ver que representan funciones continuas que son holomorfas en
cada variable por separado. Debido a esto, diremos lo siguiente.

Definicién 2.2. Una funcion f : Q0 — C es holomorfa (f € 0(R2)) si lo es en cada variable
compleja por separado y en conjunto es una funcion continua en Q.

Con esta definicion, al iterar la férmula integral de Cauchy en sus n variables, vemos
que para todo z en un polidisco D(a, r):= D(ay, ;) x --- x D(a,, rn) contenido en 2,
existen R, > ry,..., R, > r, tales que D(a,r)c D(a,R)= D(al,Rl) -x D(a,,R,)C

y
e f Qg -+-dgy
@i} )}, par C1=2) (L =20}
donde byD(a,R):={{ €C":|{;—aj|=R;,1< j < n}eslafrontera distinguida del
polidisco D(a, R).
Re-escribiendo cada término g+z del kernel de Cauchy en (2) como una serie de
potencias en z; centrada en a;, obtenemos una expansién de f en serie de potencias

multivariable, que converge absoluta y uniformemente en el polidisco D := D(a, r)
debido al criterio M de Weierstrass:

zeDl(a,r). )

(o]

I 1 1 (z;—a; )
li—z (i—a)—(zi—a) ¢ ﬂz( ,al) 1;) gl
Luego, (2) se escribe como
1 FQAL +ds, @ o
(27_”)n J;; b (g —al)“1+1 (Z:n —an)a"'H '(Zl _al) (Zn an) ) (3)

n
a€Ny

es decir, obtenemos lo siguiente.

Proposiciéon 2.3. Cada funcion holomorfa en un dominio Q) admite una expansién en
serie de potencias multivariable centrada en cada a € (), convergiendo absolutamente
en todo polidisco cerrado D(a,r) C Q.

Es un ejercicio para el lector checar que una serie de potencias multivariable cen-
trada en a que converge absolutamente en cada polidisco cerrado en (2 abierto, tiene
una expansion en serie de potencias multivariable centrada en cada otro punto b € Q.
Sugerencia: Usa la observacion previa a la definicién de holomorfia.

Por el andlisis anterior, una funcién es holomorfa si y sélo si admite expansiones
locales en series de potencias multivariable, asi uno concluye lo siguiente.



172 AVALOS, MUNIVE, ORTEGA

Proposicion 2.4. Una funcion holomorfa f en a es (Fréchet) C-diferenciable en a, es
decir, existe una transformacién C-lineal T : C" — C que aproxima linealmente a f
cercadea, i.e.,

fla+h)= f(a)+T(h)+o(|h]), @

lo cual se satisface justamente para T el polinomio homogéneo de grado 1 en la expan-
sion en serie de potencias multivariable de f centrada en a.

Es un ejercicio para el lector probar el reciproco: si una funcién es C-diferenciable
entonces es holomorfa. Sugerencia: Usa que la composicion de funciones C-diferen-
ciables es diferenciable y que las funciones C-diferenciables son continuas.

Las caracterizaciones anteriores de funciones holomorfas en varias variables per-
miten generalizar propiedades cldsicas al caso multivariable. Fijemos notacién para
entrar en detalles.

Definicion 2.5. Escribamos aizk para denotar a la derivada compleja con respecto a la
variable z; = x;. +1i - y;.

2

. .. . _ 1,38 ,1.20
Es un ejercicio para el lector verificar que 57— = 3(55 +

79y
lomorfas y define Bizk como antes para cualquier funcién de variable compleja. Mas
aln, definimos y notamos lo siguiente.

) para funciones ho-

ici o0 ._1o 10
Definicion 2.6. ;= :=3(55; —77,)

Proposicién 2.7. Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, una funcién en n variables
complejas de clase C? es holomorfa en la k-ésima variable si y sélo si se anula con
respecto al operador %.

Dado que la frontera distinguida de un polidisco es un compacto, podemos tomar
derivadas bajo el signo de integracién en el lado derecho de la ecuacién (2) y obtener
lo siguiente.

Proposicion 2.8. Una funcion holomorfa tiene derivadas complejas de todos los 6rdenes
con respecto a cada una de las variables z;., k =1,---, n.

De hecho, obtenemos lo siguiente.
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o o2 . 2 0 e a|
Proposicion 2.9. Dado un multi-indice a € Ng, siD% denota a & @, [enemos que
n

ﬁz]al -0z
para todo elemento a del dominio Q) de una funcién holomorfa f,

@ fQ)dg,+-dg,
DO iy LOD Cr—a)eT-(Cu—an o’

Al comparar con (3) nos lleva a lo siguiente.

Q)

Proposicion 2.10. La expansion en serie de potencias multivariable de una funcion
holomorfa coincide con su serie de Taylor en cada punto del dominio.

A partir de esto es posible recuperar en varias variables algunas herramientas del
andlisis complejo, como las estimaciones de Cauchy, el Principio de Identidad, el
Teorema del Mapeo Abierto y el Principio del Maximo.

3. DOMINIOS DE HOLOMORFIA

Como motivacioén al estudio de dominios de holomorfia, estudiemos la familia de
ejemplos que consiste de los dominios de convergencia.

Definicién 3.1. Dada una serie de potencias multivariable centrada en 0, su dominio
de convergencia es el interior del conjunto de puntos en C" donde tal serie converge.

En comparacién con lo sucedido en una variable compleja, las series de poten-
cias multivariable no necesariamente tienen una bola o polidisco como dominio de
convergencia, por ejemplo:

oo n _ny .. o .
] an,n2=l z,'z,’ tiene dominio de convergencia D x D, y
o . o e . 2.
. anl z|'z) tiene dominio de convergencia {(z;, z,) € C* : | z;| < 1/|z,[}.

. . . e . L
Es un ejercicio para el lector hallar los dominios de convergenciade 3, ., 3
Y20 V1 lz," z,*, respectivamente. Sugerencia: Utiliza que el radio de convergencia
oo
n=0

v
21 %

de una serie en unavariable compleja, > - a,z", estd dado por 1/(limsup,,_,, |a, [1/m),

Proposicion 3.2. Los dominios de convergencia D satisfacen las siguientes propiedades:

= son multicirculares (dominios de Reinhardt), es decir, si(zy,--,z,) caeen D,
también cae todo punto de la forma (A, z,--, A, z,), donde |A{|=---=|A,|=1.

= mds aun, son dominios multicirculares completos: si(z,--,z,) € D, entonces
el polidiscoD(0, |z,|) x --- xD(0, | z,,|) estd contenido en D,
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= yson logaritmicamente convexos, lo que significa que el dominio
log(D) :={(log|w,|,---,log|w,|): w € D con cada w; # 0}
es convexo.

Demostracién. Las primeras 2 propiedades son inmediatas y la tiltima se sigue de
la desigualdad de Cauchy-Schwarz: si >, |c,2%| y ., |c,w®| convergen, también
> lcallz?? w2 converge. O

El reciproco también es cierto.

Proposicion 3.3. Un dominio multicircular completo que es logaritmicamente convexo
resulta ser un dominio de convergencia.

Demostracion. En efecto, cuando un dominio D asi es acotado, una serie de poten-
cias multivariable con dominio de convergencia D es Y., z%/N,(D), donde N,(D)=

sup,,ep lw|:
Si(zy,...,2,)€ D, sean A4,...,A,, € C\D tales que (A, z,...,A,,2,) € D. Entonces,
|z,|% ... |z, |%" |z,|% ... |z, | % 1 1
Sl o mldal sy Ly L con
N, (D) = |A121|% .| Ay 2 |2 211 [Anl

a a

Ysi z ¢ D, por la multicircularidad podemos suponer que z € [0, 00)" con z # (0, ..., 0)
por ser D una vecindad de 0. Mds atin, supongamos que z,..., Z; no se anulan mien-
tras que z;,; = -+ =z, = 0. Luego, (log(z,),...,log(z)) ¢ log(D), donde 7t log(D) es
convexo para 7 la proyeccién en las primeras k coordenadas de C", de modo que
por el teorema de separacion de Hahn-Banach real [3] existen f3;, ..., B; € R tales que

Bilog(z1)+---+ Pilog(z)> sup  (Bullil+---+ Bildk)- (6)
{emylog(D)
Como D esunavecindad de 0, es claro que 74 log(D) es una vecindad de (—oo, ...,—00),

luego por (6) no es posible que algiin ; sea menor que cero, es decir, cada f8; > 0,
i=1,...,n. Haciendo una pequena perturbacién a cada f3;, podemos suponer que
los B; son racionales no-negativos. Y multiplicando los f; por el producto de los de-
nominadores de todos ellos, obtenemos que los nuevos f§; también cumplen (6). Es
decir, sin pérdida de generalidad los f3; son enteros no-negativos. Pero entonces el
multi-indice 8 = (B, ..., B0, ...,0) cumple que, aplicando exponencial a ambos lados
de (6),

zP > sup lwP| = Ng(D). (7)

weD
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Luego, para cada k €N, también z*# > Nip(D), asi que >, 2%/ N,(D) tiene una infini-
dad de términos mayores que 1, es decir, dicha serie de potencias multivariable no
converge.

Dado un dominio D no acotado que es multicircular, completo y logaritmicamente
convexo, es un ejercicio para el lector construir una modificacién de la tltima serie de
potencias multivariable cuyo dominio de convergencia sea D. Sugerencia: Observa
que la interseccién de D con una bola de radio r y centrada en cero es atin un dominio
multicircular, completo y logaritmicamente convexo. ]

Enla frontera de un dominio de convergencia se puede converger o no. Por ejemplo,
oo n 2 . . . . oo n .
> 102" /n* converge en todo el disco unitario cerrado mientras que )~ z" diverge
en todo el circulo unitario; mientras tanto, Zzio z" /n al menos diverge para z =1yal
menos converge para z =—1. Para puntos fronterizos de un dominio de convergencia,
el siguiente concepto es relevante.

Definicién 3.4. SiD esel dominio de convergencia de la serie de potencias multivariable
>, aqz", entonces p € bD es una singularidad de dicha serie de potencias multivaria-
ble si no existe f € 0(V,,), donde V), es vecindad conexa de p, tal que f(z) = Za a,z?
paraze WcV,ND, siendo W un abierto no vacio.

Un resultado de Cartan y Thullen de 1932 garantiza que el dominio de convergen-
cia de una serie de potencias multivariable es una frontera natural de acuerdo a la
siguiente definicion.

Definicién 3.5. Un dominio es una frontera natural si existe otra serie de potencias
que converge en el dominio y que es singular en todos los puntos de la frontera.

La prueba del resultado de Cartan y Thullen se trata de verificar que las funciones
holomorfas en el dominio dado que se extienden holomérficamente mds alld de algin
punto de la frontera forman un conjunto de la primera categoria en el espacio métrico
completo de funciones holomorfas C-valuadas sobre el dominio (con la topologia
de convergencia uniforme en compactos 7.) usando el lema multidimensional de
Pringsheim [2].

Veamos el siguiente ejemplo.

Proposicion 3.6. La serie de potencias ZZZO z", cuyo dominio de convergencia es el
disco unitario, solamente es singular en z, = 1, pero existe otra serie de potencias cuya

. . . oo
frontera natural es el disco unitario, a saber, )~ 72,
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Demostracién. Si x €(0,1), para cada N €N tenemos que

N
f(x)ZZx"! — N +1 conforme x — 1~

n=0
yasi f(x) — oo conforme x — 1™.

Ahora, sip/q € Qy x €(0,1), entonces la funcién f(e?*?/4 x)— f(x) es un polinomio
en x ya que (e?7P/4)" =1 cuando n > q. Luego, | f(e?"P/9 x)| — oo conforme x — 17,
de modo que f tiene una singularidad en cada z de radio 1 y dngulo racional, y asi el

disco unitario es la frontera natural de Y - 2" O

Debido al resultado mencionado de Cartan y Thullen, un dominio de convergencia
es un dominio de existencia, de acuerdo a la siguiente definicién.

Definiciéon 3.7. U c C”" abierto es el dominio de existencia de una funcién f € O(U) si
no hay abiertos V. y W en C" ni funcion f € 0(V) tales que

=V es conexo y no estd contenido en U,

s AW cCUNV,

s f=fenW.

Los dominios de existencia no admiten continuacién holomorfa conforme a la
siguiente definicién.

Definicién 3.8. SiU c C" es un dominio, un subconjunto conexo V deC" que contiene
propiamente a U se dice que es una continuacion holomorfa de U si toda f € O(U)
tiene una tinica extension f € 0(V).

El reciproco no es cierto: los dominios que no admiten continuacién holomorfa no
necesariamente son dominios de existencia, por ejemplo si U =C \ [0, o0) entonces,
f € 0(U) dada por f(z)=log(r)+i6 con 0 < @ < 27 cuando z = re’?, no admite
continuacién holomorfa pues no admite extensién continua, mientras que para V =
C\ (—00,0] conexo, la funcién f € 0(V) dada por f(z)=log(r)+if con—t <6 <7
cuando z = re’?, cumple que fy f coinciden en W el semiplano superior abierto.

Veamos un dominio en C? que admite continuacién holomorfa, y por tanto no es
dominio de existencia.

Definicién 3.9. El dominio de Hartogs estd dado por
H={zeD?:|z;|<1/2 6|z, > 1/2}.

Proposicion 3.10. Toda funcién holomorfa en H se extiende holomérficamente aD?.
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Demostracién. Nos basaremos en la formula integral de Cauchy.
Sea f € O(H)yfijar €(1/2,1). Para(z, w) en el bidisco P =D x D(0, r), sea
1 f(z,8)dl

F(z,w)=-—
21 )y, S W

) (8)
de modo que no es dificil checar que F es continua y holomorfa en cada variable por
separado y que coincide con f en D(0,1/2) x D(0, r). Haciendo r — 1 obtenemos la
extension holomorfa deseada. ([l

Los dominios de existencia caen dentro de los dominios de holomorfia de acuerdo
a la siguiente definicién.

Definicién 3.11. U c C" es llamado un dominio de holomorfia si no existen abiertos
V yW enC" tales que:

=V es conexo y no estd contenido en U,
s fEFWcCUNV, i i
» Paratoda f € O(U) existe f € O(V) (necesariamente tinica) tal que f = f en W.

Dado un dominio de holomorfia U, se puede probar que es el dominio de existencia
de una funcién holomorfa al verificar que la familia # de funciones f € 0(U) tales
que U no es el dominio de existencia de f es de la primera categoria en (0(U), 7.):
Toma I un conjunto numerable denso en b U, y para cada par de abiertos V' y W tales
que V es un bola con centro en [ y radio racional, mientras W es una componente
conexa de U NV, prueba que para todo m €N, la familia 0,,(U, V, W) de funciones
f € 0(U) acotadas por m para las que existe f € @(V) con f = f en W, es densa en
ninguna parte en (0(U), 7.), y prueba que la unién numerable de éstas cubre a 7.

Mientras el dominio de Hartogs en C? claramente no es de holomorfia, todo domi-
nio en C es de holomorfia: para cualquier g, en su frontera, la funcién z_lao tiene una
singularidad en a,.

Sea U c C" un dominio. Supongamos que para toda sucesion (a;) C U que converge
aun punto a € bU, existe f € 0(U) que no tiene cota en (a;). Es un ejercicio para
el lector checar que U es un dominio de holomorfia. Sugerencia: Considera V una
vecindad de a y W un subconjunto abierto no vaciode UNnV conaebW.

Otros ejemplos de dominios de holomorfia incluyen a la familia de dominios con-
vexos, debido a que todo punto fuera del dominio convexo C se puede separar de C
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por medio de un hiperplano por el teorema de separacién de Hahn-Banach complejo
[3]: dado a4 € b C, existe v, € C" tal que

Re(ao,v0)>Re(u vy), paratodo u € C,

de modo que f(z)= -y es holomorfa en C'y tiene una singularidad en a,.

_zau

Dado que los dominios de holomorfia forman una familia relativamente grande,
nos interesa caracterizarlos. Entre 1910 y 1911, Levi sento las bases para hacer esto
localmente en el caso de dominios cuya frontera es de clase C2. Sus observaciones se
basan en una caracterizacion de las funciones convexas de clase C? por medio del
Hessiano.

Definicién 3.12. Decimos que Q2 C C" tiene frontera C? si existe una funcionR-valuada
r de clase C? definida en una vecindad U de b tal queUNQ={z€ U :r(z) <0} y
dr(z)#0 en todo punto z € bQ). Ar se le llama funcién definitoria de b<).

Proposiciéon 3.13. Si un dominio Q2 C R?" es convexo y tiene frontera C? dada por una
funcién definitoria r, entonces para todo z € b,

_ 2n .
szlaxjé’x ){ilk20, paratodo € T,(bQ)={l €R Za (z)¢;=0}. (9)

Demostracion. En efecto, si z € bQ entonces r(z) = 0. Mas aun, si 4 € R*" es no nulo,
||l es pequenay u € T,(bSQ), es decir d r(z)(u) =0, por la convexidad de 2 obtenemos
que r(z + u) > 0. Ahora, como r es de clase C?, desarrollando r(z + 1) en series de
Taylor alrededor de z obtenemos,

0< (e +4) = r{e)+ dr(z)w)+ " Hess(r)elu + R()(u) 10)

donde R‘[‘Z)”(f ) 0 conforme u— 0. Luego, si { es el vector unitario u/||u||, dividiendo
por ||u]|? y tomando el limite cuando y — 0,

1 R 1
0< ={"Hess(r)(z){ +1im (2w —{"Hess(r)(z){.
2 w0 Ul 2
Finalmente, multiplicando ¢ por cada escalar real, uno obtiene lo deseado. O

Veamos como podemos interpretar la ecuacion (9) en sentido complejo:
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Proposicién 3.14. En forma compleja, el Hessiano real de r € C? se escribe como

S~ R t t tit 11
Z ax,ax (258 = e(z a2 a (<) ’“)+jkzlazjazk(z) e G
dondet;=0,; 1 +i{sjyzj=Xj 1 +ix;, 1< j<n.
Demostracién. En efecto, para cada j,k€{1,...,n},
2%r 1 0 1 0 1. 0 1 0
= +rm)o (Gt )
3zjﬁzk 2 ﬁxzj_l 1 6x2j 2 ﬁxzk_l 1/ 3x2k
1 2%r 2%r 1 2%r 2%r |
4 3x2j_16x2k_1 3x2j8x2k 4i 8x2j3x2k_1 3x2j_13x2k ’
luego
Re(2rE) 7)1 TrE)  TTE L)
3zlazk itk 4 axZ] laka 1 aijaka 2j=152k-1 2j>2k (12)
1 9%r(z) 0%r(z)
1 32,0 Xy r 3x2j,lax2k)(g2j71§2k+§2jg2k71)'
Mientras tanto,
o%r 0 1 0 1. @ 1 0
— = t-5—)o — =" )r
02j0Z; 2 0xpj 10Xy 2 0Xpq 10X
3 o%r 2%r ) 1 2%r o%r
4°0Xj 10Xy O0XpjO0xpr” 41 0Xpj0Xppy1  OXpj10 Xk
por lo que
2%r(z) — 1 9%r(2) 2%r(z) .
—— == 18k ; —si Lok
5z]6’zk k=7 8210 X axgjaxz,c)(ng 180k—1+ 82 8ok + (L2182 + {28 2k-1))
1 2r(z) 9%r(z) .
1 32,0 s - 32,10 10 N—C2j18ok +¢2j8ok—1— i(Z2j—182k1 ﬂ@j@zkn-
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Entonces, sumando (12) y (13), obtenemos que

%r(z)  —\ 0%r(z) —

Re(azjazktjtk) 0z; 8_t/tk

1 r(z) _
- Em[gﬂ—lg%—l +i/2(—2j18ok + {28 ok-1)]

1 02
+§6x2]r3(2)2 [C2j 2k +i/2(=C2j18ak +C2j¢2k-1)] (14)
+l —32 e [£2j8ok—1—i/2(82j-182k—1+ {28 2k)]

2 0%2,0 Xk 2jS2k—1 1/ &(62j-162k—1 T 62j6 2k

1 02

Eaxzj_rl(azic [C2j182k + /28218201 + 82 C20)]

(522 )+ S0

- %%MZHQH —1/2(=C2j182k +¢2jC2k1)]

* % 612;6(? [€2C2k —1/2(=C2j1 8ok +82j8ok-1)] (15)
+ %%[Czﬂ%_l +1/2(L2j 1 8ok +L2CaK)]

* %%[521—&%_i/z(ng‘—lgzk—l + 85 C2k)]

Por tanto, al sumar sobre k y j entre 1y n, claramente los términos imaginarios en
(14) y (15) desaparecen y obtenemos lo deseado. O

Asi, si r satisface (9), entonces,

—~  J%r
R t >0 todo t € T,(bQ2
e(];@zjazk Z 6’213_ D para todo ¢ € T,(b12).
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Si ¢ serestringe al espacio tangente complejo TZC(bQ) =T, (bQ)NiT,(bQ), entonces
también it € TC(bQ), asi que debido a (11),
L 9%r y 9%r _
—R ———(@)tit)+ > ———(2)t; =0 todo t € TE(b0),
e(;lazjazk(z) jt) ];azjaz_k(z) jT > 0 para todo t € T.5(b9)

por lo que al promediar las dos ecuaciones anteriores obtenemos que

n
o%r _
L, (rt):= Z ———5—(2)tjfr =0 paratodo t € TZC(bQ),
=1 7 Zj 7 Zl
donde Z,(r, t) es llamada la forma de Levi o el Hessiano complejo, y a la ecuacién
anterior se le conoce como la condicién de Levi.

Definicion 3.15. Dado un dominio Q con frontera C?, decimos que Q) es Levi pseudo-
convexo en z si se satisface la condicion de Levi en z. Mds atin, si la forma de Levi de r
en z es estrictamente positiva cuando t # 0 estd en el tangente complejo, decimos que
es estrictamente Levi pseudoconvexo en z.

Debido a los célculos anteriores, hemos probado el siguiente enunciado.

Proposicion 3.16. Los dominios convexos en C" son Levi pseudoconvexos (en todo
punto de su frontera).

Lo mismo pasa para todo dominio en C, debido ala vacuidad dela condicién de Levi
en tal caso. En general, Levi demostré que todo dominio de holomorfia con frontera C?
es Levi pseudoconvexo. La prueba usa técnicas de subvariedades complejas y utiliza
que la pseudoconvexidad de Levi es un invariante bajo mapeos biholomorfos locales
[4, Cap. IT].

Por ejemplo, la funcion r(z)=||z||?—1= Z;’zl zjz;— 1 satisface que % =0,
asf que Z,(r, r)=||r]|* > 0 para todo z € C". En este caso el Hessiano complejo es, mas
aun, positivo definido en todo C”. En consecuencia, dado que r es funcién definitoria

de la frontera de la bola Euclidiana en C", obtenemos que B(0, 1) es estrictamente
Levi pseudoconvexa.

4. APENDICE

En esta seccién enlistamos los resultados de una variable compleja, andlisis funcio-
nal y series de potencias multivariable necesarios para comprender este trabajo.
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Teorema 4.1 (Teorema de Morera). Si una funcion continua y C-valuada definida en
un abierto D c C satisface que
f f(z)dz=0
7

para today curva cerrada de clase C' a pedazos en D, entonces [ es holomorfa.

Teorema 4.2 (Teorema de Cauchy-Goursat). Siuna funcién C-valuada es holomorfa
en un dominio simplemente conexo D C C entonces

ff(z)dz =0
r

para today curva cerrada de clase C' a pedazosen D.

Teorema 4.3 (Teorema de separaciéon de Hahn-Banach real). Si C c R” es convexo y
abiertoy x e R" \ C entonces existe una funcién lineal L : R" — R tal que L(x)> L(y)
para todo y € C.

Teorema 4.4 (Teorema de separaciéon de Hahn-Banach complejo). Si C c C" es con-
vexo y abierto y x € C" \ C entonces existe una funcién C-lineal L : C" — C tal que
ReL(x)> ReL(y) paratodoy € C.

Teorema 4.5 (Lema multidimensional de Pringsheim). Una serie de potencias con
coeficientes reales no-negativos es singular en los puntos de la frontera de su dominio
de convergencia cuyas coordenadas son todas no-negativas.
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APLICACIONES DE TEORIA DE GRUPOS EN OPTICA CUANTICA

JUAN JESUS DIAZ GUEVARA, ANDRES GARCIA SANDOVAL,
OMAR VLADIMIR MACIAS SANDOVAL, IVAN FERNANDO VALTIERRA CARRANZA

RESUMEN. Estas notas contienen una breve bosquejo de la aplicacién de
teoria de grupos en especifico grupos de Lie en la 6ptica cudntica y fueron
preparadas para la VIII Escuela de Verano en Matemadticas 2024, (CUCEI,
U.de G.). Estas notas estdn completamente basadas en los textos [1],[2] .

ABSTRACT. These notes contains a brief sketch of the application of group
theory specifically Lie groups in quantum optics and they were prepared
for the VIII Summer School in Mathematics 2024, (CUCEI, U.de G.). These
notes are completely based on [1],[2] .

1. INTRODUCCION

La mecénica cudntica surge a principios del siglo X X teniendo su progreso formal
a partir del ano 1920. Con el tiempo la mecanica cudntica se separ6 en varias ramas, en
los afios 1950 los estudios se ocupaban en la interaccién entre la materia y la luz desen-
vocando en la invencién del méser y ldser surgiendo asila 6ptica cudntica. En primera
instancia se presentan conceptos basicos y métodos operacionales escenciales para el
desarrollo de la 6ptica cuéntica.

2. NOTACION DE DIRAC

Usando la notacién de Dirac, un vector serd denotado por el siguiente simbolo | )
conocido como ket. El espacio de Hilbert es un espacio vectorial lineal complejo, equi-
pado con con la definicién de producto escalar y generado por un conjunto completo

2000 Mathematics Subject Classification. 82B44.
Palabras Claves. grupos de lie, mecdnica cldisica, mecénica cudntica, 6ptica cudntica.
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de vectores.

2.1. Espacio vectorial lineal. Si /1) y |{’,) son vectores en un espacio vectorial
lineal complejo, entonces la combinacién lineal a,|y;) + a,|y’,) para coeficientes
complejos a;, a, arbitrarios es también un vector en el mismo espacio.

Un conjunto de vectores [Y;), ..., [ n) se dice que es linealmente independiente si
N
Z a|y n) =0,
n=1
implica en que a,, =0 para todo n =1, ..., N. La dimensi6n del espacio vectorial viene
dada por el nimero méaximo de vectores linealmente independientes.

2.1.1. Producto escalar. Se dice que un espacio de Hilbert es Euclideano si es posible
asociar con cada par de vectores |y), |¢) un nimero complejo, denotado como (¢ |y)
tal que

1. (@)= (Y|¢)* aqui * denota la operacién de complejo conjugado;

2. Si|y) =a)lyn) + axly,) entonces (@|Y) = c1{Ply1) + 2P ly2);

3. (Yly)>0;

4. (YY) =0siysoblosi|y)=0.

Un conjunto de vectores |e;), ..., |e,) se dice que es ortonormal si

(ejlej)=0;;, i,j=1,..,n.

2.1.2. Completez. En un espacio vectorial de dimension finita n, siempre existe un
conjunto de n vectores linealmente independientes {|1/;)}, llamados vectores base,
tal que cualquier vector puede ser expresado como un combinacién lineal

)= cilypa).

Larelacién de completez es

i|¢i>(¢i|=ﬂ,
i=1

donde I es el operador identidad. Los niimeros complejos a; pueden ser determi-
nados tomando el producto escalar sobre los vectores ortonormales {|¢;)}, es decir

a; =(p;ly).
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Sin embargo tal expansién no tiene por que existir si el espacio es de dimensién
infinita. Hasta el momento hemos asumido que los vectores base son numerable. Sin
embargo, hay ocasiones que requieren que trabajemos con una base | y) etiquetada
por un pardmetro continuo y. La condicién de ortonormalidad es

lny=6(x—x", o)
siendo 6(x) una distribucién conocida como delta de Dirac.

2.1.3. Ejercicio.
= Sia <y < b exprese la expansion para el vector ) en términos de los vectores

base |y).
2.1.4. Operador. Laregla de transformacién
Aly)=19), 2)
que asocia a un vector en el espacio otro vector en el mismo espacio, la llamaremos
operador.
Un operador A es lineal si para cualquier niimero complejo a,, a,,
Ala ) +aslg) ) =(arAly) + a,Alg) ). 3)

2.1.5. Ejercicio.

» Obtenga una representacién discreta para el operador A considerando una
base ortonormal {|e;)}.
= Obtenga una representacion continua para el operador A en la base |&).

2.1.6. Operaciones algebraicas con operadores lineales.
1. Eloperador definido por [A, B] = AB— BA es llamado conmutador. Si [A, B] =0,
se dice que Ay B conmutan.
2. Si m es un entero positivo entonces A™ denota A multiplicado consigo mismo
m-veces.
3. Una funcién F(A) puede ser definida por su expansién en potencias del opera-
dor A. De particular interés el exponencial de un operador es

o 1
exp(A) = Z —'A’”.
ed 1!
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4. Eladjunto de A denotado por A" es definido por la relacién

(@lA1p) = (Y| AT|p)".

5. Si para el operador A existe un operador B tal que BA=AB = I entonces B es
llamado inverso de A, el cual es denotado como A1,
6. Un operador H es llamado hermiticosi H=H?.
7. Un operador U es llamado unitariosi UUT=U0 =1.
8. Si un operador A conmuta con su adjunto, entonces es llamado operador
normal.
9. La suma de los elementos diagonales de un operador en su representacién
matricial es llamada traza del operador y se denota como Tr(A).
10. Si[y) estal que
Alp) =Alp), @
donde A es una constante entonces [) es un eigenvector o eigenestadoy A es
el correspondiente eigenvalor de A.
= Los eigenvalores de un operador hermitico son reales.
= Cualquier operador normal en un espacio n—dimensional posee n eigen-
vectores que son ortonormales.
11. Siun vector |1(¢)) o un operador A(¢) es una funcién de un parametro escalar
t, su derivada con respecto a ese parametro tiene el significado usual que para
funciones numéricas.

S = (S5 ew) ®
Lo = (ol )ien)+ ol Sew) ®
d . . (d .\ - S od
A, = (EAI)..AH+...+A1...EA". 7

12. Sea S un operador no singular. La transformacién definida como
S'AS=8B
es llamada transformacion de similaridad de A por B.
2.1.7. Ejercicio.

» Verifique que BF(AB)= F(BA)B.
s Verifique que (ABC)" = CTBTAT,
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Verifique que el valor de la traza es ciclica y que la traza de un operador es
independiente de la base.

Verifique que det[exp(A)] = ™.

Verifique que

verifique que
1

d N aod o N
Eexp(A(t)):f exp[uA]EAexp[(l—u)A]du.

0
Verifique que

[STTAS" =871A™S,

S7'F(A)S = F(§'AS).
Verifique que si S = exp(t P), entonces
A(r)=8"1AS = expl—tLplA
donde

Considere Is matrices
A:( ix y-l-‘lz),B:( ia ﬂ-l-.l‘)f)’
—y+iz —ix —B+iy —ia
obtenga :

* [4B],
o Tr(AB).
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3. TEORIA DE GRUPOS

Una coleccién de elementos G junto con una operacién binaria (llamada o) es
llamado grupo si satisface los siguientes axiomas:

= Asociatividad: si x, y y z estdn en G, entonces
xo(yoz)=(xoy)oz.
= Elemento identidad: G contiene un elemento e tal que, para cualquier x € G,
Xoe=x.

= Elemento inverso: para cada x en G existe un elemento denotado por x ' € G,

tal que

xox'=e.

= Un grupo es Abeliano (conmutativo ) si
xoy=yox Vx,yeG.

Un subgrupo S de un grupo G es una coleccién de elementos de G que ellos mismos
forman un grupo con la misma operacién binaria.

Dos grupos G, y G, con operaciones binarias o y * respectivamente, son isomorfos
(es decir son identicos en sus propiedades de grupo) si hay un mapeo f 1—1de G;
sobre G, que respete las operaciones de grupo

flxoy)=f(x)*f(y).

3.1. Grupo deLie. Considerese una variedad G de clase C*° de dimensi6n n y que
tiene el siguiente mapeo diferenciable: cualquier elemento g € G se mapea h — gh
(traslacion izquierda por g) o h — hg (traslaciéon derecha por g). En general no asu-
miremos que el grupo es Abeliano, es decir (hg # gh) y denotaremos el elemento
identidad por e. Cualquier vecindad de e se mapea mediante traslacién ala izquierda a
lo largo de un g particular hacia una vecindad de g. Debido a que el mapa lleva curvas
a curvas, mapea vectores tangentes en e (elementos de T,) a aquellos en g. Este mapeo
es llamado L : T, — T,. Ahora consideremos un campo vectorial V sobre G y se dice
que es invariante por la izquierda si L; mapeaVene aVeng: L, :V(e)—V(g) Vg €G.
Por la ley de composicion de grupo se tiene que Lg mapea V(h)— V(gh) Vh € G, esto
nos da una definicién de campo vectorial constante sobre G.
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Si VY W son dos espacios vectoriales invariantes por la izquierda, entonces Lg
mapea {V,W}(e) — {V,W}(g), entonces el campo {V, W} es invariante por la ziquierda,
esto nos lleva a concluir que un campo vectorial que es invariante por la izquierda
es un dlgebra de Lie, denotado comunmente como dlgebra de Lie de G, £(G) o g. Esta
dlgebra de Lie, estd completamente caracterizada por sus constantes de estructura c,ﬁ_ .
definidas como sigue: Sea {V;,i = 1,..., n} una base para el dlgebra de Lie, entonces
podemos escribir

Vi, Vi}=c,V;.

Consideremos una curva integral de un campo vectorial invariante por la izquierda
V que pasa através de e y tiene un solo vector tangente v, en e y un parametro ¢ para
el cual corresponde e cuando ¢ =0. Ahora bien, los puntos sobre la curva pueden ser
localizados por la exponenciacién de V, es decir exp(#V). Podemos denotar los puntos
de G sobre esta curva por

gv.(t)=exp(tV).

Como la exponenciacidn, tiene por definicién la propiedad

exp(z,V)exp(t, V)|, = exp[(f, + ,)V]|.,

los puntos sobre la curva integral forman un grupo,

gve(t + 1) =expl(t; + ,)V]|, = exp(t,V)exp(5, V)|, = gV L)V (11).

Esto es llamado sub-grupo uniparametrico de G.

3.2. Algebrade Lie. Cada grupo de Lie tiene su dlgebra de Lie.Un dlgebra de Lie es
un espacio vectorial sobre el cual esta definida la operacion [, ] la cual produce de dos
vectores A y B otro vector [A, B] satisfaciendo:

= [A,B]=—[B,A]
= [A [B,C]]+[B,[C,A]]+[C,[A,B]]=0.

Vale la pena mencionar, aunque sin demostrar, que cada dlgebra de Lie es el digebra
de Lie de uno y s6lo un grupo de Lie simplemente conexo. Sin embargo algun otro
grupo de Lie que comparte la misma dlgebra de Lie pero el grupo no es simplemente
conexo es cubierto por el que silo es.
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3.3. Elgrupo SU(2). El grupo SU(2) es el grupo de todas las matrices g 2 x 2 que
satisfacen las siguientes condiciones
= detg=1
= g'g=1,
donde g = g* es el hermitico conjugado de g. Este grupo es un subgrupo del grupo
especial lineal SL(2, 6¢) el cual consiste de matrices complejas 2 x 2 con determinante
1.

g= (‘; g) eSLE2,6).

La condicién de unitariead se cumple para 6 = a* y y = —f*, y por lo tanto la
condicién del determinante es

lal*+|B[*=1. (8)

Es decir, cada elemento de SU(2) es determinado univocamente por un par de nime-
ros complejos (@, ) bajo la condicién

g=(_“,§* f) esUQ).

3.3.1. RelaciénconS®. Sitomamos a = (u')+i(u?)y B =(u®)—i(u*)donde (u'),(u?), (1), (u*) €
2, entonces la condicién (8) puede ser reescrita como

(W' P+ + (P + (' =u? =1,
que describe una esfera unitaria S centrada en el origen de un espacio real Eu-

clideano de dimension 4 E*. Ya que los parametros u“ estdn sujetos a la condicién
|u?| <1, SU(2) es un grupo compacto. Por el siguiente mapeo biyectivo

9

1, 74,2 3_ ;.4
ul+iu u’—iu
@:uz(ul,uz,us,u“)»—)( )

—udb—iut u'—iu?
satisfaciendo la condicion || u||> = det® = 1, en este sentido podemos identificar la

variedad del grupo SU(2) con la esfera S3.
El punto u=(u!, u?, u3, u*) € S® puede ser parametrizado con los dngulos de Euler

(60,0,9)
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+

ulzucos—cos('b Y
2 2
(7] +

uzzucos—sin¢ Y
2 2
0 _

u3=usin—sin¢ Y
2 2

u4=usin—cos¢_w
2 2

193

(10)

(11)

(12)

(13)

dondeu=1,0<60 <7 0< ¢ <21y0 <y < 4r. Con esta parametrizacion, un

elemento de SU(2) es expresado via el mapeo (9) como

)

=

i sin g exp(—i %) cos Zexp(—i 23¥)

9 D . .0 . p—Y

COS 5 € 1 1S e 1——
g(g’(p,w):( 2 Xp( 2 Xp(l %r'))
2

que puede ser factorizadon en la siguiente forma

g(0,9,y)=g(¢,0,0)g(0,6,0)g(0,0,v)
donde

ei®/2

g((p’oro):( 0

0

[ cos§
g(O,G,O)—(isin%

eiw/z

8(0»0,1,0):( 0

0
e7i¢/2 ’
. .9
lsm§)

2] ’

cos 3

0
e—iv/2 |

Esta es la descomposicién de Cartan de SU(2). La medida invariante es

dmw=1&ﬂ

la cual estd normalizada a

sin0d0dpdy,
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La integral sobre SU(2) expresada en términos de los dngulos de Euler es

b 21 41
f(g)du(g)=(16n2)‘1f f f f(@,0,¢)sin0dOdpdy.
0 0 0

SU(2)

3.4. Algebra de Lie su(2). El producto interno de dos matrices Ay B es definido
como
(A, B)=Tr(AB").
La norma de A definida por
14| =(4,4)2
satisface la desigualdad

IAB| < [lA[ ]BII,
y por lo tanto la exponencial de A definida por la serie

oo An
expl) = > 2
=0 n.

es convergente. Suponga que cada componente de una matriz g € SI(2, 6) es una
funcién continua de un parametro ¢ . Entonces g puede ser puesto en la forma

B . _Ldgl(t)
g(t)=exp(itA), A__lltlir& ar

La matriz A introducida anteriormente es llamada generador infinitesimal del gru-
po uniparametrico g(t). Paraun g € SU(2), A es una matriz hermitica 2 x 2. La matriz
hermitica A(= A") es una representacién del dlgebra de Lie su(2) de SU(2).

Las matrices de Pauli

(o 1) (o =iy (1 o
1711 0)%27(i 09T \o 1)

proveen una base ortogonal para el dlgebra de Lie su(2); es decir, cualquier elemento
A de su(2) puede ser descompuesto en la forma

3
A =Zﬂk]k
k=1

donde J;. = %ok (k=1,2,3).
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Es fécil verificar que las matrices J; satisfacen las reglas de conmutacion
U kl=ils [ Bl=ih [ hl=ik.
El elemnto casimir del grupo viene dado por
Q=J +T;+J;

el cual conmuta con cualquier Ji. Los tres conjuntos de elementos de SU(2) corres-
pondientes a las matrices J;. (k =1,2,3) de su(2) son

t (S 4
COS 5 181N 5
— ; — 2 2
=expltt =1 . .
81 p( ]1) (l sSin % COoS % )

t LI
COS Et sin Et )
—Sim 3 COS3

g =exp(it )= (

. eit/Z 0
83 = exp(it]3) = ( 0 e—it/z)v

Con estas relaciones, el elemento g(¢, ,v) expresado en angulos de Euler puede ser
escrito como

g(9,0,y)=e'"he!eVh,

3.5. Representacién de SU(2). Una representacion de SU(2) puede obtenerse como
caso especial de la representaciéon de SL(2, ¢). El grupo SL(2, ¢) actua en el plano
complejo 62 de todo vector filaz=(z,, z,) donde z,, z, € 6. Un elemento

_(a B
g= (7’ 5) €SL(2,%)
tomazenz =zg € ¢2.. Mas explicito, le corresponde una transformacion lineal de
62,
(21,25)8 =(az1 + 722,21+ 02,)

satisfaciendo z(gg’) = (zg)g’ para cualquier g,g’ € SL(2,%¢). La accién de SL(2, %)
sobre 6? es transferida al espacio V de funciones f(z) de dos variables complejas
definida por el operador T'(g) tal que T(g)f(z)= f(zg) o

T(g)f(z1,22)= flaz, +72, Bz + 0 2,).
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Obviamente T(gg’) = T(g)T(g’) vy T(1) = 1. Asi T(g) es una representacion de
SL(2,). Una representacion T/(g) puede ser construida en el espacio V; de todos
los polinomios homogeneos de gardo 2j con j =0,1,2,...,

J
_ j+m _j—m
p(z1,2)= E G

m=—j

La representacién T/(g) puede ser realizada mas convenientemente en el espa-
cio de todos los polinomios de grado 2 en una sola variable compleja z,/z, = z.
Sea ¢(z) = p(z,1). Entonces p(z,,2,) = zzzjcp(zl/zz), entonces en el espacio p(z), la
representacion T/(g) viene dada por

‘ . (az+y
Ti(g)p(e)= B2+ 57 o gk ).

() =(b2+0 10| 5+

La representacén D/ para SU(2) puede obtenerse simplemente remplazando y =
—B*y o =a*, es decir

Digp(a) = (pa+a Py (b (14

Si el producto interno (¢4, ¢;,) en V; es definido por
J

(i a,,zitm, i bmzj+m)= Z (j+m)(j—m)a,b’

j==m m=j m=—j

podemos decir que para cualquier elemento g € SU(2),
(DI (8)pa D (8)¢1)=(9as ¥)
esto quiere decir que D/(g) es unitaria.

Asi las matrices J;. que son la base ortogonal de su(2) pueden serrealizadas en el
espacio de monomios I,Lf;.”(z) = N,,z/*™ (—j < m < j) sobre el circulo S! = {z =
e'?|0 < ¢ <27} de la siguiente forma
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. . d . ,
DI = —i—=D/(g1e" iz (15)
.d . .t b t ..t
= —lE[(lzsmE+cos§)f m(zcosE+lsm§)“m]|,zo (16)
1 . .
= 5[(j+m)zf+m_1+(j—m)f+m+1]. 17

3.5.1. Ejercicios.

s Obtenga D/(J,)z/*™ y DI(J;)zI*™
= Definiendo a las matrices J. = J; £ i J, obtenga D/(J.)z/*™
= Obtengalasrealizaciones para J. y J; actuando sobre la funcién ortonormaly) ;."(z) =

[ +m)Gi—m) 2z 4m

3.6. Elementos matriciales de D/. Los elementos de matriciales del operador D/
vienen dados por

D, ,(8)=(D (W (2), Y (2) = (j, mID (gl j,n)

D} (g)=(j,mle'*"e!%e!Vh|j,m) =™ eV a], (6)

donde d,’;,,n(e) =(j,m|e®%|j, m) es conocida como la funcién d-Wigner.
Los elementos de matriz presentan las siguientes propuiedades de ortogonalidad

1

DI (9D, (8)du(g) = ——6; 1B mmBum 18)
LU(Z) 2j+1 Y

§ ok i’ . 1
J:) dr]nn(e)d,;/n/(e)SdeO = m(s”vgmngnn/ (19)

El producto de dos elementos matriciales D/ es:
2j

: : 2lAL cps  cia o
Dr{p(g)DS];(g) - ; 2j +1 Cj,r:l,s—r Cj,p:lq—stjr,q—p(g)’ (20)

donde ij,‘:;l,s—r y Cj{ﬁ;lq_p son los coeficientes de Clebsch-Gordan.
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3.6.1. Coeficientes de Clebsch-Gordan. Consideremos dos subespacios etiquetados

5 35
por los indices J; y J,, las componentes de cada subespacio satisfacen las relaciones
de conmutacién del dlgebra su(2). Consideremos dos subespacios etiquetados por

T 5 5 . . .
los indices J; v J,, las componentes de cada subespacio satisfacen las relaciones

5 35
de conmutacién del dlgebra su(2), ademds los eigenvectores de J, y J, son | j;, m;) y
| j», M) respectivamente tal que

f12|j1m1) = hlh+Dljim),
f1z|f1m1) = mljim),
?22|j2m2> = jojo+Dljamy),
f21|j2m2) = my|jamy).

Consideremos ahora los dos subespacios juntos, de tal forma que son diagonaliza-
dos por la base conjunta

|15 Jos Mump) = | jimy) ® | jomy),

la cual es una base completa y ortonormal.

3.6.2. Ejercicio.

- 3 4 o o .
= Obtenga la accion de los operadores ]12, ]22, J2,» Jo, enlabase |y, jo; my, my).
= Pruebe que la base conjunta es completa y ortonormal.

EY i SIS . . N
Sea J larepresentacion de la suma J = J; + J,, se quiere los eigenvaloresde J y J,
. . . 35, 35 4 a .
en terminos de los eigenvalores y eigenvectores de ]12, ]22, Jz,» I, es decir

Pljvjssim) = ju(Gi+Dljajos jm),
Pljjesjm) = jolo+Dljajus jm),
Pljjesjm) = j(j+Dljajos jm),
Lliksim) = mljijs; jm).

Para cada j el valor m tiene 2 j + 1 valores permitidos que corrende —j <m < j. Ya
que j, y j» son valores fijos optaremos por usar la notaciéon

|j1s Jos jym) — |j, m).
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Siendo la base | j, m) ortonormal y completa
J
DD limy,ml=1 21)
j m=j
<j/, m/|j,m>=5j,j/5mvm/. (22)

El espacio donde opera la representacion total f es generado por la base | j, m), este
espacio es conocido como espacio producto y este espacio es el mismo que el generado
por la base | ji, j,; my, my), que es el espacio que incluye a los subespacios 1y 2. La
conexién entre ambas bases viene dada por

|j,m): Z |j1,j2;ml,m2)<j1,j2;m1m2||j,m) (23)
ny,my
_ jm P
- Z le,ml;jg,mzl-h’]z’ my, m2>' (24)
my,m,
Los coeficientes C jjl ":11, Jym, SON los elementos de matriz de la transformacién unita-

ria que conectan a ambas bases. Algunas propiedades ttiles son:
1. Propiedad de simetria:

A 2c+1 4 | 2c+1
oy _ b Y _ = b—f  _ = bp
Caa;hﬁ - (_1)a+ e Chﬂ;aa - (_l)a ¢ 2b+1 Caa;c—y - (_1)11 “ 2b+1 Ccy;a—a

2. Relacién de ortogonalidad

j=hth

jm j»m _
i=|j1— ol Z Cj"m‘;jz’mz lem{;jz,mg a 5m1m{5m2m§-
J=li—al m==j

3.7. Expansion en Fourier. Cualquier funcién cuadraticamente integrable sobre
SU(2) puede ser expandida en series de Fourier

oo j Jj
=Y > @j+1a],,D} (g

2j=0m=—j n=—j
donde los coeficientes son

aj, = f f@D),(&)du(g)
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En particular, si consideramos la parametrizacion de dngulos de Euler y la funcién
no depende del dngulo 1, es decir que es cuadraticamente integrable en S?, entonces

[ee]

J
f(0,9) =Z Z.(Zj + l)a,f;ze"m"’ij(cosH)
m=—j

j=0

donde Pj’”(cos ) =) ([i+m)/(j— m)!d,{lo(ﬂ) son los polinomios asociados
de Legendre.
3.7.1. Ejercicio.

= Obtenga los coeficientes a,],;

4. EL GRUPO SU(1,1)
El grupo especial pseudo-unitario SU(1, 1) es el grupo de todas las matrices 2 x 2 g
que satisfacen las siguientes condiciones
= detg=1,
. gfo'fig =03,
donde o35 es el tercer elemento de las matrices de Pauli. Un elemento g de SU(1,1)
es una matriz pseudo-unitaria unimodular 2 x 2 que tiene la forma

(e B
g_(ﬂ* a*)

donde a y  son nimeros complejos que satisfacen la condicién
2 2_
la”=|BI"=1.

El grupo SU(1,1) es isomorfo al grupo SL(2, #) que consiste de todas las matrices
reales unimodulares 2 x 2. Tomemos una matriz unitaria, por ejemplo

11 =i
C_Eli'

La transformacién unitaria g = chc’ toma una matriz unimodular real i en
una matriz unimodular pseudounitaria g. Asi tenemos un isomorfismo SU(1,1) =
cSL(22,%)ct.

Cualquier elemento i € SL(2%) puede ser descompuesto de la siguiente forma

h=hyhzh,
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Esta descomposicién es conocida como la descomposicion de Iwasawa de h €
SL(2,2). Por el isomorfismo g, — chc' de SL(22) a SU(1,1), tenemos tres subgrupos
uniparametricos

go = chyc' = (ei:p/z

0
0

=it /2) clase eliptica,
3
ge=chec'= (cosh 5

Sinh% 2:)2};1%) clase hiperbolica,
1+in/2  —in/2
= t_
h,=ch,c'= ( in/2

1—in /2) clase parabolica.
La clase eliptica es un subgrupo compacto de SU(1,1), mientras que la clase hiper-
bolica y parabolica son subgrupos no compactos.
4.1.

das por los dngulos de Euler modificados

Parametrizacién de SU(1,1). Las matrices de SU(1, 1) pueden ser parametriza-

g(¢,9,l/))=(

cosh §ei@+¥)/2 sinh § ¢ /9—¥)/2
sin & —il9—)/2

cosh%ei(‘p*w)/z)

donde 0 < ¢ <27,0< 60 <oc0y0 <Y <4y al igual que SU(2) admite una
descompisicién de Cartan.

Mientras que SU(2) es un grupo compacto SU(1,1) no es compacto. Sin embargo,
podemos decir que es localmente compacto en el sentido que cada elemento de
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SU(1,1) vecindad compacta. Si f(g) es una funcién integrable sobre SU(1,1), entonces
la integracién puede llevarse a cabo de la siguiente manera

1 Am pr2m 0O ‘
167T2J;) L L f(0,¢,y)sinh0dOdpdy.

f f(g)du(g)=
SU(1,1)

4.2. Algebrade Lie su(1,1). Cualquier elemento g del grupo SU(1,1) puede ser gene-
rado por un elemento A del dlgebra de Lie su(1, 1) como

g =exp(itA).

Si A es una matriz hermitica, entonces tenemos una representacion unitaria de
SU(1,1), en general cualquier representacion unitaria de un grupo no compacto es
infinito dimensional. Cualquier elemento de su(1, 1) puede ser dado como una com-
binacién lineal de tres elementos independientes J;, J,, /3, los cuales satisfacen las
relaciones de conmutacion

[]1,]2] =—ifs, Uz:fs] =il []3»]1] =i).

Los elementos de su(1, 1) pueden ser representado en terminos de las matrices de
Pauli;
o o 1
= 290 b= 502 J3= 593
Los tres conjuntos de elementos de SU(1,1) correspondientes a las matrices J;. (k =
1,2,3) de su(1,1) son

coshf sinh
sinhf cosh

g1=eXp(it]1)=(

. coshf —isinhZ
gzzexp(ltjz):(isinhzé COSh%Z)

. eit/2 0
83 = exp(it)3) = ( 0 eit/Z)’

Los primeros dos elementos generan los subrupos no compactos de la clase hiper-
bolica mientras que el Gltimo elemento genera al subrgrupo compacto.

Con estas relaciones, el elemento g(¢, 8,1) exxpresado en dngulos de Euler puede
ser escrito como

g(9,0,y)=e'?he!eVh,
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El elemento de casimir del digebra de Lie su(1,1) es
Q=J-Jt -}
el cual es hermitico pero no es positivo definido.
4.3. Representaciones de SU(1,1). Las representaciones del grupo SU(1,1), que son

de dimension infinita, pueden ser caracterizadas por los eigenvalores del casimir Q y
el operador compacto J;, actuando en la base | j, m) de la siguiente forma

Qlj,m) = j(j+1)lj,m) (25)
Llj,m) = m|j,m) (26)
Jilj,m) = [m(m+1)—j(j+D]Y?|j,m£1), 27

con Jy=Ji i)
Estas representaciones son caracterizadas por J y m en

1. Serie principal o Serie continua
1
Cj:]=—§+zs(0<s)

2. Serie discreta positiva (negativa)

1 3
. s L 3 . i
Dj(Dj).]— > 1, 2,...m— j—j+l,.(m=j,j—1,..)

3. La serie suplementaria no sera aborada.

4.4. Elementos de Matriz. Los elementos de matriz en la base estandar son
j — (i ipJs ,i0), i)y - — i i j
Drfnn(g)—(],m|el¢sel Ze”p3|],n)—e”"¢e’"‘/’b,jm(9) (28)

donde b, ,(0)=(j, m|e’®%|j, n) el cual es conocido como la funcién de Bargmann,
siendo una funcién real y satisface la siguiente relacion de ortogonalidad para la serie
discreta

f D3 (0)D7,(0)Sinh 00 = (2 +1)76 118y B
0
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5. MECANICA CLASICA

5.1. Estructuras simplécticas y de Poisson. Definicion: Sea P una variedad y sea
Z (P) un conjunto de funciones suaves y reales en P. Consideremos la siguiente ope-
racién denotada por los corchetes

L} Z(P)x F(P)— Z(P). (29)
El par (P,{,}) es llamado variedad de Poisson si {, } satisface
= bilineal {f,g}esbilinealen fyg,
» anticonmutatividad {f,g}=—{g,f}
» Identidad deJacobi {{f,g},h}+{{h,f} g}+{{g, h},f}=0
= Reglade Leibnitz {fg,h}=f{g, h}+gl{f, h}.
Las condiciones anteriores convierten el par (% (P),{,}) en un digebra de Lie.
Hay un tensor B en P, asignando a cada z € P un mapa lineal B(z): T;P — T, P tal
que
{f,g}(z)=(B(z)-df(z),dg(z)). 30)
Aqui (,) denota el emparejamiento natural entre vectores y covectores. Debido a la
anticonmutatividad B(z) es antisimetrico . Siendo z?,I =1, ..., M coordenadas en P,
(30) se convierte en
of dg

,g}=B" :
.8 dzl 0z7

Definicién. Sea P una variedad y 2 una 2-forma en P. El par (P,{2) es llamado una
variedad simpléctica si ) satisface

31

1. d2=0 es decir 2 es cerrado,
2. Qesno degenerado.

Definicién Sea (P,(2) una variedad simpléctica y sea f € 7 (P). Sea Xy un campo
vectorial en P que satisface

Q. (Xf(2), v)=df(z)-VveT,P. (32)

LLamaremos a Xy el campo vectorial Hamiltoniano de f. Las ecuaciones de Hamil-
ton son ecuaciones diferenciales sobre P dadas por

z=Xp(2). (33)

De hecho si (P, {,}) es una variedad de Poisson, hay tres maneras equivalentes de
escribir las ecuaciones de Hamilton para H € Z(P):

1. z2=Xy(z),
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2. f=df(2)-Xulz) VfeZ(P)
3. f={f,H} VfeZ(P)

6. FIBRADOS COTANGENTES

Sea Q una variedad (usualmente llamada espacio de configuraciones en sistemas
mecdnicos) y 7*Q es su fibrado cotangente. Las coordenadas g’ en Q generan coor-
denadas (q°,p j) sobre T*Q, llamadas coordenadas canénicas de T*Q.

Proposicién: Hay una 1-forma @ sobre 7*Q tal que cualquier eleccién de las coor-
denadas canénicas

©=pidq; (34)
O es llamada la 1-forma canénica. Definimos la 2-forma canénica 2 por
Q=—dO=dq' Adp;. (35)

Proposicion: (T*Q,2) es una variedad simplectica.
El corchete de Poisson en T*Q tiene la forma clasica
of o og 0
{f,g}z—f.—g——g.—f. (36)
oqidp; 9qidp;
Teorema Teorema de Darboux: cada variedad simplectica es localmente como T*Q;
es decir, sobre cada variedad simplectica finita, hay coordenadas locales en las que 2
tiene la forma (35).

7. MECANICA LAGRANGIANA Y HAMILTONIANA

Sea Q una variedad y TQ su fibrado tangente, también llamado espacio fase de
velocidades. Las coordenadas g’ en Q producen coordenadas (q’, §*) sobr TQ, llam-
das coordenadas tangentes. Un mapeo L : TQ — R es llamado Lagrangiano, el cua
frecuentemente tiene la forma L = K —V donde K(v)= %(( v, v)) es la energia cinética
asociada a una metrica de Riemmann ((,)) ydonde V : Q — R es una funcién potencial.

Definicion: Sea L un lagrangiano en T'Q yseaFL : TQ — T*Q definido (en coorde-
nadas) por
(q'.4)—(q"',p))
donde p; =0L/0 G’/. LLamaremos a FL el derivado d ela fibra. Un Lagrangiano es
llamado hyperrregular siF L es un difeomorfismo. Si L es un Lagrangiano hyperregular,
definimos el correspondiente Hamiltoniano por
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H(q',p)=piq'~L. (37)
El cambiode L en TQ a H en T*Q es llamado Transformada de Legendre.

8. POSTULADOS DE LA MECANICA CUANTICA

8.1. Postulado 1. Un sistema cudntico aislado estd descrito por un vector en un
espacio de Hilbert.

8.2. Postulado 2. Cada variable didmica le corresponde un operador hermitico.

8.3. Postulado 3. Si Ay B son operadores hermiticos asociados a variables clasicas
a'y b entonces el conmutador de dichos operadores viene dado por

[A,B]— ifi{a, b}

donde {a, b} es el corchete de Poissony 71 = h /27 con h siendo la constante de Planck.

8.4. Postulado 4. Cada acto de medicién de un observable A de un sistema en el
estado |1)) colapsa el sistema a un eigenestado |a;) de A con amplitud de probabilidad

aily)I?.

8.5. Postulado5. Laevolucién temporal de un estado [) viene dada por la ecuacién
de Shrodinger

L d .
ih—lp(e)) = Hlp(e)), (38)

donde H es el Hamiltoniano el cual es un operador hermitico asociado a la energia
del sistema.

9. APLICACIONES

9.1. Elespacio de fase en Mecdnica Cudntica. En mecdnica cudntica, el espin es
representado por operadores que actuan en un espacio vectorial de dimensién 2j + 1
€21 donde je {%, 1, %, 2,...}. Tomando como base orthonormal los vectores | j, m),
tal que

JPljmy=j(j+1)lj,m),
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En este espacio vectorial 62/ tenemos un representacion irreducible de SU(2)
cuyos elementos de matriz vienen dados por

D},(g)=(jmlm;(g)jn).

El espacio de fase es la esfera S?, equipada co la forma simplectica d¢ Asin0d0, lo
anterior es debido a que para el grupo SU(2) sus orbitas coadjuntas son esferas y SU(2)
actua en cada orbita por rotaciones de la esfera.

Denotemos puntos de S? porn= (0, ¢) en coordenadas esféricas siendo dn=sin0d0d ¢
la medida.

9.1.1. Correspondencia de Stratonovich-Weyl. Poruna correspondencia de Stratonovich-
Weyl para el espin , nos referimos a una regla que asocia a cad aoperador A en el espacio

de Hilbert ¢%/*! una funcién W, en el espacio de fase S? (ala cual llamaremos simbolo
del operador A) que satisface las siguientes propiedades:

1. Linealidad: A — W, es un mapeo lineal uno a uno.

2. Wyi(n)= Wf(n)

3. 2]+1 fsz W,(n)dn =trA

4, 2”1 fsz Wy(mWp(n)dn=TrAB

5. W 4=(W,)8 VgeSU(2), donde g-A= nj(g)Anjfl(g).

Por la linealidad podemos decir que

Wy(n)=tr(Ad(n)), 39)
donde &(n) es el operador kernel y que tiene las siguientes propiedades:
1. &'(n)= A( )VneS?,
2. 28 [, &m)dn=1,
3. zf“ [s tr(a) )d(n)) d(n)dn = &(m),
4. w(g n)=7;(g)dn)r7(g).
= Muestre que los elementos de matriz del operador kernel son

var 2]
me,(n)zijZ\/Zl—i— 1CH™ Y em(n)
1=0

Jjom;l m'—

donde C]]m .1 m—m S0N los coeficientes de Clebsch-Gordany Y, ,,(n) son los

armonicos ESfeI‘ICOS.
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Podemos expandir en la base de armoénicos esfericos el operdaor kernel

2j 1
AT A ar ity
o(n)= go g _ 2711 T (40)

donde las matrices Tz]m seran llamados operadores tensoriales irreducibles

21 +1
\ZJHZ Cllumlin)(s|

Teniendo estas expresiones explicitas podemos obtener simbolos de algunos ope-
radores, por ejemplo obtengamos el simbolo del operador J,

Jj
W), (n)=Tr(c(n Z (jml@m)|jm)m

2j
21+1

2]+1 G0 ¥oaln)

j
Z
D r—

2]+ Zj: z]: 21+1) C’mloPl(cose)
—

haciendo uso del siguiente Clebsch-Gordan C

_3m
fm 10~ (2j41)4/7G+D

- Z Z (21+1)C) o Pilcos )/ j(j+1)CIo g

= 3 (mi’)ﬂ(cos 9))
v j(j+1)cosH.

W, (n)

9.1.2. Ejercicios.

» Obtenga los simbolos para los operadores Jy, J,, Ju
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9.2. Estados Coherentes. Consideremos la dindmica de un sistema cudntico ar-
bitrario. En general, el Hamiltoniano H y los operadores A del sistema pueden ser
expresados en términos de un conjunto completo de operadores {7;} =g,

A=H(T), A=AT),

donde la completes de un conjunto de operadores {7;} = g generan un algebra cerrada.
En muchas ocaciones, el Hamiltoniano puede ser expresado siguiendo una forma
lineal y cuadratica por los operadores

PI=26,'I§+ZC,’]TZTI (41)
i i,j

Ahora definiremos la construccién general de estados coherentes

1. El grupo dindmico G con su élgebra g.
El 4lgebra g estd determinada por las propiedades algebraicas del operador de
un sistema cudntico. En este caso el dlgebra g es generada por los operadores
T; bajo las relaciones de conmutacién:

(4.5)=ct 1,

donde Cl.’j. son las constantes de estructura de g.

2. El espacio de Hilbert s#*
Dado el Hamiltoniano (41), el espacio de estados fisicos (el espacio de Hilbert
#¢") lleva una representacion unitaria irreducible I'* del grupo G.

3. Estado de Referencia.
Este estado |®,) que vive en el espacio de Hilbert £, estd normalidzado. La
eleccion de este estado es arbitraria, sin embargo la construccion de un sistema
de estados coherentes depende fuertemente de la eleccion de dicho estado,
ya que no solamente determinard la estructura de dichos estados si no que
también la estructura del espacio de fase del sistema dindmico.

4. Subgrupo de maxima estabilidad.
Sea H un subgrupo de G que consiste de todos los elementos h que dejan
invariante hasta un factor de fase el estado de referencia

h|®o) =|¢po)e’®™, heH. 42)

Si G es semisimple entonces |®,) serd el estado de peso mas alto (bajo) de
A
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5. Espacio Cociente G/H
Para cada elemento g € G, existe una descomposicién unica de g en un pro-
ducto de dos elementos del grupo, una en H y otra en el cociente G/H

g=0h, geG, heH, QeG/H.

6. Estados Coherentes La accién de un elemento del grupo sobre el estado de
referencia es

g1®o) = Q@) e ?M.
Identificamos el producto
Q|(I)0> =|A, Q>’

como la definicidn de estados coherentes del grupo. Estos estados estan en
correspondencia 1 a 1 con el espacio cociente

IA,Q)— G/H.
Si g es un 4lgebra de Lie semisimple es conveniente trabsformar 7; en la base de
Cartan {L;, L,,L_,}:
[iiv I:a] = ail:av
Lol = d'L;

Los operadores L; pueden ser tomados diagonales en la representacién unitaria
irreducible I'*, mientras que los operadores L, son operadores de escalera, de tal
manera que si I'\(g) es hermitico entonces L] =L, y L} = 1.

Si el estado de referencia se elige como |A, A) el estado de peso méximo de la repre-
sentacion unitaria irreducible del grupo de Lie G,

LalAA)=0.

Con esta eleccion el, tanto los estados coherentes como el espacio cociente se constru-
yen via el mapeo exponencial de los operadores de escalera actuando sobre el estado
de referencia antes mencionado.

Qzexp(Znﬁﬁﬂ—h.c). (43)
B
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9.2.1. Estados Coherentes SU(2). Consideremos los los generadores J;. que satisfacen
las relaciones de conmutacién

[, Ll=ins.
Los operadores de acenso y decenso son
Je=N%i),
que obedecen las relaciones de conmutacion
[z, Jel = Je, [y, ] =2J5.

Las representaciones son caracterizadas por los eigenvalores del casimir y el opera-
dor J; actuando sobre la base {| j, m),|m| < j}. Cada elemento de esta representacion
puede ser creado a partir del vector de menor peso|j,—j), por una aplicacién repetida
del operador de acenso;

. N—1/2
|j, m)= (j+m)!(j+m) 17" 5=)

con m=—j ~ j. El estado mds bajo juega el rol de estado de vacio, es decir
Ahora consideremos el operador de rotacién que genera rotacion por un angulo 6
alrededor de un eje dado por el coseno director 7 = (sin ¢, —cos ¢, 0)

T(0,¢)=exp(—if],)=exp(—if(J;sin¢g — J, cos ),
que puede ser reescrito como

T(&)=exp(&J,—&*]),
usando el parametro complejo
1 .
= E@e_”P.

9.2.2. Ejercicio. Siendo J, = J;sin¢p — J,cos¢ y J, = J; cos ¢ + J,sin ¢, obtenga las
siguientes transformaciones

= T(0,0)],T'(0,¢)

= T(0,9)],T7'(0,9)
U T(9’¢)]zT71(0!¢)
U T(9’¢)]—T71(0’¢)
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= T(6, ¢)]+ T_l(g’ (P)
Entonces los estados coherentes de SU(2) se obtienen aplicando el operador T (&)
sobre el vacio:

|9’¢>=T(0’¢)|]’_]> (44)

9.3. Ejercicios.
= Obtenga la forma desenlazada del operador
T(0,¢)=exp(z J,)exp(Log(1 +|z|*) f3)exp(—z* J.)
conz= %tanlil
= Obtenga explicitamente la accion del operador desenlazado sobre el vector de
peso minimo T(6, ¢)|j,—j)
Los estados coherentes forman una base sobre completa
2j+1
4r

J dn|0v¢><9’¢| =I
s2

9.3.1. Simbolos de Berezin. Berezin introdujo simbolos para funciones sobre la esfera
expandiendo un operador A en el espacio de Hilbert en términos de estados coherentes.
Esto puede ser realizado de dos maneras, la primera llamada simbolos covariantes
(Q-simbolos) y simbolos contravarinates (P-simbolos). Las definiciones son

Qam) = (6,9lA10¢), (45)
i=Z “f P,)|6, $)(0, ¢ ldn. (46)
)

9.3.2. D-dlgebra. LaD-élgebra es un mapeo delos observables cudnticos a una forma
diferencial tal que actuan como operadores diferenciales en el espacio cociente, para
el caso de SU(2) la formasexplicitas son:

2 ; 0
1116,9)(0,91=D,.10,9)(6, ¢|= ' (jsin6 +cos* -2y +

] 0
%cot§3¢)l9,¢><9r¢|’



APLICACIONES DE TEORIA DE GRUPOS EN OPTICA CUANTICA 213

f_|9,¢><e,¢|=D1,|9,¢><6,¢|=e*”’(fsine—sinzga@‘

] 0
%tan53¢)|9,¢>(9’¢|'

3 1
Jol6, 940, ¢|=D;,16,9)(0,p| =~ jcos + - sin 63 +

£2,)10,6)(0,9),

109)(0 91/ = D} 10,$)(0, 1,
109)(0917,=D; 10,$)(0., 91,
109)(061Jo=D;10,9)(0, 1.

10. APLICACIONES A MODELOS EN OPTICA CUANTICA

Mencionaremos solo algunos ejemplos tratados en 6ptica cuédntica y analizaremos
su comportamiento dindmico en el espacio de fase.

10.1. Elmedio Kerr. Uno de los modelos no lineales mas simples que aqui anali-
zaremos es la generacién de compresion de espin mediante el uso del Hamiltoniano
de torsién de un eje. Este modelo es ttil para generar estados comprimidos. Dicho
sistema viene dado por el Hamiltoniano

H=yJ?, 47)
que es un operador de SU(2), no lineal con constante de acoplamiento y. Dado

que la torsion se realiza a lo largo del eje x, elegimos el estado inicial a un estado
coherente a lo largo del eje z

[(0) =1j,—J)- (48)
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10.2. Desarrollo en el espacio de Hilbert. Enlos postulados dela Mecénica Cuantica
se menciond que la evolucién temporal de un estado viene dada por la ecuaciéon de
Shrodinger

. d .
ih——lp(e)) = Hly(2)). (49)

Como el sistema en cuestion es tiempo-independiente, la solucién a la ecuacién
de Shrodinger es

(1)) = exp(—i(t — to)H) [1(0)), (50)

donde ¢, es el tiempo inicial y hemos hecho # = 1 para trabajar adimensionalmente.
Entonces

(1)) =exp(—ity JZ)Ij,—J)

10.2.1. Ejercicio. :

= Aplique el operador exponencial y obtenga una expresion analitica para el
vector evolucionado.
= Obtenga el operador de densidad p(t) =y (1)) {(y(t)l.

10.3. Mapeo al espacio de fase. Una vez que se ha obtenido el operador que con-
tiene la informacién dindmica del sistema p(¢), debemos mapearlo a el espacio de
fase correspondiente. Para esto se debe usar el kernel &(n) y obtener el simbolo del
operador correspondiente.

10.3.1. Ejercicio.

= Obtenga el Q-simbolo y el W-simbolo simbolo del operador H.

= Obtenga Q-simbolo y el W-simbolo del operador p(t).

= Discuta las diferencias dindmicas entre el mapeo dindmico con la Q-funciény
la W -funcién.
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EL CAMPO DE FUNCIONES MEROMORFAS SOBRE SUPERFICIES DE RIEMANN

MIRIAM BOCARDO GASPAR, DIEGO RODRIGUEZ GUZMAN, ANGEL ZALDIVAR CORICHI

RESUMEN. Este texto pretende bosquejar la idea de que hay una biyeccién
entre las superficies de Riemann y las extensiones algebraicas del campo
de funciones racionales C(z). Para esto observaremos la convergencia de el
Andlisis Complejo, la Geometria Analitica en el Plano Proyectivo Complejo y
la Teoria de Campos.

A Mario A. Diaz Torres, cuya pasién por las matemdticas dejo una huella imborrable
en la ciencia mexicana y en quien tuvo la suerte de conocerle.

1. INTRODUCCION

En la tesis doctoral "Fundamentos para la teoria general de funciones en variable
compleja"de Riemann (1851), uno de los problemas que trata es el de calcular las
integrales sobre caminos en la linea compleja C. El problema andlogo en la linea real
encuentra su solucién con el teorema fundamental del cdlculo. Pero el caso complejo
considera unos dominios 2 en C con topologia més rica que la de un intervalo, pues
pueden existir caminos cerrados en 2 que no se pueden contraer a un punto dentro
de . De este fendmeno topoldgico aparece naturalmente las funciones multivaludas
complejas, como son bien conocidas la funcién logaritmo o raiz n-esima con dominio
C*.

Consideremos que F es una funcién multivaluada con dominio Q2. Para este tipo
de funciones, Riemann en su tesis propone extraer curvas {y;} de Q para obtener un
dominio Q; = Q—{y j}§:1' y con esto construir un dominio X mediante el pegado
continuo de varias copias de 2, a través de los cortes y ;- En este nuevo dominio X, F

2000 Mathematics Subject Classification. 30F20, 30F10, 14HO05.
Palabras Claves. Campos Algebraicos. Superficies de Riemann. Cubrientes Ramificados.
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si es una funcién complejo valuada. Asi nacen lo que conocemos como Superficies de
Riemann.

Entonces una pregunta natural es: ;Qué puedo decir las funciones holomorfas
sobre las superficies de Riemann?

En este sentido los primeros dominios que pasan por las manos de Riemann son
C menos un conjunto finito de puntos {z;} y funciones multivaluadas F definidas
a través de integrales Abelianas sobre curvas v, : [0,1] = C—{z;}, con y,(0) = 2, ¥
r.(1)=z. Entonces la definicién de F es

_ P(z,w)
F(z)—fh —Q(z,w)dz’

con P(z, w),Q(z, w)polinomios, donde las variables z, w satisfacen larelaciéon R(z, w) =
0, R(z, w) € C(z)[w] y las indefiniciones de de la funcién racional P/Q estan conteni-
dosen {z;}.

La superficie de Riemann X que resulta de este proceso extiende a la funcién mul-
tivaluada F en la funcién F con contradominio C U 0o, la cual es conocida como
funcién meromorfa sobre X. Otra cosa que prueba Riemann [10], es que si construyes
un superficie de Riemann X con el proceso de corte y pegado siempre existen funcio-
nes meromorfas no constantes sobre ella. Esta afirmacién es la primera version del
teorema de existencia de Riemann, pero resulta que el conjunto .# (X) de funciones
meromorfas sobre X es un campo algebraico. Esta idea induce a otro enunicado que
también es conocido como teorema de existencia de Rieman, que dice:

Teorema 1.1 (Existencia de Riemann). Sea ./ (X) el campo de funciones meromor-
fas sobre una superficie de Riemann compacta X . Entonces, ./ (X) es una extension
algebraica de C(z). Mds atin, la correspondencia entre los conjuntos

{Superﬁcies de Riemann} - {Extensiones algebmicas} 0

compactas conexas del campo C(z)
es biunivoca.

En estas notas nos interesa estudiar y entender esta version del teorema de exis-
tencia de Riemann, pero como muchas cosas que salieron de la cabeza de Riemann
este tiene versiones mucho mads generales. Dichas versiones valen unas notas a parte
solo para enunciarlas correctamente, pero si tienes curiosidad busca a tu geometra
algebraico de confianza y preguntale.

Estas notas estdn escritas para un curso de verano de nivel licenciatura impartido en
la Universidad de Guadalajara, es por esto que la seccion 2 estd dedicada a retomar los
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conceptos de un curso de Analisis complejo al contexto de Superficies de Riemann. En
la seccién 3 trabajamos con el teorema de Riemann-Hurwitz que estudia las relaciones
topolégicas que surgen al estudiar las aplicaiones holomorfas entre superficies de
Riemann. Para la seccién 4 enucniamos una version particular del teorema 1.1, pero
manejable con lo presentado en las secciones anteriores. Y con esto hablamos un
poco de teoria de Galois a trédves de ejemplos.

Los autores esperamos que sean de su interes estas notas preparadas desde la perla
tapatia.

2. SUPERFICIES DE RIEMANN

Una superficie de Riemann es un espacio topolégico Hausdorff, segundo numerable
y conexo, junto con una coleccién de homeomorfismos locales, llamados cartas com-
plejas, ./ ={¢, : U, — V,}4er, donde U, y V, son abiertos de X y C, respectivamente.

Tal que
x=Ju,
aeA
y para cualquier par de cartas de .</, ¢, : U, — V, y ¢ : Ug — Vg, se tiene que si
U, N Up # @, entonces,

Ppo " po(U,NUp) — ¢ (U, NUp)

es biholomorfismo.
La coleccién .¢/ se conoce como el atlas complejo sobre X y por simplificar la nota-
cién lo denotaremos con .of = {(U,, @)} ger-

Notemos que si Y € X es un conjunto abierto conexo, entonces la colecciéon
Ay ={Pq: Y NU; = (Y NUp)} gen

es un atlas complejo sobre Y.

Un espacio topoldgico puede tener distintos atlas complejos y dos atlas generardn
las mismas nociones locales de analisis complejo si su unién es nuevamente un atlas,
es decir, son atlas compatibles. Esto define una relacién de equivalencia entre ellos,
donde cada clase de equivalencia contiene un atlas maximal. Lo que define una es-
tructura compleja para cada clase de equivalencia de atlas.
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El ejemplo bésico de superficie de Riemann es el espacio de nimeros complejos C,
conocida como la linea compleja. Con la topologia inducida por R? en C y con el atlas
dado porla carta (C, id), donde id es la funcién identidad, obtenemos su estrutura
compleja.

Ejercicio 2.1. Demuestra que el par {(C, ¢)}, donde ¢(z) =z es la conjugacién com-
pleja, es un atlas para la linea compleja. ;Este atlas es compatible con el de la linea
compleja?

Ejemplo 2.2. Considera el subconjunto
X :={(z,w)eC?P(z,w)=0},

donde P(z, w) es un polinomio en C[z, w]. Si cero es un valor regular de P, entonces
el gradiente VP(z, w) = (8,P,9,,P) es no nulo para todo punto p, = (zy, w,) en X.
Supongamos que J,, P(p,) # 0, entonces el Teorema de la Funcién Implicita asegura
la existencia de una vecindad abierta U, de z, y una funcién &, : U, — C tal que
P(z,£(z))=0. Esto nos da una parametrizacion local de X

Po: Uy — X
z = (z,&(2)
La proyeccién en la primera coordenada pr,(z, w) = z es su inversa, es decir, pr; o pg =
Id en Uy. Entonces ¢ = pry|,,(y,) €s una carta de X en una vecindad de p,. En cada
punto p de X, es suficiente demostrar que J,P(p) # 0 6 9, P(p) # 0 para construir
una carta y los cambios de carta por construccién son biholomorfos. Entonces, cada
componente conexa X; de X es una superficie de Riemann.

Ejercicio 2.3. Prueba que para todo polinomio P(z, w) € C|z, w] de grado n existe
un cambio de variable lineal T : C?> — C?, tal que

PoT(z,w)=w"+a,_(2)w" "+ +a,(z)w + ay(2), )
donde a; € C[z]y el grado de a; es menor igual a n— j.

2.1. Laesfera de Riemann. Sea X un espacio topolégico Hausdorff, localmente
compacto, no compacto e 0o un punto que no estd en X. Entonces, X := X U {oo}
es un espacio topolégico con la siguiente topologia: los conjuntos abiertos son los
elementos de la topologia de X ylas uniones de conjuntos V U{oco} donde X\V es
compacto. Con esta topologia X es compacto y se le conoce como la compactificacion
de X en el punto co.

Ejercicio 2.4. Demuestra las siguientes afirmaciones.



CAMPOS Y SUPERFICIES DE RIEMANN 221

a) Elespacio X es compacto y Hausdorff.

b) Elespacio X es abierto y denso en X.

¢) Lacompactificacién en un punto de un espacio segundo numerable es segundo
numerable.

d) Si X es conexo, entonces la compactificaciéon de X en un punto es conexo.

Dado que C es localmente compacto, Hausdorff, conexo y segundo numerable, po-
demos construir su compactificacién C en 0o, llamada plano extendido. Definiremos
un atlas sobre C con los abiertos U, := C\{oo} VY Uy = C\{o}enC.

Definamos ¢ : Uy — C dado por ¢y(z2) =2V @ o : Uso — C definido como

0siz=o00.

bonl)= {; siz € Uy \{o0},

Puesto que ¢, es la identidad, entonces es un homeo_rnorﬁsrno. Sea B(r,0) una bola
alrededor de 0 en C. La imagen del abierto {oco} U (C\B (%, 0)) bajo ¢, estd en B(r,0),
por lo tanto ¢, es continua en co. Ademas, su inversa ¢ estd definida por

1 .
_ = si w e C\{0},
P o(w)= { Yo
oo si w =0.
Demostremos que ¢! es continua en 0. Sea {co}U V una vecindad de co. Como C\V
es compacto, entonces es acotado en C. Por lo que existe un nimero real r > 0 tal que
C\V C B(r,0). Entonces,

Do (B(%,O)) CC\B(r,0)u{oco} C {oo}uU V.

Asi, ¢ o, es un homeomorfismoy

P00 P Llevo) : C\{0} — C\{0},

dado por w — 1/w, es un biholomorfismo. Por lo tanto, {(Uy, @), (Uso, P o)} €5 un
atlas para C. El plano extendido con este atlas es una superficie de Riemann que es
homeomorfa a la esfera S?, por lo que también es conocido como la esfera de Riemann.

Por otra parte, recordemos que la esfera de Riemann también se puede definir
como la recta proyectiva compleja CP!, definida como el cociente del plano complejo
menos el origen C%—{(0,0)} con la relacién de equivalencia:

(z1, wy) ~(zy, wp) siysélosi (z;,w;)=Azy, w,) con Ae€C*:=C-—0.
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Denotamos por [z : w] a la clase de equivalencia de (z, w) € C2—{(0,0)}. Al considerar
la carta afin [z : 1] — z como la carta (U, ¢y) y [1: w] — w como la carta (U, ¢ o),
obtenemos los mismos cambios de coordenadas

Poo (L w)=[1/w:1], Pocod, (2:1])=[1:1/2],
tenemos una compatibilidad con el atlas de C.
2.2. Aplicaciones holomorfas entre superficies de Riemann. Sean X y Y dos super-

ficies de Riemann. Una aplicacién holomorfa entre X e Y es una funcién f: X —» Y
tal que para cada punto x € X, la composiciéon

Yofop ip(UNFH (V)= (V)

es holomorfa para cualesquier par de cartas (U, ), (V,y)talesque xe U y f(x)e V.

Por ejemplo, laidentidad id : X — X es una aplicacién holomorfa.

Ejercicio 2.5. Sean X e Y dos superficies de Riemann. Demuestra que cualquier
aplicacién holomorfa f : X — Y es continua.

Proposicion 2.6. La composicién de aplicaciones holomorfas es holomorfa.

Demostracién. Sean X, Y, Z Superficies de Riemanny f: X — Y, g: Y — Z aplicacio-
nes holomorfas. Sean x € X y (U, ¢), (V,¢), (W, p) cartas de X, Y, Z, respectivamente,
talque x € U, f(x)e Vyg(f(x)) e W .Consideremos

pol(foglog™ :p(Un(go ) (W) — p(W)
y notemos que po(foglogp= =(poforp™)o(ypogo¢p!)escomposicion de dos
funciones holomorfas, por lo tanto g o f es holomorfa. ]

Si una aplicacién holomorfa entre superficies de Riemann tiene funcién inversa
holomorfa decimos que es un biolomorfismo.

Ejercicio 2.7. Desarrolla la prueba de que CP! es biholomorfa a C, usando los atlas
definidos en la seccién anterior.

Una funcion holomorfa f sobre una superficie de Riemann X es una aplicacién
holomorfa f : X — C. El conjunto de todas las funciones holomorfas sobre X se denota
con 0(X)y tiene estructura de anillo conmutativo con uno con las operaciones

(f+8)p)=f(p)+8&p),  (f8)p):=f(pI&(p)
para cualesquiera f,ge 0(X)y p € X.



CAMPOS Y SUPERFICIES DE RIEMANN 223

Ejercicio 2.8. Sea X ¢ C? como en el Ejemplo 2.2. Sea F : C> — C funcién holomorfa,
prueba que la restriccion de F en cualquier componente conexa X; de X estd en
o0(X;).

Ademis, toda aplicacién holomorfa f : X — Y entre superficies de Riemann induce
un homomorfismo entre los anillos ¢(Y), 0(X) definido como

fr0()— 0(x)
i g)=gof,
y estd bien definida por la Proposicién 2.6.
Como las funciones constantes también son funciones holomorfas, el anillo 7(X)

contiene a C como sub-anillo. Por lo tanto, 0(X) es una C-élgebra con producto escalar
inducido por el producto de funciones holomorfas.

Teorema 2.9. (Teorema de la aplicacién abierta) Sean X, Y superficies de Riemann
y U c X un abierto. Sea f : X — Y una aplicacion holomorfa no constante. Entonces
f(U) es abierto.

Demostracion. Sea ¢ : U — V una carta de X, y (), U’) una carta de Y tal que
f(U)<C U’. Consideremos o fo¢~' : V — Cyque f esno constante, el teorema de la
funcién abierta en C implica que yo f op~! es abierta. Asi, Yo fop~!(V) = W es abier-
to. Ademads, como v, ¢ son homeomorfismos, entonces f(U)=(f o ¢ 1)(V)=y (W)
es abierto. (]

Teorema 2.10. Sean X e Y superficies de Riemanny sean f,g : X — Y aplicaciones
holomorfas tal que f|, = gl 4 donde A es un subconjunto de X que tiene un punto de
acumulacion x, € X . Entonces f = g.

Demostracion. Sea

B:={x e X|f(x)=g(x)}.
Sean (U, @)y (V,y) dos cartas de xo y f(x,), respectivamente. Dado que f|, = gl4,
entonces, F = 1o fopp~'yG =1 ogo¢p~! coinciden sobre ¢(ANU). El punto ¢(x,) es
de acumulacién del conjunto ¢(AN U) por continuidad. Como F y G son funciones

holomorfas en un dominio de C, entonces por el teorema de la identidad sobre los
complejos se tiene que F = G sobre ¢ (U ). Asi

Yo fog™ (p(x) Yogog(p(x)
Yo f(x) Pog(x)
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Por lo tanto, f(x) = g(x) para todo x € U. Esto implica que x; € U ¢ B. Como X
es conexa por trayectorias, para cualquier punto g € B existe un camino continuo
r:[0,1] — X tal que x, =7(0)y 7(1) = g. Entonces vamos construyendo una cubierta
abierta de 7([0, 1]) de la siguiente manera pensemos que x; € 2(U)Ny([0,1]). Por la
continuidad de f y g ydado que f|; = g|y, entonces analégo a lo hecho para x existe
una vecindad abierta U(x;) C X contenida en B. Consideramos U, = U(x;)UU, y
aplicamos el mismo argumento con x, € d U; N¥([0, 1]). Por la compacidad de 7([0, 1])
este proceso es finito. Luego, B es conexo por trayectoria y abierto.

Si tomas x cualquier punto de acumulacién de B, estas en las mismas condiciones
que x,. Entonces 8(B) C B, es decir, B es cerrado. Dado que X es conexo y B # &,
tenemos que B = X y se sigue el resultado.

O

Dada una funcién holomorfa f € ¢(X) se puede definir su funcién médulo

Ifl: X—=R
|f1(x) =1 f(x)l,

donde |- | denota el médulo complejo.

Teorema 2.11. Sea f : X — C una funcion holomorfa y no constante. Entonces | f| no
alcanza su mdximo en X .

Demostracién. Supongamos que |f| alcanza su maximo en X. Entonces existe x; en X
tal que |f(x)| <|f(xp)|, paratodo x € X. Asi, f(X) <€ B(0,|f(xp)|). Por el Teorema 2.9, la
imagen f(X) es abierta porlo que f(X) <€ B(0, |f(xp)|)- Esto implica que | f(x,)| < | f(x0)l,
lo cual es una contradiccion. O

Corolario 2.12. Sea X una superficie de Riemann compactay f : X — C una funcién
holomorfa. Entonces f es constante.

Demostracion. Como [ es holomorfa, entonces | f| es continua. Por hipétesis X es un
espacio compacto, por lo tanto | f| alcanza su maximo en X. El Teorema 2.11, implica
que f es constante. O

En particular, las tinicas funciones holomorfas sobre la esfera de Riemann son las
funciones constantes.
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2.3. Singularidades de funciones. Sea X una superficie de Riemanny p € X. Una
vecindad perforada de p es un conjunto U —{p} donde U es una vecindad de p.

Definicién 2.13. Sea f : X — C una funcién holomorfa sobre una vecindad perforada
de p € X. Decimos que f tiene una:

= Singularidad removible en p siy sélo si existe una carta (V,¢)conp € Vy
¢(p)=gq, tal que f o ¢~ es acotada en ¢(V)—{q}.
= Poloen p siysolosiexisten natural N >0, unacarta(V,¢)conp e Vyp(p)=gq,
tal que
(z2=q)" fop(2)=5(2),
con g una funcién holomorfa y g(g) # 0. El natural N es el orden de p como
polo de f.
= Ceroen p siysolo siexisten natural N > 0, unacarta(V,¢)conp e Vy¢p(p)=q,
tal que
foo (2)=(z2—q)"g(2),
con g una funcién holomorfa y g(g) # 0. El natural N es el orden de p como
cerode f.
= Esencial en p siy sélo si existe una carta (V,¢)con p € Vy ¢(p)= g, tal que
fo¢p™(¢(V)—{q}) es un conjunto denso en C.

Teorema 2.14 (Teorema de las singularidades removibles de Riemann). Sean X una
superficie de Riemann, U C X un abiertoy p € U. Si f es una funcion holomorfa en
un abierto perforado U —{p} y acotada en una vecindad de p, entonces | se puede
extender de manera tinica a una funcién holomorfa f en U.

Demostracién. Se deja al lector. O

Corolario 2.15 (Teorema de Liouville). Toda funcién f : C — C acotada y holomorfa
es constante.

Demostracién. Consideremos f : C\{oco} — C. Por hipétesis f es holomorfay acotada
en la vecindad perforada C\{oo}, entonces por el Teorema 2.14, f se puede extender
a una funcién holomorfa f : C — C tal que f|c = f. Dado que C es una superficie
compacta, por el Corolario 2.12 sabemos que f es constantey f también. ]

Para unaaplicacion holomorfa f : Y — X yun punto g € Y existen cartas (¢, V), (4, Uy)
en f(q)=pyqtalque
ppofoy,(2)=2"h(z),
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con ¢;1(0) = p,Y4(q) =0, con h(0) # 0. Decimos que g € Y es un punto de orden
bs(g)=n—1delaaplicacion f.

Definicién 2.16. Sea f : Y — X una aplicacién holomorfa. Decimos que g € Y es un
punto de ramificacion de f si su orden by(q) es mayor igual a 1.

Sila funcién holomorfa f;,(z)=z" se restringe al circulo unitario S' ¢ C su imagen
estd contenida en el circulo unitario S! c C. Entonces para imaginar la grafica de f;,
podemos pensar en ela dentro del toro de revolucién, el cudl es homeomorfo a S' x S!.
Revolucionando el circulo unitario S}, en el plano Y Z con centro (0,2,0) obtenemos
un toro con centro igual al circulo S} ,, de radio 2 y centro en (0,0,0) en el plano X Y.
La "grafica"de f;, : S}, — S}, es un nudo toridal, y al hacer el cono dela gréfica con el
origen nos da una idea de c6mo se comporta un punto de ramificacién de orden n—1.

FIGURA 1. Bosquejo de gréfica de f; : S}, — S}, donde S}, es el
circulo rojoy S}, , estd pintado de 3 colores (naranja,azul,negro) para
cada tercio que cubre a S} ;. Yla superficie es el cono de esta.

Lema2.17. Sea f : Y — X una aplicacién holomorfa no constantes y A el subconjunto
de puntos de ramificacion de f en Y. Entonces A es un conjunto discreto.
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Demostracién. Supongamos que A tiene un punto de acumulacién ¢,. Entonces para
unas cartas (¢, V,), (Y 4,, Uy, ), con f(qo) = p, tenemos que la funcién

h=g,o0f o iy (Uy)— ¢,p(V)

es ramificada y que hay una sucesion de puntos de ramificacion {z,,} c ¢, (U, ) que
se acumulan en Y4 (¢,). Como la derivada de h en cada punto z,, es cero, el Teorema
2.10 implica que h’ es la constante cero. Por lo tanto, la funcién & es constante y el
Teorema 2.10 nos dice que f es constante. Contradiccién, por lo que A es un conjunto
discreto. (]

2.4. Funciones meromorfas sobre superficies de Riemann. Sean X una superficie
de Riemann U ¢ X. Una funcién f : X — C es meromorfa, si en cada punto p € X la
funcién f es holomorfa en p, o p es un polo o una singularidad removible. El conjunto
de funciones meromorfas sobre X sera denotado por ./ (X). Denotaremos al conjunto
de polos de una funcién meromorfa f como Py y al conjunto de ceros con Zy.

Teorema 2.18 ([11]). Sea X una superficie de Riemann y f € /(X). Si definimos
f:X —C como
: {ﬂﬂﬂx¢&,

flx)= o0 sixePf.

Entonces f es una aplicacion holomorfa que extiende a f . Inversamente, se demues-
tra que una aplicaciéon holomorfa f — C no idénticamente oo define una funcién
meromorfa f sobre X, donde Py es el conjunto de puntos con imagen infinita.

Demostracién. Se dejala prueba al lector. ]

Teorema 2.19 (Teorema de la identidad para funciones meromorfas). Sea X una
superficie de Riemann y sean f, g funciones meromorfasen X.

i) Sif|a=gla, donde AC X tiene un punto de acumulacién. Entonces f = g.
ii) Si f no es idénticamente 0 o identicamente oo, entonces f solo tiene ceros y
polos aislados.

Demostracién. i) Dado que las funciones g, f : X — C meromorfas definen funciones
holomorfas g, f : X — C, y el Teorema2.10 nos dice que f = & y porlo tanto f = g.

ii) Supongamos que el conjunto Z; no es discreto, esto significa que tiene un punto
de acumulacién 'y

flz, =0lz,.
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Elinciso i) implica que f = 0, contradiciendo la suposicién. Analégamente, Pr es
discreto. (]

Corolario 2.20. Sea X una superficie de Riemann compacta, y f € #(X) no constante.
Entonces los conjuntos de ceros y polos de f son finitos.

Demostracién. Ejercicio para el lector. (]

Andlogo al caso de las funciones holomorfas, podemos definir una estructura de
anillo sobre ./ (X) con la suma y producto puntual sobre el dominio. Para cada punto
en el conjunto de polos se usa las respectivas expresiones locales (Definicién 2.13)
para verificar que la multiplicacién y la suma de funciones es meromorfa.

Corolario 2.21. Si X es una superficie de Riemann, el anillo ./ (X) es un campo.

Demostracion. Basta probar que toda funncién meromorfa no constasnte tiene inver-
so multiplicativo. Sea f € /#(X) no constante. Por el inciso ii) del Teorema 2.19 los
ceros de f son puntos aislados. Definamos 1/f : X — C como

1 5
(l)(x)= ey Slx¢Zf’.
f 0o, sixeZ.
La funcién se extiende a una aplicacion holomorfa de X en C, donde Z + eslapreimagen

de oo bajo la aplicacién. Entonces, 1/f es meromorfa y la funcién f-(1/f) es la
constante 1 en X —Zy U P; y por el Teorema 2.19 es la funci6n constante 1. O

Si f: X — Y esuna aplicacion holomorfa no constante, entonces podemos definir
un homomorfismo inyectivo de campos

freu(Y)—> #(X)

f(g)—gof
Notemos que f* estd bien definida porque go f : X — C es holomorfay porlo tanto go f
es meromorfa sobre X. Dado que f* es inyectiva, podemos considerar ./ (Y ) como

subcampo de #(X). Mds atin, se puede considerar .#(X) como espacio vectorial
sobre ./ (Y). El teorema siguiente implica que estos campos nunca coinciden con C.

Teorema 2.22 ([3], pag. 52). Toda superficie de Riemann tienen funciones meromorfas
no constantes.
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2.5. Funciones meromorfas sobre la esfera de Riemann. Denotamos con C(z) al
campo de funciones racionales del anillo de polinomios C[z]. Por lo tanto, toda funcién
racional es un cociente de polinomios. Demostraremos que el campo de funciones
meromorfas sobre la esfera es isomorfo al campo C(z).

Observacién 2.23. Consideremos el atlas {(Uj, @), (Uso, P o)} SObIeE C y f € 4(C).
Por definicién, co es un polo de f siysolosi f o ¢_! tiene un polo en ¢, (c0)=0. Es,
decir, f(z) tiene un polo en oo siy solo si f(1/w) tiene un polo en w =0.

Toma la funcién racional f(z)= P(z)/Q(z) € C(z), con P y Q polinomios no cons-
tantes sin factores comunes en C[z]. Por el teorema fundamental del 4lgebra, los
polinomios P y Q se puede descomponer en factores lineales. Sean {z;} y {¢,} los
ceros con multiplicidad d; y e; de los polinomios P, Q, respectivamente. Asi tenemos

que
H(Z —z;)4
flR)=asz—
H(Z —q j)e/
donde a € C*. Por la Definicion 2.13 cada g; es un polo de orden ¢; de f, entonces f es
una funcién meromorfa sobre C. La cual se puede extender a una funcién meromorfa
sobre C notando que

£2) ayt+ayz+---+a,z"
z)= ,
by+byz+---+byzm
en la carta de z = oo tenemos que

n
f(i)_ Gty -+ a.(3) _w"p(w)
w) By+byt44b, (L) wra(w)
donde p; y g, son polinomios en C[w]. Por lo tanto, las funciones racionales son
funciones meromorfas sobre C.

A través de las cartas de una superficie de Riemann, retomamos una propiedad
local de funciones meromorfas dada por la siguiente definicién.

Definicién 2.24. Sean X una superficie de Riemanny f una funcién holomorfa en
una vecindad perforadade p € X. Toma p € X y (U, ¢) una cartade X talque p€ U.
Si z = ¢(x) para x € U, entonces, f o ¢! es holomorfa en una vecindad perforada
de z, = ¢(p). Ahora podemos expresar la composicion f o ¢ (z) como una serie de
Laurent cerca del punto z;:

Foo (@)= culz—2z))".

nez
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El desarrollo en serie de Laurent depende de la carta que se elija. Sin embargo, el tipo
de singularidad de f es independiente de dicha eleccién y se puede determinar a partir
de los términos de la serie como en variable compleja. Se puede demostrar que f tiene
una singularidad removible (resp. polo) en p siy solo si su serie no tiene exponentes
negativos (resp. tiene un niimero finito de términos con exponente negativo). La
singularidad es esencial siy solo si tiene un ntimero infinito de términos con exponente
negativo, como la funcién exp(1/z) en cero.

Sip esunpolode f,suorden N (Definicién 2.13) coincide con el minimo exponente
de los coeficientes no cero y llamamos a la suma

—1
Z ar(z— Zo)k-
k=—N
la parte principal del polo p.

Ejercicio 2.25. Demuestra que el orden no depende de la eleccién de la carta.

Teorema 2.26. Toda funcién meromorfa sobre C es cociente de dos polinomios con
coeficientes en C, es decir, #(C)=C(z).

Demostracion. Sea f € ./ (C), por la Proposicion 2.20, el conjunto de ceros y polos de
f es finito. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que oo no es un polo de f.
De otra forma, 1/ f no tendria un polo en co. Ademds, 1/ f es racional siy sélo si f lo
es.

Sea Py = {z1,-++,2,} ycomo oo ¢ Py, trabajaremos en la carta (U, ¢). Asi, la funcién

Fi=fog;" :C\(z,+2,} = C
es holomorfa y meromorfa en C. Para cada uno de los polos consideremos las partes
principales de sus respectivas series de Laurent:
-1
k
hj(Z): Z ﬂjk(Z—Zj) ,
k=—d;
que son fucniones racionales, por lo tanto meromorfas en C y tienen un tinico polo z o
Entonces, la funcién G := F —(h; +--- + h,,) tiene extensién holomorfa en C. La com-

pacidad de C junto con el Corolario 2.12 implican que la extensién de G es constante.
Despejamos F y obtenemos que f coincide con la funcién racional

p(z)
[Tz =z’
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donde p(z) € C[z]. O

Una aplicacién holomorfa no constante f: X — C nos muestra que A (©)=C(z)
es un subcampo de . (X). Por lo tanto, ./ (X) es un espacio vectorial sobre C(z) o
también podemos considerar a ./ (X) una extensiéon de campos de C(z).

3. TEOREMA DE RIEMANN-HURWITZ

Cuando Y es una superficie de Riemann compacta sus funciones meromorfas
f : Y — CP! son cubrientes ramificados de CP!, para las cuales Riemann [10], en
1857, desarrolla una relacién entre la topologia de Y, el grado de f y sus puntos de
ramificacién. Hurwitz [4] en 1891 prueba el teorema en su formulacién més difundida,
la cual desarrollaremos en esta seccion.

3.1. Espacios Cubrientes y grupos fundamentales. Sea f : Y — X una aplicacién
holomorfa entre superficies de Riemann X, Y. Decimos que f es una aplicacion cu-
briente si para todo punto p € X existe una vecindad abierta V c X, tal que para cada
componente conexa U C Y de f~!(V)larestriccion f|; : U — V es un biholomorfis-
mo. La superficie Y con la aplicacién f es un espacio cubriente de X.

Ejercicio 3.1. Prueba que la funcién exponencial compleja exp : C — C* es una
aplicacién cubriente y que para todo elemento ¢ € 2inZ se satisface que exp(z + ¢) =

exp(z).

Al hablar de aplicaciones cubrientes es necesario hablar del grupo fundamental o
primer grupo de homotopia m,(X, o) de una superficie de Riemann X basado en o € X
(ver [2]). Comencemos por definir el conjunto de lazos basados en o de X,

.,‘f(X,o):z{y:[O,l]—)X | r escontinuay y(O)zy(l)zo}.

Dos lazos 7,7’ en £ (X, 0) se pueden concatenar para obtener otro lazo en £(X, 0) de
la siguientes manera:

i 1
r’w(t):{mt)' S 3)

r(2t—1), si te[i1].
Decimos que dos lazos 7,7’ en Z(X, 0) son homotdpicos si existe una funcién continua
H:[0,1]x[0,1]— X, talque H(t,0)=y(r) y H(t,1)=7(¢), 4)

para toda t €[0,1], H es una homotopia entre los lazos y y 7’.
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Ejercicio 3.2. Prueba que la relacién y ~ y’ siy sélo si y es homotépica ay’, es una
relaciéon de equivalencia en £ (X, o).

Entonces el conjunto cociente 7;(X, 0) :== £(X,0)/ ~ con la operacién concate-
nacién (3) es grupo, con elemento neutro la clase de homotopia del lazo constante
0(t)=o0, paratoda t €[0,1]. Siellazo y es homotépico a 9, diremos que 7 es contraible
a un punto o homotépico al trivial.

Observemos que el grupo de homotopia 7,(C, 1) de C es el grupo trivial, porque
para todo lazo y € £(C, 1) tenemos la homotopia

H(s, t)=s(1—=y(£)+7(z)
con el lazo constante 1, y €[1]. Una superficie de Riemann X es simplemente conexa
si su grupo fundamental 7,(X, o) es trivial.

Ya en el caso de C* tenemos que su grupo fundamental 7;(C*, 1) es isomorfo a Z, y
el isomorfismo estd dado por

P 7'[1(@*, 1) - Z
1

1
[r] - o y;dz-

Ejercicio 3.3. Prueba que ¢ estd bien definido y que es efectivamente un isomorfismo.
Para esto, prueba que todas las clases de homotopia en 77, (C*, 1) estan representadas
por los lazos 7,(t) =exp(2innt) con n € Z y que lazos homotépicos tienen integrales
iguales.

El grupo fundamental 77,(X, 0) y los espacios cubrientes conexos f : Y — X de X
guardan una relacién muy fuerte que estd descrita por el siguiente teorema.

Teorema 3.4 ([7], Proposiciéon 7.12). Sea X una superficie de Riemann. Dado un punto
0 € X yun subgrupo H < 1,(X, 0) existe un espacio cubriente conexo f : Y — X tal que
el morfismo de grupos

fioim(Y,0) — m(X,o)
[r] = [feorl
inducido por f,con é € f~'(0) C Y, satisface que f,(m,(Y,06))=H.

En el caso de 7;(C*, 1) ~ Z sus tnicos subgrupos son nZ, los multiplos de un entero
positivo n. Para cada uno de estos subgrupos su cubriente f;, : C* — C* dado por el
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Teorema 3.4 corresponde a la funcién holomorfa f,,(z) = z" restringida a C*. Para estos
recubriemiento consideramos la raiz n-ésima de la unidad &,, € C que satisface

fn(gﬁz) = gzkzn =z"= fn(z)
Es decir, multiplicar por cualquier potencia de &,, es un automorfismo del espacio
cubriente C* que conmuta con la aplicacion cubriente. Andlogamente, la traslacién
por multiplos enteros de 2i7 en la aplicacién cubriente exp : C — C* nos da el grupo
de automorfismos.
En particular, los automorfismo g : Y — Y de un espacio cubriente f : Y — X son
los biholomorfismos de Y que hacen conmutar el diagrama

Y—g> Y (5)

PN

X.

Estos forman un grupo A(Y, f) isomorfo al grupo cociente N(H)/H, con N(H) el
grupo normalizador de H en 7;(X, o) ([7, Proposicién 7.9]). Cuando H es un subgrupo
normal, entonces el cubriente se llama normal o regular.

Considera un nimero a € C* tal que a ¢ R y considera la relacién de equivalencia
en C dada por

21~ 22— 2, €L+ AL.

Entonces, el cociente T2 = C/ ~ es una superficie de Riemann con cartas dadas por
las bolas B(r, z), con r < min{|a||sen(arg(a))|, |a||sen(arg(—a))|}/4, y la restriccion de
la funcién identidad en cada una es carta. Esta superficie es conocida como el toro
plano.

Ejercicio 3.5. Prueba que la proyeccion cociente f : C — T2 es una aplicacion holo-
morfa cubriente.

Por la definicién de la relacién de equivalencia ~, la traslacién en C por cualquier
elemento en Z + aZ conmuta con la aplicacién cubriente f : C — T? y son los tinicos.
Asi, el grupo de automorfismos A(C, f)es isomorfo a Z + aZ. Del Teorema 3.4 y de que
71(C, 1) es trivial, tenemos que el grupo fundamental ﬂl(Ti, [1]) es isomorfo a Z2.

3.2. Cubrientes ramificados. Considera f : Y — X una aplicacién holomorfa entre
superficies de Riemann X, Y. Decimos que f es una cubriente ramificado si existe un
subconjunto discreto A c X tal que la restriccién

fly—fa@a: Y=f(A) > X—A
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es una aplicacion cubriente y para cada punto p € A hay al menos un punto g € f~(p)
de ramificacién (Definicion 2.16).

Para n > 1la funcién f,(z) = z” en C es un cubriente ramificado, con 0 su punto de
ramificacion de orden by (0) = n—1. En 0 yano hay vecindad que satisfaga la definicion
de cubriente.

Teorema 3.6. Sea f : Y — X una aplicacién holomorfa propia no constante entre
superficies de Riemann X, Y . Entonces existe un niimero natural n tal que la suma

S(p)= > (brl@)+1) (6)

qef~\(p)
es igual a n para todo punto p € X . El entero positivo n es el grado de la aplicacion f .

Demostracion. Como [ es propia, la preimagen f~!(p) de cualquier punto p € X es
un conjunto finito de puntos. Considera los conjuntos

X, :={p eX|S(p)=n},

para cualquier natural n. Probaremos que estos conjuntos son abiertos y conexos, lo
que implica que son X o el conjunto vacio porque X es conexo.

Toma p € X,, y p ¢ A, entonce existe una vecindad abierta U de p tal que cada
componente conexa de f~(U) es biholomorfa a U y cada g € f~!(p) tiene orden
bs(g)=0. Como S(p) = n las componentes conexas de f~1(U) son al menos n, por lo
que S(x)> n para toda x € U. Es decir U esta contenida en X,,.

En el caso de que p € A, supongamos sin pérdida de generalidad que en f~(p) hay
un s6lo punto de ramificacion g con orden b¢(q) = m. Entonces existe una vecindad
abierta U de p, tal que cualquier componente conexa de f~!(U) que no contenga a g
es biholomorfaa U yen g € V C f~}(U) tiene una carta Y y (U, ¢) tal que

hi=¢ofoy™ 1, (V)>9(U), con ¢(p)=0=y(q) y h(z)=2z""". (@

Entonces f~!(U) tiene al menos n—m componentes conexas. Por la expresion de h
podemos asegurar que cada punto x € U —{p} tiene m + 1 preimédgenes en V, por lo
tanto S(x) > ny X, es abierto.

Ahora, toma p en los puntos de acumulacién de X,,. Como A es discreto podemos
tomar una sucesion de puntos {p;} que convergen a p y en cada uno de ellos [ es apli-
cacioén cubriente. Si p ¢ A, existe la vecindad U de p que verifica que f es cubriente en
p yhay puntos p; € U para j suficientemente grande. Entonces, f~!(U) tiene al menos
n componentes conexasy S(p)=>n o p € X,,. Para el caso p € A, tomamos las cartas
(V,y),(U, ¢) y la funcién h (definida en la ecuacién 7) en el punto de ramificaciéon
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q € f~!(p). Existe un real positivo r tal que la bola cerrada B(r,0) c y(V), y tomamos
zj € h(B(r,0)) con z; = ¢(p;). El teorema de Rouché garantiza que h 'y h—z; tienen
el mismo nimero de raices contando multiplicidades, es decir, f _l(pj) Ny ~Y(B(r,0))
tiene cardinalidad m + 1. Entonces, X,, es abiertoy cerrado. Porlo que X,, = X 0 X,, =0.
Sila cardinalidad de f~!(p) es n, con p ¢ A, entonces X, es vacio paratoda m > n o
todo X sim < n. (]

Ejercicio 3.7. Prueba que cualquier aplicacién holomorfa no constante entre superfi-
cies de Riemann compactas, es un cubriente ramificado y de grado finito.

Antes de enunciar el Teorema de Riemann-Hurwitz, necesitamos definir la caracte-
ristica de Euler para superficies de Riemann compactas. Euler, estudiando poliedros
regulares nota que la suma

C—A+V=y(P)
siempre es 2, donde C es el nimero de caras, A el nimero de aristasy V el nimero de
vértices de un poliedro P. Notando que todos los poliedros regulares son homeomorfos
ala esfera, y(P) resulta ser un invariante topoldgico de la esfera y se puede definir
para cualquier superficie de Riemann compacta X.

Definamos una triangulacion (V,{y ;}r) de X, con 7 C X un conjunto finito de
puntos como vértices, un conjunto finito de aristas y; : [0,1] — X con j €'y que
satisfacen:

= Todo vértice es extremo de alglin camino.
= Lainterseccién de ¥ con cualquier arista estd contenida en sus extremos y la
interseccion de dos aristas estd contenida en V.
» Cada arista y; es inyectiva en (0, 1).
= Toda componente conexa C; del complemento de la unién de los caminos
X—U;r,([0,1]) es simplemente conexay cada C; es una cara de la triangulacion.
Las variables V, A, C son las cardinalidades de ¥, I' y del conjunto de caras C; de
X —uUr([0,1]), respectivamente. Entonces la caracteristica de Euler de X estd dada por

1(X)=C—-A+V, (8)

esta definicion es independiente de la eleccion de la triangulacién como en el caso de la
esfera de Riemann CP!, porlo tanto es un invariante topolégico de X. La caracteristica
de Euler para superficies de Riemann X es par y va restando 2 seglin aumenta el género
topoldgico g(X), que podemos pensar como el nimero de asas que tiene la superficie
(ver Figura 2). Estos conceptos estan relacionados por la formula

x(X)=2—2g(X).
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S Yoe

2(CP)=2 2(T2)=0 2(X)=—2
g(CPY)=0 g(T?)=1 g(X)=2

FIGURA 2. Caracteristica de Euler y género de Superficies de Riemann.

Teorema 3.8 (Riemann-Hurwitz). Sea f : Y — X una aplicacién holomorfa no cons-
tante entre superficies de Riemann compactas de grado n. Entonces, se satisface la
siguiente ecuacion

2(Y)=ny(X)= > by(q) ©)

qey

relacionando las caracteristicas de Euler de ambas superficies, el grado de f y sus puntos
de ramificacion.

Demostracién. Como Y es compacta, el Lema 2.17 implica que el conjunto de puntos
de ramificacion Ry de f es finito y también su imagen f(R;) = A. Toma una triangula-
cion (¥,{rj}jer) de X tal que A C /. Entonces, tenemos que la caracteristica de Euler
deXesC—A+V.

Si A = f~!(A), entonces la aplicacioén f restringida a Y — A es un cubriente en el
que cada punto tiene precisamente n preimdgenes. Cada componente Cl’C conexa
f7Y(C;) esun cubriente de C; con aplicacion cubriente f |Clk, con C; carade (7, {y}jer)
yk=1,...,r yr el nimero de componentes conexas de f~'(C;). Como C; es simple-
mente conexo, el Teorema 3.4 implica que la aplicacion f |Clk es un biholomorfismo
y r = n. Analogamente, podemos demostrar que f~!(y(0,1)) tiene n preimdgenes
y’]? homeomorfas y por continuidad sus extremos estdan contenidos en f~!(¥). Asi,
(1), {)”]? }) es una triangulacién de Y, donde el nimero de caras es nC, el de aristas

es nAy el de vérticeses nV —>). bf(q). La tltima igualdad resulta de que en un

qERy
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punto p € A la cardinalidad de f~'(p) es n—  bs(q), con g € An f~'(p). Entoces,

2(V)= nC—nA+nV—Z by(q),
qeyYy

de donde se sigue el teorema.
O

Ejercicio 3.9. Sea f : CP! — CP! una aplicacién holomorfa de la esfera de Riemann
sobre si misma. Prueba que f es una funcién cubriente si y sélo si f se puede escribir
como el cociente de polinomios de grado a lo mas 1.

4. TEOREMA DE EXISTENCIA DE RIEMANN

4.1. Curvas algebraicas en el plano proyectivo. Comencemos con la definicién del
plano proyectivo complejo CP? como el cociente del conjunto C3—{(0,0,0)} por la
relacién de equivalencia

(xl,Zl,wl)N(xZ,Zz, WZ)@(XI,Zl,wl)ZA(xZ,Zz, Wz) con AGC* =C—0.

El plano proyectivo complejo es una variedad compacta conexa de dimensién com-
pleja 2 y dimension real 4. Anélogo a linea compleja CP!, tenemos cartas afines dadas
por

¢x:U, — C°
[1:z:w] — (z,w),

donde [x : z : w] representa la clase de equivalencia de (x, z, w) y el abierto U, c CP?
corresponde al conjunto {[x : z : w]|x # 0}. Notemos que U, no contiene ningin
representante del plano x =0 yla interseccién de x =0 con los planos az+bw =0
es una linea compleja que corresponde al punto [0: —b : a] € CP2. Este punto es el
punto infinito donde se compactifica la linea compleja {az + bw =0} N U, en la linea
proyectiva compleja CP! correspondiente. De manera analoga a (¢, U, ), obtenemos
otras dos cartas afines (¢, U,) y (¢, U, ) para completar su atlas en el mismo sentido
de la definicién de superficie de Riemann (para mas detalles consulta [8, Seccion 4]).

Entonces, una curva algebraica X es definida como el conjunto de ceros de un
polinomio homogéneo de grado n, es decir P € C[x, z, w] satisface

P(Ax,Az,Aw)=A"P(x,z,w), con Ae€C*. (10)
Por lo tanto, X esta bien definido en CP?.

Ejercicio 4.1. Prueba que X es un subconjunto compacto de CP?.
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Notemos que P no es una funcién de CP? a C, ya que su valuacién depende del
representante que tomes de la clase [x : z : w] como muestra la ecuacion (10). El
Unico valor que se mantiene independiente del representante es el 0. Pero, al tomar
la restriccién de P(x, z, w) en la carta U, es un polinomio bien definido P(1, z, w) en
Clz, w].

Ejercicio 4.2. Sea P(x, z, w) € C[x, z, w]un polinomio homogéneo de grado n, prueba
las siguientes afirmaciones.

a) P(x,z,w) es irreducible en C[x, z, w] si y s6lo si P(1,z, w) es irreducible en
Clz, w].

b) La interseccion de la curva X definida por P con la linea proyectiva {x = 0}
consta de a lo més de n puntos de CP?.

¢) Si P(1,z,w) esirreducible en C[z, w] entonces el anillo

Clz,w]/P(1,w,z)
es un campo.

En particular, cuales quiera dos curvas algebraicas en CP? siempre tienen intersec-
cién no vacia. Este hecho es consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 4.3 (Teorema de Bézout). Sean X y Y curvas algebraicas en CP? definidas
por los polinomios homogeneos P y Q de grado n y m respectivamente. Entonces X N'Y
es un conjunto de puntos con cardinalidad nm, contados con multiplicidad.

Diremos que la curva algebraica X es suave o regular siy sélo si 0 es valor regular
de cadarestriccion de P en cada una de las tres cartas afines, como en el Ejemplo 2.2.
Denotaremos por X, ala curva de nivel P~!(1, z, w)(0) que coincide con la interseccion
XNU,.

Teorema 4.4. Sea X C CP? una curva algebraica definida por el polinomio homogeneo
P(x,z,w)degradon. Si X es suave, entonces X es una superficie de Riemann compacta
conexay P es irreducible. Mds atin, tenemos el siguiente isomorfismo de campos

M(X)~C[z,w]/P(1,w, ), an
que implica que #(X) es una extension algebraica de C(z) de grado n.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

n—1

P(lz,w)=w"+a,1(2)w" +---+a,(z2)w + ay(z),
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con a; € C[z] y con grado de a; menor igual a n — j (Ejercicio 2.3). El resultante
Res(P, 0,, P) de los polinomios P(1, z, w)y d,,P(1, z, w) es el determinante de la matriz
cuadrada (A;;)de2n—1x2n—1, con

Anyi—j(2), si 1<i<n—1 vy i<j<n+i,
Ajj={—j+1ai_jn.(z), si n<i<2n—1 y i—n+1<j<i,
0, en cualquier otro caso.

Claramente, Res(P, ,, P) esun polinomio en C[z], con conjunto deraices A :={},...,{,, }.
El resultante igual a 0 en estos puntos implica que el polinomio P(1, {;, w) tiene raices
con multiplicidad mayor a 1. Para el caso ¢ ¢ A, la ecuacién P(1,c,w) = 0 tiene n
soluciones distintas y no tiene ninguna raiz en comun con d,, P(1, ¢, w).

Consideremos la proyeccién p, de C? := U, a su primera coordenada p,(z, w)=z
y estudiemos su restriccion f := p,|x a X,. Notemos que si ¢ ¢ A la cardinalidad de
f(c)es nyademas d,, P(1,c, w;)# 0 para todo (c, w;) € f~1(c). Entonces, aplicando
el teorema de la funcion implicita en cada punto (¢, w;), para € suficientemente
pequeiia obtenemos funciones analiticas

oo
Zb,ﬁ z—c)k (12)
=0

tales que P(1, z,gj(z, c))=0,con|z—c|<e€, boj =w;y blj # 0. Del Ejemplo 2.2, sabemos
que las componentes X J’CC de X, son superficies de Riemann y por lo tanto f es una
aplicacién holomorfa en X* := X, — f~'(A). Pero f es acotada al rededor de cada
punto de f~1(A), entonces el Teorema 2.14 implica que f es holomorfa en todo X,.

Procediendo de manera anéloga en la carta (¢,,, U, ) con el polinomio P(x, z,1) se
prueba que f se puede extender a todo X como una aplicacién meromorfa

f:X—-CP. (13)

La restriccién de la aplicacién f en cada X* es un cubriente ramificado de CP'. Sin
pérdida de generalidad, suponemos que A, = A,,. Asi, restringimos a la superficie de
Riemann X,. En cada punto {; € A, tenemos que la cardinalidad de f (4 j) s menor
estrictamente que 7, pues contiene al menos un punto de ramificacion (¢, w,) de
orden K —1=b((Z;, wp)) > 1.

Para cada punto c tal que 0 <[{; — ¢| < € existen funciones holomorfas g;(z, c) en
una vecindad de c, con g;(c,c) = w; paral €{1,...,n}. Considera el lazo y(s)={; +
rexp(2ins), con 7(0) = ¢, y su levantamiento 7 : [0, 1] — X, es tal que estd en la misma
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componente conexa de f‘l({l{,’j —z| < €}) que (¢, wp) Y flyo,1) €s homeomorfismo.
Salvo una reindexacion de f~!(c), podemos suponer que ¥(0)=(c, w;) y 7(1) = (c, w,).
El levantamiento 7#X de concatenar K veces y (yX) es un lazo en X, basado en (c, w,),
entonces a lo largo de 7 obtenemos una solucién en una vecindad perforada de ¢ ;
de la ecuacién

z—gvj:yK. 14)

Por lo que podemos escribir cada g;(z,¢)=g(y X +¢ i)Y g se extiende analiticamente
h(y)=wy+ > bly'S, (15)
I=1

que satisface P(1, z, h(y))=0paratodazen|{;—z|<e.

Tomamos los puntos ¢y, ¢; = Cio ¢ AU oo en lalinea proyectiva w = 0, los cuales son
puntos antipodales en CP!. Sean a ; los meridianos por los polos ¢, ¢, que pasan por
cada ;. Salvo una reindexacion, podemos suponer que @ ; y @;_, son frontera de la
misma componente conexa V; de CP!'—uU j@;j, donde V; es la componente conexa que
tiene frontera a,, Ua,. Al trazar los meridianos 6 ; con extremos ¢, ¢, que dividen a las
areas V; en dos partes iguales, obtenemos una triangulacion de CP! con 2m tridngulos
esféricos dados por T,;_, con aristas ¢{ ;,{ ¢y, 6y Trj con aristas ¢y j41,¢ j4+1€4, 0 j-

El complemento Q de la unién de las aristas ¢;{; en CP! es un dominio simple-
mente conexo, ya que cualquier lazo basado en ¢, se contrae al lazo constante ¢,.
Suponiendo que co € Uc(;é' i las funciones g j(z, ) (12) se extienden analiticamente
sin obstruciones a todo 2, es decir, gj(z, c)= gj(z, o) para toda c €. Levantamos a
Q2 en cada punto (¢, w;) de o) en ﬁj C X.Launién Ujﬁj es un abierto denso en
X,,lo que hace posible la siguiente factorizacion

P(l,z,w)= l_[(w—gj(z, c)),
=1

para cada z €.

Notemos que X, es conexa si y sélo si X es conexa. Supongamos que X, no es
conexa y que tiene al menos dos componentes conexas X y X2. Salvo reindexacion,
los abiertos U; = U;."zlﬂj, U,=U
respectivamente.

n 0 1 yv2
j=m+IQj son densos en las componenentes X, X¢,



CAMPOS Y SUPERFICIES DE RIEMANN 241

Definamos las funciones simétricas para k < m

sk(z)= Z 8i(z,¢0)gj,(z, ) - 8.(2, o)
N<j2<<Jk
1<j;<m
Cada funcién s; estd bien definida para toda z ¢ A, ya que sus extensiones analiticas
al rededor de cada {; satisfacen f , sydz = 0 para cada lazo en C— A. Usando (15)
podemos extender sin problema cada s; a A, entonce tenemos funciones enteras que
se pueden extender a oo y por el Teorema 2.26 tienen que ser polinomiales. Tenemos
el siguiente polinomio

Pz, w)= l_[(w —gjlz, co)) =w"— 52w+ +5,(2),
j=1

andlogamente g;(z, ¢y) con j =m+1,..., n construimos P5(z, w) para obtener

n
P(1,z,w)= l_[(w—gj(zy ¢)) = Pi(z, w)Py(z, w),
j=1
que es una factorizacion no trivial en P,, P, que definen las curvas X!, X2, respectiva-
mente. El Teorema 4.3 para curvas proyectivas, dice que la interseccién de X' n X?
contiene al menos un punto. En cada punto de X' N X? tenemos que VP(1,z, w) =
Pz, w) -VP(z,w)+ P(z,w) - VP(z,w) =0, por lo que cero no es valor regular de
P(1, z, w), contradiccién. Por lo tanto X, es conexay P(1, z, w) es irreducible.

Sea f : X — CP! una funcién meromorfa. En particular, f es un cubriente ramifica-
do de grado m y A el conjunto de valores en CP! que resulta de valuar f en un punto
de ramificacién. De manera anédloga a la prueba del Teorema 2.26, se demuestra que
f=0Q(z, w)lx, con Q(w)e C(z)[w], larestriccion marca las clases de equivalencia
del polinomio Q en el campo

C(z)[w]/P(1, z, w).

Y efectivamente, cada elemento Q del campo define una tinica funcién meromorfa
de X a través de valuar Q en X,, por lo que se obtiene el isomorfimo con el campo
M (X). Como P(1, z, w) es un polinomio irreducible de grado n en C(z)[w], tenemos
que ./ (X) es una extension algebraica de grado n del campo C(z).

O

Ejercicio 4.5. Prueba las siguientes afirmaciones:
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i) La curva eliptica & definida por el polinomio homogéneo w®—zwx —x3 es
suave, por ende irreducible y genera una superficie de Riemann de género 1.

ii) La curva de Fermat F, definida por el polinomio homogéneo w” + z" — x"
es irreducible y suave. La curva F, como superficie de Riemann tiene género
(n—1)(n—2)/2.

Por el Teorema 4.4, los campos de funciones meromorfas .#(F,) y .#(&) son ex-
tensiones algebraicas separables de C(z), porque este tltimo tiene caracteristica cero
como campo. Lo que falta por verificar es si estas extensiones podrian ser norma-
les para concluir que son de Galois. Para verificarlo en el caso de &, utilizaremos la
siguiente afirmacion, que tiene demostracion altamente no trivial.

Problema 4.6. El grupo de automorfismos holomorfos de & es trivial.

Esto implica que .# (&) no es una extension de Galois, ya que si fuera de Galois al
ser extension de grado 3 la cardinalidad del grupo de automorfismos deberia ser 3.

En el caso de F,, al restringirse a la carta U, de CP? obtenemos el polinomio w” +
z™ —1=0 que es invariante por las transformaciones lineales

(2, w) = (k2 ¢ w).

Las cuales forman un grupo isomorfo al grupo ciclico Z,,. Entonces .#(F,) es una
extension de Galois de C(z).
Considera el espacio " de polinomios homogéneos de grado n

P(x,z,w)= Z a,-yj,kx"zjwj,
i+j+k=n

parametrizado por el espacio proyectivo de sus coeficiente [q; ; ;]. Los elementos
P € #" que definen una curva algebraica suave, forman un abierto de Zariski de
F" y de éstos, los que tienen grupo de automorfismos holomorfos trivial forman
también un abierto de Zariski. Es decir, son muy especiales los casos cuando el campo
de funciones meromorfas ./ (X) de una curva algebraica suave X es una extensiéon de
Galois de C(z).

4.2. Ideasy observaciones para la prueba del Teorema 1.1. En el Teorema 4.4,
utilizamos en distintos momento de su prueba el hecho de que X es una curva suave
en el plano proyectivo, lo que excluye a muchas superficies de Riemann que no pueden
ser encajadas isométricamente en CP?, Esto quiere decir, que el polinomio irreducible
P(z,w) € C[z, w] cuya extension C[z, w]/P(z, w) es isomorfa a ./ (X) puede tener
un conjunto de singularidades, es decir, 0 no es valor regular de P. Eso significa que
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no probamos la biyeccion entre superficies de Riemann y extensiones algebraicas de
C(z).

Necesitamos primero el Teorema 2.22 para garantizar que hay una funcién mero-
morfa f : X — Cno constante. Después aplicamos la misma idea que con la proyeccién
f enlaprueba del Teorema 4.4 usando continuacion analitica para obtener la solucién
de la ecuacion 14.

Aqui tendremos que construir el polinomio irreducible P(w) € C(z){w] usando la
idea de funciones simétricas para encontrar los polinomios P, y P, en la prueba del
Teorema 4.4. Y asi cada superficie de Riemann va estar relacionada con una extensiéon
algebraica de C(z).

Construir el regreso de la biyeccién es mucho més complejo, pero si estds interesado
recomendamos leer el Capitulo 4 de [5].

Laslineas de investigacion que se desprenden de las diferentes preguntas generadas
desde el Teorema de Existencia de Riemann, pueden ser encontradas en los pizarrones
de las matematicas y los matemaéticos que continuan buscando sus respuestas.
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AXIOMAS DE SEPARACION EN LA CATEGORIA DE MARCOS

JUAN CARLOS MONTER CORTES, LUIS ANGEL ZALDIVAR CORICHI

Resumen. Una de las ramas mas importantes en la matemadtica es la topologfa,
esta como bien sabemos estudia el concepto de espacio, y capta de manera muy
general los primeros espacios que se nos presentan en la vida matematica, los
espacios métricos y a su vez se observa que estos espacios son casos particulares
de los llamados espacios Hausdorff, es aqui donde entran en juego los axiomas
de separacién. En épocas mds modernas (por asi decirlo), se han manufacturado
otras nociones de .*pacioiina de estas es la nocién de locale (marco, algebra de
Heyting completa), este curso pretende introducir los conceptos bésicos de la
topologia sin-puntos y de hecho ver como los axiomas de separacién juegan un
papel importante pero un poco mds caético en estos ’espacios”.

Abstract. One of the most important branches in mathematics is topology, as
we well know, it studies the concept of space, and captures in a very general
way the first spaces that are presented to us in mathematical life, metric spaces,
and at the same time it is observed that These spaces are particular cases of
the so-called Hausdorff spaces, this is where the separation axioms come into
play. In more modern times (so to speak), other notions of "space"have been
manufactured, one of these is the notion of locale (frame, complete Heyting
algebra), this course aims to introduce the basic concepts of pointless topology
and in fact see how the separation axioms play an important but slightly more
chaotic role in these "spaces".

Introduccion

En la topologia clésica existen las nociones de axiomas de separacion. Estas son herra-
mientas que permite dotar a los espacios de una cantidad suficiente de conjuntos abiertos
(elementos de la topologia). Los axiomas mds elementales que existen hacen uso de los

2000 Mathematics Subject Classification. 82B44.
Palabras Claves. Cristales de spin. Medida de Gibbs.
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puntos, y estos a su vez terminan siendo considerados como los elementos de los conjuntos
abiertos. Cuando trabajamos en la categoria de marcos, podemos considerar a los conjuntos
abiertos como el elemento mds bdsico del espacio y de esta manera podemos empezar a
hablar de la “topologia sin puntos”. En estas notas abordamos la variante de los axiomas
de separacién vistos desde la perspectiva de la teoria de marcos.

Para hacerlo, en la primer seccidn, introducimos todos los conceptos necesarios para
el desarrollo de la teoria de marcos. Partiendo del concepto de reticula y llegando a los
aspectos categdricos que existen entre los marcos y los espacios topolégicos. De igual
manera, recopilamos la informacién bésica sobre los axiomas clasicos de separacion. Por
dltimo, mencionamos algunas propiedades de separacién adicionales y la relacién que
existe entre todas estas.

La seccién nimero dos la utilizamos para mostrar como trabaja la topologia sin puntos
para “traducir” los axiomas cldsicos de separacién y obtener nuevas variantes, pero ahora
libres de puntos, es decir, versiones de los axiomas enunciados Ginicamente para elementos
de la reticula 0'S. En seguida, damos la versioén general de estas propiedades, pero para un
marco arbitrario.

La Seccién 3 aborda dos propiedades de separacion adicionales. Estas aparecieron en la
literatura como versiones libres de puntos y permitié presentar caracterizaciones que con
el paso del tiempo, complementarian los diferentes axiomas tipo Hausdorff.

En la dltima seccidn presentamos los axiomas tipo Hausdorff que existen en la literatura
y mencionamos la motivacién que tuvieron los diferentes autores para enunciarlos. Procu-
ramos mencionar cual es el uso de cada uno de estos en la préctica y la relacién que existe
entre ellos. De manera adicional, agregamos unos diagramas que permiten ilustrar la rela-
cién de los axiomas tipo Hausdorff y todas las propiedades abordadas a lo largo de las notas.

La informacién aqui presentada es una recapitulacion principalmente de [8]. Ahi se
abordan a detalle las diferentes nociones de separacion. Para consultar los detalles sobre
teoria de marcos, sugerimos consultar [3], [7] o [14].
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1.1. Teoria de marcos. Para el desarrollo de toda esta teorfa, primero necesitamos intro-
ducir aquellos conceptos centrales sobre los cuales trabajaremos. El concepto fundamental
es el de marco. Recordemos que éste parte de la definicién de reticula.

Definicion 1.1. Una reticula es un conjunto con dos operaciones binarias (supremo o
“V” e infimo o “A”) y dos elementos distinguidos (0 y 1) tal que V (respectivamente A) es
asociativa, conmutativa, idempotente y tienen a 0 (respectivamente 1) como elementos
neutros.
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Definicion 1.2. Consideremos una reticula (S, <, V, A,0,1). Si esta cumple las siguientes
leyes distributivas

aN(bVvc)=(anb)V(anc) y aV(bAc)=(aVb)A(aVc)
para todo a, b, ¢ € S. Entonces decimos S es una reticula distributiva.

Definicién 1.3. Decimos que una V—semireticula es completa si para cualquier subconjun-
to A (no solo finito) existe \/ A.

Definicion 1.4. Un marco es una reticula completa (S, <, A, \/, 0,1) que cumple la siguiente
ley distributiva

A\ Y=\/{xryl|yev} (1)

para cualesquiera x €Sy Y CS.
A (1) se le conoce como ley distributiva para marcos (LDM).

Ejemplo 1.5. Para todo espacio topoldgico S se tienen dos familias de subconjuntos: los
subconjuntos abiertos, que denotamos por &S y sus subconjuntos cerrados, denotados por
%6'S. De esta forma para cualquier (S, 0S), OS tiene la estructura de reticula completa

@s,c.n Js.0.

Ademads la familia de subconjuntos abiertos cumple la LDM. Es decir, &S es un marco,
que de manera conveniente, llamaremos marco de abiertos.

Consideremos U C S, denotamos por

U’ u-, U,
como el complemento, la cerradura y el interior de U en S, respectivamente.
Como mencionamos en el ejemplo, &S es un marco, en la literatura a S también se le

conoce como el marco de abiertos de S o como la reticula de conjuntos abiertos. Al ser
0'S una reticula, en ocasiones también se le denota por Q(S).

Calcular infimos arbitrarios se puede realizar de la siguiente forma

Av=(v).

Definicion 1.6. Sean Ay B dos marcos arbitrarios. Un morfismo de marcos es una funcién
f: A— B tal que para cualesquiera a, b € Ay X C A se cumple lo siguiente:



SEPARACION EN FRM 249

= a<b, f(a)< f(b).
» f(04)=0py f(14)=15.
» flanb)=f(a)Af(D).
= fVX)=V FX).
Para culminar este apartado sobre teoria de marcos, definiremos una operacién conocida
como implicacién y unas funciones que se conocen como nicleos. Ambas serdn de utilidad
mads adelante.

Definicion 1.7. Sea A una reticula completa, una implicacién es una operacion sobre A
(-+>):AxA—>A
de tal forma que
x<(b>a)obAx<a
para cualesquiera a, b, x € A.
La implicacién es una operacion definida sobre reticulas, de hecho esta operacion es

denotada en ocasiones por “—”. En particular, en un marco A se calcula de la siguiente
forma

(b>a)=\/{ceAlbAc<a}.
Ademads, la implicacién nos permite calcular la negacién de cualquier elemento a € A
como —a =(a > 0).
Definicion 1.8. Sea A un marcoy a, b € A. Decimos que j: A— A es un niicleo si:

1. a < j(a), (el operador infla).
2. Sia< b= j(a)< j(b), (el operador es mondtono).
3. j?=j, (el operador es idempotente).

4. jla)A j(b)= j(a A D), (el operador preserva infimos).
Podemos considerar a N A como el conjunto de todos los nicleos sobre A.

Ejemplo 1.9. Si A€ Frm para cualquier a € A definimos las funciones

m U, A— A uy(x)=aVvx, Yx €A (nicleo cerrado)
m v, A—> A, v,(x)=(a > x), Vx € A (niicleo abierto)
m w,:A— A, w,(x)=((x>a)>a), Vx € A (niicleo regular)

Los tres operadores definidos resultan ser nticleos.
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Los nicleos del Ejemplo 1.9 reciben esos nombres debido a que, en la teoria de locales,
los nicleos estan en correspondencia biyectiva con los sublocales. Omitiendo detalles,
esbozamos como es esta correspondencia.

Por medio de un ntdcleo arbitrario, podemos definir un sublocal, el cual resulta ser
el conjunto de puntos fijos del nicleo en consideracion, denotado por A; para j € N A.
También, a través de un sublocal S, podemos definir un nticleo, el cual se denota por js.

Observacion 1.10. Para a € A tenemos las siguientes correspondencias con los nicleos u,
Y Va

Uy — Ay, =cla)=la,1] y Vg — Ay, =0(a)=[0,a)
donde c(a)y o(a) se les conocen como los sublocales cerrados y abiertos, respectivamente.
1.2. Aspectos categoricos. Utilizando las Definiciones 1.4 y 1.6 podemos demostrar
que la composicién de morfismos de marcos es también un morfismo de marcos. Ade-
mads, el morfismo identidad (id) actia como elemento neutro en la composicion. Como

consecuencia tenemos una categoria, la cual denotaremos por Frm y es conocida como la
categoria de marcos.

Definicion 1.11. Sea f : A— B una funcién monétona. El adjunto derecho de f es una
funcién monétona f, : B — A tal que f(a) < b < a < f,(b) para cualesquiera a € A y
b € B. Denotamos a f como f*y escribimos f* f,

La relacion que existe entre los morfismos de marcos y el adjunto de un morfismo se
enuncia en el siguiente resultado.

Proposition 1.12. Todo morfismo de marcos tiene adjunto derecho

Podemos construir la categoria opuesta a Frm, esta recibe el nombre de categoria de
locales. Por la Proposicién 1.12 tenemos que para cualesquiera A, B € Frm, si

f:A—-B=f:B—A

donde f es un morfismo de marcos y f, es su adjunto derecho. Notemos que f, invierte el
dominio y codominio de f. Por lo tanto, podemos considerar un morfismo de locales como

f:B—A

tales que f preserva los infimos y sus adjuntos izquierdos (f*), son un morfismo de mar-
cos. Asi, invirtiendo la composicién de los morfismos de marcos obtenemos la categoria
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Loc =Frm°P.

Existe una adjuncién entre Frm y Top (la categoria de espacios topoldgicos), como se
muestra en el siguiente diagrama

Top

Frm®°P

donde pt se le conoce como el funtor de puntos y & como el funtor de abiertos.

Como vimos al inicio de esta seccién, uno de los primeros ejemplos de un marco son los
abiertos de un espacio topoldégico. De esta manera, si S es un espacio arbitrario, podemos
asignarle el marco 0'S. Ahora, si consideramos cualesquiera dos espacios topologicos S,
T y una funcién continua f: S — T, entonces la asignacién

of)=f"0T—0S,

por propiedades de la preimagen, resulta ser un morfismo de marcos. Lo anterior nos
menciona la forma en que se construye el funtor &(_): Top — Frm°P, asignando a cada
espacio su marco de abiertos y, a cada funcién continua la respectiva funcién preimagen,
pero restringida a los correspondientes marcos de abiertos.

La construccidn del funtor pt(_) es un poco mas compleja y para ello se necesita mas
informacion. Para empezar, necesitamos definir los que serdn los puntos en un marco.

Definicion 1.13. Sea A un marco. Un caracter de A es un morfismo de marcos h: A — 2,
donde 2 es el marco de dos elementos.

Existe una correspondencia biyectiva entre caracteres de un marco y otros dos disposi-
tivos: elementos A—irreducibles y filtros completamente primos. Estos dltimos no serdn
utilizados en estas notas.

Definicion 1.14. Sea A un marco. Un elemento p € A es A—irreducible si p # 1 y si
XAy <p,entonces x < p o y < p se cumple para cada x,y € A.

La siguiente definicién es la que nos permite convertir un marco en un espacio.
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Definicion 1.15. Sea A un marco. El espacio de puntos de A es la coleccion de todos los
elementos A—irreducibles de A. Denotamos a estos por ptA.

Notemos que para que ptA sea un espacio, este necesita una topologia.

Definicion 1.16. Sea A un maco con espacio de puntos S = ptA, vistos como elementos
A—irreducibles. Definimos

Usa)={p<€S|afp}
para cada elemento A € A.

Si es claro el marco bajo el cual se esta trabajando, eliminamos el subindice A y solo
escribimos Ul(a).

Se puede demostrar que las intersecciones finitas y las uniones arbitrarias de conjuntos
de esta forma, también tienen la misma estructura, es decir,

U@nu(b)=U(anb) y |(JU@laex}i=U(\/X)
se cumplen para todo a,b € Ay X C A. Con lo mencionado antes tenemos el siguiente
lema.

Lema 1.17. Sea A un marco con espacio de puntos S = ptA. La coleccion de conjuntos
{U(a)| a € A} forman una topologia en S y

U,():A—>0S 2)
es un morfismo suprayectivo de marcos.

La asignacién presentada en 2 es conocida como la reflexion espacial. Ahora necesita-
mos construir una funcién continua que relacione a cualesquiera espacio de puntos. Para
ello tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.18. Sean A,B € Frm y f: A — B un morfismo de marcos. La funcion pt(f) :
ptA — ptB definida por

fi:ptB — ptA,
donde f, es el adjunto derecho de f, es una funcion continua.

Por lo tanto, obtenemos el funtor pt: Frm° — Top. Obviamente, existen bastante deta-
lles que podrian ser agregados en estas notas para comprender por completo el fenémeno
de la adjuncidn entre estas dos categorias. Nuestro objetivo no es enfocarnos en ellos. De
esta manera sugerimos consultar [14] para revisar mas a fondo lo explicado antes.
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1.3. Axiomas clasicos de separacion (sensibles a puntos). Los axiomas de separacion
nos proporcionan condiciones bajo las cuales, en un espacio S, podemos separar puntos
diferentes por medio de elementos en OS vy, en el caso de los axiomas T3 y T;, podemos
separar también conjuntos cerrados.

Comencemos con el axioma Ty, este es el primer axioma de separacién y el mas general.
Para un espacio S decimos que este es T si:

(To): Vx,yeS,x#y,IU€QS)talque x¢U>y 6y ¢ U > x.

Equivalentemente, el espacio S es T siy solosi Vx,y €8, si {x} ={y_}:> xX=y.

Para los espacios T; tenemos la siguiente suposicion.
(Ty): Vx,yeS,x#y, U €Q(S) talque y ¢ U > x.

También podemos decir que el espacio S es T si y solo si los conjuntos formados por
un punto son cerrados, es decir, Vx €S, {x} ={x}.

Ahora enunciaremos el axioma de separacién T, (o de Hausdorff). Este axioma es de
los mds usados en topologia cldsica. Lamentablemente, como veremos mds adelante, existe
mds de una variante libre de puntos de este axioma. Diremos que un espacio es Hausdorff,
oT,si

(To): Vx,y€S,x#y,3U,VeQS)talque xeU,ycVyUnV =0

Como se menciona en la Introduccion, la dltima seccion de estas notas estd enfocada en
presentar las diferentes traducciones de este axioma y cuales son las razones por las que
existen varias.

Para enunciar el siguiente axioma de separacién necesitamos del concepto de espacio
regular. Decimos que un espacio regular si

(reg): Yxe€S,ACS cerrado tal que x ¢ A, 3U, V € Q(S) tales que
xeU, ACV, UNV=0.
Proposition 1.19. Si un espacio regular es Ty, este es T, y por lo tanto T,.

Si consideramos la regularidad junto con T; obtenemos el axioma T3, es decir,

T; =(reg)+ T,.
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La siguiente nocién que enunciaremos es la de completamente regular. Un espacio es
completamente regular si

(creg): YxeS,ACS cerrado tal que x ¢ A, 3 f: S — 1 tal que
f(x)=0, f[A]=1

donde I es el intervalo cerrado [0,1] C R.

Si un espacio es completamente regular, entonces este también es regular. Ademas, si a
un espacio completamente regular le pedimos que sea T;, entonces obtenemos el axioma
de separacion T3§ , es decir,

Ts = (reg)+ T,.
Para terminar con los axiomas cldsicos de separacion necesitamos definir la normalidad.
Decimos que un espacio S es normal si

(norm): V A, B C S cerrados tales que ANB =0, AU,V €Q(S) tales que
ACU, BCV, UNnV=0.

Asi, obtenemos el axioma de separaciéon T, dado por

T, = (norm) + T;.

De esta manera tenemos la siguiente sucesion de axiomas

LT =>GL>L>h>T

Ya con estas nociones, lo que sigue es obtener su significado en el lenguaje del marco
abiertos, es decir, modificaremos aquello que sea necesario para que todas estas condiciones
dadas para puntos o conjuntos cerrados queden en términos de conjuntos abiertos, pero esa
es tarea para siguiente seccion.

1.4. Algunas propiedades adicionales. Podemos definir propiedades que se ubiquen
entre Ty y T; y también entre T; y T>. A los espacios que las cumplen, en la literatura, se
les conoce como Ry y R;.

(Ry) Vx,yeS,xe{y}eyeixl
En otras palabras, x € {y_} implica que {x}= {y_} A los espacios que cumplen con esta
propiedad también se les conoce como simétricos.
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Ahora definimos a los espacios R;.

R,)) Vx,yeS sifxl#{y}=>{xJCUy{yIcV.

para algunos abiertos disjuntos U y V.

El siguientes resultado relaciona a los espacios Ry y R; con los que son 17 y T,
respectivamente.

Proposition 1.20. Bajo Ty, Ry < T. Bajo T;, Ry & L.

Demostracion. Consideremos un espacio S

i) Supongamos que S cumple R,. Consideremos x € {y}, por Ry se cumple que {x}=
{y}y por T x = y. Por otro lado, si S cumple T; y consideramos x € {y}, por T
tenemos que {x}={x} y {y} {y}. De esta manera x = =yy asi y € {x}.

ii) Supongamos que R; se cumple. Sean x # y. Por T {x} = {x} #{y}= {y} y por
R, existen U,V € 0S tales que x € U y y € V. Por otro lado, supongamos que se
cumple T;, entonces para x # #y AU,V abiertos disjuntos talesque xeU 'y y € V.
Al cumplirse T {x}={x}y {y}={y}. de aqui que {x}={x}SU y {y}={y} < V.

O

De esta manera, denotando la regularidad y le regularidad completa por R, y Rs,
respectivamente, tenemos la siguiente relacion.

\\\\\

norm

1.5. El axioma Tj,. De manera similar a R, la siguiente propiedad es mds fuerte que Ty,
pero més débil que T;.

(Tp): Vxe8,3Ue0Stalque x¢U y U \{x}<€0S.
Podemos ver que T; implica Ty y que Tp implica T;.
Proposition 1.21. Un espacio S satisface Ty, siy solo si para cada x € S

(S\{x}u{x}eos.
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Demostracion. =): Consideremos un espacio S que satisface T, y sea U € 0'S como
el que aparece en (Tp). Para x # y el conjunto V =(S \ {x})U{x} es una vecindad
de y y una vecindad para x, pues si x € U, entonces U \{x}=U\{x} y por lo
tanto x € U C V. De aqui que V es abierto.

<): Si V=(S\{x})U{x} es abierto tenemos que si x € V, entonces

VA {x}=(S\{xPhu{x}\{x}=S\{x}
yS \{x} € 0S. Por lo tanto V \ {x} es abierto, es decir, S es Tp.
O

Una de las aplicaciones de la propiedad Tp la podemos encontrar en la topologia
sin puntos. Recordemos que los subespacios estdn bien representados por su marco de
congruencias. Con esto en mente, podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 1.22. Sean X y Y subespacios distintos de S. Ex # Ey si y solo si S es un
espacio Tp.
Demostracion. =): Consideremos X # Y tales que Ex # Ey, en particular,
Eg\(x} # Es.
Por lo tanto existe un abierto U ¢ V tal que
UnS\{xP=U\{x}=vn(S\{x})=V\{x}.

Lo cual solo es posible precisamente si x e U y V =U \ {x}, es decir, S es Tp.
&): Sean S un espacio Tp y a € X\ Y. Consideremos los abiertos U 3 ay V = U \{a}.
Entonces UNX # VN X mientras UNY =V NY. Asi Ex # Ey.
O

1.6. Sobriedad. A lo largo de estas notas encontramos distintas propiedades de separa-
cion. Cada una de estas utilizadas o presentadas para diferentes situaciones. La mayoria de
ellas comparables entre si. La que presentamos ahora es la sobriedad.

En la Definici6én 1.14 mencionamos que un elemento p € A es A—irreducible si p #1'y
siaAb <p,entonces a < p o b < p. En ocasiones, la nocién anterior es presentada en la
literatura como ser primo.

En la Subseccién 2.1 vimos que para un espacio S y x € S, entonces S \{x} es un
elemento A—irreducible en O'S.
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Definicion 1.23. Un espacio se dice que es sobrio (en la formulacion de Grothendieck y
Dieudonné), si este es Ty y si todos los elementos A—irreducibles son de la forma S\ {x}.

Notemos que bajo el supuesto de que todos los espacio con los que trabajaremos son Ty,
la asignacion x — S\ {x} es inyectiva. De esta manera, los elementos A—irreducibles en
los espacios sobrios estdn determinados de manera unica.

Proposition 1.24. Cada espacio T, es sobrio, pero la sobriedad es incomparable con T,.

Demostracion. i) Sean S un espacio T, y P € 0'S un elemento A—irreducible. Supon-
gamos que existe x,y ¢ P, con x # y. Por T, elegimos U, V € 08 tales que x € U,
y €V yUnNV =0. De aqui que
P=(PUuU)N(PUV)=PUUNV)=PU.
Notemos que ni PUU o PUV es P. Por lo tanto P =S\ {x}, es decir, S es sobrio.
ii) Consideremos S un espacio infinito dotado de la topologfa cofinita, es decir,
Ue0dS<U=0 o S\U es finito.

Este espacio es T;, pero no es sobrio, pues §) es un elemento A—irreducible y § # S \{x}
paratodo x €S.
iii) Sea S el espacio de Sierpinski, es decir,
S§=(5={0,1},0S8 = {#,{1},{0,1}).

Los elementos A—irreducibles son = S\ {1} y{1}=S \ {0}, por lo tanto S es sobrio,

peronoes 1.
]

Si tenemos un espacio S que no es sobrio, entonces podemos “sobrificarlo” por medio
de elementos en 'S. A este proceso se le conoce como la construccion de la reflexién
sobria.

Corolario 1.25. Un espacio sobrio S puede ser reconstruido a partir de los elementos de
0S.

Por el Corolario 1.25, para un espacio S arbitrario que es 7, podemos construir un

espacio S dado por

S=({F | F es un filtro completamente primo en 0S},{U | U € 0S}),
donde U ={F |U € F}.
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Como nuestros filtros son no triviales, tenemos ™= y S=S. Ademis,

UNV={F|UeFVeF}={F|UNVEF}=UNV

UUF{F|UUieF}={F|3ie],U,-eF}=UiTi
ie] i€] i€
es decir, la modificacion sobria es una topologia. Finalmente, denotando
F(x)={U|xeU},

de esta manera si U ¢ V existe x € U\ V y por lo tanto F(x)€ U \ V. De estd manera
obtenemos

Observacién 1.26. La asignacién U — U establece un isomorfismo entre 0S y 08S.

Con todo lo anterior, podemos concluir que la modificacién sobria se comporta de
manera agradable. Resta verificar que efectivamente hacer esta construccién nos devuelve
un espacio sobrio.

Proposition 1.27. El espacio S es sobrio.

Para terminar esta seccion, recordemos que los funtores & y pt forman una adjuncion.
Los resultados anteriores proporcionan la informacién de cuando entre estos dos existe
una equivalencia. Si nos restringimos a espacios sobrios y marcos espaciales tenemos

Top L) sob

1

Frm 7 Frmg,,

2. “Traducciones” de los axiomas de separacién (libres de puntos)

Cuando hacemos mencién a “traduccién” nos referimos a trasladar cada una de las
distintas nociones dadas en el lenguaje sensible a puntos a lo que significan cada una de
estas en el lenguaje de reticulas de abiertos. Recordemos que en 0'S, los objetos con los
que trabajamos son los conjuntos abiertos. De esta manera, nuestro objetivo es trasladar
los axiomas de separacion en términos de los elementos en 0'S.

De manera similar a como fueron enunciados en la seccién anterior, presentaremos los
axiomas de separacion en orden ascendente segin la “fuerza” de estos. Comenzaremos
con T y terminaremos con la nocién de normalidad. Para diferenciar de estos axiomas de
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(I8

su variante sensible a puntos, colocaremos una “s” como subindice para hacer referencia
que esa version es libre de puntos. Aclaramos que en esta parte no se hard mencién a la
traduccion de ser T,. Esta recibird un tratamiento especial mds adelante.

2.1. T, sin puntos. Primero, recordemos que la propiedad de separacién Ty nos men-
ciona que si tenemos cualesquiera dos puntos de un espacio, estos pueden ser separados
por un conjunto abierto de tal manera que un punto este en el abierto y el otro no. En
el lenguaje de reticulas, esta nocién no aporta mucha informacién. Si 7; no se cumple,
entonces para x, y € S distintos se tiene que para todo abierto U € S, x € U siy solo si
yeUu.

De esta manera, en el lenguaje de reticulas de abiertos, estos dos puntos son indistingui-
bles. Por lo tanto, para evitar esta situacién, supondremos que el axioma 7T se cumple para
los distintos espacios con los que trabajaremos. Ademas, bajo este supuesto, no se buscara
una equivalencia para esta nocion.

2.2. T sin puntos. Sabemos que en un espacio T;, para todo x € S, {x}={x}, es decir,
los conjuntos de un punto son cerrados, en consecuencia todos los conjuntos finitos son
cerrados. Luego, si {x} es cerrado, entonces S \ {x} es abierto. Ademads, se puede verificar
que este es un elemento maximo en 0S. También, los elementos de la forma S \ {x}
son A—irreducibles. Por lo tanto, lo anterior seria un esbozo de la prueba del siguiente
resultado.

Proposition 2.1. Decimos que un espacio S es T si y solo si se cumple lo siguiente:

(Ty,): todo elemento N—irreducible es mdximo.

Observemos que la Proposicién 2.1 no esta escrita como tal en el lenguaje de la reticula
de abiertos (no estd escrita para cualquier elemento arbitrario de 0S). Esto podria moti-
varnos a pensar que la traduccién no termina siendo una version satisfactoria, pero por el
momento la utilizaremos como un ejemplo que permita mostrar como las caracterizaciones
espaciales pueden determinar una nueva caracterizacion para elementos de @'S.

2.3. Regularidad sin puntos. Para obtener la nocién sin puntos de la regularidad nece-
sitamos dar antes una definicion.

Definiciéon 2.2. Para U, V € 0S decimos que V' estd bastante por debajo de U, y lo
denotamos por V < U,si V CU.
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Notemos que la definicién anterior no estd aun en el lenguaje de reticulas de abiertos,
pero hay una manera de arreglarla, pues en 0'S existen los pseudocomplementos, es decir,
para todo U € 08 existe un mayor elemento V € @S tal que U NV =. De esta manera,
para V*=S§ \ V, tenemos

V<UsVCUsSUUV*=S.

Asfi, la nocién de regularidad sin puntos estd dada por lo siguiente.

Proposition 2.3. Decimos que un espacio S es regular si y solo si se cumple lo siguiente:
(regs): Paratodo Ue0S, U=|J{V|V=<U}

Demostracion. =): Supongamos que S es regular y sea U € 0S. Para x € U consi-
deramos A= S\ U y por la regularidad tenemos que existe V,, W € @S tales que
xeV, ACWyV,NnW =0. Como AC W, entonces W UU =S, de aqui que
x €V, > U. Por lo tanto

U={JilxesycJtviv>uicu

<): Supongamos que U = J{V |V > U} y ses x ¢ A donde A € €S. De aqui que

xe€U =S\Ay porlo tanto x € V para algiin V > U. De aqui que, para W =S\ V,
ACW y VNnW =0, es decir, se cumple la regularidad.

O

Equivalentemente a lo que hicimos en la seccién anterior

I, = (regs) + 1.

2.4. Completamente regular sin puntos. Recordemos que si S es un espacio com-
pletamente regular, entonces S es regular. Con esto en mente podriamos esperar que la
traduccién de completamente regular tenga relacién con la nocién bastante por debajo. La
manera mas natural de realizarlo seria interpolando <, es decir, si para U, V abiertos tales
que V < U, existe W abierto para el cual V < W < U, pero eso no es del todo cierto.

Para reparar esto, consideremos el conjunto D de los racionales diddicos en el intervalo
unitario cerrado I C R, es decir,

k
D={—|neNk=0,1,...,2"}.
n
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Definiciéon 2.4. Para U,V € 08, decimos que V esta completamente por debajo de U,
denotado por V << U, si existen abiertos Uy, con d € D, tales que

U=V, U =U, u,<Uu,,
es decir, U; CU, parad <e.

Notemos lo siguiente:
» SiV/'CV<<UCU’, entonces V' << U’.
= Larelacién << es interpolativa.
= Si W interpola <<, entonces W interpola <.

Recordemos que la nocién de completamente regular realiza la separacién entre un
punto x €S y un subconjunto cerrado A C S a través de una funcién continua. La funcién
definida en el siguiente resultado es la que nos va a funcionar para nuestra proxima
traduccion.

Proposition 2.5. Para un espacio topologico S consideremos Uy € 0S, con d € D, tal
que Uy=V, Uy =U y Uy > U,, para d < e. Definimos
®(x)=inf{d | x € U,}.
Entonces ® es continua.
Asi, usando la Definicién 2.4 y la Proposicion 2.5, tenemos

Proposition 2.6. Decimos que un espacio topologico S es completamente regular si 'y solo
si se cumple lo siguiente:

(cregs): paratodo U € 0S,U = J{V |V <<U}.
Demostracion. =): Sea S completamente regular. Consideremos U € 0Sy x € U.

Entonces x € S\ U y por lo tanto existe una funcién continua f:S — I tal que
f(x)=0y f(y)=1para y ¢ U. Para d € D consideramos

_ 1+d . 1+d
Us=f700,—=) y Ba=f"'010,——)),
de aqui que U, € 0Sy B, € 6S yparad < e, B; CU,. Asi B; = U, C U,, es
decir, U, > U,. Y por la Definicion 2.4 tenemos que para U(x)= U, >> U;. Como
x € U(x)y Uy C U, por la interpolatividad de >>, tenemos que x € U(x) >> U.
Por lo tanto

U= Jlux)xesic| Jivivs-uicu
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<): Supongamos que U =|_J{V | V >> U} se cumple y consideremos A € 6'S tal
que x ¢ A. Para U = S\ A, entonces x € U y por hipétesis tenemos V >> U tal que
x € V. Si tomamos un sistema (U, ) ep como testigo para V=U, >>U; =U y la
funcién continua definida en la Proposicién 2.5 vemos que ®(x) =0, pues x € Uy,
para d € D, en particular para Uy y 0 es el menor de los d. Para y € A,

®(y)=inf{d |y € Us},

pero y € A, es decir, y ¢ U, para d € D, entonces d | y € Uy} =0, de aqui que
®(y)=1y se cumple la definicién de completamente regular.
O

Por lo tanto
T;1 = (cregg)+ Ti,.

2.5. Normalidad sin puntos. La normalidad es una nocién que estd enunciada sin el
uso de puntos. De esta manera su traduccién al lenguaje de reticulas de conjuntos abiertos
es mds sencilla. En la normalidad separamos cualesquiera dos conjuntos cerrados distintos
por medio de dos abiertos disjuntos.

Para un espacio S, consideremos A, B € ¢S, entonces X =S\ Ay Y =S\ B estan en
0S. Ademds, ACU y BC V,paraabiertos Uy V,siysolosi XUU=YUV =S.Lo
anterior nos proporciona la version sin puntos de la normalidad.

Proposition 2.7. Decimos que que un espacio topologico S es normal si y solo si se
cumple lo siguiente:

(mormg): Para X,Y € 0S, con XUY =S existen U,V € 0S tales que
XuU-=S, YuV =S, unv=0.

Por lo tanto
T,, = (normg) + T;. .

2.6. Axiomas de separacion en la categoria Frm. Sabemos que si S es un espacio to-
polégico, 0S es un marco. Todo lo que hemos hecho en esta seccion es dar la equivalencia
de las propiedades de separacion en términos de elementos en 0'S, es decir, para un marco
particular. En este punto debemos preguntarnos lo siguiente, ;qué pasa para un marco A
arbitrario?

Para responder la pregunta anterior lo tnico que necesitamos hacer es trasladar las
nociones presentadas considerando elementos arbitrarios en un marco A en lugar de
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conjuntos abiertos en @S. La siguiente es la equivalencia de bastante por debajo en la
teorfa de marcos.

a<b=y4,3ceAtalqueanc=0ybVc=1
donde a, b € A.

Con esto en mente, podemos dar la respectiva equivalencia para que un marco sea regular
y completamente regular. Usaremos 7 como subindice para indicar que las nociones estan
dadas en el lenguaje de marcos.
(regn): VacAa=\/{xeA|x<a}.
(cregm): VacAa=\/{x€A|x=<=<a}.
Ahora damos la nocién de normalidad para marcos.
(normy,): Va,b €A, talesque aVhb=1,3u,v € A tales que

avVu=bVv=1yuAv=0
3. Las nociones de subajustado y ajustado

Estas nociones aparecieron en la literatura como propiedades bajas de separacion, idea-
les para ser tratadas en el contexto sin puntos, subajustado fue la primera en ser enunciada.
En 1938, Wallman la presento con el nombre de propiedad disyuntiva (ver [13]). Afios
mds tarde se formula su nocién dual, conocida como propiedad conjuntiva y es la manera
en la que actualmente se trabaja con la propiedad de que un espacio sea subajustado.
Con la intencién de resolver algunos defectos categdricos que presentaba esta nocion,
se introduce la propiedad de espacio ajustado. Como veremos mds adelante, esta tltima
implica subajustado.

De manera similar a como presentamos los axiomas de separacidn, daremos dos ver-
siones diferentes (pero equivalentes entre si), de subajustado y ajustado. A estas las
llamaremos nociones de primer orden y segundo orden, segin la forma en la que sean
enunciada.

3.1. Subajustado. Para comenzar a hablar de esta nocién consideremos un espacio S'y
% S su reticula de conjuntos cerrados. Wallman presenta la propiedad disyuntiva como

SiA#B,3CCcStalque ANC#B=SNC
donde A, B, C € 6S.
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Notemos que para efectos de la teoria que nos interesa desarrollar, necesitamos la
nocién dual, que como mencionamos al principio de esta seccion, fue presentada como
propiedad conjuntiva, actualmente subajustado.

Definicion 3.1. Diremos que un espacio S es subajustado si
(saju): para A BICCStalque AUC=S#BUC,donde A, B,C € 0S.

A la forma en la que estd enunciada esta nocién la denominaremos como de primer
orden. De manera similar a como trabajamos con los axiomas de separacién, debemos notar
que la definicién anterior estd dada tinicamente para el marco 0S. Podemos obtener una
definicién mas general si sustituimos @'S por un marco arbitrario L y los conjuntos abiertos
A, B, C por elementos en el marco a, b, c¢. Por dltimo, debemos sustituir las operaciones
union (interseccion), por supremo (infimo), respectivamente.

Teorema 3.2. Un espacio es subajustado, es decir OS satisface (seiu), si y solo si para
cada x €S y cada abierto U € OS existe y €S tal que y € {x} con {y} C U.

Demostracion. =): Supongamos que el espacio S es subajustado y sea U > x un
abierto. Como U & U \ {x}, por (saju), existe W € @S tal que

UuUW=S y (U\{xhUW #£8. (3)
Tomando y ¢ (U \{x})U W. Entonces

yeU\{x}, y¢wW, ye{xhL 4)

Sea z ¢ U para algin z € {y}, por 3, z € W. Al ser W abierto, y € W, lo cual
contradice 4. Por lo tanto se debe cumplir que m cu.

<): Consideremos U ¢ V. Sean x e U\ V y y € S tal que y € {x}con{y}CU.
Entonces para W = § \m se cumple que WUU =Sy y ¢ WUV, pues si
y € V, entonces x € V, lo cual no ocurre. Por lo tanto WUV # S, es decir S es

subajustado.
O

Subajustado resulta ser mas débil que la propiedad T;. Por ejemplo, si consideramos el
espacio w+1=1{0,1,2,...}U{w} donde U € Ow+1si we U o U =, este es un espacio
que cumple (saju), pero no es T;.

Proposition 3.3. T}, y (saju) coinciden con T,.
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Demostracion. Sabemos que T, implica subajustado y Tj,. Ahora consideremos un espacio
S que es Tp y subajustado. Por T, elegimos un abierto U > x tal que U \ {x} es abierto.
Al ser subajustado tenemos que existe W € 0'S tal que

WuU=S#WU(U\{x}).

Entonces WU(U \ {x}=(WuU)N(WUS\ {x}=S\{x} el cual es un conjunto abierto.
Por lo tanto {x} es cerrado, es decir, S es T;. O

Corolario 3.4. T, y (saju) son incomparables.

Notemos que la normalidad mds 7; no implican completamente regular (y en conse-
cuencia no implican regularidad), para solucionar esto lo que hicimos en la Seccién 1 fue
pedir que los espacios fueran 7;. Con la nocién de subajustado podemos pedir menos que
esto.

Proposition 3.5. Un espacio subajustado y normal es regular.
Demostracion. Sea S un espacio normal y subajustado y supongamos que no se cumple
U#|( J{veos|v U}
Por (saju) existe W € 0S tal que
WUuU=S y WU {VeoaS|V>U}#£S.
Por la normalidad existen U;, U, € O'S tales que
UuU=wulhb=S y UnU,=0.
De aqui que U, C U lo cual implica que U > U.

Asi U, €| J{V € 0S|V > U}. Luego WU| J{V € 0S| V > U} = S lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto U = {V € 0S|V > U}. O

El resultado anterior es valido para la normalidad y la regularidad sin puntos.

Para establecer (saju) consideramos un elemento b # 0. Si quitamos esta restriccion
obtenemos la nocién de débilmente subajustado.

(dsaju): paraa#03dc#1talqueaVc=1.

Para un espacio S, el marco S es débilmente subajustado si y solo si cada conjunto
abierto no vacio contiene un conjunto cerrado no vacio, en otras palabras,
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YU €08, con U #0,3x €U tal que {x} C U.

Como su nombre nos lo sugiere, débilmente subajustado es mds débil que subajustado.
Ejemplo 3.6. Consideremos S =NU {w;, w,} dotado de la topologia
{AJACN}U{AU{w;} |ACN}U{AU{w,,w,} | ACN}U {0}

con N\ A finito. Notemos que {n}={n} para todo n €N, {w,} = {w,, w5} y {w,}={w,}.
0'S es débilmente subajustado (ya que cada abierto no vacio contiene un conjunto cerrado
{n} para n € N), pero no es subajustado pues no satisface la condicién del Teorema 3.2. Si
consideramos U =NU{w,}in0S y x = w; € U tenemos {x}={w;, w5}, pero

{1} {1} ¢ U.

Existe mucha informacidon sobre la relacion que existe entre (saju) y (dsaju). Nuestro
objetivo no es abordar todo esto. Para quien este interesado en consultar mds detalle, con-
sultar [8]. Por el momento solo nos concentraremos en algunos detalles y caracterizaciones
entre subajustado y ajustado.

3.2. Ajustado. Es el momento de analizar esta nocién que fue dada por Isbell para
solucionar los defectos categéricos que presentaba subajustado (ver [2]). Comenzaremos
abordando nuevas caracterizaciones de marcos subajustados para después trasladarlas a los
marcos ajustados.

A partir de este momento, comenzaremos a trabajar con cuestiones locdlicas, por
ende, comenzaremos a usar términos como ‘“‘sublocal”, “sublocal abierto” y “sublocal
cerrado” (o(_) y c¢(_), respectivamente), los anteriores fueron introducidos en 1.10. Para ver
informacién sobre sublocales y su correspondencia con los nicleos, sugerimos consultar

[5] o [14].

Proposition 3.7. Sea L subajustado. Entonces para cada sublocal S # L existe un sublocal
cerrado no vacio c(a) tal que c(a)NS =0, donde 0 es el sublocal correspondiente al
elemento 1.

Demostracion. Por contrapositiva, consideremos S € L disjunto de todo sublocal cerrado
no vacio, es decir,

c(a)nS=0
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donde 0 = {1} es el sublocal correspondiente al elemento 1y c(a)#0. Sea j, el nicleo
asociado a S, es decir,

jstx)=/\{ses|x<s}.
Notemos que si js(a)=1, entonces a = 1. Consideremos x € L arbitrario y sea cV js(x)=1.
Sabemos que js(cV x)<cV js(x)=1. De aqui que ¢V x = 1. Por (saju), cvVx=1=
¢V js(x), entonces js(x) < x y por lo tanto js(x)=x, esdecir xSy L CS. Por lo tanto
S=L. O

El siguiente resultado ejemplifica la cuestién que mencionamos al principio de esta
seccion en donde mencionamos que las nociones las distinguiremos como de primer orden
y segundo orden.

Teorema 3.8. Las siguientes afirmaciones sobre un marco L son equivalentes.

1. L es subajustado.

2. Eldnico sublocal de L que es disjunto de un sublocal cerrado no vacio es el mismo
L.

3. Cada sublocal abierto en L es supremo de sublocales cerrados.

Demostracion. 1)=2): Es la prueba del Teorema 3.7.
2)= 3): Consideremos un sublocal abierto o(a) y sea

$=\/{c(b)| c(b) S o(a)}.
Sea c¢(x) un sublocal cerrado disjunto de c(a)V S. De aqui que
c(xVva)=[xVa,l]l=[x,1]N[a,1]=c(x)Nc(a)

Notemos que por la forma en que consideramos a ¢(x) tenemos que c(x)Vc(a)=0.
Asic(x)Co(a)y c(x)ES. Ademas. c(x)NS =0, entonces c(x)=0. Luego, por
hipétesis, al ser c(a)V S un sublocal cerrado y disjunto de un sublocal cerrado no
vacio tenemos que c(a)V S = L. De aqui que o(a) S Sy S C o(a). Por lo tanto
S=o(a).
3)=1): Afirmacion:

c(a)Co(b)=>aVvb=1 5)

Prueba de la afirmacion: Supongamos que c(a) C o(b). Notemos que
clavb)=c(a)nc(b)Co(a)nc(b)=0,

es decir,aVv b =1.
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Reciprocamente, supongamos a V b = 1. Notemos que c(aV b)=0y c(aV b)=
c(a)Nnc(b)=0. Por lo tanto c(a) € o(b).

Ahora, si a £ b, entonces o(a) £ o(b) y asi existe x € L tal que c(x)C o(a)y
c(x)¢o(b),esdecir,xVa=1y xV b #1. Porlo tanto L es subajustado
O

La equivalencia 1) < 3) es lo que denominaremos como nocién de segundo orden. Para
abreviarla inicamente nos referiremos a ella como abierto como supremo. Esta fue la
forma en la que Isbell enuncio subajustado, para la nocién de ajustado tenemos

cada sublocal cerrado es infimo de sublocales abiertos

y de la misma manera que lo hicimos para subajustado, nos referiremos a ella como
cerrado como infimo. Esta serd nuestra nocién de segundo orden para ajustado. La nocién
de primer orden vienen enunciada en el siguiente teorema.
Teorema 3.9. Cada sublocal cerrado en L es infimo de abiertos si'y solo si

(aju): Ya,beL,atb,IceLralqueaVc=1yc>b#b.

Demostracién. Supongamos que c¢(a)=[){o(x)| x € L}, por 5, es equivalente a

cl@c( fox)lxeL} y cla)2( {olx)|xeL},

que por 5 es equivalente a
C(d)Eﬂ{o(x)leazl} y c(a)Qﬂ{o(xHxVa:l},

es decir, si b €[ |{o(x)| x Va =1}, entonces b € c(a). Todo lo anterior equivale a las
afirmaciones

avVx=1 y (x<b)=b = a<bh
donde (x > b) = b se cumple por la correspondencia del sublocal abierto con el nicleo
v,(b). Asi, considerando la negacion de la implicacidn anterior obtenemos (aju). [l

Veamos ahora que ajustado implica subajustado, para probar esto haremos uso de las
nociones de primer orden. Supongamos que L es ajustado, entonces considerando el ¢ de
la férmula tenemos que si ¢ V b = 1, entonces

b=(1>b)=(cVvb)>b)=(c>b)A(b>b)=(c>b),

es decir, b = (¢ > b), lo cual es equivalente a que si b # (¢ > b), entonces cVb #1y
recuperamos la férmula de primer orden de (saju).
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Las afirmaciones abierto como supremo y cerrado como infimos podrian parecer duales
entre si, pero como vimos antes, ajustado es mas fuerte. De hecho, como veremos mas
adelante, ajustado es equivalente a una afirmacién mds fuerte sobre sublocales arbitrarios.

Ejemplo 3.10. La topologia cofinita proporciona el ejemplo de un espacio que es subajus-
tado, pero no es ajustado. Para verificar lo anterior basta calcular la implicacién para
cualesquiera dos subconjuntos U, V € S, donde S tiene la topologia cofinita. Notemos que
para este caso, S es Tj y en consecuencia, S es subajustado. Con la informacién anterior
y realizando los cdlculos de la implicaciéon podemos concluir que S no cumple con la
férmula de primer orden de (aju).

Observemos que las nociones de segundo orden estdn enunciadas para los sublocales de
un local, al trasladarlas a los subespacios abiertos y cerrados de un espacio son diferentes
a las de ajustado y subajustado.

Proposition 3.11. Las siguientes afirmaciones sobre un espacio S son equivalentes.

1. Cada subconjunto abierto U C S es la union de subconjuntos cerrados.
2. Cada subconjunto cerrado A C S es la interseccion de subconjuntos abiertos.
3. S es un espacio simétrico.

Demostracion. 1)< 2): Sean U abierto y A = U’ cerrado. Si U = [ JA;, con A;

cerrados
A=U'=( Ay =4
donde A; sonﬂbconjuntos abiertos. L L o
1)=3): Six ¢ {y}, entonces x e S\{y}ypori){x} SS\{y}. Porlotanto {x}n{y}

yy¢{x} - L L
3)=1): Sea U abierto tal que {y} € U, por la simetria x € {y} si y solo si y € {x}.
Ahora

U= Jix}lxeU}

y {x} es cerrado.

Proposition 3.12. Las siguientes afirmaciones sobre un espacio S son equivalentes.

1. Cada subconjunto M C S es la union de subconjuntos cerrados.
2. Cada subconjunto M C S es la interseccion de subconjuntos abiertos.
3. S es un espacio T.
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Demostracion. 1) & 2): De manera similar a la proposicién anterior, hacemos uso
de las leyes de De Morgan.
1)= 3): Consideremos {x} € S. Por hipdtesis, {x} es la unién de cerrados. Por lo
tanto {x} es cerrado.
3)=1): Notemos que si S es T, entonces {x} es cerrado. Ademas

M=U{{x} | x € M}.
O

3.3. Subajustado y ajustado en sublocales. Es momento de ver como se comportan
estas nociones para los sublocales de un local. En esta subseccién enunciaremos los resul-
tado necesarios para identificar bajo que circunstancias estas propiedades son hereditarias
0 no.

Antes de comenzar, mostraremos primero una propiedad que cumple la implicacién y
el niicleo asociado a un sublocal.

Proposition 3.13. Si s € S entonces para el niicleo asociado js y cualquier a € L se
cumple que a > s = js(a)> s

Demostracion. Por propiedades de la implicacion, a < jg(a) siy solo si (js(a)> s)<(a >
s). Para la otra desigualdad, sabemos que a <((a > s) > s). Ademas, s <((a > s)>s)y
por lo tanto

Proposition 3.14. Cada sublocal de un marco ajustado es ajustado.

Demostracién. Sea L un marco ajustado y S C L un sublocal. Si a £ b en S, entonces
a%benL.Como L existe c € L talque cVa=1y (c>b)=b.Consideremos ¢’ = js(c),
entonces

c’VSax>c'vazcva=1,
es decir, ¢’ VS a =1y por la Proposicién 3.13 tenemos que (¢’ > b)# b. Por lo tanto S es
subajustado. (]

Teorema 3.15. Cada marco L es ajustado si 'y solo si cada uno de sus sublocales es
subajustado.
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Demostracion. =): Si L es ajustado, entonces por la Proposicion 3.14 S es ajustado
lo cual implica que S es subajustado.
<): Por contradiccion, supongamos que S es subajustado y que L no es ajustado.
Entonces existen a £ b tales que para cada u € L se cumple aVu =1y (u> b)=Db.
Consideremos el conjunto

S={x|avVu=1=(u>x)=x}

Afirmacion: S es un sublocal.

Prueba de la afirmacion:
1. 1€8S,puessiaVu=1,entonces (u>1)=1.
2. Six; yaVu=1,entonces (u > x;) = x; para todo i y por lo tanto

(> \x)= Nw>x)= A\ x,

de modo que /\ x; €S.
3. Consideremos x €S, y€ Ly aV u=1. Luego

(u>(y>x)=(y > (u>x)=(y>x),
de aqui que (y > x) € S. Por lo tanto S es un sublocal.
Asi S es subajustado. Notemos que a, b € S, pues si a V u =1 entonces
a=(avVu)>a)=(a>a)\N(u>a)=(u>a).

De estd manera, como a £ b existe ¢ €S tal que a VS ¢ =1# b VS ¢. Recordemos
que, en general, el supremo en S puede ser mas grande que cuando se toma en L.
Sin embargo, si a V u = 1 entonces

(u>(aVc))=/\{x€S|qu=1, x>aVcl=aVec,

pues uVaVc=1.Porlotanto aV c €S y éste coincide con a VS c. De aqui que
avVSc=1=aVcyl=(c>c)=c locual es una contradiccién. Asi L es ajustado.
(]

Corolario 3.16. Subajustado no es una propiedad hereditaria.

El Ejemplo 3.10 nos proporciona un espacio subajustado que no es ajustado. Para este
caso particular, si consideramos el espacio S con la topologia cofinita, el marco 0S es
subajustado. Ademds, 'S tiene muchos sublocales que no son subajustados, usando las
férmulas para U > V, se puede comprobar que las 3—cadenas S, = {#, S\ {x}, S}, donde
x varia en S, no son subajustados. Por lo tanto 0'S es subajustado, pero S, no lo es. Sin
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embargo, subajustado se hereda en algunos casos importantes.

La prueba del siguiente resultado usa el hecho de que para cualquier a € L se cumple
que
o(a)nS=os(js(a)) y cla)nS=cs(js(a)).
Por lo tanto, si a € S tenemos que os(a)=o0(a)NSy cs(a)=c(a)NS.

Teorema 3.17. Sea S un sublocal complementado de un marco L subajustado. Entonces
S es subajustado.

Demostracion. Sea og(a) un sublocal abierto en S, entonces og(a) = o(a)NS con o(a)
abierto en L. Luego como L es subajustado se cumple que

o(a)= c(by),
ieg
donde c(b;) son sublocales cerrados en L. Como S es complementado, podemos distribuir
supremos arbitrarios con intersecciones finitas, es decir,

os(a)=o(a)nS=|_Jc(b)nS= J(c(b)nS)= ] esis(br)).
i€y i€y iey
Por lo tanto cada sublocal abierto en S se puede ver como supremo de cerrados en S, es
decir, S es subajustado. O

Para terminar esta seccién mostramos un diagrama en el que se recopilan caracteriza-
ciones para las nociones (aju), (saju) y (dsaju). Para consultar las pruebas de todas estas,
consultar [8].

Ajustado <= cada sublocal es débilmente subajustado
Y
Subajustado <= cada sublocal cerrado es débilmente subajustado
Y

Débilmente subajustado <= cada sublocal abierto es dédilmente subajustado

4. Axiomas tipo Hausdorff

Para el andlisis sin puntos de los axiomas de separacidn, la propiedad de que un espacio
sea Hausdorff (o T;), necesita ser tratada con mayor detalle. Esto debido a que no existe
solo una manera de que esta propiedad sea abordada, dependiendo el enfoque o el objeto
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de estudio, puede ser utilizada una “traduccién” u otra.

En esta seccion presentamos las distintas nociones sin puntos tipo Hausdorff que existen
hasta el momento. Cabe mencionar que estas fueron enunciadas por diferentes matematicos
y algunas de ellas salieron a la luz casi al mismo tiempo. Cada una de las subsecciones
posteriores serdn dedicadas a presentarlas. Anexamos a las referencias bibliograficas los
articulos originales donde estas se enunciaron. Sin embargo, de manera alternativa se puede
consultar [8], donde su Capitulo 3 muestra gran parte de la informacién aqui contenida.
También, aclaramos que los diferentes resultados que abordaremos serdn presentados sin
prueba, pero todos estos pueden encontrarse en las mismas referencias.

La razén por la cual se trabaja con diferentes nociones de que un marco sea Hausdorff
se debe al comportamiento de cada una de ellas. Algunas son propiedades conservativas e
incluso equivalentes entre si. En otras existe un buen comportamiento espacial. Dependien-
do el uso que se les quiera dar podemos encontrar diferentes aplicaciones. Parte de nuestra
analisis consiste en decidir (en caso de que se pueda), cual es la mejor de todas ellas y
hacer uso de estas para caracterizar un fendmeno topoldgico que tiene relacién con algo
que se le conoce como “espacio de parches”. Esto podria ser presentado para futuras notas.

Antes de entrar en detalles, necesitamos una definicién fundamental para las compara-
ciones entre los diferentes nociones que aqui serdn presentadas.

Definicion 4.1. Consideremos A € Frm. Para S € Top decimos que una propiedad en
marcos es conservativa si la propiedad vista en el marco de abiertos coincide con la nocién
espacial.

Un ejemplo de propiedad conservativa es la regularidad. Lo que probamos en la Propo-
sicién 2.3 es precisamente el argumento de que una propiedad sea conservativa

Propiedad espacial en S < Propiedadg en 0'S

donde Propiedadg hace referencia a propiedad sin puntos.

4.1. Marcos débilmente Hausdorff. Esta nocién fue enunciada por Dowker y Papert
Strauss (ver [1]). Esta viene motivada por el hecho de ver la propiedad de ser Hausdorff
como algo més fuerte que ser T;. En la seccién anterior se probo que (saju)+ Tp = T3,
el axioma débilmente Hausdorff (y que denotaremos por dH), hace algo similar. Unas
ligeras modificaciones de esta propiedad dan origen a cierta jerarquia, que al juntarlas con
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subajustado, resultan ser una equivalencia.

(dH): Siavb=1ya,b #1,entonces existen u, v talesque u £ a, v£ by uAv=0.
La siguiente nocién es ligeramente mds fuerte que (dH).

(dH'): Siaf by b £a, entonces existen u, v talesque ufa, v€by uAv=0.
Esta dltima es la mas fuerte de esta jerarquia

(dH”): Siaf by b £a,entonces existe u,vtalesque ua,vib, u<b,v<ay
uAv=0.

De esta manera tenemos lo siguiente
(dH")= (dH') = (dH).

Estas tres condiciones no son conservativas y sin (saju) no son suficientemente Hausdorft.
Por ello, Dowker y Papert Strauss sugirieron como un axioma tipo Hausdorff conveniente
la combinacién (dH) + (saju). De hecho, esta propiedad es conservativa.

Proposition 4.2. Para un marco subajustado las condiciones (dH), (dH’) y (dH”) son
equivalentes.

4.2. Marcos Hausdorff. La nociéon que ahora veremos es presentada por Paseka y
Smarda quienes observaron la propiedad de Hausdorff como una regularidad débil (ver
[6]). Con esto en mente, ellos sugieren una modificacién de la relaciéon mostrada en la
Definicién 2.2 dada por “<” y reemplazdndola por una un poco mds débil, denotada por
“E”.
Definicion 4.3. Para un espacio topoldgico S y cualesquiera U, V € 0'S decimos que U
se relaciona con V por medio de C, denotado por U C V, siy solo si
UCV y UUV#S.
Proposition 4.4. Un espacio S que es Ty es Hausdorff (T,) si y solo si para todo V € 0,
con V #£8, tenemos que
v=Jiulucvy

donde U € 0'S.

Notemos que en la condicién U UV # S se cumple si y solo si S\ U ¢ V. De esta
manera, podemos reescribir la Definicién 4.3 como

UcVeUcV y U¢EV

De esta manera, para un marco L podemos escribir la siguiente nocién sin puntos de 7.
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(Ty): Siparaa€L,cona# 1, entonces a :\/{u eL|ucal,
donde uCcasiysolosiu<ayu*sa.

Notemos que \/{ u€l|uca}<a deestamanera T,, es equivalente a afirmar que si
1# a £ b entonces existe un v C a tal que v £ b. Sustituyendo u por v* obtenemos la
siguiente modificacion.

(Tp): Sil#a £ b, entonces existen u,v € Ltalesque u £a, vé b, v<ay
uAv=0.

En 1987 Johnstone y Shu-Hao (ver [4]), enunciaron la siguiente nocién tipo Hausdorff
y observaron que es equivalente a 1.

(S2): Sil#a £ b.entonces existen u,ve Ltalesque uga,vLby uAv=0.
Proposition 4.5. (S;) y (Ty) son equivalentes.

De esta manera tenemos dos nociones que son equivalentes y que fueran motivadas por
direcciones muy diferentes. Asi, podemos convenir en considerar la nocién de Johnstone y
Shu-Hao como la conveniente para decir que un marco es Hausdorff.

Definicion 4.6. Decimos que un marco L es un marco Hausdorff si cumple la siguiente
propiedad
(H): Paracualquier 1#2a £ b € Lexisten u,ve Ltalesque uta,v£ by unv=0.

En otras palabras, tenemos que un marco es Hausdorff si
(H): Paracualquier l12a¢beLexiste uceLtalesque ufay u*£b.

Se puede verificar que, efectivamente, pedir que un marco sea Hausdorff es algo més
fuerte que débilmente Hausdorff.

Observacion 4.7. Los marcos Hausdorff tienen un buen comportamiento conservativo,
es decir, S es un espacio Hausdorff si y solo si @S es un marco Hausdorff. Ademads, esta
propiedad se hereda para sublocales y productos.

Proposition 4.8. 1. Un sublocal de un local Hausdorff es Hausdorff.
2. Un producto de locales Hausdorff es Hausdorff

4.3. Marcos Hausdorff basados. La motivacion de la siguiente nocién viene dada por la
equivalente nocién sin puntos de que un marco sea 1;. Recordemos que un marco cumple
Ti, si todo elemento A—irreducible (o elemento primo), es maximo. Veamos que algo
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similar pasa para lo que definiremos como marcos Hausdorff basados. Antes de hacer eso
necesitamos un poco de informacion.

Definicion 4.9. Para un marco L decimos que un elemento p € L es semiprimo si aAb =0
implicaque a<po b <p.

Obviamente cada elemento A—irreducible es semiprimo.

Proposition 4.10. Un espacio S que es Ty es Hausdorff si y solo si todos los elementos
semiprimos P € OS son maximales.

Este anélisis fue hecho por Rosicky y Smarda (ver [9]). Ellos introducen la siguiente
nocion.

Definicion 4.11. Decimos que un marco L es Hausdorff basado si cumple la siguiente
propiedad
(Hb): cada elemento semiprimo en L es maximo.

De esta manera, como asumimos que se cumple Ty, por la Proposicion 4.10, (Hb) es
conservativa.

Proposition 4.12. Cada marco Hausdorff es Hausdorff basado.

Los marcos Hausdorff basados tienen un buen comportamiento categérico, lamentable-
mente no hay mucha informacién sobre estos marcos en la literatura.

Considerando la siguiente relajacién de (Hb) podemos ver que (H) y (T,) tienen un
comportamiento similar que sus variantes sensibles a puntos.

Definicion 4.13. Decimos que un marco L es débilmente Hausdorff basado si cumple la
siguiente propiedad
(dHb): cada elemento semiprimo en L es A—irreducible.

Por lo tanto, tenemos las siguientes implicaciones

(H)= (Hb) = (dHb) = (T,).

4.4. Marcos fuertemente Hausdorff. Los espacios T, cumplen lo siguiente: Un espacio
S es T, si y solo si la diagonal A={(x,x)€ S xS | x €S} es un subconjunto cerrado en
SxS.
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Con esto en mente, Isbell da su nocién tipo Hausdorff sin puntos, enunciada para el
producto binario de sublocales (ver [2]). La desventaja de la variante presentada por Isbell
es que esta propiedad no es conservativa, pero esto es compensado por otros méritos.

Para un local L consideramos el coproducto binario L & L. En particular, tomemos las
inyecciones al coproducto
L=(@a@—ad®l):L->LeoL y ,=(b—1®b):L—>LeL.

El morfismo codiagonal A* que satisface A*i; = id esta dado por

AU)=\/tanblaebcU}=\/{arb|(a,b)eU}.
Consideremos la adjuncién
L}
LelL L

A

con A el morfismo diagonal locélico asociado. Ademas,
Ala)={(x,y)IxAy <a}.

Por lo tanto tenemos U C A(A*(U)) y A*A =id, donde el sublocal diagonal A[L] corres-
ponde al subespacio diagonal clésico.

Definicion 4.14. Decimos que un marco es fuertemente Hausdorff siy solo si el sublocal
diagonal A[L] es cerradoen L& L.

La propiedad enunciada en la Definicién 4.14 puede ser reescrita de la siguiente manera.
(fH): A[L]=Td,,
donde d; es el menor elemento de A[L], es decir,
dp =A0)={(x,y)| x Ay <0} = {(x,x")| x € L}.

Existen diferentes caracterizaciones para los marcos fuertemente Hausdorff. Por el
momento solo haremos mencidn a sus propiedades mas importantes.

Proposition 4.15. Cada sublocal de un marco fuertemente Hausdorff es fuertemente
Hausdorff.

Proposition 4.16. Un marco fuertemente Hausdorff es Hausdorff.

Proposition 4.17. Sean S un espacio Ty y OS un marco fuertemente Hausdorff. Entonces
S es Hausdorff.
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El marco 0S de un espacio S que es Hausdorff no necesariamente es fuertemente
Hausdorff. Asi, la propiedad (fH) no es conservativa. Lo anterior queda ilustrado en el
siguiente diagrama.

(fH) =5 1T

4.1\ ]I4.7
(H)

Podemos tratar de extender la propiedad de simetria (presentada también en la Seccién
1 como Ry), que por la Proposicién 1.20, bajo Tj es equivalente a T;. Para este caso, si
h, y h, son dos morfismos de marcos, decimos que hy < h, si hy(a) < hy(a) para todo
a € A, donde A es el dominio de los respectivos morfismos. De esta manera diremos que
un espacio es Ty si se cumple

(Ty) Vhy,hy: A— B, con hy, hy € Frm, si h; < h,, tenemos que h; = h,

Introducimos aqui este axioma de separacion para poder presentar los siguientes diagramas.

(reg)
\
(aju) / (fllli) (H) + (saju)
(se%u) (Ty) (ill)
% (ili)
(saju)

(reg) = (aju) = (N))

(T.)
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(H)

(reg) =———— () —— (Iy) =— (T))

(saju)

(reg) =———= (H)+(saju) (H) (1)

Con todo esto, podemos terminar estds notas con una serie de preguntas, que esperamos
sean resultas en trabajos futuros.

1. De todos los axiomas tipo Hausdorff aqui presentados, ;podemos decir que uno de
ellos es el mejor? De ser asi, ;qué es lo que lo hace el mejor?

2. (Qué relacién existe entre los axiomas tipo Hausdorff en la teoria de marcos y las
caracterizaciones que ya existen en la topologia clasica?

3. ;Se pueden encontrar ejemplos en la topologia clasica (“ejemplos de carne y
hueso”), donde se muestren las diferentes construcciones y propiedades que aqui
mencionamos?
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TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

RICARDO AGUILA GOMEZ, MARTIN MUNOZ CHAVEZ,
ALEJANDRO CRISTOPHER NAVA TELLEZ, MARIA ELENA OLIVARES PEREZ,
ERNESTO URENDA CAZARES

RESUMEN. La Transformada de Fourier Discreta (DFT) es una herramienta
fundamental en el andlisis de sefiales digitales y procesamiento de datos.
Permite descomponer una sefial discreta en sus componentes frecuencia-
les, facilitando la comprension de su estructura y comportamiento. La DFT
transforma una secuencia de N muestras en otra secuencia de N coeficientes
complejos, que representan la amplitud y la fase de cada frecuencia pre-
sente en la sefial original. Este método es esencial en diversas aplicaciones,
como la compresién de audio, la imagen digital y la comunicacién. Ademds,
algoritmos eficientes como la transformada rédpida de Fourier (FFT) han
permitido la implementacién practica de la DFT en tiempo real, haciendo
posible su uso en sistemas complejos. Este trabajo explora los fundamentos
tedricos de la DFT y su implementacion practica en dos casos de estudio.

1. INTRODUCCION

La Transformada de Fourier Discreta (DFT) es una herramienta esencial en el campo
del procesamiento de senales y andlisis de datos. A medida que el mundo se vuelve
cada vez mds digital, lanecesidad de entender y manipular sefiales en su forma discreta
se ha vuelto critica en diversas aplicaciones, que van desde la compresién de audio y
video hasta la comunicacién y la imagen digital. La DFT permite descomponer una
senal discreta en sus componentes de frecuencia, revelando patrones y caracteristicas
que pueden no ser evidentes en el dominio del tiempo.

A diferencia de la Transformada de Fourier Continua, la DFT se centra en secuencias
finitas y discretas. Esto la hace especialmente ttil en contextos computacionales,

2000 Mathematics Subject Classification. 82B44.
Palabras Claves. Transformada de Fourier Discreta, Transformada Répida de Fourier.
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donde los datos se manejan en formatos digitales. Ademads, la eficiencia de la DFT ha
sido mejorada notablemente con algoritmos como la transformada rédpida de Fourier
(FFT), que reduce el tiempo de célculo, haciendo factible el procesamiento en tiempo
real.

Este trabajo explora los fundamentos teéricos de la DFT, sus propiedades y apli-
caciones précticas. A través de casos de estudio, se demostrara su relevancia en la
transformacién y anélisis de senales.

2. MUESTREO EN EL DOMINIO DE FRECUENCIA Y RECONSTRUCCION DE SENALES
DISCRETAS EN EL TIEMPO

El andlisis en frecuencia de senales discretas en el tiempo suele realizarse donde es
mds adecuado, en un procesador digital de sefiales, que puede ser una computadora
digital de propésito general o sobre un hardware digital especialmente disefiado. Para
realizar el andlisis en frecuencia de una senal discreta en el tiempo {x(7)}, convertimos
lasecuencia en el dominio del tiempo en una representacion equivalente en el dominio
de la frecuencia. Sabemos que tal representaciéon esta dada por la transformada de
Fourier X (w) de la secuencia {x(n)}. Sin embargo, X(w) es una funcién continua de la
frecuencia y, por tanto, no es una representacién adecuada computacionalmente de
la secuencia {x(n)}.

En este capitulo consideramos la representaciéon de una secuencia { x(7)} mediante
muestras de su espectro X (w). Unarepresentacion en el dominio de la frecuencia como
éstanoslleva ala transformada discreta de Fourier (DFT, discrete Fourier transform), la
cual es una potente herramienta de célculo para llevar a cabo el andlisis en frecuencia
de sefales discretas en el tiempo.

Antes de comenzar con la DFT, consideremos el muestreo de la transformada
de Fourier de una secuencia aperiédica discreta en el tiempo. Asi, establecemos las
relaciones entre la transformada de Fourier muestreada y la DFT.

Recordemos que las sefiales aperiédicas de energia finita tienen espectros conti-
nuos. Consideremos una sefial aperi6dica discreta en el tiempo x(n) cuya transforma-
da de Fourier es

o

X(w)= Z x(n)e " (1)

n=—oo
Suponga que muestreamos X (w) peridédicamente en frecuencias espaciadas 6 w
radianes entre muestras sucesivas. Como X (w) es periédica de periodo 27, s6lo son
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necesarias las muestras que se encuentran dentro del rango de frecuencias fundamen-
tal. Por comodidad, tomamos N muestras equidistantes en el intervalo 0 < w < 27t con
un espaciado 6 w =27/N, como se muestra en la Figura[l] Consideremos en primer
lugar la seleccién de N, el nimero de muestras en el dominio de la frecuencia.

X(w)

-7 0 kdw n JéwF 2n

FIGURA 1. Muestreo en el dominio de la frecuencia de la transforma-
da de Fourier.

Si evaluamos (1) en w =27k /N, obtenemos

27 & .
X(—k): Z x(n)e J2mkn/N - =0,1,...,N—1 @)
N n=—oo
La suma de puede subdividirse en un ntimero infinito de sumas, donde cada
suma consta de N términos. Por tanto,

o —1 . N—1 '
X (—k) SooodL Z x(n)e—jZNkn/N + Z x(n)e—]ZNkn/N
N n=—N n=0
2N—-1
+ Z x(n)eijHkn/N e
n=N
oo IN+N-1
— Z Z x(n)eijTEkn/N.
|=—0c0 n=IN
Si cambiamos el indice interno de lasuma de n a n— I[N e intercambiamos el orden
de las sumas, obtenemos el resultado

X(Z—”k)zlvz_l[ i x(n—lN)]e‘jZ”k"/N 3)
N

n=0Ll=—oc0
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parak=0,1,2,...,N—1.

La senal
o0

x,(n)= Z x(n—IN) 4)
|=—00
obtenida por la repeticién periédica de x(n) cada N muestras, es claramente periddica
de periodo fundamental N. En consecuencia, puede expandirse en serie de Fourier
como

xp(n)=chej2”k”/N, n=0,1,...,N—1 (5)

con coeficientes de Fourier

N-1
1 .
ckz—Zx,,(n)e*ﬂ“""/N, k=0,1,...,N—1 6)
Nn:()
Comparando (3) con (6), concluimos que
1 27
ckz—X(—Ic), k=01,...,N—1 )
N N
Por tanto,
1 & (2n
x,(n)=— > X|==k|e/#* /N —p=01,.,N—1 8
»(1) N; (N ) ®

La relacion dada en (8) proporciona la reconstruccion de la sefial periédica x,(n)
a partir de las muestras del espectro X (w). Sin embargo, no implica que podamos
recuperar X(w) o x(n) a partir de las muestras. Para conseguir esto, tenemos que
considerar la relacion entre x,(n)y x(n).

Dado que x,(n) es la extensién periédica de x(n), como se expresa en (4), es evi-
dente que x(n) puede recuperarse a partir de x,(n) si no existe aliasing en el dominio
del tiempo; es decir, si x(n) esté limitada en el tiempo por un periodo menor que N
de x,(n).

Esta situacion se ilustra en la Figura[2} donde sin perder generalidad, consideramos
una secuencia de duracion finita x(n), que es distinta de cero en el intervalo 0 < n <
L—1. Observe que cuando N > L,
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x(n)

0 L
x,(n)
N>L
n
0 L N
x,(n)

N<L

M_thuhmlhm”-'- :

FIGURA 2. Secuencia aperiddica x(n) de longitud L y su extensién
periddica para N > L (sin aliasing) y N < L (aliasing)

de modo que x(n) se puede recuperar a partir de x,(n) sin ambigiiedades. Por el
contrario, si N < L, no es posible recuperar x(n) a partir de su extension periédica
debido al aliasing en el dominio del tiempo. Por tanto, concluimos que el espectro de
una sefial discreta en el tiempo aperiddica con duracién finita L puede recuperarse
de forma exacta a partir de sus muestras en las frecuencias w; =27k/N,si N > L. El
procedimiento consiste en calcular xp(n), n=0,1,...,N—1 de acuerdo con ; luego
x(n):{x,,(n), 0<n<N-1 o)
0, en otro caso

y, por ultimo, X (w) se puede calcular aplicando (1).

Como en el caso de las sefiales continuas en el tiempo, es posible expresar el espec-
tro X (w) directamente en funcién de sus muestras X(2wk/N),k=0,1,...,N —1. Para
obtener esta formula de interpolacién para X(w), suponemos que N > L y utilizamos
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. Dado que x(n)=x,(n)para0<n <N —1,
2m j2rnkn/N
x(n)= X ﬁk e’ , 0sn<N-1 (10

Si empleamos (1) y sustituimos para x(7), obtenemos

N—-1 1 N—-1 2 ) )
s § 2 S (2] o

n=0 k=0

N—-1

= X(z—”k)[ilfeﬂ”z“k“\”"] an
N")|N &

n=,

La suma interna entre corchetes de (11) representa la funcién de interpolacién
bésica desplazada en la frecuencia 2tk /N. Si definimos

1S 1 1—eioN
_ —jon _
P(w)= Z eI = S 12)
n=0
_ sen(wN /2) p—JOIN-1)2
Nsen(w/2)

entonces (11) se puede expresar como

X(a))—NZ“_lX(Z—ﬂk)P(a)—Z—ﬂk) N>L (13)
e N N ) =

La funcién de interpolacién P(w) no es la familiar (sen 8)/8, sino que en su lugar
es una contrapartida peri6dica de ella, y se debe a la naturaleza periédica de X (w). El
desplazamiento de fase en refleja el hecho de que la senial x(n) es una secuencia
causal de duracion finita y longitud N. La funcién (sen wN/2)/(N sen(w/2)) se ha
representado en la Figura[3|para N =5.

Observe que la funcién P(w) tiene la propiedad

271 1, k=0
P(—k)z (14)
N 0, k=1,2,...,.N—1
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X(w)

FIGURA 3. Representacién de la funcién [sen(wN /2)]/[N sen(w/2)]

En consecuencia, la férmula de interpolacién dada en proporciona de forma
exacta los valores de las muestras X(2nk/N) para w =27k /N. En las restantes fre-
cuencias, la férmula proporciona una combinacién lineal ponderada apropiadamente
de las muestras espectrales originales.

3. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER (DFT)

El desarrollo en la seccién anterior esta relacionado con el muestreo en el domi-
nio de la frecuencia de una secuencia aperiédica de energia finita x(n). En general,
las muestras en frecuencia igualmente espaciadas X(2nk/N), k=0,1,...,N —1, no
representan de forma univoca la secuencia original x(n), cuando x(n) tiene duracién
infinita. En su lugar, las muestras en frecuencia X(2nk/N),k=0,1,...,N —1, corres-
ponden a una secuencia periddica x,(n) de periodo N, donde x,(n) es una versién
con aliasing de x(n), como se indica mediante la relacién dada en , es decir,

o0
x,(n)= Z x(n—IN) (15)
l=—00

Cuando la secuencia x(n) tiene una duracién finita de longitud L < N, entonces
x,(n) es simplemente una repeticion periédica de x(n), donde x,(n) sobre un solo
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periodo estd dada por

(16)

x(n), 0<n<L-1
xp(n):
0, L<n<N-1

En consecuencia, las muestras en frecuencia X(2nk/N),k=0,1,..., N —1, repre-
sentan de forma univoca la secuencia de duracion finita x(n). Puesto que x(n) = x,(n)
en un solo periodo (rellenado por N — L ceros), la secuencia de duracion finita original
x(n) puede obtenerse a partir de las muestras en frecuencia {X(27k/N} por medio
de la férmula (8).

Es importante destacar que el relleno con ceros no proporciona ninguna informa-
ci6én adicional acerca del espectro X(w) de la sefial {x(n)}. Las L muestras equidis-
tantes de X (w) son suficientes para reconstruir X (w) utilizando la férmula de recons-
truccion (13). Sin embargo, rellenar la secuencia {x(n)} con N — L ceros y calcular
una DFT de N puntos proporciona una "mejor representacién"de la transformada de
Fourier X(w).

En resumen, una secuencia de duracion finita x(rn) de longitud L [es decir, x(n)=0
para n <0y n > L ]tiene una transformada de Fourier

-1
X(a))=Zx(n)e_j‘°", 0<w<2r 17)
n=0
donde los indices superior e inferior de la suma reflejan el hecho de que x(n) =0 fuera
delrango 0 < n < L—1. Si muestreamos X(w) en frecuencias igualmente espaciadas
wr=2nk/N,k=0,1,2,...,N—1,donde N > L, las muestras resultantes son

21k :
xt=x () =2 el

N—1
X(k):Zx(n)e—fZ”’“"/N, k=0,1,2,...,N—1 (18)
n=0
donde, por conveniencia, el indice superior de la suma se ha incrementadode L—1 a
N—1,yaque x(n)=0paran> L.

La relacion dada por es una férmula que permite transformar una secuencia
{x(n)} de longitud L < N en una secuencia de muestras en frecuencia {X (k)} de longi-
tud N. Puesto que las muestras de frecuencia se obtienen evaluando la transformada
de Fourier X(w) en un cojunto de N frecuencias discretas (igualmente espaciadas), la
relaciéon dada en se denomina transformada discreta de Fourier (DFT) de x(n). A
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su vez, larelacién dada en (10), que nos permite recuperar la secuencia x(n) a partir
de las muestras de frecuencia

1 N—1 ]
x(n)zNZX(k)eﬂ”k"/N, n=01,...,N—1 (19)
k=0

se denomina DFT inversa (IDFT). Evidentemente, cuando x(n) tiene una longitud
L < N,1aIDFT de N puntos da x(n)=0para L < n < N —1. Resumiendo, las formulas
parala DFT yla IDFT son:

N-1
DFT: X(k)= Y x(n)e 72™"/N [ =0,1,2,...,.N—1 (20)
n=0
1N—l )
IDFT: x(n):NZX(k)eﬂ”k”/N, n=0,1,2,...,.N—1 21
k=0

4. LA TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA COMO UNA TRANSFORMACION LINEAL

Las formulas para la DFT y la IDFT dadas por y se pueden expresar como

N-1
X(k)= > x(mWe", k=0,1,...,N—1 22)

n=0

1 N—-1
x(n)zNZX(k)W];’”’, n=0,1,...,N—1 (23)

k=0

donde, por definicién,
Wy = e 127N (24)

que es la raiz N -ésima de valor unidad.

Observe que el cédlculo de cada punto de la DFT se puede llevar a cabo realizando
N multiplicaciones complejas y (IN — 1) sumas complejas. Luego los valores de la DFT
de N puntos pueden calcularse realizando un total de N? multiplicaciones complejas
y N(N —1) sumas complejas.

Esinteresante ver la DFT ylaIDFT como transformaciones lineales de las secuencias
{x(n)} y{X(k)}, respectivamente. Definamos un vector de N puntos x, de la secuencia
x(n),n=0,1,...,N —1, un vector de N puntos Xy de muestras en frecuencia y una
matriz N x NWy como sigue
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x(0) X(0)
x(1) X(1)
Xy = ) , Xy=
x(N=1) X(N—1)
1 1 1 1
1 Wy W W1
2 4 2(N-1)
Wy = Wy Wy o Wy 25)

1w W;(N—l] o W]\(’N—l)(N—l)

Con estas definiciones, la DFT de N puntos se puede expresar en forma matricial
como

XN = WNXN (26)

donde Wy es la matriz de la transformaci6n lineal. Observe que Wy es una matriz
simétrica. Si suponemos que existe la inversa de Wy, entonces (26) se puede invertir
premultiplicando ambos lados de la ecuacién por W!. Asi obtenemos

Xy =Wy'Xy @27

pero ésta es s6lo una expresion para la IDFT.
De hecho, la IDFT dada por se puede expresar en forma matricial como

1
Xy = NWTVXN (28)

donde W%, designa el conjugado complejo de la matriz W. Comparando con
(28) concluimos que

w, = ~ Wi (29)
lo que a su vez implica que

donde Iy es una matriz identidad NV x N. Por tanto, la matriz Wy de la transformacién
es una matriz ortogonal (unitaria). Ademas, existe su inversay estd dada por W}, /N.
Por supuesto, la existencia de la inversa de Wy se ha establecido anteriormente a
partir de la deduccién de la IDFT.
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Ejercicio 4.1. Calcule la DFT de la secuencia de cuatro puntos

x(m)=(0 1 2 3)

Solucién 4.2. El primer paso consiste en determinar la matrizW,. Aplicando la pro-
piedad de periodicidad deW, y la propiedad de simetria

WA1[c+N/2 :_WA;;

la matriz W, se puede expresar como sigue

we wp WP W 1111
0 1 WZ W3 1 Wl W2 W3
W, = I/V40 I/Vlz 44 46 = 42 40 42
Wy W wl vy Lowgow oW
VAN (/A AR/ A/
[ 1 1 1
_ 1 —j -1
1 -1 1 -1
L1 j -1 —j
Por tanto,
6
—2+4+2]j
X =Wyxy = _2]
=2B=2)]f

La IDFT de X, puede determinarse conjugando los elementos de W, para obtener
W; y aplicando a continuacion la férmula .

La DFT y la IDFT son herramientas de cdlculo que desarrollan un importante
papel en muchas aplicaciones de tratamiento digital de la sefial, como por ejemplo
en el andlisis en frecuencia (andlisis de espectros) de senales, en la estimacion del
espectro de potencia y en el filtrado lineal. La importancia de la DFT y la IDFT en
tales aplicaciones précticas se debe a la existencia de algoritmos de célculo eficientes,
conocidos colectivamente como algoritmos de la transformada rdpida de Fourier (FFT,
fast Fourier transform), que permiten calcular dichas transformadas DFT e IDFT.
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5. RELACION DE LA DFT CON OTRAS TRANSFORMADAS

Ya hemos mencionada que la DFT es una importante herramienta de calculo para el
andlisis en frecuencia de sefiales utilizando procesadores digitales de sefial. Teniendo
en cuenta las otras herramientas y transformadas para el andlisis en frecuencia que
hemos desarrollado, es importante establecer las relaciones de la DFT con estas otras
transformadas.

5.1. Relacién con los coeficientes de la serie de Fourier de una secuencia periédica.
Una secuencia periédica {xp(n)} de periodo fundamental N se puede representar en
una serie de Fourier de la forma

N-1
xp(n)=chej2”"k/N, —00 <N <00 (31)
k=0
donde los coeficientes de la serie de Fourier estdn dados por la expresiéon
Nt
G=— Y x,(n)e”#N - f=0,1,. ,N-1 32
= ZO »() (32)

Si comparamos y con y (19), observamos que la férmula para los coefi-
cientes de la serie de Fourier tiene la forma de una DFT. De hecho, si definimos una
secuencia x(n)= x,(n),0 < n < N —1, la DFT de esta sefial es simplemente

X(k)=Nc; 33)

Ademas, tiene la forma de una IDFT. Asi, la DFT de N puntos proporciona el
espectro de lineas exacto de una secuencia periddica de periodo fundamental N.
Relacién con la transformada de Fourier de una secuencia aperiédica. Ya hemos
demostrado que si x(7) es una secuencia aperiédica de energia finita con la transfor-
mada de Fourier X(w), la cual se muestrea a N frecuencias igualmente espaciadas
wy=2mk/N,k=0,1,...,N —1, las componentes espectrales
oo
X(k)= X(@)lmprey = Y, *(n)e 2N, k=0,1,...,N-1 (34)

n=—oo

son los coeficientes de la DFT de la secuencia periédica de periodo N, dada por

o

x,(n)= Z x(n—IN) (35)

l=—00
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Asi, x,(n) queda determinada por el aliasing {x(n)} en el intervalo0<n <N —1.La
secuencia de duracién finita

(36)

R x,(n), 0<n<N-1
X(n)=
0, en otro caso

no se parece a la secuencia original {x(n)}, a menos que x(n) sea de duracion finita'y
longitud L < N, en cuyo caso

x(n)=x(n), 0<sn<N-1 (37)

Sélo en este caso la IDFT de {X(k)} proprocionaré la secuencia original {x(n)}.

5.2. Relacién con la transformada z. Consideremos una secuencia x(7) con la
transformada z

X(z)= Z x(n)z™" (38)

y una region de convergencia que incluye la circunferencia unidad. Si X(z) se muestrea

en N puntos igualmente espaciados sobrela circunferencia unidad z; = el2mk/N 1,2, ...

1, obtenemos

X(k) = X(2)| yepiommey, k=0,1,...,N—1 39)

oo
— Z x(n)eijan/N
n=—00

La expresién dada en es idéntica a la transformada de Fourier X (w) evaluada en
las N frecuencias igualmente espaciadas w; =2nk/N,k=0,1,...,N —1.

Si la secuencia x(n) tiene duracion finita de longitud N o menor, la secuencia
puede recuperarse a partir de su DFT de N puntos. Por tanto, su transformada z
queda determinada de forma univoca por su DFT de N puntos. En consecuencia, X(z)
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se puede expresar como una funcién de la DFT {X(k)} como sigue:

N—1
X(z)= x(n)z™"
n=0
N—-1 1 N—1 )
X(2)= > | = D X(k)el2rkn/N | z=n
n=0 N k=0
1 N—1 N-—1 )
X(2)= = > X(k) (e/2mk/N Z=1)" (40)
k=0 n=0
1-z V&3 X(k
X(2)= z : (k)
N & l—ei2nk/NZ-1

Si se evaltia sobre la circunferencia unidad, (40) proporciona la transformada de
Fourier de la secuencia de duracion finita en funcién de su DFT, en la forma

1—e—ioN {5 X(k)

_ p—jlw—271k/N)
N k=01 e

X(w)=

(41)

Esta expresion para la transformada de Fourier es una férmula de interpolacién po-
linémica (Lagrange) para X (w) expresada en funcion de los valores { X (k)} del polino-
mio en un conjunto de frecuencias discretas igualmente espaciadas w; =27k /N, k =
0,1,..., N —1. Realizando algunas manipulaciones algebraicas, podemos reducir la
expresion ala férmula de interpolacién dada anteriormente en (13).

5.3. Relacién con los coeficientes de la serie de Fourier de una sefial continua en
el tiempo. Supongamos que x,(t) es una senal periédica continua en el tiempo de
periodo fundamental T, = 1/ F,. La sefal puede expresarse como la serie de Fourier

o

x,(t)= Z c e 2kt (42)

k=—0c0
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donde {c;.} son los coeficientes de Fourier. Si muestreamos x,(¢) a una tasa uniforme
F;=N/T,=1/T, obtenemos la secuencia discreta en el tiempo

OO o0
x(n)=x,(nT)= Z cpel?rkhnT — Z cpel2mkn/N
k=—00 k=—c0
N—-1 =] .
:Z[ 2 Ck—lN}e’z”k"/ N (43)
k=0 Li=—00
Evidentemente, la expresion tiene la forma de una IDFT, donde
oo
X(k)=N Z Cr—in =N (44)
l=—00
y
oo
Cr = Z Ck—IN (45)
I=—00

Asi, la secuencia {¢} es una version con aliasing de la secuencia {c}.

6. PROPIEDADES DE LA DFT

Enla seccic’)nhemos presentado la DFT como un conjunto de N muestras {X(k)}
de la transformada de Fourier X (w) para una secuencia de duracion finita {x(n)} de
longitud L < N. El muestreo de X(w) se hace en N frecuencias igualmente espaciadas
wr =2nk/N,k =0,1,2,...,N — 1. Hemos demostrado que las N muestras {X(k)}
representan de forma univoca la secuencia {x(n)} en el dominio de la frecuencia.
Recuerde que la DFT y la DFT inversa (IDFT) para la secuencia de N puntos {x(n)} se
definen como

N-1
DFT: X(k)=>_ x(m)Wy", k=0,1,...,N—1 (46)
n=0
1N—l
IDFT: x(n)= > X(K)Wy*", n=0,1,...,N~1 (47)
k=0

donde Wy se define como
Wy = e /27N (48)
En esta seccién presentamos las propiedades mdas importantes de la DFT. Teniendo
en cuenta las relaciones establecidas en la seccion[5|entre la DFT y la serie de Fourier, y
las transformadas de Fourier y las transformadas z de las sefiales discretas en el tiempo,
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es de esperar que las propiedades de la DFT sean parecidas a las propiedades de estas
otras transformadas y series. Sin embargo, existen algunas diferencias importantes,
siendo una de ellas la propiedad de la convolucién circular. Un buen conocimiento
de estas propiedades resulta extremadamente ttil en la aplicacién de la DFT a los
problemas préacticos.

La notacién que usamos a continuacion designa la pareja de transformadas DFT
de N puntos x(n)y X(k)

x(n) 2 X (k)

6.1. Propiedades de periodicidad, linealidad y simetria.

6.1.1. Periodicidad. Si x(n)y X(k)son una pareja de transformada DFT de N puntos,
entonces

x(n+N)=x(n) paratodon (49)
X(k+N)=X(k) paratodok (50)

Estas periodicidades de x(n)y X (k) se obtienen de forma inmediata de las férmulas
y para la DFT y la IDFT, respectivamente.

Anteriormente hemos explicado la propiedad de periodicidad de la secuencia x(7)
para una DFT dada. Sin embargo, anteriormente no hemos visto la DFT X (k) como
una secuencia peridédica. En algunas aplicaciones hacer esto resulta ventajoso.

6.1.2. Linealidad. Si

DFT
x,(n) % X, (k)

DFT
x,(n) %’ X,(k)

entonces para cualesquiera constantes reales o complejas a; y d,,
DET
a, x1(n)+ a; x,(n) % a, X, (k) + a, X,(k) (51)

Esta propiedad se deduce facilmente a partir de la definicién de la DFT dada en (46).
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6.1.3. Simetria. Simetria circular de una secuencia. Como hemos visto, la DFT de N
puntos de una secuencia de duracién finita x(n) de longitud L < N es equivalente a la
DFT de N puntos de una secuencia periédica x,(n) de periodo N, la cual se obtiene
expandiendo periédicamente x(n), es decir,
oo
x,(n)= > x(n—IN). (52)
|=—00

Suponga ahora que desplazamos k unidades hacia la derecha la secuencia periédica
x,(n). Asi obtenemos otra secuencia periodica

[ee]

X/ (n)=x,(n—k)= Z x(n—k—1IN). (53)
|=—00
La secuencia de duracion finita
x'(n), 0<n<N-1
x'(n)= { () (54)
0, en otro caso

estd relacionada con la secuencia original x(n) por un desplazamiento circular. Esta
relacion se ilustra en la Figura[4|para N = 4.

En general, el desplazamiento circular de la secuencia se puede representar como
el indice de médulo N. Asi, podemos escribir

x'(n)= x(n—k, médulo N) (55)
=x((n—k)y
Por ejemplo, si k =2y N =4, tenemos
x'(n)= x((n—2)), (56)

lo que implica que

x'(0)=x((-2))s = x(2)
x'(1)=x((=1))y = x(3)
x'(2)= x((0)), = x(0)
x'(3)=x((1))y = x(1)

Por tanto, x’(n) es simplemente x(rn) desplazada circularmente dos unidades de
tiempo, donde se ha seleccionado arbitrariamente la direccién antihoraria como la
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x(n) .

Xp(n) 4 4 4

Tt ] ] ,,

i 8] 9 —]

x,n—2) 4 4 4

St

N —e
N
—o
w
e
=

-6 -5 —4-3-2-1 0 1 3 4 5
(©
x'(n) " 4
S
1 T 7
0 1 2 3
(d)
x(1) x(1)
X(2) x0) X x'(0)
x(3) X3

(e)
FIGURA 4. Desplazamiento circular de una secuencia.
direccién positiva. Por tanto, concluimos que un desplazamiento circular de una

secuencia de N puntos es equivalente a un desplazamiento lineal de su extensién
periddica, y viceversa.
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La periodicidad inherente que resulta de la disposicion de la secuencia de N puntos
sobre la circunferencia impone una defincién diferente de la simetria par e impar y la
inversiéon temporal de una secuencia.

Una secuencia de N puntos se dice que es circularmente par si es simétrica respecto
del punto cero de la circunferencia. Esto implica que

x(N—n)=x(n), 1<n<N-1 (57)

Se dice que una secuencia de N puntos es circularmente impar si es antisimétrica
con respecto al punto cero de la circunferencia. Esto implica que

xX(N—n)=—x(n), 1<n<N-1 (58)

La inversién temporal de una secuencia de N puntos se consigue invirtiendo sus
muestras respecto del punto cero de la circunferencia. Luego la secuencia x((—n))y
queda determinada por

x(—n)y=x(N—n), 0<n<N-1

Esta inversién temporal es equivalente a representar x(n) en el sentido horario
sobre una circunferencia.

Una definicién equivalente para las secuencias par e impar de la secuencia periodi-
ca asociada x,(n) es la siguiente

par: x,(n)= x,(—n)= x,(N —n) 59)
impar:  x,(n)=—x,(—n)=—x,(N —n)
Si la secuencia periédica es compleja, tenemos
ar conjugada: X,(n)=x*(N—n
p jug p(n)=x( ) 60)

impar conjugada:  x,(n)= —x;(N —n)

Estas relaciones sugieren la descomposicion de la secuencia x,,(n) como sigue

Xp(n)= Xpe(n)+ X,0(n) (61)
donde
xpe(n)zé[xp(n)+x;(N—n)] (62)
1
Xpo(n) =5 [ xp(n) = x5 (N —n)]
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6.1.4. Propiedades de simetria de la DFT. Las propiedades de simetria para la DFT
pueden obtenerse aplicando la metodologia empleada anteriormente para la trans-
formada de Fourier. Supongamos que la secuencia de N puntos x(n)y su DFT son
complejas. Entonces las secuencias se pueden expresar como

x(n) = xp(n)+jxi/(n), 0<n<N-1 (63)
X(k) = Xp(k)+jX,(k), 0<k<N-—1 (64)
Sustituyendo en la expresion para la DFT dada por (46), obtenemos
N—1
2nk 2nk
XR(k)=Z[xR(n)cos & n+x,(n)sen & n] (65)
n=0
N-1
21k 2nk
Xl(k)z—Z[xR(n)sen T n—xl(n cos T n] (66)
n=0

Del mismo modo, sustituyendo (64) en la expresion de la IDFT dada por (47), obtene-
mos
N-1

1 «— 2nkn 2nkn
xp(n)=— [XR(k)cos —X;(k)sen ] (67)
N ; N N
= 2 2
x,(n):NZ[XR(k)sen Nkn+X,(k)cos nkn] (68)
k=0

Se tienen los siguientes casos
(a) Secuencias reales. Si la secuencia x(n) es real, se deduce directamente a partir

de (46) que
X(N — k)= X*(k) = X(=k) (69)

En consecuencia, | X(N — k)| = | X (k)| y £LX (N — k) =—4£X (k). Ademas, x;(n)=0
y, por tanto, x(n) se puede determinar a partir de (67), que es otra forma de la
IDFT.
(b) Secuencias reales pares. Si x(7) es real y par, es decir,
x(n)=x(N—n), 0<n<N-1
entonces proporciona X;(k)= 0. Por tanto, la DFT se reduce a

N-1

X(k)=Zx(n)cos

n=

2nkn

, 0<k<N-1 (70)
N




(©)

(d)
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que es real y par. Ademads, como X;(k)=0, la IDFT se reduce a

1= 2rkn
= — X <n<N-1 1
x(n) N; (k)cos — 0<n< (71)

Secuencias reales impares. Si x(7) es real e impar, es decir,
x(n)=—x(N—n), 0<n<N-1
entonces proporciona Xg(k)= 0. Por tanto,

2ntkn
N

N—-1
X(k)=—j > x(n)sen 0<k<N-1 (72)
n=0

que es impar e imaginaria pura. Como Xy(k) =0, la IDFT se reduce a

2nkn

1 N—-1
x(n)szZX(k)sen 0<n<N-1 (73)
k=0

Secuencias imaginarias puras. En este caso, x(n) = jx;(n). Por tanto, (65) y
sereducen a

N-1

Xa(k)=>  x;(n)sen 2mkn (74)
n=0
N—1
2nkn
Xl(k)zgxl(n)cos = (75)

Observe que Xz(k) es impar y X;(k) es par.

Si X;(n) es impar, entonces X;(k) = Oy, por tanto, X(k) es real pura. Por el
contrario, si X;(n) es par, entonces Xy(k) = Oy, por tanto, X(k) es imaginaria
pura.

6.2. Propiedades adicionales de la DFT.

6.2.1. Inversion temporal de una secuencia. Si
DET
x(n) - X(k)
entonces
DET
2(n)y =x(N—n) S X(—k))y =X(N —k) (76)
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ya que invertir la secuencia de N puntos en el tiempo es equivalente a invertir los
valores de la DFT. La inversiéon temporal de una secuencia x(n) se ilustra en la Figura

Gl

x(2)

x(4) x(0) x4

x(6) x(2)

FIGURA 5. Inversién temporal de una secuencia.

Demostracion. A partir de la definicion de la DFT dada por (46), tenemos
N—1 _
Observe que X(N — k)= X((—k))y,0 < k < N — 1.DFT{x(N—n)} = Z x(N—n)eJ2mkn/N
n=0
Si cambiamos el indice de n a m = N — n, entonces
N—1
DET{x(N —n)} = Z x(m)e J2mkN=m)/N

2 3
- o

x(m)ejZHkm/N

Il
2 3
[l
- o

x(m)e~12FmN=HIN = X (N — k)
=0

3

6.2.2. Desplazamiento temporal circular de una secuencia. Si

DFT
x(n) % X(k)

entonces DET
x(n—=D)y S X(k)e~i2mki/N (77)
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Demostracién. A partir de la definicion de la DFT tenemos

N-1
DFT{x((n—1)y}= Z x((n—1))y e i27kn/N

n=0
-1
=D x((n—D)ye 2k
n=0
N—1
+ > x(n—1)e imkn/N
n=l

Pero x((n—1))y = x(N — [ + n). En consecuencia,

-1 -1
Z_x((n— l))Ne—]'ann/N :ZX(N_ 1+ n)e—j27rkn/N
n=0 0

N-1

n
— Z x(m)e—jan(mH)/N
m=N-—I
Ademas,
N—-1 N—-1-1
x(n— l)eijHkn/N — Z x(m)eijHk(erl)/N
n=1 m=0
Por tanto,

N-1
DFT{x((n—1)}= Z x(m)ei2mkon+D/N
m=0

X k)e—janl/N

6.2.3. Desplazamiento en frecuencia circular. Si

PFT
x(n) s X(k)
N
entonces
Jj2nln PFT

x(nje v = X((k—D)y

303

Por tanto, la multiplicacién de la secuencia x(n) por la secuencia exponencial compleja
el2mkn/N eg equivalente al desplazamiento circular de la DFT 1 unidades en frecuencia.
Esta es la propiedad dual de la propiedad de desplazamiento temporal circular y su

demostracion es similar a la misma.
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6.2.4. Propiedades conjugadas complejas. Si

PET
x(n) ~ X(k)
entonces
x(1) 28 X (k) = X*(N — k) 78)

La demostracién de esta propiedad es similar a las anteriores. La IDFT de X*(k) es

= . _ = .
- j2nkn/N _ | j2nk(N—n)/N
~ Zx (k)e =|~ ZX(k)e 79)
k=0 k=0
Por tanto,
o " DFT N
x*((—n))y = x*(N —n) —— N X*(k) (80)

6.2.5. Correlacién circular. En general, para secuencias complejas x(n) e y(n), si

DFT
x(n) % X(k)

DFT
y(n) ‘? Y (k) (81)
entonces

Fey ()25 Ry (k) = X ()Y (k)

donde 7, y(l ) es la correlacién cruzada circular (no normalizada), definida como

N-1

Fxy()=> x(n)y*(n—DN

n=0

6.2.6. Teorema de Parseval. En general, para secuencias complejas x(n) e y(n), si

DET
x(n) (ﬁ X(k)

y(n) 2> ¥ (k)

entonces

2

—1

N-1
x(my' )= > X(Y'(8) (52
k=0

]
o

n
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Demostracién. La propiedad se obtiene de forma inmediata a partir de la propiedad
de correlacion circular dada en (6.2.5). Tenemos

N-1

D x(m)yH(n) =7,y (0)

n=0

2

=1
}'-{,xy(k)ejZﬂ'kl/N
0
71 )
X(k) Y*(k)e]2nkl/N
=0
Por tanto, se obtiene evaluando la IDFT en [ =0. O

fxy(l)z

2l= 2|~
o 2?

La expresion dada en es la forma general del teorema de Parseval. En el caso
especial en que y(n) = x(n), se reduce a

N—-1 1 N—-1
D lxmf == > IX(k)P
n=0 k=0

que expresa la energia de la secuencia de duracion finita x(n) en funcién de las com-
ponentes de frecuencia {X(k)}.

7. TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER Y CASOS DE ESTUDIO

La transformada de Fourier discreta es una herramienta poderosa para aproximar
coeficientes de Fourier, sumas parciales de la serie de Fourier y transformadas de
Fourier. Sin embargo tal herramienta solamente es ttil si hay técnicas de calculo
eficientes para llevar a cabo gran ntiimero de cdlculos involucrados en las aplicaciones
tipicas. Aqui es donde aparece la transformada rédpida de Fourier o FFT. La FFT no es
en si una transformacién, es més bien un procedimiento eficiente para calcular las
transformadas de Fourier discretas.

En esta seccidn, utilizaremos MATLAB como herramienta para el andlisis de sefiales
mediante la Transformada Rdpida de Fourier (FFT). En el primer caso, descompondre-
mos una sefial en sus componentes mds simples. En el segundo caso, analizaremos un
archivo de audio y aplicaremos filtros para mejorar su calidad. Esta metodologia nos
permitird comprender mejor la estructura de las sefiales y optimizar su procesamiento.
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7.1. Primer caso de estudio. Para este caso de estudio, generaremos tres sefiales con
diferentes frecuencias y amplitudes. Estas tres sefiales se suman en una sola, como se
observa en la parte superior de la ﬁgura@ A esta senal se le aplica una sefial de ruido
gaussiano. El objetivo de aplicarle este ruido es que, al aplicar la Transformada Répida
de Fourier, no analicemos la sefial original, la cual representaria un caso ideal. Por lo
tanto, la sefial con ruido se puede observar en la misma figura[6]en la parte inferior.

Senal original
T

Amplitud

Senal con ruido
T

Amplitud

FIGURA 6. Seiiales de estudio

Al aplicar la FFT, podemos observar la amplitud y la frecuencia de cada una de las
sefiales que conforman la sefial compuesta en la figura[7] Este proceso es fundamental
en el andlisis de sefiales, ya que permite descomponer una sefial compleja en sus
componentes fundamentales.

La FFT tiene multiples aplicaciones en diversos campos, entre las cuales destacan:

= Procesamiento de sefiales: Utilizada para filtrar ruido y mejorar la calidad de
las sefales.

= Andlisis espectral: Permite identificar las frecuencias presentes en una sefial,
fundamental en telecomunicaciones.
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X35
Y7.919

Amplitud
T
I

X15
Y 3.99892

.

X 10
Y 2.01999

[ 50 100 150
Frecuencia

FIGURA 7. Senales de estudio

= Compresion de datos: Empleada en formatos como JPEG para imdgenes y MP3
para audio.

= Andlisis de vibraciones: Utilizada en ingenieria para monitorear el estado de
magquinaria y estructuras.

El cédigo de Matlab para llevar a cabo la simulacién del proceso se presenta a
continuacion.

function Analisis

clc, close all

wm=500; %frecuencia de muestro
n=0:1/wm:1; Stiempo/unidad de muestras

Al=2; wl=10; phil=0;
F1=Senal(Al,wl,phil,n);

A2=4; w2=15; phi2=pi/4;
F2=Senal(A2,w2,phi2,n);
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A3=8; w3=35; phi3=0;
F3=Senal(A3,w3,phi3,n);

x=F1+F2+F3;

xr=awgn(x,5, 'measured’);

figure(1)

subplot(2,1,1)

plot(n,x,’'r’, 'LineWidth’,2)
title(’'Se\~nal_original’, 'FontSize’,16)
xlabel(’'t’), ylabel('Amplitud’)
subplot(2,1,2)

plot(n,xr,’b’, 'LineWidth’,2)
title(’'Se\~nal_con_ruido’,’FontSize’,16)
xlabel(’'t’'), ylabel('Amplitud’)

[n,Y]=FFT(n,x);

figure(2)

plot(nxwm,Y, 'LineWidth’,2)
axis([0,150,0,10])
xlabel(’'Frecuencia’), ylabel(’Amplitud’)
end

function F=Senal(A,w,phi,n)
F=Axsin(2xpixw*n+phi);

end

function [n,Y]=FFT(n,F)
Y=Ffft(F);

Y=abs(Y);

m=length(Y);

Y=Y/ (m/2);
Y=Y(1:floor((m+1)/2));
n=n(1l:floor((m+1)/2));

end

AGUILA, MUNOZ, NAVA, OLIVARES, URENDA
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7.2. Segundo caso de estudio. Elsiguiente cddigo de MATLAB estd disefiado para
llevar a cabo un anélisis de audio que incluye la lectura, reproduccién, visualizacién y
filtrado de una sefial de audio.

function Audio

clc, close all
[a,ws]=audioread(’'Sonido.wav’);
N=1length(a);

T=N/ws;

t=linspace(0,T,N);

t=t"’;

sound(a,ws)

pause(T+1)

x=Ffftshift(fft(a));
w=linspace(-ws/2,ws/2,N);

figure(1)

plot(w,abs(x)."2)
xlabel(’Frecuencia’), ylabel('Amplitud’)
ax=gca;

ax.XAxis.Exponent=3;

wc=650;

[B,A] = butter(10,wc/(ws/2), 'low’);
af=filter(B,A,a);

figure(2)

plot(t,a,’'b’,t,af,’'r’")
axis([0,T,-0.5,0.5])
xlabel(’'tiempo’), ylabel(’Amplitud’)

legend(’'Audio_original’,’’, "Audio_Filtrado’)
grid on

sound(af,ws)

end

A continuacion, se describen en detalle cada una de las etapas del proceso:

y

= El cédigo comienza con lalectura de un archivo de audio llamado “Sonido.wav’
que se puede descargar en el siguiente enlace https://n9.cl/4zoz7x. Utiliza la
funcién “audioread” para cargar los datos de audio y la frecuencia de muestreo.
Esto permite que el programa no solo procese el audio, sino que también lo


https://n9.cl/4zoz7x
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reproduzca. La funcién “sound” se emplea para reproducir la sefial de audio

en tiempo real

= Elsiguiente paso es realizar un andlisis en el dominio de frecuencia utilizando
la Transformada Répida de Fourier (FFT). Este anélisis permite descomponer

la sefial de audio en sus componentes frecuenciales.

= El uso de “fft” seguido por “fftshift” permite centrar el espectro alrededor de

cero, lo que facilita la visualizacién.

= Se gréficalamagnitud al cuadrado del espectro como se observa en la figura[8len
funcién de la frecuencia. Esto proporciona informacién sobre qué frecuencias

estdn presentes en la sefial y con qué amplitud.

Amplitud
T

r

Frecuencia

FIGURA 8. Espectro

= El c6digo implementa un filtro pasabajo Butterworth con una frecuencia de
corte definida (650 Hz). Este tipo de filtro es ttil para eliminar componentes

de alta frecuencia que pueden ser ruido o interferencias no deseadas.

= Lafuncién “butter” se utiliza para disefiar el filtro pasabajo, donde el orden del
filtro (10) determina cudn abrupto es el corte entre las frecuencias permitidas

y las bloqueadas.
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» La funcién “filter” aplica este filtro a la senal original, generando una nueva
senal filtrada. Esto permite suavizar la sefial y reducir el ruido.
» Las dos sefiales se grafican en la figura[9) donde la sefial original se muestra en

azul y la filtrada en rojo. Esta comparacion es esencial para entender c6mo el
filtrado ha afectado a la senal.

Amplitud

tiempo

FIGURA 9. Audio

= Finalmente, el c6digo reproduce la senal filtrada utilizando nuevamente la
funcién “sound”. Esto permite al usuario escuchar cémo suena el audio después
de haber sido procesado por el filtro pasabajo.

En resumen, este cddigo es un ejemplo préctico y efectivo de cémo utilizar la trans-
formada rapida de Fourier en MATLAB para realizar un andlisis completo de sefiales
de audio. Desde la lectura y reproduccién hasta la transformacién en el dominio de fre-
cuenciay aplicacién de filtros, cada paso estd disefiado para proporcionar informacién
valiosa sobre las caracteristicas del sonido.
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