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SOLUCIONES INVARIANTES DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

ALEXANDER YAKHNO, LILIYA YAKHNO
ELBA LILIA DE LA CRUZ GARCIA, MTRO. LUIS MANUEL PINUELAS CASTRO

RESUMEN. El material publicado son las notas del mini-curso que dieron
los autores durante la VII Escuela de Verano en Matematicas (CUCEI, UdeG).
La mayor parte de ese material se encuentra en el libro [1], en la tesis [2] y en
los articulos [3], [4].

ABSTRACT. The published material is the notes of the mini-course given by
the authors during the VII Summer School in Mathematics (CUCEIL UdeG).
Most of this material is found in the book [1], in the thesis [2] and in the
articles [3], [4].

1. BASES TEORICAS

1.1. Soluciones invariantes de las ecuaciones diferenciales. Consideremos un sis-
tema de m ecuaciones diferenciales F = (F!,..., F™) para m funciones incégnitas
u=(u',..., u™) (variables dependientes) de n variables independientes x = (x;, ..., X,,)
de orden s

F(X:U,Pl»---»ps)zo» (1)

el cual admite un grupo de transformaciones puntuales G, (grupo de simetrias):
x'=f(x,u,a), u'=g(x,u,a), acR’. )

Aqui p; representa el conjunto de las derivadas parciales de primer orden, y p; es el
conjunto de las derivadas parciales de orden s. El algoritmo de la bisqueda de sime-
trias puntuales para un sistema de ecuaciones diferenciales estd descrito brevemente
en el punto 2.2. Recordaremos [1], que al grupo (2) le corresponde el dlgebra de Lie de
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4 YAKHNO, YAKHNO, DE LA CRUZ, PINUELAS

los generadores (operadores infinitesimales) L, = (X;,...X,) delaforma X =£9,+nd,,
relacionados con el grupo por las ecuaciones de Lie:

af

da

d
:g, —g

o =1. 3)

a=0

a=0

Sea u = p(x) una solucién del sistema (1). Actuaremos con la transformacién

T, € G, alavariedad u = ¢(x). Como resultado obtendremos una nueva variedad u’ =

@(x’,a), la cual es también la solucién del sistema (1). Efectivamente, prolongaremos

la solucién u = ¢(x) en el espacio de las variables {x, u, py,..., ps}. Fijando el punto

X, obtendremos el punto (X, Uy, ..., ps,), que pertenece a la variedad definida por la

ecuacion (1). Consideremos el grupo G, llamado la s-ima prolongacién del grupo G,:
N

/

X Zf(xrura)! ulzg(xy u)a)r pllzhl(x)urpl!a)r (X3 p;zhs(xru»pl’pZ)---)psra)' (4)

Bajo la transformacion prolongada T, € G, este punto se movera al punto (x, i, ..., pgo )

N
que también pertenece a la misma variedad. De aqui se sigue que u’ = ¢(x’,a) esla
solucion de la ecuacion (1). Asi, el grupo G, actiia sobre el conjunto de las soluciones
de manera transitiva, es decir, bajo la accién de las transformaciones admitidas, la
solucién del sistema inicial de ecuaciones se mueve en la solucién del mismo siste-
ma. En lo anterior estd basado el método de reproduccién de las soluciones de una
solucion dada (vea un ejemplo en la seccién 4.2).

Entre todas las soluciones, se pueden encontrar aquellas que bajo algunas transfor-
maciones, se transforman a si mismas, es decir u = ¢(x)= ¢(x’). Estas soluciones, en
algtin sentido, son més fé4ciles de construir que las demads del sistema inicial. Dichas
soluciones, las cuales son puntos "no movibles” con respecto a la accion del grupo, se
llaman soluciones invariantes.

Sea H un subgrupo del grupo G, admitido por la ecuacién (1).

Definicién 1.1. Una solucién de la ecuacion (1) u = ¢(x) se llama la solucién inva-
riante con respecto al subgrupo H (o la H-solucién invariante) si la variedad que le
corresponde es una variedad invariante del grupo H.

Ejemplo 1.2. Consideremos la ecuaci6n Eikonal u? + ui =1, que tiene la solucién
trivial # = x. A esta solucién le corresponde la variedad u — x =0, la cual es invariante
con respecto al grupo de translaciones y’ = y + a. Por lo tanto u = x es una solucién
invariante con respecto a la accién de este grupo.
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En relaciéon con el concepto de la solucién invariante, aparece el problema de la
busqueda de todas las soluciones invariantes del sistema dado de ecuaciones (1). Este
problema incluye las siguientes etapas:

1. La condicién necesaria para la existencia de la H -solucién invariante.
2. El algoritmo de la biisqueda de las H -soluciones invariantes.
3. Laclasificacion de las soluciones invariantes.

1.2. Condicién necesaria para la existencia de una H -solucién invariante. Sean

Ji» -, J; el conjunto completo de los invariantes funcionalmente independientes del
2];
grupo H. Consideremos la matriz (a—’k), denotamos su rango por [.
u

Teorema 1.3. Para la existencia de las H -soluciones invariantes es necesario quel = m,
donde m es el niimero de las variables dependientes.

Ejemplo 1.4. La ecuacién “)251 + ui =1 admite los operadores (entre otros):

0 % 17 %
Xl—xla+ua—xl, Xz—a—)Cl, XS_E'
Sea H el subgrupo generado por X;. Verificaremos la condicién necesaria de la exis-
tencia de la H -solucién invariante. Los invariantes se determinan de la ecuacién
0 0
X1 ﬂ] + ua—)Cl] =0.

Esta ecuacion nos da dos invariantes J; = u®*— x7, J, = x,. En este caso [ = 1, por
lo tanto, la condicién necesaria de la existencia de la H-solucién se cumple. Para
el subgrupo generado por X,, se obtienen J; = x,, /, = u y otra vez la condicién se
cumple. Para X3, tenemos J; = x;, J, = X, el rango es 0 y para el grupo correspondiente
la condicién necesaria no se cumple.

1.3. El algoritmo de biisqueda de H-soluciones invariantes. Sea J, /..., J; el
conjunto completo de los invariantes funcionalmente independientes, entonces, se-
. 2] . . . o
gun la igualdad rank(a—lk) = m, se sigue que existen con exactitud m invariantes
u
funcionalmente independientes Ji, ..., J,,, los cuales dependen de las funciones bus-
cadas ul, ..., u™. Los dem4s invariantes J,,,, ...,J; dependen sélo de las variables
independientes.
Superponemos los invariantes Jj, ..., J,, como las funciones de las invariantes J,,,,,
v it
T =@x(Jms1r 0 Jr)- Q)
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La variedad definida por las ecuaciones (5) es evidentemente invariante con res-
pecto al grupo H. De (5) se puede expresar u', ..., u™ como funciones de las otras
variables, y debemos determinar las funciones ®;(k =1, ..., m). Sustituiremos estas
relaciones en el sistema inicial (1), como resultado obtendremos un sistema nuevo,
que se llama sistema-factor S/H. Este sistema en cierto sentido es méas simple que
el sistema inicial (1), porque depende de un ntimero menor de variables. Efectiva-
mente, sea 7’ la dimension del dlgebra de Lie, que corresponde al grupo H, entonces
t =m+n—r’. De aqui se sigue que el ntimero de las variables independientes en el
sistema S/H es igual a n— r’. Este nimero se llama el rango de la solucién invariante
ysedenotaporp=n—r’'.

Ejemplo 1.5. Consideramos el subgrupo generado X; del Ejemplo 1.4. Segtn lo ante-
rior, tenemos J; = ®(J,), es decir, u?— x? = ®(x,) #0. De aqui u = 4/ x{ + ®(x,). Para
determinar la funcién ® sustituiremos esta relacion a la ecuacién uil + u)zc2 =1.Asi, el
sistema S/H tendra la forma

1 1
X4 -0%=x+0=> -0 =0.
4 4

La soluci6n invariante es igual a u = %4/ x2 +(x, + ¢)2.
Si consideremos el grupo H para X,, entonces el sistema S/ H tiene la forma ®'(x,) =
+1. Una solucién no tan trivial se obtiene para el subgrupo que corresponde a

X=x 7,
La condicién necesaria se cumple, porque J; = x;/x,, J, = u/x;. Buscamos la solucién
invariante en la forma u = x,®(z), donde z = J;. En este caso el sistema S/H es una
ecuacion diferencial ordinaria

(@420 +z'0% =1,

para la cual las funciones ®(z) = £+/22+1/z y ®(z) = ¢/z + v/ 1 —c2 son soluciones.
Algunos ejemplos no triviales de los sistemas S/H serdn considerados més adelante.

Otra clase muy importante de las soluciones invariantes son soluciones autosimi-
lares. Estas soluciones se usan para modelar diferentes procesos. Para construirlas
se han creado diferentes metodologias, basadas en el andlisis de las dimensiones
de los valores, los cuales estan incluidos en la ecuacién. Ahora es conocido, que las
soluciones automodelos es una clase muy especial de las soluciones invariantes, que
corresponde al grupo de estiramiento (escalamiento).
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1.4. Clasificacién de soluciones invariantes. Naturalmente es posible clasificar las
soluciones invariantes por su rango. Pero en este caso entre las soluciones del mismo
rango, puede existir soluciones ”iguales” en el sentido que una solucién puede ser
obtenida a partir de otra por la transformacién correspondiente al grupo admitido.

Ejemplo 1.6. La solucién invariante de la ecuacién uil + uiz =1 en la subélgebra
X = 0/0 x, tiene la forma u = f(x,), y en la subdlgebra Y = 0/0 x, tiene la forma
u = g(x,). Estas dos soluciones son "iguales”, porque la transformacion x; = x,, x, = x;
mueve una solucioén a la otra.

De este ejemplo es claro que las soluciones "iguales” en el sentido del andlisis grupal,
se obtienen en la base de las subalgebras semejantes. Por lo tanto, para describir todas
las diferentes soluciones invariantes, es necesario primeramente construir el sistema
6ptimo de subdlgebras y después construir las soluciones en la base de las subélgebras
de este sistema.

Ejemplo 1.7. Determinaremos la forma de todas las soluciones invariantes, las cuales
se pueden construir en subdlgebras unidimensionales para las ecuaciones de Tresca.
Este sistema describe el estado plastico de un cuerpo sélido bajo la condicién de
plasticidad (criterio) de Tresca:

Vp+v-Vv+vdivy =0,
vitvi =1, (6)

donde v = (Ul) Uy, V3)’ V= (ax»ayraz)
El sistema (6) admite el dlgebra de Lie Lg con la base:

Xo=8,, X;=0,, X4=x;0,,i=12,3,
Zy = Xp0x, — X30y, + 1,0, — 30,
Zy = X30x, — X1 Oy, + 130, — 10,
Z3 = X1 0x, — X0y, + 110, — 150, .

La tabla de los conmutadores tiene la forma
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X | x| x|x|za|2z]|2z|x)|
xl o] o] o[|x]|o|-x|x]o
x|l ol ol ol|x|x] o]|-x
ol olol|x|-x] x| o

o
o
o
[« NN Nl el Nl N

0 0 0 0

De esta tabla se sigue que el operador X; es el centro del dlgebra de Lie Lg y esta
dlgebra no es resoluble. Escribiremos los automorfismos bésicos. El primer grupo de
automorfismos que se genera por los operadores X;, X,, X3, es el siguiente:

X, =X+ a, Xy + a, X, + a3 X,
Z{ =71+ a, X3 — az Xy,
Zy=Zy—a, X3+ a3 Xy,
Zy=Zy+ a, Xp — ap X;.
El segundo grupo se genera por el operador X,:

Ay: X/ =X;exp(—ay), i=1,2,3.
El tercer grupo se genera por Z;, Z,, Zs:

X, =X,cos a—Xssina, Z,=7,cos a—Zysin a,

X;=X,sina+ X;cos a, Zy=2Z,sin a+Z;cos Q,

X=X cos B+ Xzsinff,  Z =Zycosf+Zssinp,
X;=—X;sin f+Xzcos B, Z;=—Zsin f+Zzcos B,

X=X cosy—X,siny, Z =Zjcosy—Z,siny,
X,=Xsiny+X,cosy, Z,=Zsiny+Z,cosy.
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Ademas de estos automorfismos internos, se admiten dos automorfismos externos
Ep:x; ——x;, BE>: v; — —v;.

Ahora comenzamos la construccién de las subdlgebras no semejantes. Considere-
mos el operador general unidimensional

X=kXi+kXo+ ks Xs+ ks Xy + ks Zy + kg Zo + k7 Z3.

Sean todos los k; # 0. Usando el grupo de automorfismos A;, se pueden hallar los
dngulos a y 7, tales que X, y X; se reducen a cero, es decir, el vector X en el caso
general es semejante al vector

X= leI + k4X4 + k5Zl + k6Z2 + k7Z3,

donde k; # 0. Ahora, usando los automorfismos del grupo A;, reduciremos el vector
X alvector X = k; X, + ksZ, o bien X =6 X, + Z;. Si 0 #0, por medio de A, se obtiene
el operador Z; + X;, luego usamos el automorfismo E; y obtenemos X; + Z;.
Resumiendo: en el caso general, el operador X es semejante a (X;), 0 a (X; + Z;).
Ahora sean k; = k, = k3 = 0. En este caso funciona sélo el tercer grupo de los
automorfismos y obtenemos dos casos: 0 (X, + 6 7Z;), 0 (Z).
Asi, la clasificacion de stibalgebras unidimensionales es finalizada. Se tienen cuatro
clases de subdlgebras no semejantes:

(X1), (X1 +2,), (X4 +62y), (Zy).

El operador X es el centro de Lg y no puede ser modificado por ningtin automor-
fismo, por lo tanto tenemos que agregarlo a todas las clases de las subélgebras no
semejantes. Finalmente el sistema 6ptimo O, tiene la forma:

L (X, +X),
AX + 21+ Xo),
3. (X4 +06Z,+1Xy),
- AZ1+Xo),
5. (Xo),
donde 6, { son constantes arbitrarias reales.
Las soluciones invariantes, segin la condicién necesaria de la existencia, pueden
ser construidas en las subdlgebras 1-4. Sus formas son:
L v =01, x3), U = (X, X3), U3 = U3(X2, X3), p = WXy + p(X2, X3);
2. u=u(r,z+0),v=v(r,z+0),w=w(r,z+0), p=Lz+p(r,z+0);
3. u=u(z,6lnr+0),v=v(z,0lnr+0), w=w(z,0Inr+0),
p=CInr+p(z,6Inr+80)
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4. u=u(r,z),v=v(rz), w=w(r,z), p=L{0+ p(r, z),

donde {r, z, 8} es el sistema de las coordenadas cilindricas y
u=vcosf+wsinfd, v=—uvsinf@+uv,cosf, w=uv;.

Para determinar cada una de estas soluciones hay que sustituir su forma al sistema
inicial de Tresca (6). Finalmente obtendremos el sistema S/H, el cual sirve para la
determinacién de las funciones buscadas y ahora tiene sélo dos variables indepen-
dientes.

2. OSCILACIONES DE UNA CUERDA ELASTICA CON CORRIENTE ELECTRICA EN UN
CAMPO MAGNETICO CONSTANTE

2.1. Sistema de ecuaciones. Se buscan las formas de la solucién invariante del
sistema de ecuaciones no homogéneas en derivadas parciales de segundo orden para
tres funciones incégnitas u*(x, t), u”(x, t), u*(x, t) que dependen de dos variables
independientes x distanciay ¢ tiempo, el cual describe el movimiento de una cuerda
elastica con corriente eléctrica en un campo magnético permanente.

Las ecuaciones de movimiento transversal y longitudinal con una fuerza externa se
expresan como:

o*ur* 0 our* e
P(x)w—a—(T(x) ax )+fL (x,1), @)
o*u* 0 ou* .

P G = o [T+ 2D S| £ ), ®

donde T(x) es la tensién de la cuerda, A(x) es el médulo de elasticidad, p(x) es la
densidad lineal de la cuerda y f*"*(x, t) son las fuerzas externas de Lorentz.

El caso particular a analizar es cuando las fuerzas externas de Lorentz son las
siguientes:

z y

fi'(x,1)=0, filx, t)zl(t)Hx(x)aa—ux, i (x, t)=—I(t)Hx(x)aaLx,

donde I(t) es la corriente eléctrica y H*(x) el campo magnético. Para este caso las
funciones p(x), A(x), T(x) son constantes (caso de una cuerda homogénea). Por lo
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tanto, el sistema se reescribe de la siguiente forma:

22u* . .\ 0%u*
P T+
pé‘qu’:Tﬁqu’ I(t)Hx(x)auz
dr2 Jx2 ox’
o*u*  _o*u* . . ou’
P35 =T 352 —I(t)H (X)W

Haciendo los cambios T2 =

11

> T, %z sz%:l(t), H*(x)= H(x) y reescribiendo las
variables independientes como f = x;, x = X, y las dependientes de la forma u* = u!,

u? = u?, u* = u’, el sistema queda descrito como:

82u1_T62u1

e s
ox2  ?ox2 R G
2%u’ 2%u? ou?
a—xlg= za—ng—l(xl)H(xz)a—xz-

Realizando el cambio de notacién siguiente en las derivadas uf =
sistema (9) queda de la forma:

p]k, ulk] =
Pi = TPy,
phy = Tpy,+1(x))H(x)p;,
Py = Tpy,—1(x))H(x)p; .
Igualando a cero el sistema, se obtiene:
plll - Tlpzlz =0,
p121 - szzg - I(xl)H(xz)ng =0,
P131 - sz?’g + I(xl)H(xz)pzz =0.

9)

pl el

(10

2.2. Algoritmo de biisqueda de simetrias. Buscamos el operador admitido por la

ecuacion (10) de la forma

2 ; i 3 . Fi
X=;§ a—xi-i-;n m,
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donde &/, n* son funciones de x;, u* a encontrar.
Ya que el sistema es de segundo orden, para encontrar los coeficientes &, n* se
necesitard la segunda prolongacion del operador X, el operador prolongado es

X= X+5la a+§”apa,
con 51 =D;(n")—ppD;(EP), Dj(ifc)—p,iﬁDj(éﬁ), donde D; son los operadores
de derlvada total dados por las 51guientes férmulas:
D = 0 1% @ 9 e
1= Gy pl@u“ pnapla plzapza
0 o 0 1% 1%

=—+ + P +p,,
D= 5 TP Gua PG P

Se aplica el operador )2( sobre el sistema (10), pasamos a la variedad dada por el
sistema y se iguala a cero (criterio de invarianza)

X(F)|. =o, an
2 F=0

= . . .
donde F es el sistema (10). Como resultado, obtenemos un sistema de ecuaciones
definitivas, el cual se divide por las variables pi’;., pl.k y sus potencias, en un sistema

sobre-determinado de ecuaciones diferenciales lineales en las funciones & y n.

Debido a la presencia de las funciones-pardmetros, este problema se convierte
en un problema conocido como clasificacién grupal. Primero se determina el grupo
de transformaciones que se admite por (9) para cualquier forma de las funciones-
pardmetros involucradas: I(x;), H(x,) al cual lamaremos nticleo de la transformaci6n.
Luego se buscan las formas especificas de estas funciones, de tal manera que el grupo
de simetrias tenga la mayor dimensién posible. Esos casos especiales son de mayor
interés, porque pueden producir un mayor nimero de las formas de soluciones in-
variantes. Aplicando el algoritmo de la bisqueda del grupo de transformaciones, se
construyen las formas de soluciones invariantes, estas formas de solucién reducen
el nimero de variables independientes, por lo que en este caso, el sistema factor
resultante es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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2.3. Nrcleo de la transformacién. La base del dlgebra de las simetrias admitidas
para cualquier forma de I(x;)y H(x,) tiene la forma:

X, =u'dy, X, =u?0,. + u0ys, X3=u30,: — u?0,s,
X, = fHx1, %) + [2(X1, X2)0,2 + f3(21, %2) 5,
donde f1(x;, x,), f2(x1, X3), f3(x1, x,) son soluciones arbitrarias del sistema (9).

Los generadores infinitesimales del ntcleo tienen la siguiente tabla de conmutado-
res

LI X | Xo | X5
X, |o]o/o
X, | 0] 00
X;|0]0]o0

donde los operadores X;, X, y X3 forman un dlgebra de Lie abeliana y los operadores
X, yforma un ideal en el dlgebra de Lie.

Finalmente obtenemos, que L = L3 ® L, donde L, se genera por los operadores
X, yforma un ideal en el dlgebra de Lie L. Ya que los operadores infinitesimales del
ntcleo no contienen derivadas respecto a las variables independientes, no es posible
construir formas de soluciones invariantes a partir de ellos.

2.4. Funciones-parametros potenciales. Un caso que se obtiene al resolver (11),
donde el dlgebra de simetrias admisible es mas amplia, es cuando se tienen la siguien-
tes funciones pardmetros:

I(x)=my(x,+ )™, H(x)=my(x,+ 1)

La base del dlgebra de simetrias admitida para las formas de las funciones parametros
potenciales, es:

Y, = (%, + )0y, + (X2 +12)0,,
Xl = ulf)’ul, Xz = uzauz + usau3, X3 = Usauz - uzaua,
Xi = 131, %2)0 + f2(X1, %2)02 + f3(21, X5) 8y,
donde f1(x;, x,), f2(x1, X2), f3(x1, X,) son soluciones arbitrarias del sistema (9).

Los generadores infinitesimales para el caso de funciones-pardmetros exponencia-
les tienen la siguiente tabla de conmutadores
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LI | X | X | Xs
v, |0]0]o0]o0
X, |0]lo0o]o]o
X, 00|00
X, |0]0]o0]o0

donde los operadores Y, X;, X, y X3 forman un élgebra de Lie abeliana y los operado-
res X, forman un ideal en el dlgebra de Lie. Finalmente obtenemos, que L =L, ® L,
donde L, se genera por los operadores X, y forma un ideal en el dlgebra de Lie L.

El sistema 6ptimo de subdlgebras no equivalentes, es el siguiente:

(v,), (v, +aX)), (Y, +aX, + B X,), (¥, +aX, + BXo +7X3),

donde a, 3,7 €R.

De la subdlgera 6, = (X;), se obtiene la siguiente forma de solucién invariante
Xt —

u=u(J), J= ) a=1,3.
X +n

Al sustituir la forma de solucion obtenida a partir del subdlgebra Y, y las formas de las
funciones I y H potenciales en el sistema, se obtiene el sistema factor:

(U =n)u") =0,
(P = B)u?) = mymy )" u?,
(= B)u”) =—mymy " .
La solucién del sistema factor estd dada por las siguiente expresiones:
u'= k In ‘ J=vh
2y J+VHh

2 sin M F(])
W=t f -n

+hy,

3 cosMF(J])
u —rof]z—_Tzd],

donde M =mym, #0, F(J) = f %, y ki, k», ry son constantes arbitrarias. En el
caso particular cuando m=0, M =1 (m; = miz) y regresando a las variables x y ¢, se
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obtienen las siguientes soluciones:

k t
u*=——tanh™' VT,

VT X+,

1 t+r
u’ = rocos(—tanh_1 T, ! )+A1,

VI X+7,

. 1 _ L+
u® = rosm(—tanh W !

VT X+

donde las funciones pardmetros estdn dadas por I() = m; Ye+n) 'y H(x)=ms,.

N—
+
BN

v

FI1GuRra 1. Configuracion de la cuerda, descrita por la solucién inva-
riante para I =1/(t + 1), H =1 en diferentes momentos del tiempo:
t =0 (rojo), t =9 (azul), t =19 (verde); trayectorias para los puntos:
x ==1 (punteado), x =+10 (lineas y puntos) y x ==+20 (lineas pun-
teadas).

2.5. Funciones-pardmetros exponenciales. Otro caso particular para las funciones
pardmetros donde el dlgebra de simetrias admisibles por el sistema es mds amplia, es
cuando se tienen las funciones parametros en forma exponencial I = a, exp ('"Tf‘), H=
a, exp (—%), m #0. La base del dlgebra de simetrias admitida para las formas de las
funciones pardmetros potenciales es la siguiente:

Y, =m0y +mydy, Xy =u'dy, Xo=u?0y2 + U0y, X3 =ty — u?0y5,
X+ = fl(xl, x2)5u1 + fz(xl, XZ)auz + fS(xl, XZ)aua.



16 YAKHNO, YAKHNO, DE LA CRUZ, PINUELAS

Los generadores infinitesimales para el caso con funciones parametros exponen-
ciales tienen la siguiente tabla de conmutadores

LY | X | Xo | X5
Y, {o|o0]|o0]o
X, |olo|lo]o
X, |0|0|0]o0
X, |0|0|o0]o0

donde los operadores Y,, X;, X, y X3 forman un dlgebra de Lie abeliana y los opera-
dores X, forman un ideal en el dlgebra de Lie. El sistema 6ptimo de subdlgebras no
equivalente para el caso de las funciones parametros potenciales, es el siguiente:

(), (Y +aX), (L +aX, +BXs), (Yo +aX,+ B X, +7Xs),

donde a, 8,7 € R. A partir de la subdlgebra (Y,), se obtiene la siguiente forma de
solucién invariante
x X —
u*=u*2), Z= 22 a=1,3.
m m
Sustituyendo la forma de solucién invariante y las funciones parametros de forma
exponencial en el sistema, se obtiene el sistema factor:

ul// — O,
1 ) a,a,
(—2 - |u¥'=— exp(mJ)u®,
m?  m3 m,
1 T, a,a,
——— |u¥'= exp(m])u®.
mé  m3 m,

La solucién general del sistema factor, en términos de las variables x y ¢ estd dada

por las expresiones:
. rox
u'=c|———|+c,

my  my
. m m
uy=r081{r1exp(—t——x)}+A1, (12)
m my
. m m
uz=r0C1{r1exp(—t——x)}+A2, (13)
my my
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FIGURA 2. Configuracion de la cuerda para la solucién invariante
obtenida a partir de la subdlgebra (¥;) con las funciones pardmetros
dadas por I = e’, H = e~ % enlos diferentes tiempos dados por: ¢ =0
(rojo); t =1 (azul); t =2 (verde).

donde r, = a;a,m?my,/[m (T, m? —m2)], ademds, hacemos r, =0, si m? = T,m?. Las
funciones Si, Ci son las funciones seno y coseno integral (y; es la constante de Euler-
Mascheroni):

Z z

sin x cosx—1
Siz=J dx, Ciz=yE+lnz+J—dx.

X X

3. ANALISIS DE LAS SIMETRIAS DE UN SISTEMA DE PLASTICIDAD ANISOTROPA

3.1. Simetrias. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales:

0 o0 o0 o0 o0
e —2k(9)(— c0s20 + — sin29) = k’(G)(— sin26 — — cosZO), (14)
ax, ax, ax, ox, ax,

oo o0 20 20 20
— -2 —sin20 — ——cos20 |=k'(0)[ ——— cos20 — —sin2
7% Ic(t9)(ax1 sin26 7% cos 0) k(H)( o cos20 7% sin 9)
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el cual puede escribirse en forma equivalente como:
0 o0 o0
22 (ksin20) = +(kcos20) — =0,
0x 2x 0 x»

2 26 20
29t (kcos20) <L 4 (ksin20) < =o.
dx, ax, Jx

Las curvas caracteristicas del sistema (15) son:

dx, _ (ksin20)  y/4k2+ (k')

dx; (kcos20)  (kcos28)

(15)

(16)

Las condiciones de compatibilidad que solo contienen términos de k y sus derivadas,
son llamadas ecuaciones de clasificacion. Al resolver estas ecuaciones, con la finalidad
de obtener formas concretas para k, se tienen lo siguientes resultados:

/

Teorema 3.1. Elsistema (14), si k es solucion de la ecuacion w’ + T (2w —1)=0, donde

it U0
Ak +2(k 2 —kk”

, admite el dlgebra de Lie con las bases:

1 1
X, = [—5 w(ksin26) x; + (—0‘ +3 w(k 00829)’) X2

Oyt

1 1
+ [(a + 5 w(k 00329)’) X + > w(k sin29)’x2] Oy, +

+

Jd@
L ==
w

Xy, =—%,0, +x,0,, + Wy,
X5 =310y, + %50y,
Xy =0,,
Xoo =h'(o, 0)0,, + h?(o, 0)o,,.

O +owdy, L=w?[ak*+(K')]>0,
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k/
Teorema 3.2. El sistema (14), si k es solucién de la ecuacion w’ + - Cw—1)=ctte#0

4k2 + (k'Y

donde w = 2 — Kk

, admite el dlgebra de Lie con las bases:

_ 1 1 1
X, = (—Ew(ksinze)'—EAo)xl+(—0‘+Ew(kCOSZQ)’)Xz Oy, +

+ (cr + % w(k 00329)’) X + (% w(ksin20) — %Aa) xz] Oy, +
o2 w?[4k?+ (k)]
2T 24
X, =-—xz(9x1 +x,0,, + Ao 0, + w0y,
X3 =x10,, + X,0,,,
X, = Ad,,
Xoo = h'(0,0)2, + h*(0,0)3,,.

+lA O, +0way,

/
Para simplificar la notacién, sea A= w’+ — (2w —1). Con las dlgebras de Lie ad-

mitidas para diferentes formas de A =0y A # 0, podemos determinar las tablas de
conmutadores.
Para el caso de A=0, la forma de la tabla de conmutadores queda como:

X, X X X, X3 X, X e
X, 0 —LX, 0 —X, | Xy
X, LX, 0 0 0 Xy 2
X; 0 0 0 0 —Xppe |
X, X, 0 0 0 Xy 2
Xnne | =Xpinz | —Xp 2 | Xnope | —Xp n2 0
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Andlogamente, para el caso en que A # 0, la tabla de conmutadores tiene la forma:

(X, X;] X, X, X; X, X e
A2
Xl O —AX1 0 —AX2 + ?Xg Xhll’hlz
XZ AXI 0 0 —AX4 XhzlthZ
X, 0 0 0 0 —Xp e
Az
X4 AX2 - ?Xs AX4 0 0 AXhé,hg
Xhl,hz _Xhll'hlz _Xhzl'hzz Xhl'hZ _Athl,vhﬁ 0

Cuando A =0, el sistema 6ptimo de subalgebras de dimensién 1 es:
0,: H =(X; +aX;), a=ctte,
Hy=(X,+BX,+aXs), a=ctte, BZ={L,0},
H;=(X,+aXs), a=ctte,

Hy=(X3).
Consideremos el sistema inicial (15) con k = C cos20 :
o, —(Ccos20sin20Y 0, +(C cos® 26) 6,,=0
05, +(Ccos’26) 0, +(C cos20sin20) 6, =0.

Las relaciones sobre las caracteristicas (16) del sistema (17) tienen la forma:

_ (Ccos20sin20) V4(C cos20) +(—2C sin20)?
L2 (Ccos?20) (C cos220)
(—sin®20 +cos?20) £ 1

—2c0s260sin26
R, =—cot28, R,=tan20,

)

en las nuevas variables & y 1) tienen la forma:

gza—f V4(C c0s20 +(—2Csin20)?d0 =0 —2C0,

n =0+J V4(Ccos20) +(~2Csin202d0 = o +2C0,

a7
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entonces:
_&+n , n=¢
o="7,0="—"7=—.
2 4C
En las nuevas variables &, que se llaman las coordenadas caracteristicas, el sistema

(17) tendra la siguiente forma:

5)61 +R2§x2 =0, My, +R1nx2 =0,

el cual es un sistema de ecuaciones homogéneas no lineal, cuyos coeficientes son
funciones de & y 7. Este tipo de sistemas pueden reducirse a un sistema lineal de ecua-
ciones haciendo un cambio de roles de las variables dependientes e independientes
(transformacién de hodégrafo). Sean x; = x; (5 , n), Xp = Xy (5 , n), entonces el sistema
(5) tiene la forma:

ax, B ox; 0
oc o 7
(18)
Jx R ox; 0
on *on
que en nuestro caso es equivalente a:
d 0
sin20 a—? +cos20 8_? =0,
0 0
cos26 o —sin26 aa_ 0.
an an
Hagamos el cambio de variables:
u=x;cos26 + x,sin20, (19)

v =—x;sin260 + x, cos 20,

derivando uy v:

0 a0 0 a0
u5=a—?cosZH—lesinZHa—g+a—?sin26+2x2005203—§
=—2x sin20%+2x coszeﬁ—ZU%—Zv(—i)
- oF " ? o8 " oE ac )

0 00 0 o0
Uy __4a sin26 —2x; cos20 — + 7 cos260 —2x,sin20 —
1% on 0n on

=—2x coszﬂﬁ—Zx sinZB@—Zu@——Zu(L)
- on 2 on “dn ac )’
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Finalmente tenemos el sistema lineal:
v u
U+ — =0, v,+

— =0. 2
2C Ye 0 (20)

3.2. Soluciones invariantes. A continuacién se determinan las bases del dlgebra de
Lie admitidas por el sistema (20), para ello, pasaremos las bases del dlgebra de Lie que
aparecen en el Teorema 3.1 en términos de las nuevas variables &, 1, u, v, en la forma:

Xi=X;(8)0:+X; ()0, + X; (w) 8, + X; (v)3,, i=1,...,4,

quedando:

~ u v
Xl :gag—nan'i'gau_galn

XZ =55—5,7,
X;=ud,+vd,,
X4 =a§+a)7.

0o =h'(&,n) 0 +1*(E,n)0,
donde h'y h? son soluciones del sistema:

_h_2 he = _h_l

2c’°"2C

Ahora, con ayuda de los generadores aceptados por el sistema (14), para formas
especificas de k, determinaremos las formas de algunas soluciones invariantes parti-
culares de dichas subalgebras, cuando A=0.

Para la funcién k = C cos26, anteriormente se determiné que el sistema inicial
(14) puede reducirse al sistema (20) y la subélgebra H; de O, tiene la forma: ©, : H, =
(X; +aX;), a = ctte, entonces:

hl=

H :<535—T]5n+gé’u—gé’v+au3u+av3,,>

1 1
=<55§—r)8,7+ u(£+a)3u+ v(a—i)c’),,>,
de aqui tenemos las ecuaciones:

ﬁ__@_ du dv
£ _u(%+a)_v(a—l)’
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entonces los invariantes son:

§§+a n%—a
]3 = ’

)
u v

]1 = 57’], ]2 =
asi, las formas de las soluciones invariantes son:

u=fU)EH,

v=g(n*"
Del sistema (20) podemos obtener:
u
U~ 702 =0

derivando u = f (J) 5%“’, donde J =&, respecto a &, se tiene:
_ plaorita l a—1 :_L
us =gt (5 val) et =57,

entonces

1
gy =" Eng e R (S e,
sustituyendo en la ecuacion (22):

€§+a[f/,]+(a+g)f, _ffc: —0,

dividiendo esta tltima ecuacién por £z%“ se obtiene:

f”]+(a+§)f’—%=0.

23

21

(22)

(23)

(24)

Introduciendo una nueva funcién Z, la solucién de la ecuacién anterior tiene la forma:

C

donde Z,, (x) es solucion de la ecuacion de Bessel:

j 1
f:]yZZy(i\/Y)r T:—g__,

x*Z"+xZ'+ (xz —(27’)2)2 =0

i
conx—Eﬁ.

(25)

(26)



24 YAKHNO, YAKHNO, DE LA CRUZ, PINUELAS

Si a es un nimero entero, entonces la solucién (27) puede ser expresada en términos
de funciones elementales. Por ejemplo, si @ =1, C =1, se tiene la solucién:

f(])ZJ_%[Cle_‘ﬁ(ﬁ+1)+C2(cosh\/7—sinh\/7)] 27

y al sustituirla en la ecuacién que tenemos para u en (21), queda:

w=e G V(R ) ooy B s ER)). @

Ahora, de la primera ecuacién del sistema (20) podemos despejar v =—2C u;, derive-
mos (28) respecto a & para obtener v :

us=(a— l)ia_zn_% [Cle_‘/i_”(\/a+ 1) +GC, (cosh \/a—sinh \/i—n)]+

+& [—%@Qe‘/g—”(\/i—fﬁ 1)+% gcle*m+

1
+C25@(sinh En—coshy/ in)
y multiplicando el resultado anterior por —2C, se obtiene:

v=—2C(a—1)E 22 [Cle*m(\/i_n+ 1) +G, (cosh V/En—sinh \/5_77)]-1—
+CE Ty Qig[c1 \/g_r]e_m— G, (sinh &n—cosh \/%)]

Finalmente, al tener u y v, podemos regresar al cambio de variables realizado en
(19) para obtener luego 0 y o, las cuales eran las funciones del sistema original (14).

4. REPRODUCCION DE SOLUCIONES

4.1. Homotopia de soluciones. Se considera el sistema clasico del ideal de plastici-
dad en el plano

do, 07 ot oo
fr—t=0, —2+ =
dx dy dx dy (29)
(o, —O'y)2 +4Tiy =4k?,
el cual contiene dos ecuaciones de equilibrio y una condicién de plasticidad. Este
sistema describe el estado de tensién de un cuerpo de material plastico deformable.

La interpretacién de este proceso fisico es aplicado para hacer detalles de estampados
en metal.
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En otras variables, el sistema mencionado tiene la forma mas sencilla:

0 X} o0
9 —Zk(— c0s20 + — sin20) =0,
ox ox oy (30
o0 _ (00 . 26 )
—_— —Zk(— sin20 — — cosZH) =0,
ox oy
donde o es la presion hidrostaticay 6 + § es dngulo entre direccion principal del
tensor de tensién y eje O x.

Es conocido que la base del dlgebra de Lie de las simetrias puntuales del sistema

(30) contiene los siguientes operadores:

oy, 0 2 8 & 3
1= % 5% yay’z_ Yox %5y "6 " a0
17 o o 0
X, = — = 7
1=&(x,y,0, 9) +§z(x ¥, 0, m@y kaﬁa 20" (31)
2 2
X5 = xy(0, 9)5x+y0(a'0)3_'

donde:

&= xc0829+ys1n29+y , Eo=x5sin26 —y cos26 — x(]z,

y (x = Xy, ¥ = Jp) es una solucién arbitrarla del sistema lineal

0 0
x —2k (_x c0s20 + a_y sin20) =
o0 oo oo
oy Ox 2y (32)
ﬁ —2]6(% sin26 — %COSZG)
que se obtiene del sistema (30) por la transformacién de hodégrafo
x=x(o,0), y=y(o,0). (33)

Teorema 4.1. Las transformaciones puntuales, correspondientes al operador X5 que
transforman cualquier solucién exacta no singular (x, y) del sistema (30) en la solucion
(X, y) del mismo sistema, tienen la forma:

X=x+axy, y=y+ay, (34)

donde a es el pardmetro grupal, (x = Xy, ¥ = Jp) es una solucion arbitraria del sistema
lineal (32).
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Consideremos dos soluciones exactas

x1=(x1(0,0), 11(0,0)), x2=(x(0,0),y5(0,0))

del sistema lineal (32), que determinan en la forma implicita las soluciones U; y U,
del sistema (30). Debido a la linealidad del sistema (32) cualquier combinacién lineal
de las soluciones también es una solucién, por eso, para los coeficientes del operador
X5 es posible usar las siguientes expresiones:

x0(0',9)=x1—x2, J’o(Uyg)zJ’l_.Vz- (35)

Transformamos la solucién y, =(x,(o, 8), y»(o, 8)) por el operador X5 tomando sus
coeficientes en la forma (35). De (34) se obtiene la nueva solucién del sistema (32):

x=x(0,0)=x,+axy=x,+a(x;—x,)=ax;+(1—a)x,,

} (36)
y=y(0,0)=p+ayy=y+aln—y.)=ay +(1—a)y,.

Las expresiones (36) determinan en forma implicita la solucién del sistema (30). A este
tipo de procedimiento es posible llamarle el principio de superposicién de soluciones
del sistema de plasticidad ideal (30). En virtud de este principio es posible combinar
cualquier solucién no singular del sistema (30) con su otra solucién no singular.

A las expresiones (36) es posible llamarles homotopia de las soluciones (x;, 1) y
(x2, 1»), ya que para a = 0 las férmulas (36) determinan la solucién que coincide con
(X2, 1»), y para a = 1 determinan la solucién (x;, ;). Para valores del pardmetro grupal
del intervalo a € (0, 1), las férmulas (36) determinan una familia de nuevas soluciones
que depende del pardmetro grupal a.

Consideremos dos soluciones conocidas del sistema (32). Una de las soluciones es
la solucién de Nadai

x= :&:exp(Ta)S @), y=xT(0),

0+——arctan(F [‘/Cz—‘ E)D] (37)

=+/c+cT2(0)+sin20[1—T2(0)]—2T(0)cos26.

T(6)=tan

Esta solucién describe el movimiento del material plastico presionado dentro del
canal de la forma angular (vea la Fig. 3).
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FIGURA 3. Lasolucién de Nadai para el canal de la forma angular.

Otra solucion conocida del sistema (32) es la soluciéon de Prandtl

h h
x=—aE—pIE—hsin29, y =hcos20. (38)
Esta solucién describe la conducta del material plédstico presionado por dos ldminas
rigidas paralelas (vea la Fig. 4). Se supone que el ancho del material es mucho menor

que su longitud.

|

FIGURA 4. La solucién de Prandtl.

Para construir nuevas soluciones del sistema (32) en la féormula (36) tomaremos
la solucién de Nadai como (x;, ;) y la solucién de Prandtl como (x,, y»). Entonces el
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4

FIGURA 5. Lanueva solucién es el resultado de la homotopia de las
soluciones Prandtl y Nadai.

resultado de homotopia es la siguiente solucién:

A— h h
x=iaexp(—a)5_1(9)+(1—a)(—a——pl——hsin29),
2kc k k
N (39)
y::i:aexp(—)S_l(H)T(H)+(1—a)hc0529,
2kc
donde
-1 Jez—1
T(f)=tan 9+E—arctan C—tan ¢ (9 E) ,
4 c+1 c 4 (40)

S(8)=+c+cT2(8)+(1—T2(0))sin20 —2T(0)cos26.

Esta solucién describe la conducta del material plastico presionado dentro del
canal por ldminas de la forma dibujada en Figura 5, la cual describe la solucién y sus
envolventes de los siguientes valores de pardmetros de la solucién (39):

a=04,c=14,A=0, h=p;=k=1.
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4.2. Accién de un subgrupo sobre una solucién invariante. Anteriormente dijimos
que entre los operadores de simetria del sistema (30) hay un operador

) ) o o 0
X4=§1(x,y,0,9)a+§2(x,y,0,0)5—4k6%—zag

donde

&= xcos29+ys1n20+y , &, =xsin260 —y cos260 — x%

Teorema 4.2. El grupo de transformaczones puntuales correspondientes al operador
Xy, tiene la forma:
i=ue*cosf®—ve *sind,

=ue%sind+ve “cosl,

(— cosh2a—0 s1nh2a) 1)
0= —(— sinh2a —6 cosh2a)
2k
donde u y v son las siguientes funciones:
u=xcosf +ysind,
(42)

v=—xsinf +ycosb.

Transformando la solucién de Prandtl del sistema (32) por el grupo de transforma-
ciones puntuales correspondientes al operador X,, se obtiene una nueva solucién del
sistema de plasticidad:

_ _ h _
x=—h(e*sinfO cos0 +e *cosOsinf)— E(d +p)(e?sin @ sin O+
+ e %cosfcosh), (43)
_ _ h _

y=h(e*cosfcosf —e *sinfsin )+ E(O_' +p)(e? cosO sin—
—e %sinf cosh),

donde: )

o
0 — —sinh2
. sinh2a

G =0ocosh2a—2k0sinh2a, 6 =
cosh2a
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FIGURA 6. La nueva solucidn es el resultado de la aplicacién del
operador X, a la solucién de Prandtl (pardmetro grupal a = 0.05).

Esta solucion describe la conducta del material plastico presionado dentro del
canal por laminas de forma parecida a espirales logaritmicas (vea la Figura 6).
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LA ECUACION DEL CALOR

CELIA AVALOS RAMOS, ISIDRO HUMBERTO MUNIVE LIMA,
SOFIA ORTEGA CASTILLO

RESUMEN. La ecuacién del calor es una de las ecuaciones en derivadas
parciales més famosas. Esta ecuacién se encuentra en la interseccién del
andlisis, la geometria y la probabilidad. En estas notas demostraremos, entre
otras cosas, que la ecuacion del calor genera un semigrupo continuo, cuyo
generador infinitesimal es el operador de Laplace. Ademads, veremos que esta
ecuacion genera un proceso estocdstico llamado movimiento browniano.
Estas notas fueron creadas para la Escuela de Verano del Departamento de
Matematicas del 2023 (CUCEI, UdeG) y estan dirigidas a estudiantes con
conocimientos basicos de anélisis matemadtico y ecuaciones diferenciales
parciales.

1. EcCUACION DEL CALOR

En estas notas estudiaremos la ecuacién de calor en R x (0, 00):

{Au(x,t)—aI u(x,r)=0, >0, 0

u(x,0)= f(x).

Aqui, u = u(x, t) es una funcién que va de R x (0, 00) a R y el laplaciano A se toma
respecto a la variable espacial, es decir, Au = 6?u. Ademds, la funcién f:R — Res
dada.

Recordemos que si g tiene dos derivadas en R, entonces para toda x € R,

ne oy e 8x+h)—2g(x)+g(x—h)
g (x)_}fi% e

. 2)

Palabras Claves. Ecuacién del Calor. Semigrupos.
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32 AVALOS, MUNIVE, ORTEGA

Consideremos el siguiente operador de promediacién:
1 x+h
=— dy.
/pg(x) o L_h gly)dy
Entonces, usando la regla de I'Hopital la férmula (2) puede escribirse como

< g(x)—g(x)
h2 )
Ahora, si u(x, t) es solucién de la ecuacion de calor (1), entonces de (3) obtenemos

g (x)=6}11§(1) 3
o u(x,t)=Au(x,t)
. dpu(x,t)—u(x,t)
=6lim
h—0 h2

6 1 x+h
= kli%ﬁ (ﬁfx [u(y, t)—u(x, t)]dy).

—h

Esto quiere decir que la ecuacién de calor mueve el valor de u(x, ¢) al valor promedio de

sus puntos cercanos. Notemos que sila solucién u s6lo depende de la variable espacial

x €R, es decir u(x, t)= u(x), entonces Au = 0. En otra palabras, u es arménica.
Definamos H= A — 9, y consideremos las dilataciones

8,(x, t)=(Ax,A%t), A>0.

Las trayectorias de 6 ,(x, ) como funcién de A, para (x, ) € R'*! fijo, son paréabolas.
No es dificil ver que

H(uod,)(x,t)=A*Hu)ob,(x,t), forue C®RM™M).

Notemos que para una funcién v: R'*! - R,

X X
v(x,t)=v|(vVt—,t-1|=(vod 1.
Lo 1) ( /i )(c’”)(ﬁ)
Esto sugiere en buscar soluciones de la forma

u(x,t)= t‘”‘v(i

1),
Jr
Mi4s aun, usando que A es invariante bajo isometrias, podemos buscar soluciones de

la forma
2

u(x,t)it_"‘f(r ) r=|x|, t>0. 4)

2t



ECUACION DEL CALOR

Por lo tanto, si # es como en (4), tenemos

2
o, ulx, )= t‘“%f’(r—).

Entonces,

También tenemos

a r? rz2 (r?
atu(x’ t):_ta+1f(§)_2ta+2f (E)

De (5) y (6), se obtiene

r2 L[ T2 r o (r? 1.,(r?\ at (r?
B e e A G e Gl

L2
Sea s = 77, entonces

2 " 1 / 1 / a
Hu(x,t)= {f (S)+§f (S)+§f (S)+§f(8)}

ra+2

2 1 1 / /
= t;z {s_z (s?f’(s)) + %s‘“(saf(s)) }

Necesitamos

/
Seaa= %, porlo que (s%f’(s) + %séf(s)) =0. En consecuencia,
1, 1.
st fs)+ 557 f(s)=C,
para alguna C € R. Tomemos C =0, entonces

1)+ 5 (5) =0.
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Por lo que f(s)=Ae™*/?, para algiin A € R. Entonces,

A 2
u(x,t)=—7=e *, xeR y t>0. @

v

En resumen, hemos demostrado la siguiente proposicion.

Proposicion 1.1. Para A€ R, la funcion u dada por (7) cumple Hu =0 en R}r“, donde
R =R x (0, 00).

Definicién 1.2. La funcién

1 _ lx—y[?

p(x’y’t): ‘/me a >0
0, <0,

es llamado niicleo Gauss-Weierstrass o la solucién fundamental de la ecuacién de calor
enRxR.

Ahora demostraremos una de las propiedades mdas importantes de la solucién
fundamental. La siguiente propiedad nos dice que p(-, y, t) es una densidad de proba-
bilidad paracada y eRy ¢ >0.

Proposicion 1.3. Paratoday Ryt >0,

f p(x,y, 0)dx=1.
R

Demostracién. Recordemos que
—x2
f e “dx=+r.
R
Entonces,

fp(xryr t)dx :(471-1-)—;‘[ e_%dx
B R

— 3 —lyl? X _ _

=1 z| e d =y,dx=+4td )
L Y (m Y Y

:1‘
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FIGURA 1. Ntcleo de calor en diferentes tiempos

A continuacién nos enfocaremos en resolver el problema

(8)

Au—3d,u=0 xeR & t>0,
u(x,0)=f(x) xeR.

Teorema 1.4. Sea f: R — R una funcion continua y acotada. Entonces,

u(x, ) =J plx,y, 0)f(y)dy,
R
es de clase C* enR x (0, 00), y resuelve la ecuacién del calor
Au—3,u=0.

Demostracion. Sea ¢(z)= e %" con z € R. Es facil demostrar por induccién que para
cada k > 0, existe un polinomio py(z), de grado < k, tal que

d
90(2)= - 9(2)=pil2)9(2). ©
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De (9) se obtiene que para cada k > 0, existe ¢ = c(k)> 0 tal que

19 F(2)l < c(1+12)? (). (10)
Ahora, dado que
(.3, 1) = —— (x_y)
PRor =y P\ ovt )
tenemos por la regla de la cadena que
d xX—y
= I (k) .
FrCl (f) (2ﬁ)
Por lo que de (10) obtenemos en R x ( 00),
d = yP)?
—_— OIS —|1 , Y, L). 11
e Py ) t(+4t p(x,y,1) an

En conclusion, p(x, y, t) tiene derivadas uniformemente acotadas de todos los 6rdenes
en R xR x[d,00), con § > 0. Esto implica que

Au(x, £)—u,(x, 1) =J [Acp(x,y, )= pi(x,y, If (y)dy
:O,R (xeR&t>0),
dado que p es una solucién de la ecuacion del calor. O
Teorema 1.5. Supongamos que f € C(R)N L°°(R). Entonces, para todo x € R,
lim u(x, 1)= f(x),
donde

u(x,t)=f p(x,y, 0)f(y)dy.
R

Demostracién. Sea x e Ry t > 0. Para r > 0 definimos
Vix,r)={yeR:|x—y|<r}.

Ahora, tenemos que

lu(x, £)—= f(x)l = f p(x,y, t)f(y)dy —f(x)
R

f P(x,y,t)(f(y)—f(x))dy‘ (dado quef p(x,y,t)dy = 1)-
R

R
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Entonces, tenemos para M >0,
1

J'exﬁﬂfuo—fundy
R

37

lu(x, 1)— f(x)I < T
! (4mt)z
1 _lx—y?
= T e " |f(y)-flx)dy
(Art)z Jyix2myvn
1 2
+ lf e |f(y)—f(x)dy
(AmE)? Jr\v(x2MvE)
_? d
< wplﬂm—ﬂwd‘ e~ 2L
V(x,2M VT) V(x,2M V) (4mt)?
eyl2
+2sup|f] - f e day. (12)
R (47t)? Jr\v(x2mvD)
Notemos quesiz=x—y,
J e dy ‘f w2 dz
e 4t T — e 4t n
R\V(x,2v1) (4mt)z R\V(0,2Mv7) (4rt):
oo
—i 67% dr
VT Jor v 2Vt

(donde s=

|f(x)—

sup
V(x,2M /1)

J;)_ijmeﬂz
2vt) V7 |y

ds.

(13)

Entonces, de (12), (13), y, usando nuevamente que fR p(x,y,t)dy =1, obtenemos

lu(x, 1) = f(x)l <

2
+25uP|f|ﬁ

Fl
e *ds.

M

£
s<—.
2

Observemos que para ¢ > 0 existe una M > 0 lo suficientemente grande tal que

oo
Lswlf| [ e
VT Ju
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Por la continuidad de f en x, existe un 6 >0 tal que si 0 < ¢ < §, tenemos
£
sup |f(x)—f(¥)I< >
V(x,2MV7)

Por lo tanto, si 0 < t < 6, obtenemos
lu(x, t)— f(x)|<e. U

Teorema 1.6. Supongamos que f € C°(R). Entonces, para cada x € R tenemos que

lim w =Af(x).

t—0+

Demostracién. Sea x e Ry t > 0. Entonces, usando un cambio de variables,

u(x, t)—f(x)=

1 T
i) fRe [f(y)=f(x)ldy

= % fR e f(x +vV4rz)— f(x)dz.
Por lo expansién en serie de Taylor, existe & € [x, x + +47 z] tal que
flx+vatz)—f(x)=Vatd, f(x)z + %Af(i)zz.

Por lo tanto,

u(x! t)—f(X) _ 2 —|z|? i —|z? 2
” —maxf(x)fRe zdz+ﬁfRe Af(&)z"dz
_i Izl 2
- ﬁfRe Af(&)z dz,
dado que
J e zdz=o0.
R
Entonces,
i 0= f(x) 2

‘ —|z|? 2

donde € €[x, x + V4t z].
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Entonces, dado que f € CO°°(R),

im u(x, t)—f(x) _ 2 x)J

t—0 t

:—Af x)J _
Af(x

‘/_
=Af(x),

por las propiedades de la funcién gamma I'(z). |

Teorema 1.7. Sea f: R — R continua y acotada. Entonces, para s,t >0,

(Pt OPs)f(x):Pt+sf(x)

donde

Ptf(x)=J plx,y,0)f(y)d
R

Demostraciéon. Notemos que

(P, o Py) f(x) =J p(x,z,t)P f(z)dz

R
=J p(x,z, t)U p(z,y,S)f(y)dy)dz
R R

(por el Teorema de Fubini)zf (J p(x,z, t)p(z,y,s)dz)f(y)dy
R \JR

Ahora, debemos probar que

f p(x,z,t)p(z,y,s)dz=p(x,y,t +5).
R~
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Notemos que

1 _|x=z? 7\nylz
: . N e ar e 4s
(4mt)z (4ms)z
1 1 _lx—z_ |z—yP

— - - - e ar is
(4mt): (4ms)2

P(x,z»f)P(Z,y,S)=

Por lo tanto,

x—zP2 |z—y? 1 x|? 2
2l ==yl :—((s+t)|z|2—2z-(sx+ty))+u+M
4t 4s ats 4t 4s

Mas atin,

2 2 2 2
X—2 z— r+s sx+t X
il T, S Il

4t 4s ats r+s 4t 4s

t+s SX+ty|2 |sx+ty)? x[? 2

_ (|Z_ y _‘ y )+u+u
4ts t+s t+s 4t 4s
t+s sx+ty )2 |x—yf?

_ ) B yI2, Ix=yl ' (15)
ats t+s 4t +s)

De (15) obtenemos que
eyl >
z= H»sy} dZ

e ) 1 t+s
(x,2,t)p(z,y,8)dz = — P
j]Rp pey (4m)z  (4mts)? Jga

_\Ax(—ywz) 1

t+s 45

= — e T dz
(4m)z  (4mes)z Ji

lx=yl?

1
r+s)\2 e Ai+s) 1
(w=( )Z)Z—l'—l e dw
ats (An(t+s)): w2 Jg

=yl
e A(t+s)

T @n(r+s)t



ECUACION DEL CALOR 41

2. SEMIGRUPOS

En esta seccién estudiaremos el semigrupo generado por la ecuacion del calor. Para
esto necesitamos recordar la nocién de espacio de Banach.

Definicién 2.1. Sea B un espacio vectorial real. Una norma en B es una funcion
lI-1l: B—[0,00)
tal que

1. |lav|| =|al||v|| para todaa €R yv € B.
2. |lv||=0siysolosiv=0.
3. (Desigualdad del Tridngulo) ||v + w|| < ||v|| +||w|| para todo v, w € B.
Un espacio vectorial normado sobreR es un espacio vectorial que tiene una norma.
Si B es un espacio vectorial normado || - ||, definimos a la funcién d: B x B — [0, 00)
como la funcién
dlv,w)=|lv—w| conv,weB.
Entonces la funcién d satisface las siguientes propiedades para todo v, w, u € B:
1. d(v,w)>0;
2. d(v,w)=0siysolosiv=w;
3. d(v,w)=d(w,v);
4. d(v,w)<d(v,u)+d(u, w).
La funcién d es conocida como la métrica o distancia inducida por la norma || - ||.

Definicién 2.2. Sea (B, ||-||) un espacio vectorial normado.

= Decimos que(u,) C B esde Cauchy sidado ¢ > 0, existe N e N talquesin,m> N,
entonces ||u, — u,,|| <e¢.

= Decimos que un espacio vectorial normado B es un espacio de Banach si toda
sucesion de Cauchy tiene un limite en B, es decir, B es completo.

Teorema 2.3. El espacio B de las funciones uniformemente continuas y acotadas con
la norma

I fllco =supl|f(x)l, confe€B,
x€R
es un espacio de Banach.

Demostracién. Sea (f,) C B una sucesion de Cauchy, esto es, dado € > 0, existe N € N
talquesin,m>N, || f, — fiullco < €. Entonces,sin,m> N,

|fu(x)— fin(x)| <&, paratodo x €R. (16)
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Tomando ¢ =1, obtenemos de (16) quesin > N,

| fa (I < 1 () — fiv ()] + [ v (x)]
<1+|/fvlleo, paratoda xeR. a7

Por lo tanto, si x €R,

|fu(x)l < max{l + fylloos | filloos---» l fw—1lloo}

Esto es, existe M > 0 tal que ||f,|lco < M para toda n € N. Ahora, para x € R fijo,
(f.(x)) es una sucesién de Cauchy en R. Por lo tanto, existe f(x) tal que f,,(x) — f(x)
cuando n — oo. Demostraremos que la funcién f: R — R es acotada y uniformemente
continua.

Sabemos que para cada x e Ry ¢ > 0, existe N, € N tal que si m > N,, entonces
|fim(x)—f(x)|<e.Sin>N, donde N € N esta dada en (16), tenemos que

[f ()= ful N < 1f(x) = fin, QO+ | fin, () = Fr(x)]
£ ¢
<-+-=¢
2 2
donde m, > max{N, N,}. Hemos demostrado que dado ¢ > 0 existe N € N tal que si
n>N, || f,— flleo <&.Tomando € =1, existe N tal que

Iflloo IIf = filloo + 11 fnlloc <1+ M.

Por lo tanto, f esté acotada.
Nuevamente, sea £ > 0 entonces existe N € N tal que || fy — flloo < 5. Como fy es
uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que si |x — y| < §, entonces

£
|fnv(x)—fn ()l < 3
Por lo tanto, si |[x —y| <0,

If()=FN<1f(x)= fv ()l + v ()= i (DI + 1 (V)= )

e € ¢
<-—+-+-=¢.
3 3 3
En conclusién, f es acotada y uniformemente continua, esto es, f € B. Por lo tanto,
B es un espacio de Banach. (]

Un operador lineal T: B — B es una funcién tal que

T(Au+pv)=ATu+uTv, paratodaA,uceRyu,veB.
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Un operador lineal T: B — B es acotado si existe M > 0 tal que
|Tul| < M||u|| paratoda u < B.
Teorema 2.4. Un operador es acotado si y solo si es continuo.

Demostracién. Supongamos que T: B — B es acotado, es decir, que existe una M > 0
tal que | Tul| < M||u|| paratoda u € B. Sea ¢ > 0. Entonces, si |u—v|| < £/M, entonces
|Tu—Tv||=||T(u—v)||<M|lu—v|| < ée.Porlo que T es continuo, de hecho, Lipschitz
continuo.

Ahora, supongamos que T es continuo. Entonces, existe 6 > 0 tal que si ||v]| < 6 se
tiene que ||Tv||=||Tv— T(0)|| < 1. Ahora, para todos los u € B, con u #0,

||l ( u )H ||l ( u )
ris— ||| =2 16—
o [l uell o [luel|

Definicién 2.5. Sea B un espacio de Banach. Sean T,: B — B operadores lineales
continuos con:

1. Ty=1d;

2. T,.s=T,0T; paratodos,t>0;

3. lim,_,; T,v = T, v para todo s >0 y para todo v € B.

I Tull= ‘

< .
-0 o

Entonces, a la familia (T,),>, se le conoce como un semigrupo continuo de operadores.

Un semigrupo continuo (7;) de operadores lineales continuous de un espacio de
Banach (B, || -||) es una contraccién si para toda v € B ytoda ¢ >0,

I vl <.

Sea B el espacio de Banach de funciones uniformemente continuas y acotadas.
Para t > 0, definimos

T.f(x)=f(x+1t), con feB. (18)

No es dificil ver que las condiciones de la Definicién 2.5 se cuamplen. Ahora, recordemos
que la norma en B esta dada por la norma supremo || - ||, por lo tanto,

IT: flloo =11 lloo-

Mads adelante veremos que el generador infinitesimal semigrupo (7;) en (18) estd dado
por la derivada . A continuacién, nos enfocaremos en estudiar la ecuacién de calor.
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Proposicion 2.6. Sea B el espacio de funciones uniformemente continuas y acotadas.
Entonces, (P,);»o es un semigrupo continuo de operadores contractivo, donde Py =1d y
sit>0,

sz(x)=j p(x,y,t)f(y)dy, conf€B.
R

Demostracion. Al ser f uniformemente continua, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que si
|x —y| < 0, entonces |f(x)— f(y)| < &.Porlo que, si|x—y|< 9§,

|P f(x)=P f(y)l=

f(P(x,zyt)—P(yvz,t))f(Z)dZ
R

«/_ e | flx—2)— fly—2)dz

4tdz—l

<¢g, dadoque

«/_

Esto demuestra que P, f € B. De la Proposicién 1.3, obtenemos inmediatamente que
|12, flloo < 1Ifllco- Del Teorema 1.7 obtenemos que P, o P, = P, , ;. Ahora, si usamos las
ideas del Teorema 1.5 obtenemos que

imP;f=P;f, paratodos>0yfeB. O

—s

Definicién 2.7. Sea(T;) un semigrupo continuo en un espacio de Banach B. Definimos
1
D(A)i{yeB:ltirré;(Tt—Id)v exists}CB (19)
y llamamos al operador lineal A: D(A)— B, definido como

1
Av=lim—(T,—-1d)v, veEB,
—
el generador infinitesimal del semigrupo (Ty).
Sea f € C;°(R) C B, donde B es el espacio de Banach de las funciones uniforme-
mente continuas y acotadas. Para el semigrupo (7;) dado por (18) tenemos que

lim (T, ~1d)f (x) = lim (3 + )= ()= = f(x).
Por lo tanto, el generador infinitesimal del semigrupo (7;) deberia estar dado por
A= dd—x. Ahora, del Teorema 1.6 tenemos que A = A deberia de ser el generador del
semigrupo del calor. A continuacién veremos como determinar Ay el conjunto D(A)
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para ambos semigrupos. Pero antes, necesitamos construir la integral de Riemann
para funciones con valores en un espacio de Banach.

Denotemos por C([a, b]; B) el espacio de funciones continuas sobre [a, b] con
valores en B. Para u € C([a, b]; B), definimos

lulloo = sup [fu(z)|l.
tela,b]

El supremo existe gracias a que ¢t — ||u(¢)|| es una funcién continua sobre [a, b]. No es
dificil ver que

Proposicion 2.8. Elespacio(C([a, b]; B), || |leo) s un espacio de Banach.
Demostracion. Sea (u,,) € C([a, b]; B) una sucesién de Cauchy, esto es, dado ¢ > 0,

existe N e N
tal que si m,n > N, entonces || u,, — Uy, |loo < €.

Por lo tanto, si m,n > N,
llt(£)— u,(2)l| <&, paracadat€la,b].

Entonces, para cada ¢ €[a, b), (u,,(t)) C B es una sucesién de Cauchy. Dado que
B es completo, existe u(t) € B tal que u,,(t) — u(t), para cada ¢ € [a, b]. Sabemos
que existe N € N tal que si m, n >N, entonces ||u,, — U, ||oo < 5. Ahora, dado ¢ €[a, b],
existe m, > N tal que ||u,,, (£)—u(t)|| < ¢.Porlotanto,sin > N, entonces para t €[a, b],

lltn(8) = u(O) < l2tgm, (£) = (O + | i, (1) = un ()]

&€ &€
<-+-=e¢.
2 2

Esto es, existe N € N tal que si n > N, entonces
||um - u”oo <é&.
En conclusioén, (C([a, b]; B), || - |lso) €s un espacio de Banach. O

Ahora construiremos la integral de Riemann para funciones u: [a, b] — B, donde
B es un espacio de Banach.

Definicién 2.9.

» SeaP={a=1ty<t;<t,<---<t,=Db} unaparticion dea, b]. Una coleccién de
etiquetas para la particion P es una coleccion {tl*, [ SO } de puntosen|a, b]
que cumplen t} € [t,_1, t;] paratodoi=1,..., k.
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» Una particién etiquetada P estd definida como una particién junto con un
conjunto de etiquetas, es decir,
P=(P{t}},)-
» Para una particion P, posiblemente etiquetada, definimos la malla de P como
o(P)=méx{t;—tj_:j=1,...,k—1}.
» Seau:la,b]— ByP un particién et?quetada. Definimos la suma de Riemann

de u correspondiente a la particién P por
k

(B, u) = ultr)t;—ti). (20)
j=1

Teorema 2.10. Dado u € C([a, b]; B), existe uy € B tal que para todo € > 0, existe 6 >0

con||S(P, u)— uy|| < €, para todas las particiones etiquetadas P de[a, b] con 5(P)< 6,

donde S(P, u) estd dado por (20).

Al elemento u, lo llamaremos la integral de Riemman de u y lo denotaremos por

b
J uds.

Para demostrar el Teorema 2.10 necesitamos el siguiente lemma.

Lema2.11. Sea u:[a,b]— B una funcién continua. Para cada € > 0, existe 6 >0 tal
que para toda particion etiquetada P de[a, b] cuya malla es menor que 8, y cualquier
refinamiento Q de P, se cumple que

IS(P, u)—S(Q, u)|| < .

Demostracién. Tenemos que u es uniformemente continua en [a, b]. Entonces, dado
£>0existe 0 >0tal quesit,s €[a,b] con |t —s| < entonces

lu(n)—us)l < 5—.

Sea P = (P {1} ), conP={a=1t <1, <--- < t; = b}, una particion etiquetada de
[a,b] conmalla 6(P) < 6.Sea Q =(Q,{s/}_)), conQ={a=s <5 <--<s=b},un
refinamiento de P. Entonces, paracada j=1,2,...,k—1, existe kj €{0,1,...,£—1}y
un entero rm; tales que

tj,1 = Sk, < Skj+1 <...< Skjrm; = tj.
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Por lo tanto,

k-1 k1 m;
ISP ) =@, w]| < | > ule)e; —1;- (s ki = Sty +i-)
j=1 =1 i=1
k—1 m;
Z k +z Sk +l))(sk +i sk,-+i—1)
j=1i=1
k=1 m;

Z Skyvi = ki)l )= ulsy -
j=1i= '
Dado que la malla de P es estrictamente menor que 8, tenemos que

—1 m;

1S(B, u)—S(Q, u |}< ZZskﬂ Styeict) = . O

j 1i=
Ahora, podemos proceder a la demostraciéon del Teorema 2.10.

Prueba de Teorema 2.10. Dado ¢ > 0, tomamos 6 > 0 como en el Lema 2.11 que co-
rresponda a 5. Sean Py Q dos particiones de [a, b] con malla estrictamente menor
que 6. Si PuU Q denota el refinamiento en comun, obtenemos

IS(P, u)—S(Q, w)ll < IS(P, u)—S(PUQ, u)|
+IS(PUQ, u)—S(Q, u)ll <.
Dado n €N, sea §,, >0 tal que

. . 1
IS(P, u)=S(Q wll < —

para todas las particiones P y Q con malla menor que §,. Podemos suponer que
0,41 <0, paratoda n € N. Para cada n €N, sea P, una particién de [a, b] cuya malla
sea menor que 0,,.

Para cualesquiera n > m tenemos que

. . 1
IS(1Pn, 1) = S(Prp, w)l| < —-.
m

Por lo tanto, la sucesioén (S(P,, 1)) es de Cauchy en B. Dado que B es un espacio de
Banach, existe un punto u, € B tal que

lim S(B,, u) = u,.
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Sea £ > 0. Tenemos que existe N; € N tal que si n > N, entonces ||S(P,, u)— ug| < s
Ademas, se tiene que existe N, tal que Niz < 5. Definamos N = méx{N;, N,}. Entonces,
existe &y > 0 tal que si P y Q tienen mallas menores que 6y, se tiene que

5 1 1 €
1S(P, u)—S(Q, u)”<ﬁ<ﬁ 5

Entonces, sea P una particién de [a, b] con malla menor que 0, entonces
IS(P, u)— uoll <IS(P, u)—S(Py, w)ll + IS(Py, u)— uy|
e ¢

<-+-
2 2

esto es lo que queriamos demostrar. O

La demostracién del siguiente teorema puede encontrarse en [2].

Teorema 2.12. Sea u:[a, b]— B una funcion continua. Entonces,

1|\ [ ul < f

2. SiByy Bz son espacios de Banach y T: B; — B, es un operador lineal continuo,

entonces
b b
J T(u)= T(J u)

Para un semigrupo continuo contractivo (7;) en B definimos el operador

],wif AeMT.vds for A>0. (21)
0

o0 o0 d
f Ae‘“ds=f ——(e™)ds=1.
o 0 ds

Entonces, J, v es un promedio ponderado de T; v. Del Teorema 2.12 obtenemos que

Observemos que

oo
vl SJ Ae M| Tvllds
0

oo
Sllvllf AeMds=|v|.
0
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Lema 2.13. Para toda v € B, tenemos que

lim J,v="Tv=v.

A—00
Demostracion. Notemos que

oo
Lv—v =j Ae M(T,v—v)ds.
0
Al ser T;v continuo en s, existe 6 > 0 tal que
£
|T;v—v| < 2 for0<s<o.

Entonces,

o0
+ J Ae M (T,v—v)ds
5

5
v —vl < J Ae™™(T,v—v)ds
0

1) &)
SJ Ae“llTsv—vlldHJ Ae (Tl +lvl)ds
0 o
P o o)
<= | e Mds+2|v| AeMds. (22)
2 0 o

Ahora, notemos que f;o Ae*ds=e % Porlo tanto, existe Ap tal que si A > A,

o2 £
2||v||f AeMds<—. (23)
5 2
Dado que f: AeMds<1,de(22) y (23) obtenemos
[ hv—v|<e, parad=>A,. O

Teorema 2.14. Sea(T;) un semigrupo continuo contractivo con generador infinitesimal
A. Entonces, D(A) es denso en B.
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Demostracién. Basta demostrar que paratodo A>0ytoda v € B, J,v € D(A). Al ser
T, un operador continuo para cada t >0,

oo oo

1
Ae ™™ T, vds— ;J Ae M T.vds
0

1 1
;(Tt_ld)]lvz;f

0
I 1

=—f Ae“e’l"TgvdU——f Ae M T.vds
t), tJo

et —1 (% 1 ("
= f AeA”TgvdU—;J Ae M Tvds.
¢ 0

t

Entonces,

1 et —1 !
;(Tt—ld)],wz ; (]Av—f Ae_wTavda)
0

1 t
— ;J Ae M Tvds.
0
El notemos que el primer término converge a A J, v, mientras que el tltimo término
converge a —ATyv =—Av. En conclusidn,
Ahv=A(J,—Id)v, paratodav e B. (24)

Por el Lemma 2.13, tenemos que D(A) es denso en B. [l

De (24) se puede demostrar, lo cual no veremos aqui, que D(A) = J,(B) para toda
A >0, ver Teorema 8.2.2 en [3].

Ahora veremos como obtener Ay D(A) para el semigrupo de traslaciones. Sea B el
espacio de Banach de las funciones uniformemente continuas y acotadas en [0, 00), y
(T;) el semigrupo dado por

T,f(x)=f(x+1t), parafeByx,t>0.

Observando que

(rf)(x) =J
0

d
E(hf)(x) =—Af(x)+ A5 f)(x). (25)

oo oo

Ae ™S f(x+s)ds= e“f Ae M f(s)ds,
X
entonces,
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De (24) tenemos también que
AQv(x)=AUrf = f)lx
Por lo que,
d
A =— .
Lf Ix (1 f)
Como J,(B)= D(A), tenemos que

d
Ag=—g, toda g € D(A).
§ dxg paratoda g (4)
A continuacion veremos que
d
D(A)=1g€B:——g€Bj.
(W)={geB: —geB|
Sea g € B con %geB.DeﬁnimosfeBcomo

d
d—g(x) Ag(x)=—Af(x), A>0.

Pero también sabemos de (25) que

d
T A=A ) ==Af(x)

Por lo tanto, h = g — J, g satisface

d
—h=2Ah, A>0.
dx >

Entonces, h(x)=ce”? *, pero al ser h acotada, ¢ debe ser 0. Estoes, g = J, f.

Sea B nuevamente el espacio de Banach de las funciones uniformemente continuas
y acotadas pero ahora en todo R. Para f € B recordamos que el semigrupo de calor se
encuentra dado por

_lx= }\

P f(x)= f(y)dy, t>0.

F

Entonces,

I f(x) =f Ae”MP, f(x)dt
0

_ f f Ae M p(x,y, )t f(y)dy
RJO
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Por lo que,

AeMAp(x,y, 0)dtf(y)dy

a t p(x,y, t)def(y)dy.

s |
iy

Notemos que

oo
1%
f AT ——plx,y, )t ="=Alime™ p(x,y,1)
0

« 0 —At
—fo ?tat( p(x,y,t)dt.

Entonces,

Ahf(x)=—7tltig(}f e Mp(x,y,)f(y)dy
R

”JJ reMp(x,y, t)dtf(y)dy
RJO
=—Af(x)+ AT, f(x).

Como en el caso anterior AJ, f =AJ, f, y por lo tanto,
Ag=Ag, paratodageD(A).
Ahora, queremos demostrar que
D(A):{geB :AgeB}.
Sea g € B tal que Ag € B. Como antes, definimos f € B por
Ag(x)—Ag(x)=Af(x),
y recordamos que
ALSf(X)=2ALf(x)=Af(x).
Entonces, h = g — J, f cumple que Ah = Ah. Entonces,

Vax ﬁ

h(x)=ce """ +ce

para algunas constantes ¢;, ¢,. Como h debe ser acotada en todo R, ¢; = ¢, =0. Por lo
que, g =J,f €B.



ECUACION DEL CALOR 53

De manera general, uno puede demostrar que los operadores
_lx—yl?

X 1
Ptf(x)zmﬁve fly)dy,

definen un semigrupo continuo en L”(R"), con 1 < p < co. El generador nuevamente
es el operador de Laplace A, dado por

o 92
A:ZW’

i=1 1

y con dominio
DA)={feL’R"):Af e LP(R")}.
Aqui, Af para f € LP(R") estd definido en el sentido de distribuciones.

3. MOVIMIENTO BROWNIANO

Una o—algebra sobre R es una familia ./ € 2 (R) no vacia de subconjuntos de R
que verifica las siguientes condiciones:
1. Re .d;
2. Ae o > A€ d;
3. A, €.d/ conneN, entonces | J,.yAn € ..
La o—dlgebra de Borel, denotada por %(R), es la c—dalgebra generada por los abier-
tos en R. Con ayuda del nticleo de calor definimos la medida (“longitud”) de un
conjunto E ¢ %B(R) como

neN

P(x,t,E)if p(x,y,t)dy. (26)
E

Entonces, P(x, t,R)=1 paratodo x e Ry ¢ > 0. Mds atin, por las propiedades del
ndcleo del calor p(x, y, t) tenemos

P(x,t+s,E):f P(y,s,E)p(x,y,t)dy, 27
R

paratoda x eRyt,s >0.A P(x,t, E) se le conoce como movimiento browniano en
(R, B(R)). Ademas, P(x, t, E) satisface

P(t,i(x),i(E))=P(t, x, E),
para cualquier traslacién i: R — R. Esto es, el movimiento browniano es espacialmente
homogéneo.
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En términos probabilisticos, el movimiento browniano es una coleccién de va-
riables aleatorias (B;') indexadas por el tiempo ¢ > 0, con B = x. Cada B} tiene
distribucién normal .4(x, t). En nuestra notacién anterior,

P{B} € E}=P(x,t,E) =f p(x,y, t)dy,
E

donde E € %(R). A continuacién daremos unas simulaciones del movimiento brow-
niano con x = 0. De la figura de abajo se puede apreciar que B, es continuo, mas no
diferenciable.

10 ,‘.\,\AMV\
W
VT
S
i Al N
A W W
Wl Mg
'\”}' \ NM [
o AV Ml h )
\ Akl ‘/‘ \ ’/' % M
! A\ T O
v~ vﬂ L\ (U M‘um huft A M’lﬁk‘i v,p’[ W ‘\W ]
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FIGURA 2. Movimiento Browniano B, con B, =0

La solucién del problema

Au(x,t)—0o;u(x,t)=0, >0,
u(x,0)= f(x),

en términos del movimiento browniano es

u(x, t)=E[f(B])].
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ADQUISICION Y PROCESAMIENTO DE DATOS GEOFISICOS

MIGUEL ANGEL ALATORRE ZAMORA, NESTOR FERNANDO DELGADILLO JAUREGUI,
JOSE PAUL CALDERON MAGALLON, QUIRIAT JEARIM GUTIERREZ PENA, EMILIA FREGOSO
BECERRA, FERNANDO IGNACIO BECERRA LOPEZ, EDGAR ALEJANDRO GUERRERO ARROYO,

ABEL PALAFOX GONZALEZ, AND JUAN ANTONIO LICEA SALAZAR

RESUMEN. En este trabajo se describen tres de los principales métodos geo-
fisicos: magnetometria, resistividad eléctrica y sismica de refraccion, los
cuales son utilizados para contribuir a la interpretacién de las caracteristicas
fisicas del interior de la Tierra. El objetivo principal en este trabajo es mostrar
metodologias comunes para la adquisicién y el procesamiento de los datos.
Asimismo, se describen los fundamentos teéricos para cada una de estas
técnicas geofisicas.

ABSTRACT. In this work, three of the main geophysical methods are described:
the magnetic method, electrical resistivity, and seismic refraction method,
which contribute to the interpretation of physical properties of the Earth’s
interior. The main goal in this work is to show common methodologies for
data acquisition and processing. In addition, the theoretical foundation for
each o these techniques is described.

1. INTRODUCCION

La geofisica suele reconocerse en una vertiente como el estudio de la Tierra a través
de los fen6menos fisicos que ocurren dentro o fuera de ella. En otra vertiente, es el
estudio de los fenémenos fisicos vinculados con el planeta. O mas concretamente,
es la aplicacién de los principios y prdcticas de la fisica para la resolucién de los
problemas relacionados con la Tierra midiendo de modo indirecto las variaciones de

2010 Mathematics Subject Classification. 86A04.
Palabras Claves. Datos geofisicos. Magnetometria. Refraccién Sismica. Resistividad

Eléctrica.

59



60 ALATORRE, et al.

las magnitudes fisicas en el espacio y el tiempo. De acuerdo a sus objetivos, podemos
tener una Geofisica Aplicada o una Geofisica Teérica. La primera es la que brinda
conocimiento y solucién de diversas cuestiones pragmadticas y pecuniarias en torno
al subsuelo, mediante la adquisicién, el procesado y la interpretacién de diversos
pardmetros fisicos, a través de varios o algunos de los componentes de la geofisica
aplicada, conocidos como métodos geofisicos. El uso de métodos geofisicos en un
programa de exploracién es un proceso multietapas e iterativo [2]. Las principales
etapas en su orden de aplicaci6én son:

Definicién de los objetivos de la prospeccién.: Los objetivos dictan qué méto-
dos geofisicos se deben emplear y los tipos de levantamientos que son mas
adecuados, por ejemplo, terrestres, aéreos, etc.

Adquisicién de datos.: La adquisicién de datos involucra dos distintas tareas,
que son el disefio de un levantamiento y el hacer las mediciones requeridas en
campo.

Procesado de los datos.: El procesamiento de datos implica la reduccion (es de-
cir, la correccion de los datos del levantamiento para una variedad de efectos
distorsionadores), la mejora y la visualizacién de los datos, todo disefiado para
resaltar lo que se percibe como la informacién geolégicamente més relevante
en los mismos.

Presentacion de los datos.: Los datos procesados se pueden mostrar en una va-
riedad de formas para adaptarse a la naturaleza del conjunto de datos (dataset)
y los requisitos del intérprete al usarlos.

Posterior interpretacion de diferentes formas de los datos.:

1.1. ;Qué esla adquisicién de datos geofisicos? La adquisicion en el campo de la
geofisica es la generacion y registro de datos geofisicos, esto es, consiste en registrar
de forma sistematica valores o pardmetros de algiin campo fisico desde la superficie,
mediante la configuracion, principalmente geométrica, de sensores y fuentes trans-
misoras de ese campo fisico, proceso que se conoce como levantamiento geofisico.
Estas secuencias representan el valor promedio en un punto (estacién), una superficie
(sondeo) o un segmento con direccién determinada (perfil), de la propiedad fisica
de interés. Un dato geofisico es aquella medicién usada para proporcionar informa-
cion sobre las propiedades fisicas del interior y de la superficie terrestre. Las medidas
pueden ser de tipo espacial (como variaciones de campos estaticos de fuerza, los gra-
dientes de electricidad, gravitacional o “potencial” magnético) o de las caracteristicas
de los campos de ondas, més particularmente de tiempos de viaje de ondas elésticas
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(sismicas) y amplitud y distorsiones de fase de las ondas electromagnéticas. La recopi-
lacién de datos geofisicos en el campo implica el muestreo en el tiempo y el espacio.
El muestreo incluye limitaciones tedricas y la posibilidad de creacién de alias que
tiene efectos graves en los datos muestreados. Los conceptos son aplicables tanto al
muestreo en el dominio del tiempo como al muestreo espacial y a los datos geolégicos.
Muchas veces medir en geofisica es muestrear (o digitalizar) una sefial continua, y
cuando esto ocurre, la frecuencia de muestreo controla el contenido de frecuencia
maxima que puede representar la sefial muestreada (digitalizada). Intuitivamente,
esperariamos que el uso de una mala eleccién del intervalo de muestreo (intervalo
de muestra demasiado grande, por ejemplo) simplemente daria como resultado una
sefial ligeramente distorsionada en comparacién con los datos continuos originales.
Sin embargo, las consecuencias del submuestreo son mucho més significativas. El
resultado del submuestreo se llama aliasing, de la palabra alias, que significa tomar
un nombre falso como engafio.

1.2. Aliasing. Se puede demostrar te6ricamente que la frecuencia més alta que se
puede representar mediante una sefial muestreada es la frecuencia de Nyquist,

1
Nyg = 2dr’ 1)

donde dr es el intervalo de muestreo. Si dt estd en segundos entonces fyyq estd
en Hertz (Hz), o ciclos por segundo). Si la sefial continua original tiene una banda
limitada con la frecuencia mds alta igual a f, y f. < fnyq, €ntonces la senal muestreada
es una representacion precisa de la sefial continua. De hecho, para este caso, podemos
recuperar (teorema de muestreo) la sefial continua exacta de los datos muestreados
Sin embargo, si la sefial continua tiene frecuencias mas altas (f; > fyyq) de modo que
los datos digitalizados estan submuestreados, el resultado es una sefial incorrecta.

1.3. Procesamiento de datos geofisicos. El procesamiento de datos geofisicos con-
siste en acumular, ordenar y aplicar algoritmos geocientificos (matemaéticos) a la sefial
registrada, parala obtencién de informacion relevante del subsuelo. Las caracteristicas
del procesamiento son: corregir, amplificar, reagrupar geoestadisticamente, localizar
en el espacio e incluso transformar en otras propiedades fisicas, con el tinico obje-
tivo de ajustar o acondicionar un modelo geofisico ideal con el modelo geolégico
observado.
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2. MAGNETOMETRIA

La magnetometria es un método geofisico con el cual se mide la intensidad del
campo magnético terrestre. La magnetometria se ha implementado para estudiar
las variaciones magnéticas causadas por diversos elementos situados en la corteza
terrestre. El estudio se realiza con un equipo de medicién denominado magnetémetro;
estos equipos portan sensores que estan disefiados para percibir variaciones espacia-
les y temporales en el campo magnético terrestre. Las variaciones temporales pueden
ser de varios tipos. Sin embargo, son las variaciones provocadas por el paso del sol
en la b6veda celeste las que se deben eliminar de las mediciones en campo. Estas
variaciones se conocen como variaciones diurnas. Ademads, el procesado se completa
calculando el valor local del Campo Magnético Terrestre que se debe solamente al
planeta, para quedarnos con las variaciones espaciales que son las de importancia en
los estudios magnéticos. El valor de la intensidad magnética de la Tierra se conoce
como Campo de Referencia Geomagnética Internacional (IGRE en inglés) y se puede
calcular con applets que se encuentran en internet. Dependiendo del objetivo del
estudio magnético, los datos se tienen que analizar e interpretar a partir de mapas de
anomalia magnética. Tradicionalmente las exploraciones magnetométricas se realizan
a pie en pequenas escalas o en aeronaves tripuladas como avionetas o helicépteros
para mayores extensiones. Actualmente se utilizan drones y magnetémetros con siste-
mas GPS para campafias aeromagnéticas. La magnetometria es muy util para todo
tipo de empresas y dreas que requieren de exploraciéon subterrdnea en sus proce-
sos productivos; por ejemplo, se puede aplicar en mineria de hierro, exploracién de
hidrocarburos, construccién y obra civil o arqueologia.

2.1. Geomagnetismo (conceptos basicos). Una forma de definir el campo mag-
nético es con la Ley de Coulomb de magnetoestdtica, lo cual es conveniente por su
simplicidad y similitud con la Ley de Newton, pero no es rigurosa ya que no existen
los monopolos magnéticos

m;m
FZT%, (2)

donde m es carga magnética o monopolo magnético, y constante que depende del
sistema de unidades (1 en sistema uem, u, en el SI). En magnetoestatica el campo
magnético es descrito como una fuerza por unidad de carga magnética

m
_E.

3)
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En geomagnetismo las unidades que se usan para describir al campo son la nano
Tesla, (nT) =1 x 10~°T, conocida también como 1gamma. El campo terrestre tiene
una magnitud de aproximadamente 50000nT =5 x 1074T.

2.2. Componentes del campo magnético. El campo se mide directamente en obser-
vatorios magnéticos, en barco, tierra, aéreo y satélites. Debido a la naturaleza vectorial
del campo, para describirlo en cualquier punto sobre la Tierra es necesario especificar
al menos tres pardmetros o componentes. Las componentes del campo generalmente
estan referidas al sistema geogréfico local (Figura 1), y son descritas con la siguiente
notacion:

1. D declinacién. Positiva hacia el Este geografico, sentido horario.

2. I inclinacién. Positiva del plano horizontal hacia abajo.

3. F intensidad o componente total.

4. X componente en la direccién del Norte geogréfico, Y componente Este, Z
componente vertical, H componente horizontal.

FIGURA 1. Componentes del campo geomagnético.
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Los datos de observatorios magnéticos, compilados en un mapamundi, muestran
variaciones de intensidad en el campo total, F, desde 25000nT en el ecuador magné-
tico hasta més de 60000nT en los polos. También muestran la direccién del campo. El
uso de satélites dedicados a la medicién del campo total F ha aumentado la cobertura
global y ha mejorado los datos para el andlisis del campo terrestre. Un estdndar acepta-
do que proporciona una distribucién espacial del campo geomagnético es el llamado
Campo Geomagnético Internacional de Referencia (IGRE por sus siglas en inglés), el
cual es revisado cada cinco afios. El IGRF toma en cuenta la latitud y longitud de la
posicién sobre la superficie terrestre, asi como la altura relativa sobre el nivel del mar.
Alrededor del 98 % del campo magnético de la Tierra es de origen interno, se cree que
es causado por movimiento de metal liquido en el nticleo; el 2 % restante es externo
de origen solar.

2.3. Variaciones de origen externo. El campo geomagnético tiene variaciones tem-
porales con diferentes amplitudes y periodos dominantes, que abarcan desde 10 x
1073s hasta 11 afios. Son producidas por cambios en las corrientes eléctricas en la
atmosfera superior. Las variaciones més importantes son:

= Ciclo solar. El periodo de recurrencia de los puntos solares (sunspots) es de
~ 11 afos.

= Semianual (6 meses). El campo geomagnético tiene una mayor habilidad de
atrapar particulas cuando un polo estd inclinado hacia el Sol.

= Recurrencia de tormentas. El Sol tiene un periodo de rotacién ecuatorial de
~ 27 dias.

= Diurna solar (24h). Con amplitudes de algunas decenas de nT. Varia con la
latitud. Producida por corrientes circulares en la iondsfera. También hay una
diurna lunar (25h), de menor magnitud que la solar (~ 10 %) producida por un
efecto de marea en la ionésfera.

= Tormentas magnéticas. Variaciones irregulares. Amplitudes de hasta 1000nT y
atn mayores en regiones polares. Duran varias horas o hasta dias. Tormentas
fuertes aproximadamente menos de una por ano. Pequenas, varias por mes.
Asociadas con explosiones solares.

= De menor periodo: bahias, pulsaciones, atmosféricos (asociados a tormentas
eléctricas en zonas tropicales).

2.4. Anomalias magnéticas. El campo magnético de la Tierra es perturbado lo-
calmente por materiales que son capaces de ser magnetizados. Cuando las rocas
so magnetizadas debajo o sobre la superficie de la Tierra, la direccién y magnitud
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del campo magnético cambia ligeramente, estos pequefios cambios son los que nos
interesa cuantificar y analizar para dar una interpretacién de las estructuras en el
subsuelo. Para esto, elaboramos mapas de los cambios de intensidad de campo mag-
nético, producidos por los materiales geol6gicos en un sitio en particular, conocidos
como anomalias magnéticas.

2.5. Mediciones magnéticas. Existen varios tipos de instrumentos que miden la
intensidad del campo magnético en la tierra, entre los cuales estdn, los magnetémetros
de valvula de flujo, los de precesién de protones, entre otros.

2.5.1. Magnetometros de precesion de protones. Es un instrumento que mide la in-
tensidad escalar del campo magnético local. La técnica de precesién de protones
consiste de una bobina inductora para crear un campo magnético fuerte alrededor de
un fluido rico en hidrégeno. Esto causa que los protones de hidrégeno se polaricen
con el nuevo campo aplicado. Cuando la corriente que produce el campo polarizado
es interrumpida, los protones comienzan a alinearse con el campo magnético de la
Tierra mediante precesion. Esta transicién emite un campo electromagnético cuya
frecuencia es proporcional a la intensidad del campo terrestre, alrededor de 2kHz.
Una ventaja importante de este instrumento es que su orientacion no es critica; el
Unico requerimiento es que la polarizacién del campo debe ser en un buen dngulo
con la direccién del campo terrestre. Otro factor que distingue a este instrumento es
que mide la magnitud escalar y no su direccién. Estd limitado a no funcionar bien en
dreas de gradientes magnéticos altos. Gradientes del orden de 500nT /m, los cuales
pueden ocurrir cerca de objetos metdlicos, causardn lecturas erréneas. Varios dise-
fios portdtiles para mediciones en campo, tienen un rango de sensibilidad de 1nT en
muestreos de 0.5s a 2s, controlado por disparadores autométicos o manuales.

2.6. Proceso de medicién y correccién de datos. Las mediciones magnéticas se
realizan ya sea sobre la tierra, el océano o en el aire. En mediciones terrestres, las
observaciones pueden ser en intervalos extremadamente pequefios, los cuales per-
miten una alta resolucion de las fuentes cercanas a la superficie. Las observaciones
magnéticas son afectadas por un nimero de fuentes adicionales, las cuales estdn aso-
ciadas ya sea a los efectos de sol, agentes ajenos a las observaciones (objetos metélicos,
postes de electricidad, etc.), o al mismo contraste de la magnetizacién del subsue-
lo. Las correcciones mas comunes usadas en las medicines terrestres se describen a
continuacion.
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2.6.1. Correccién diurna. Es causada por las variaciones temporales del campo geo-
magneético, las cuales son principalmente causadas por particulas y radiacién elec-
tromagnética del sol, que perturban la ionosfera y asi el campo geomagnético. Las
variaciones tipicas son de decenas de nanoteslas durante un dia “quieto”, en cambio
en un dia “turbio” las variaciones son irregulares y extremas en magnitud que van
del orden de cientos de nanoteslas en una hora. Estas variaciones son atribuidas a
tormentas magnéticas causadas por fuertes flujos de particulas cargadas del sol.

2.6.2. Correccion del campo normal. En este tipo de variacién se debe considerar la
variacion normal de la intensidad del campo geomagnético con su latitud y longitud.
Labase dela correccion es el mapa IGRE el cual es actualizado cada 5 afios. En regiones
de latitud media (entre 30°N y 60°N), el rango del gradiente IGRF tipico va de cero a
2nT/km de este-oeste y de 2 a 5nT /km de norte-sur.

2.7. Procesamiento a los datos magnéticos. Como hemos mencionado, las anoma-
lias magnéticas contienen los efectos de distintas fuentes (cuerpos someros, interme-
dios, profundos, ruido, etc.) y el proceso de filtrado nos permite separar sus efectos.
Existen diversos filtros, cada uno con su objetivo particular, aunque su propésito
comun es resaltar las anomalias de interés para obtener informacién preliminar de la
localizacién de la fuente.

2.7.1. Derivada vertical. La primera derivada vertical de la anomalia del campo total
es comunmente usada para determinar las estructuras cercanas a la superficie. Esta
puede obtenerse matematicamente (AT’ = AT/ z) a partir del mapa de anomalias
de campo total o bien, a partir de mediciones directas usando un gradiémetro. En este
trabajo utilizaremos la derivada vertical para obtener la resolucién adecuada de las
estructuras arqueoldgicas a través del mapa de anomalias.

2.7.2.  Reduccién al polo. Una distribucién uniforme de material magnético produ-
cird una anomalia sesgada si el campo magnético inductor no es vertical. El proce-
samiento de reduccién al polo (RTP, por sus siglas en inglés) es usado para eliminar
de los datos de anomalia magnética, el efecto de distorsién debido a la variacién en
la inclinacién y declinacién del vector de magnetizacion. Este proceso convierte los
datos de campo magnético es otros donde la direccién del campo es vertical. Este
filtro a los datos, mejora considerablemente la correlacion entre las caracteristicas de
la anomalia con las fronteras de las estructuras vistas en planta.
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3. METODOS ELECTRICOS

Los métodos eléctricos proveen informacion acerca de la conductividad eléctrica
de los materiales en el subsuelo y su pardmetro asociado, la resistividad p, que es una
medida de la dificultad del flujo de las corrientes eléctricas. En particular, los métodos
eléctricos dependen del contraste en las propiedades eléctricas y responden bien en
regiones donde el flujo de corriente es dificil, pero pueden ser incapaces de determinar
la conductividad con precisién, especialmente de objetivos pequefios. También tienen
mejores resultados en estudios relativamente superficiales del subsuelo, ya que por
sus caracteristicas se necesita una gran cantidad de equipo para encontrar buenas
resoluciones a grandes profundidades.

3.1. Leyde Ohm. Si bien la mayoria de los metales son buenos conductores de
electricidad, todos ofrecen cierta oposicién a que el flujo de carga eléctrica pase a
través de ellos. La rapidez del flujo de la carga eléctrica entre dos puntos depende de
la diferencia de potencial que existe entre ellos; esto se conoce como la Ley de Ohm.
Matematicamente, la resistencia de un conductor dado se puede calcular a partir de

R—K 4)
=T

La unidad de medicién de la resistencia es el ohm (.

Laley de Ohm describe un resistor que no tiene dimensiones; en cambio, conside-
rando el flujo de corriente eléctrica en la Tierra, tenemos que considerar el flujo de la
corriente eléctrica I en un volumen finito. Consideremos un cilindro de longitud L y
una seccion transversal A que lleva una corriente I (Figura 2),

A

I —|

FIGURA 2. Seccidn transversal A de un cilindro con una longitud L
por el que fluye una corriente [.

es decir, tenemos que la resistencia del flujo de la corriente en el cilindro es propor-
cional a la longitud por el drea:

R=p-, 5)
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donde p es laresistividad eléctrica del material medida en ohm por metro (2m). La
resistencia es una propiedad inherente al material, por ejemplo, si examinamos dos
cilindros del mismo material pero de dimensiones diferentes, ellos tendrdn la misma
resistividad eléctrica pero diferentes resistencias eléctricas.

La resistividad tiene una enorme amplitud de variacién, por ejemplo, la resistividad
del cuarzo es superior a la del grafito en 20 6rdenes de magnitud.

3.2. Resistividad en el subsuelo. En la exploracién geoeléctrica, las corrientes utili-
zadas no recorren conductores lineales tal como lo hacen en las instalaciones de los
edificios, casas o en los aparatos eléctricos; la gran diferencia es que se mueven en
medios tridimensionales y casi nunca planos, por lo que para hacer el problema mas
sencillo desde el punto de vista matematico, tenemos que simplificar las condiciones
reales, haciendo la suposicién principal de que el subsuelo se divide en varias capas
de diferente material y en cada una la resistividad es constante, separadas entre si por
superficies planas. Comenzaremos analizando el caso més simple de esta suposicion,
en el que el subsuelo se supone constituido por un semiespacio homogéneo.

3.2.1. Resistividad en un semiespacio homogéneo. n condiciones ideales, la resistivi-
dad eléctrica de unaroca puede medirse simplemente colocando placas que funcionan
como electrodos en cada lado de la roca, con esta geometria nos basta utilizar la ley
de Ohm (4) para calcular la resistividad p de la resistencia medida R; sin embargo, en
el terreno esta aproximacién no es prictica pues no podemos utilizar placas de gran
tamafo para inyectar corriente eléctrica; por lo tanto, se utiliza otra geometria que
nos permite medir la resistividad sin necesidad de tener condiciones tan limitantes,
por lo que nos ayudamos considerando el flujo de corriente eléctrica de un simple
electrodo de metal. Supongamos que introducimos una corriente de intensidad I en
el suelo en un punto A como podemos ver en la Figura 3. Mediante la ley de Ohm (4),
calculamos la resistencia R que se opone al paso de corriente en una semiesfera de
radio r y espesor dr. Aplicando (5) tenemos:

dr
2nr2’

R=p (6)
aplicando (4) en la expresién anterior:
—dV =RI, (7
rearreglando las dos ecuaciones anteriores resulta:
dr

—dV=p I. (8)

2mr?
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I

——

dr A ¥—F—>
-

FIGURA 3. Semiespacio esférico con una resistencia r en el que se
inyecta una corriente / en un punto A.

Para integrar (8), aplicamos la condicién de frontera tal que V — 0 cuando r — 0o
e integrando tenemos:

I oo
V=—p— —ds=p— =p— 9
p 27 . p [ ] =P 2nr’
Las superficies equipotenciales serdn semiesferas centradas en el electrodo. Notese
que una corriente eléctrica es perpendicular al equipotencial.

En el caso que nos compete, para inyectar I debe existir otro electrodo B, en este
arreglo medimos el potencial en un punto M cualquiera en el semiespacio, por lo que
éste serd igual al producido en el electrodo A menos el producido por el electrodo B
(Figura 4). Utilizando estas condiciones en (9), obtenemos el potencial en el punto M:

I 1
2nAM 2nBM

En la exploracion geoeléctrica, no medimos el potencial en un punto debido a que
situar uno de los polos del voltimetro en el infinito, sino que es mas adecuado medir la
diferencia de potencial entre dos puntos dentro de la linea formada por los puntos Ay
B. Modificando la ecuacién (10) de acuerdo con el nuevo punto de medicién (Figura

5) tenemos:
1 I
2ntAN 2nBN
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4 1
A [fe—r—M B

FIGURA 4. Potencial entre los electrodos Ay B medido en un punto
M de un semiespacio.

Por lo tanto, utilizando (10) y (11) para expresar la diferencia de potencial AV entre
los dos puntos M y N resulta:
PR [ B SN | @
2n\AM BM AN BN
despejando la resistividad p tenemos:
o= AV 21
I ( L _ 11,1 )

AM BM AN ' BN

(13)

que es otra forma de expresar a la Ley de Ohm. Podemos expresar el segundo término
del lado derecho de la ecuacién (13) como K, por lo tanto:

p=—K, (14)

donde K se denomina coeficiente o factor geométrico del arreglo, porque depende
solamente de las distancias entre los cuatro electrodos. Los valores de K se pueden
calcular de antemano de acuerdo con las distancias determinadas. Esta ecuacion
muestra como se puede calcular la resistividad p del subsuelo, mediante la medicién
de AV, la corriente I y el espaciado de los electrodos. Anteriormente, hemos supuesto
que el subsuelo tiene una composicion uniforme, por lo que la resistividad p es igual
en todos los puntos sin importan el lugar donde se tomen las mediciones. Sin embargo,
el subsuelo pocas veces es uniforme y con ello la resistividad p es variable, por lo que
la resistividad obtenida en las diferentes exploraciones es un valor promedio de toda
laregiéon en la que fluya la corriente. Este promedio de resistividad es denominado
resistividad aparente, p, .
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FIGURA 5. Arreglo geométrico para medir la diferencia de potencial
entre los puntos M y N en el semiespacio con los puntos Ay B.

3.2.2. Profundidad de penetracion. La distancia entre los electrodos controla las
caracteristicas en profundidad de la medicién. La Figura 6 nos muestra una seccién
transversal de la distribucién del flujo de corriente a través de un semiespacio. Los
numeros en las lineas muestran el porcentaje de la corriente total que fluye encima
de la linea. La linea del 50 % tiene una profundidad méxima igual a la mitad de la
longitud del dipolo de corriente (X45) y casi el 90 % de la corriente fluye por encima
de una profundidad igual a tres veces la longitud del dipolo. La pseudo profundidad
que tenemos para una lectura depende del arreglo geométrico y la separacién de los
electrodos; incrementando la separacion de los electrodos alrededor de un mismo
punto, el sondeo vertical es una representacion de la variacién vertical de las propie-
dades eléctricas del subsuelo. Hay tres opciones para lograr lo anterior: aumentando
la separaci6n de los dipolos de corriente y potencial, incrementando la longitud de
ambos dipolos o la més usual, incrementando sélo la longitud del dipolo de corriente.

3.3. Sondeos geoeléctricos. El subsuelo se compone de diferentes estructuras que
tienen diferentes resistividades, como se ha mencionado, la medida que realizamos de
resistividad en cada exploracién no pertenece a ninguna de ellas, sino que es un valor
promedio de todas las estructuras. Los métodos mas comunes para realizar sondeos
del susbuelo son tres: el Sondeo Eléctrico Vertical (SEV), las Calicatas Eléctricas y
la Tomografia Eléctrica. Antes de dar un pequeiio bosquejo de la técnica que nos
ocupa en este curso, que es la Tomografia Eléctrica, necesitamos conocer los arreglos
eléctricos que son la base de la técnica.

Existen varios arreglos de electrodos utilizados para la exploracién geoeléctrica. La
diferencia fundamental entre ellos radica en la diferencia de la constante geométrica.
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FIGURA 6. Diagrama de la distribucion de la corriente en un
semiespacio de un dipolo. Un dipolo de corriente de longitud X, .
Los nameros en las lineas muestran el porcentaje del flujo de
corriente encima de una profundidad dada. Tomado de Dentith y
Mudge (2014).

Algunos de los arreglos geométricos son: Wenner, Wenner beta, Wenner gamma, Polo-
Polo, Dipolo-Dipolo, Polo-Dipolo, Schlumberger y Dipolo-Dipolo ecuatorial. En este
apartado nos centraremos en el arreglo Wenner y el dipolo-dipolo, por ser los més
comunmente usados en la tomografia.

3.3.1. Arreglo Wenner. Es una configuracién en la que los electrodos de potencial
y corriente, se ponen en linea recta con un espaciado a entre los electrodos como
vemos en la Figura 7.

La distancia entre los electrodos es igual AM = M N = NB =a. Simovemos Ay B,
también tenemos que mover M y N.

El arreglo Wenner tiene un coeficiente geométrico K =2ma, que es el menor coefi-
ciente para otras configuraciones, es decir, este arreglo tiene una fortaleza significativa
de la senal. Esto puede ser importante si la exploracion se realiza en dreas con un
ruido de fondo alto.
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FIGURA 7. Esquema del arreglo Wenner para la prospeccién
geoeléctrica. La distancia entre los electrodos a es la misma para
cada electrodo y varia para cada medicién.

3.3.2. Arreglo dipolo-dipolo. En la configuracién dipolo — dipolo los electrodos de
potencial estdn alejados de los de corriente, existiendo entre cada uno de ellos una
separacion igual.

Sila distancia entre los dos pares es grande, la fuente de corriente puede tratarse
como un dipolo eléctrico. La ecuacién de resistividad es

AV
paznn(n+1)(n+2)aT. (15)
—(1)— V)—
vawy.y iz . f . -
A B M N

FIGURA 8. Esquema del arreglo dipolo-dipolo para la prospeccién
geoeléctrica. La distancia a es la misma para cada par de electrodos
y varia para cada medicién.

3.4. Tomografia eléctrica. La tomografia eléctrica es un método de resistividad
multielectrédico basado en la modelizacién 2-D de la resistividad del terreno mediante
el empleo de técnicas numéricas. Se aplica mayoritariamente para inspeccionar las
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capas mads superficiales del subsuelo; el objetivo de este método se basa en obtener
una seccién 2-D de resistividades reales del subsuelo. Proporciona una imagen muy
detallada del subsuelo, ya que los electrodos suelen colocarse mds juntos como se
muestra en la Figura 9.

La tomografia eléctrica tiene como objetivo principal el obtener la distribucién de
la resistividad eléctrica en el subsuelo, tanto lateralmente como en profundidad. El
método permite inferir cuerpos o estructuras que estan en el subsuelo y que presentan
un valor de resistividad distinto al del medio que los rodea.

En lineas generales, el método de tomografia resistiva consiste en introducir en el
terreno una corriente eléctrica de intensidad conocida, a través de unos electrodos
clavados equidistantemente a lo largo de una linea, conocida como perfil o seccion.
A partir de la intensidad de esta corriente y de la diferencia de potencial observada
(medida), el instrumento proporciona el valor de una resistividad aparente (llamada asi
porque no es la resistividad real) en puntos situados a lo largo del perfil de observacién
y a distintas profundidades. Posteriormente, se lleva a cabo la inversién numérica de
la resistividad aparente para obtener la distribucién de la real.

Los instrumentos actuales, conocidos como resistivimetros, inyectan una corriente,
miden una diferencia de potencial, y con las distancias entre electrodos, calculan la
resistividad aparente.

Ademis de estudios alo largo de un perfil (2D), también se pueden realizar estudios
3D, en cuyo caso las observaciones se realizan en perfiles paralelos equidistantes,
definiendo una cuadricula.

La tomografia eléctrica es una técnica geofisica aplicada en estudios de geologia,
geotecnia y geohidrologia, a la ingenieria y en exploracién de recursos naturales, y
ha sido muy exitosa en la localizacién de estructuras arqueoldgicas, ya que permite
determinar las variaciones de resistividad y conductividad eléctrica de las rocas y
suelos.

4. REFRACCION SISMICA

Gran parte del conocimiento del interior de la Tierra se lo debemos a los métodos
sismicos, con ellos se pudo confirmar que el nticleo externo de la Tierra es liquido,
y que el nicleo interno es s6lido, ademads se pudo identificar las capas internas de
la Tierra como la corteza y el manto. Adicionalmente los métodos sismicos son los
principales para la biisqueda de hidrocarburos por su alta resolucién para identificar
estructuras geoldgicas.
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FIGURA 9. Diagrama de una tomografia eléctrica, mostrando el
arreglo electrédico y una imagen de los datos de la misma.

A una escala menor en comparacion a la Tierra, estos métodos son usados para
obras civiles, como encontrar el basamento para colocar los pilares de un edificio,
o conocer que tan rigido es un suelo para planear que tanta carga puede soportar;
también nos permiten estimar cudl es el periodo fundamental de vibrar del suelo y
asi poder construir edificios con un periodo diferente, esto con el fin de evitar que se
presente el fen6meno de resonancia sismica.

Actualmente los métodos sismicos han sido usados para determinar las variaciones
en el nivel y el flujo de agua de un rio, se ha descubierto que existe una correlaciéon
entre el aumento del nivel de agua en el rio y el aumento del ruido sismico registrado
por un sismémetro cercano al cauce. También se ha encontrado que las tormentas
tropicales y los huracanes tienen su sefial caracteristica en los registros sismicos, por
lo que se ha empezado a analizar los registros sismicos histéricos (desde 1900) en la
busqueda de fenémenos climaticos. Estas aplicaciones sismicas son solo algunas de
la gran variedad que existe.

De los distintos métodos sismicos descritos anteriormente para estudiar el interior
de la Tierra desarrollaremos el de refraccién sismica en este trabajo, para tal fin solo
necesitamos conceptos bésicos de fisica, funciones trigonométricas y geometria
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Para estudiar el interior de la Tierra en sismologia utilizamos las ondas sismicas,
estdn son ondas eldsticas que viajan en el interior de la Tierra, son provocadas por la
liberacién stibita de energia, la fuente puede ser natural como un terremoto, explosiéon
volcénica, la caida de un meteorito; o artificial como la explosién de una bomba
atémica, el golpe de un pistén hidraulico o un marro. Las ondas sismicas se dividen
en dos categorias, ondas de cuerpo y superficiales. Las ondas de cuerpo viajan por
el interior y en la superficie de la Tierra, y existen dos tipos de ondas de cuerpo, la
onda P (primaria) es la mds rdpida de todas las ondas y es la primera en llegar a un
punto de interés, puede viajar por cualquier medio (liquido, solido, y hasta por el
aire), también son llamadas ondas compresionales o longitudinales, comprimen y
expanden el medio que atraviesan en la direccion de viaje, su velocidad depende del
material por el que viajen pero un valor promedio es de 6km/s. La otra onda de cuerpo
la onda S (secundaria) y los dos tipos de onda superficial no seran vistos aqui, ya que
la refraccién sismica solo utiliza los primeros arribos (ondas P).

La manera para comprobar la existencia de las ondas sismicas es a partir de los sis-
moémetros, estos son instrumentos muy sensitivos que pueden detectar movimientos
de la superficie de la Tierra, la amplitud de estos movimientos oscila de micrémetros
hasta centimetros, el principio del sismémetro es la induccién magnética (Figura 10),
el movimiento de una masa inercial con una bobina adjunta en un campo magnético
(iméan) induce una corriente eléctrica proporcional al movimiento de la masa.

“::iirta--" $ r—.‘_.‘;:mimcuclri:l
proparcional
inercial ———. a._____H“'——H‘T_'f*.'lu. amae
—1 |
| f— |
N =4 s |
| I—1| | carcasa
] { rigida
e i
: \iman
bobina (. | | solidario|
! la base
|

tierra

FIGURA 10. Principio de funcionamiento de un sismémetro.
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Los sism6metros miden el movimiento del suelo en tres componentes (direcciéon
norte-sur, este -oeste, y en la vertical), la gran variedad de instrumentos existentes en
el mercado se diferencian basicamente por su sensibilidad, y obviamente entre més
sensibles mds costosos son, adicionalmente su implementacién es més complicada.
Como en refraccion sismica nos interesa solo los primeros arribos, es practica comuin
solo utilizar instrumentos (ge6fonos) que midan solo la componente vertical (Figura
11) y que detecten movimientos con frecuencias mayores o iguales a 10Hz.

FIGURA 11. Geodfono.

Ahora comencemos a analizar cémo es la propagacién de las ondas P en un medio
homogéneo con dos capas, con velocidad constante (Figura 12).

Supongamos que golpeamos el suelo de nuestro modelo con un marro, esto gene-
rard varias ondas P pero en este caso solo nos concentraremos en una sola (Figura 13).

La onda viajard hasta encontrarse el limite o interface entre las dos capas, en este
punto la onda puede reflejarse, refractarse o ambas, este cambio en la direccién de las
ondas es descrito por la bien conocida Ley de Snell utilizada en éptica. Para deducir
esta ley podemos usar geometria de rayos simple y el principio de Fermat. Conside-
rando de nuevo un modelo homogéneo del subsuelo con dos capas y velocidades
constantes a; y a, (Figura 14), un rayo sale del punto P en la primer capa con velocidad
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Distancia(m)

Profundidad(m)

FIGURA 12. Modelo homogéneo del subsuelo con dos capas, a;, @,
son las velocidades de cada capa, y h es el grosor de la primera capa.

&,

h

Distancia(m)

Profundidad(m)

FIGURA 13. Modelo homogéneo del subsuelo con dos capas, a;, &,
son las velocidades de cada capa, y h es el grosor de la primera capa,
la estrella representa la fuente sismica artificial, y las lineas
representan ondas P

a1, 3Cudl es el camino que tomard el rayo para llegar al punto P’ en la segunda capa
con velocidad a,?
El tiempo de viaje del camino de P a P “es dado por
d e «/a2+x2+\/b2+(c—x)2

Tpp/ =—+4+—=
' a Qa a; a;

(16)
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FIGURA 14. Modelo homogéneo del subsuelo con dos capas.

El camino del tiempo minimo debe satisfacer d T /d x =0, lo cual implica

aT o= X N c—Xx ) an
dx aVaz+xZ  a,/b2+(c—x)2
note que X /v a2+ x2=sini,y(c—x)/+/ b2+(c—x)2=sint. Asi que
sini sinT
—_—= . (18)
a a

Finalmente, la ecuacion (18) es la Ley de Snell.

Supongamos que realizamos un golpe con un marro en nuestro modelo de dos
capas, de los miles de rayos generados solo consideraremos 3 (Figura 15) el rayo directo,
el reflejado, y el refractado; y utilizando la geometria de la Figura 15 y las velocidades
a, 'y a, podemos deducir las expresiones para el tiempo de viaje de cada una de los
tres rayos.

Para estimar el tiempo de viaje del rayo directo podemos usar la férmula clasica
de la velocidad v = d/t, donde d es distancia, ¢ es tiempo, y v la velocidad. De
aqui despejamos el tiempo ¢ = d/v, asi que sustituyendo la velocidad y distancia

correspondiente obtenemos

Ty(x)= ai (19)
1



80 ALATORRE, et al.

Para la onda reflejada primero calculamos la primera mitad del camino utilizando el
teorema de Pitdgoras

e 20

por lo que el camino total del rayo reflejado serd el doble de (20), ahora sustituyendo
la distancia calculada y la velocidad podemos obtener el tiempo de viaje de la onda

reflejada
2./ h2+ X2
TReﬂejada(x) = % (21)
x=0 X
l
Fuehte BT e 6fono

E
3 h
e
©
% Onda cabeza a,
5 : :
= Distancia(m)

FIGURA 15. Modelo homogéneo del subsuelo con dos capasy
considerando solo 3 rayos.

Para obtener el tiempo del rayo refractado u onda cabeza, calculamos la distancia
de los tres segmentos haciendo uso de la definicién de coseno, realizando el dlgebra
correspondiente debemos obtener la siguiente expresion

(22

1 _tan(ic))‘

T ( ) —x +2h (
x = .
Refractada a a; cos(i,) a,
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Ya que el dngulo critico satisface sm( J=a,/ az, podemos 31mp11ﬁcar (22) usando

las identidades trigonométricas cos (i) = (1—sin? ) =(1—-a?/ az) ytan(i,)=
sin(i.) a,/a,

0s0ie) ™ (1=at/a3)

7z, obteniendo

1/2
X 1 X
TRefraCtada(x) az +2h (al a_g) = a_z +7T1 (23)
donde 7, =2h ( - ai) . La Figura 16 muestra la grafica de los tiempos de recorrido
teoricos de los tres rayos.
Distancia(m)
__.-"bnda directa
~ 7 pendiente=1/&,
. Onda reflejada .~ -
) P
O A
o ',-*"' -~ -
E o -
K] ~" 4 7 Ondacabezao
— ke refractada
1.1??,-"" pendiente=1/cx,

Xe *d
Critico Crossover

FIGURA 16. Curvas de tiempo de los tres rayos, también son
conocidas como dromocronas.

La distancia crossover donde se interceptan la onda directa y la cabeza puede
ayta; \1/2
2t 1)

a—a, ; de esta expresion

ser calculada si igualamos Tp(x) = Trefractada(X); Xp = Zh(
podemos calcular el grosor de la primera capa k.
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Acabamos de deducir los tiempos de viaje tedricos y algunas otras expresiones que
podemos usar para calcular el grosor de las capas. Pero en la préctica se vuelve un poco
mds complicado. Primero desplegamos los ge6fonos disponibles en una linea recta,
posteriormente generamos ondas golpeando el suelo con un martillo, los ge6fonos
registraran las llegadas de la ondas (Figura 17), lo complicado es identificar los pri-
meros arribos lo cual se logra con la experiencia, el siguiente paso es graficar solo los
primeros arribos para identificar las lineas de las diferentes ondas, definidas las lineas
de la onda directa y cabeza calculamos su pendiente para obtener las velocidades a; y
a,, finalmente podemos obtener el grosor de la primer capa utilizando la distancia
crossover (xp).

i

Tiem?)%{s]

8 |'.|n|.l"\f'“‘ e

Tiempo (s)

e

uy

Distancia (m) *

Nl

D—-ﬁ.l ||r'.;"ur L S —
D
D —-.a".l,l qu'\.'\fxf e

L

]

L ]

1

Distancia (m)

FIGURA 17. Obtencién de datos, los tridngulos amarillos
representan los ge6fonos, puntos rojos indican los primeros arribos
de las ondas.
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SIMULACION NUMERICA DE LA DISPERSION DE CONTAMINANTES: TEORIA,
IMPLEMENTACION Y APLICACIONES

FEDERICO ANGEL VELAZQUEZ MUNOZ, DIEGO ARMANDO PANTOJA GONZALEZ,
TZITLALI GASCA ORTIZ, JORGE MANUEL MONTES ARECHIGA, NESTOR GARCIA CHAN

RESUMEN. En este trabajo se presentan técnicas numeéricas para abordar el
problema de la dispersién de contaminantes en cuerpos de agua en diferen-
tes escalas de longitud. Asi se presentan modelo matematicos aplicados a
lagos, rios e incluso ocednos. Para esto se presentan las ecuaciones en deri-
vadas parciales del transporte, haciendo enfésis en su interpretacion fisica.
Posteriormente, su discretizacion numeérica basada en diferencias finitas
es formulada para los casos 1D y 2D. Finalmente diferentes aplicaciones
son mostradas en diferentes escenarios donde se simula numéricamente
la dispersién de contaminantes usando para esto tanto software cientifico
como c6digo de elaboracién propia.

ABSTRACT. In this paper, numerical techniques are formulated to show the
pollutant dispersion in water bodies in different length scales. Thus the
presented models are applied to simulate the pollutant dispersion in lagoons,
rivers, and oceans. To do it, we showed the partial differential equations
related to transport and highlighted its physician interpretation. Later, its
numerical discretization based on finite differences was formulated for 1D
and 2D cases. Finally, applications in different realistic domains are shown
where the pollutant dispersion is simulated using both software and our own
code programming in scientific software.

2000 Mathematics Subject Classification. 35K05.
Palabras Claves. Diferencias finitas, Dispersion de contaminantes, simulacién numérica.
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1. INTRODUCCION

El problema de la dispersién de contaminantes en la atmosfera y en cuerpos de
agua es un tema de estudio importante para mitigar los efectos dafiinos al medio
ambiente. La dispersién de una sustancia (contaminante) se puede dar a través de dos
procesos fisicos, uno esla difusién y el otro es la adveccién. Considere que la atmésfera
o un cuerpo de agua, que puede ser desde un rio o lago hasta un océano, son un medio
donde se va a dispersar la sustancia. Entonces, debe existir una fuente desde donde se
vierte la sustancia o una descarga momentéanea. El proceso de difusién consiste en
que la sustancia se propague de forma molecular en el medio. También es importante
considerar que en la atmésfera y en estos cuerpos de agua el fluido se mueve, lo cual
ayuda a dispersion de la sustancia, siendo este un proceso de adveccién. Algunos
ejemplos de

Marco Tedrico. En esta seccion se presentan las ecuaciones que describen el proceso

de dispersion de una sustancia por difusién y adveccién. Considere una sustancia que

se representa mediante su concentracion (c). En general, esta concentracién es una

variable escalar que depende de las tres coordenadas espaciales (x, y, z) y del tiempo

t, de tal forma que se puede escribir como c(x, y, z, t) y tienen dimensiones de masa

por unidad de volumen, por lo que sus unidades pueden ser gr cm™ o kg m™, etc.
La ecuacién que describe el fenémeno de difusion es

dc 0 Aac 0 Aac 1% Aé’c )

8t_3x( 3x)+c’7’y( 3y)+6‘z( 32) =
donde A es el coeficiente de difusién que se obtiene de forma experimental y tienen
unidades de cm® s7! 0 m3 h™}, etc. Este coeficiente representa la cantidad de una
determinada sustancia que se difunde por unidad de 4rea o volumen en 1 segundo. Es
importante mencionar que para este trabajo este coeficiente se considera constante
en todas direcciones, pero puede ser variable en tiempo y espacio.

Por otra parte, la adveccién de una sustancia que se encuentra en un fluido es un

proceso que se puede describir con la siguiente ecuacién

60_ 6_0 dc dc

E—uax+va+w5 (2)

En este caso, la ecuacion incluye las variables que representan a las componentes de
velocidad (u, v, w) del fluido.
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FIGURA 1. Discretizacién del dominio a lo largo del eje x en [0 L]

Discretizacion de ecuaciones. Para resolver las ecuaciones de difusién y adveccién
de forma numérica, primero se tienen que discretizar las ecuaciones. En la figura 1
se muestra una linea a lo largo del eje x con longitud L, sobre el cual se definen una
serie de puntos llamados nodos que tienen coordenadas x;, x,, ..., X,,. La separaciéon
entre nodos es la mismay es igual a Ax. Al seguir la definicion de derivada, se puede
discretizar f’(x) por diferencias finitas, que se expresa como:

_df(x) _ fx+Ax)—f(x)

dx - Ax ®)

(%)
para diferencias adelantadas,

df(x)  f(x)—f(x—Ax)
dx Ax

(4)

para diferencias atrasadas, y
df(x) flx+Ax)—f(x—Ax)
dx 2Ax
para diferencias centradas. Para términos con derivada de segundo orden o la segunda
derivada de la funcién f(x) por diferencias finitas se tiene:

dzf(x)_f(x+Ax)—2f(x)+f(x—Ax) ©)
dx2 2Ax

para diferencias centradas.

Q)

Modelaciéon 1D. Para usar los esquemas de diferencias finitas en un programa de
computo se debe cambiar la representaciéon matemadtica de las variables como la
concentraciéon, que es c(x, t) por c(x;, t;) para representar a la variable de forma
discreta. También se puede representar como c(i, k) 6 c; ;. . Esto quiere decir que
Unicamente se van tener valores de la concentracién s6lo en unos puntos del dominio.

Al considerar la ecuacién (1) en una dimensién y que el coeficiente de difusién A
es constante, se tiene que la derivada en tiempo estd dada por
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©
x(ik)  x(i+1,k)
FIGURA 2. esquema ilustrativo de los nodos relativos a la ecuacién (10)
dc N c(i,k+1)—c(i, k)

ot At
y para la segunda derivada en x, es

2%c _cli+1,k)—2c(i,k)+c(i—1k)

0x2 Ax?
De tal forma que se obtiene la expresion para la ecuacion (6),

c(i,k+1)—c(i,k)  cli+1,k)—2c(i,k)+c(i—1,k)
At B Ax?

@)

8)

€)]

de esta forma se puede despejar el inico valor de la concentracién que no es conocido,

obteniéndo

i+ 1,k)—2¢(i, k) +cli—1,k
(i k+1)= c(i k) aar SETLE) CA(;Z) ci—Lk)

(10

En este esquema, la variable con indice k corresponde a un tiempo a partir del cual
se van a calcular los valores en el siguiente tiempo k + 1, es decir, ¢ + At. Enla figura 2
se muestra un esquema de los nodos en k que se requieren para calcular valores en

k+1.
15 I
—c(x,t) t>0
- - c(x,t) t=0
10+ il 1
f 1
I 1
5¢ , \ 1
I 1
I 1
0 L | ‘ L L L L
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURA 3. Solucién numérica de la ecuaciéon de difusion
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Para la ecuacion de adveccién (2), 1a discretizacion se puede hacer al aplicar las
diferencias adelantadas para el término temporal, dadas por

15 ‘
—c(x) t50
- - c(x}) t=0
10+ — .
r
1
5 ! | .
1
! |
O L L | . ‘ L L L L L

10 20

w
o
N
o

50 60 70 80 90 100

FIGURA 4. solucién numérica de la ecuacién de adveccion

dc N c(i,k+1)—c(i, k)

€ 5 11
ot At (b

y para la derivada en x, las diferencias son

dc Coc(i+l,k)—cl(i,k)

— =~ u(i,k 12

ox uli, k) Ax (12)
cuando la velocidad es hacia la izquierda (direccién x negativa) y

dc o oc(i,k)—c(i—1,k)

— =~ u(i,k 13

ox uli, k) Ax (13

cuando la velocidad es hacia la derecha (direccién x positiva).
Al considerar el caso en que la velocidad u es positiva, se obtiene la siguiente
expresion

i, k+1)—c(i,k i, k)—c(i—1,k

ik +=cik) el K= cli= LK) ”
At Ax

para la ecuacién (6), de tal forma que se puede despejar el tinico valor de la con-

centracién que no es conocido y se obtiene

c(i,k)—c(i—1,k
cli,k+1)=c(i,k)+Atu(i, k) (i, k) A( ) (15)
X
Los resultados de las simulaciones se muestran a continuacién. Para ambos casos

la condicién inicial es una concentracién de 10 unidades entre los valores de x de 30
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y 40, que se indica con una linea discontinua. En el caso de la difusién (figura 3) la
linea continua representa la solucién después de un tiempo en que la concentracién
se comienza a repartir a los largo del eje x.

Para el caso de la adveccion (figura 4) la forma de la condicion inicial se mantiene
y lo que muestra la solucién (linea negra) es que la concentracién se desplaza en la
direccion de la velocidad, que en este ejemplo es hacia la derecha.

x|

Ay

y=0 Yo Xg X X X, X X X X
x=0 x=L

FIGURA 5. Discretizacion del dominio a lo largo del eje x en [0, L, ]y
alolargo del eje y en [0, L, ]

Modelacién 2D. Para la implementacién de modelos de difusién y adveccién en 2D
se requiere discretizar el dominio con coordenadas (x, y). En este caso, el dominio
esta definido para x en [0, Lx]y para y en [0, Ly], como se pude ver en la figura 5. En
este caso el nimero de nodos (#) en las dos dimensiones es el mismo, pero puede ser
distinto cuando sea necesario.

Al seguir los pasos anteriores para discretizar las ecuaciones de difusién y adveccién
en 1D, se usan las aproximaciones en diferencias finitas y se obtiene los siguientes
esquemas para la difusién



DISPERSION DE CONTAMINANTES 91

c(i,j,k+1)=c(i, j, k)+
cli+1,j,k)—2c(i,j, k)+ c(i—l,j,k)+

AAt
Ax?
i, j+1,k)—2c(i,j, k)+c(i,j—1,k
Amc(! J )—2c¢(i, j,k)+c(i, j ) 16)
Ay?
y para la adveccién
c(i,j,k+1)=c(i,j, k)+
.. C(l,],k)_C(l—]_,],k)
At N +
uli, j, ) e
.. C(l,],k)_C(Z,]_l,k)
Atv(i,j, k 17
v(i, j, k) Ay 17

Se recomienda al lector que haga el ejercicio de discretizar las ecuaciones de difu-
sién (ecuacion 1) y de adveccién (ecuacion 2) hasta obtener los resultados anteriores.

En el siguiente ejemplo se muestra el caso para la difusién de una sustancia que se
libera en el nodo con coordenadas (30, 30). Esto quiere decir que la condicion inicial
es dada por un valor mayor de la concentracién c¢ en este nodo y un valor de cero en
el resto de los nodos del dominio.

Para la solucion del problema de difusion (figura 6) se obtienen circulos concéntri-
cos de concentracion de la sustancia. Conforme transcurre el tiempo de la simulacién,
los circulos aumentan en radio, pero el valor de concentracién disminuye porque la
sustancia se distribuye en un drea mayor.

Ahora se muestra un ejemplo con la misma condicién inicial del ejemplo anterior y
se incluye un campo de velocidades que varia en el tiempo. En este ejemplo, ademds
se deja que la fuente libere sustancia desde el tiempo ¢ =0 hasta el tiempo ¢ =250
s. Y después, para t > 250 s, la fuente deja de liberar la sustancia. En las figuras (7) y
(8) se puede apreciar como la sustancia es dispersada por el campo de velocidades.
Note en la figura (7) que la distribucién de la sustancia se deforma por el cambio de
la direccién de la velocidad. En la figura (8) la distribucién de la sustancia ya no esta
conectada con la fuente y s6lo es una distribucién que se sigue moviendo por el efecto
de la velocidad.
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FIGURA 6. Solucién numérica del problema de difusién en ¢ =200 s.

Se deja al lector como ejercicio que escriba un programa que resuelva las ecuaciones
de adveccién-difusién y evaluar la forma en que cada uno de estos dos procesos
producen la dispersion de la sustancia.

100 F 7 7 7 7 il
A A VA A A
w S 77777774
A A A A A
w S S
S S S
w S S
v 7SS S
o S0 7777
A A A A

100

o |
S

40 60

o
|
IS}

FIGURA 7. Solucién numérica del problema de adveccién en ¢t =2.50s.



DISPERSION DE CONTAMINANTES 93

100

80

60

40

20

NN NN N N NN
NN N N N N NN
DN N N N N N NN
NN NN NN N T
NN NN N NN N

o
N
S
N
S
-3
S
©
S

100

FIGURA 8. Solucién numérica del problema de adveccién en t =3.75s.

2. PROCESOS DE DISPERSION MEDIANTE PARTICULAS

Se considera la dispersién de particulas pasivas en cuerpos de agua y se describen
los conceptos bdsicos sobre dispersion y difusién (derivada de la dispersion), [3].
Estas particulas en los fluidos geofisicos son puestas en movimiento por la energia
que proviene directa o indirectamente del Sol, ademas del efecto de la gravedad y la
rotacion de la Tierra. En particular se tratard la dispersién horizontal, en el plano x—y,
y restringido por barreras fisicas simulando ser canales, bahias, golfos o lagunas.

Las particulas que se utilizaran seran pasivas, es decir, que no reaccionan, no
modifican, no se alteran por el fluido, inicamente se transportan por el flujo, ya
sea mediante procesos advectivos o difusivos (ver ec. 1 y ec. 2). Bajo este esquema,
llamado, descripcion Lagrangiana, consiste en estudiar el movimiento de un conjunto
de particulas independiente arrastradas por el fluido, con base en la estadistica.

En esta seccion se estudiaran los procesos fisicos de dispersion y difusiéon, mediante
ejemplos numeéricos.

Caminata aleatoria (enfoque Lagrangiano) y Movimiento Browniano (equivalencia
con enfoque Euleriano). Se considerard la dispersion aleatoria de un conjunto de
particulas en el plano x-y, que parten de un origen comun, (0,0). En este caso las
posiciones de las particulas estdn dadas por:
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n+l _ .n
x; T =x; + Dy

yin+1 — yin +Dy (18)

Donde el superindice 7 es el tiempo actual y n +1 es el tiempo posterior, mientras
que el subindice i representa a la particula. D, y D, es la parte aleatoria de la caminata.
Por ejemplo, en la siguiente figura se muestra la trayectoria para N =3y N = 1000

particulas, respectivamente.

51K\
> ﬁk-ré.‘-«“ “‘:"54 . !

A
-0.5 oY
b N

-0.5 0 0.5 1

FIGURA 9. Trayectoria de N =3 y N = 1000 particulas.

Dispersion o ;Cudnto se desplazaron las particulas? Obviamente existen N respues-
tas, una para cada particula, dada por:

=y )+ ) (9)

Sin embargo, se observa claramente que cuando se trata de un ndmero “grande” de
particulas, la distancia que se desplazan es similar al radio de la “mancha” delimitada
por las posiciones finales. Entonces para poder estimar una tinica respuesta, es nece-
sario hacer algiin promedio, en este caso, la dispersién se definird como el promedio
desplazamiento al cuadrado de las N particulas al tiempo 7:

()= =S [P+ o] 20

i=1
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FIGURA 10. Gréfica de dispersién vs tiempo para N =3 y N = 1000 particulas.

Para el caso de N =3 y N =1000 particulas, la dispersion resulta en:
Como se puede observar, mientras mds particulas se tengan (N > 100) se tiene que
la dispersién tiene un comportamiento lineal con el tiempo, es decir,

(r)~t 1)

o de manera equivalente

(r*)=4-D-t 22)
Donde D es una constante y sus unidades son de distancia al cuadrado sobre

tiempo.

Difusion. La difusividad se define como

1d,,

Como la dispersion es proporcional al tiempo, entonces la difusividad es constante
y en este caso se tiene que el coeficiente de difusividad es

K=2D (24)
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Movimiento Browniano. El modelo anterior sirvié para explicar el fen6meno del
movimiento Browniano, en el cual A. Einstein proporcioné una de las primeras solu-
ciones analiticas con base en la probabilidad y estadistica del desplazamiento de las
particulas [3]. Su modelo se reduce precisamente a la ecuacién diferencial de difusion:

0 02
o _pof
ot ox
La cual tiene la solucién de una funcién Gaussiana normalizada con media ceroy
varianza (2D)t:

(25)

1 x2
= —e_m (26)
U V2m(2D)t
(0]
]. JCZ
=———¢ ¢ 27
! V2nKt

Equivalencia entre el enfoque Lagrangiano y el Euleriano. Para ver la equivalencia
entre éstos dos enfoques se puede calcular la frecuencia relativa de la posicién de
las particulas en las direcciones x-y respectivamente, y compararlas con la funcién
Gaussiana anterior.

o
a

o o ©

g & 8

o
R

=]
8

frecuencia
frecuencia
=]

=]
8

=)

8

0.01 0.01

[¢]
-20 -10 1] 10 20 -30 -20 -10 ] 10 20
desplazamiento x desplazamiento y

FIGURA 11. Histogramas del desplazamiento de las particulas y gra-
ficas de la funcién analitica dadas por la funcién Gaussiana.
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3. ELIPSES DE DISPERSION

Uno de los objetivos fundamentales de la oceanografia y limnologia fisica es contar
con una descripcion global de la circulacién del océano y la variabilidad temporal. La
descripcién lagrangiana del flujo se puede utilizar para investigar procesos biogeofisi-
cos y biogeoquimicos, por ejemplo analizar la dispersién de una sustancia (derrame
de petréleo) o la productividad de un ecosistema marino semicerrado. Las elipses de
dispersion (de covarianza o variabilidad, de error) son ttiles para estimar la evolucién
de una nube de la sustancia (particulas) emitida [4].

Construccion de las elipses. Se considera un grupo de n particulas que son liberadas
a tiempos arbitrarios desde un lugar fijo (fuente puntual) en el espacio 2D. Conforme
transcurre el tiempo, la nube de particulas puede hacer dos cosas: crecer y trasladarse.
El crecimiento de la nube se puede visualizar con las elipses de dispersion, mientras
que su traslacion esta representada por el desplazamiento del centro de masa de las
particulas [5]. Al tiempo inicial la elipse se reduce a un punto y va incrementando
en tamafo conforme las particulas se dispersan. Entonces se definen los siguientes
estadisticos:
El centro de masa o centro geométrico,

1 n
X, =— X;
" 28
L& (28)
Ye=— Vi
)
la varianza en la direccién x e y,
l n
2 2
oL= (x.—x;)
TP
! " (29)
2 _ 2
i=1
la covarianza con respecto a la ubicacién del centro de masa,
1 n
ny=m;(xc—xi)-(yc—yi), (30

la direccién del eje principal,
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Lo 4 2 2, 2 2
9,~=§tan (ZUxay/ax—Uy), (31)

la varianza en la direccion del eje mayor y menor,

2 2 2 2)2
a? —UX+Uy+ 75+ 95) — 0202 + 0,0
ma 2 4 xy Xy~ Xy
(32)
2 2 2 2)2
2 _ax+cry_ (ax+cry) Core? oo
mi 2 \ 4 X7y Xy~ xy

y la extensién horizontal del trazador se puede medir por su tamafio de la distribu-
cioén espacial

0'2 =20 ma0 mi- 33)

Con datos de trayectorias de particulas o trazador se puede ejemplificar el uso de
las elipses de dispersion. A continuacion, se presenta el ejemplo y ejercicio que se
trabaj6 durante la sesién del curso.

Ejemplo-Ejercicio. Como ejemplo se pidi6 calcular y graficar la elipse de dispersiéon
paralaimagen de un trazador. Se proporcionaron datos del contorno que se obtuvieron
a partir de realizar el procesamiento de imagen de un experimento de trazador que se
realizé en un lago.

De ejercicio, se descargaron datos de PlasticAdrift [6] y se trazaron las elipses de
dispersion para distintos tiempos.

Una vez que se obtuvieron los datos (cada alumno decidié la regién) se realizaron
las elipses de dispersion para analizar la distribucién espacial.
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B

FiGURA 12. Distribucién espacial del trazador con la elipse de dispersion.

4. ECUACIONES DE AGUAS SOMERAS EN 2D

Las ecuaciones de aguas someras (0 por sus siglas en inglés, SWE) son un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas (o parabdlicas si se considera la
viscosidad) que describen el flujo por debajo de una superficie de presién en un fluido
(puede ser una superficie libre).

El modelo de aguas someras 2D tiene tres variables de pronéstico: las dos compo-
nentes de la velocidad u y v, yla profundidad de la capa de fluido /. Una de las formas
de forzar el modelo es a través de la altura de la orografia H y un campo bidimensional
fijo.

En ausencia de fuentes, es deseable conservar el volumen total y el momento total
en cada direccién, por lo que se requiere ecuaciones de conservacién para h, uh y
v h. Por lo tanto, las ecuaciones de aguas someras en forma conservativa (o de flujo)
pueden escribirse como:
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FIGURA 13. Distribucién espacial y temporal de la simulacién de un
trazador. Tomada de PlasticAdrift.

6_h+ d(uh) N o(vh)
ot ox oy

d(uh)  0(u*h+gh?/2) d(uvh) oH
ot T ox "5y _h(f”_gﬂ) G4
d(vh) &(uvh) @(vh+gh?/2) oH
ot ax 2y 2y

donde f es el parametro de Coriolis y g es la aceleracién debida a la gravedad [1].

Modelo. El modelo que se va a utilizar, pretende simular un canal alrededor de la
Tierra entre 20 y 70 °N con una resolucién espacial de 100 km (alrededor de un grado).
El dominio es periddico en la direccién x y tiene fronteras sélidas norte y sur donde v
=0y h se fija en sus valores iniciales. En este modelo, el pardmetro de Coriolis varia
linealmente con y de forma que f = fy+ (y — 7). Asi, f = f; en el centro del dominio
en la direccién y.
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FIGURA 14. Distribucién espacial y temporal del trazador con su
respectiva elipse de dispersion.

Superficie Libre

Orografia H

FIGURA 15. Esquema del modelo de aguas someras h es la profundi-
dad del fluido y H es la altura de la orografia (o fondo).

Discretizacién de las ecuaciones. Se utiliza el esquema de Lax-Wendroff, este con-
sigue una precisién razonable con una complejidad modesta. Este esquema tiene
precision de segundo orden y s6lo requiere un paso temporal previo, ademds, no
necesita ninguna difusién artificial en el tiempo o el espacio para mantenerse estable.
Al considerar una cantidad genérica g, primero se estima el valor de g en puntos
medios de la malla espacial y temporal:
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niie _ Tt _ At (ug+ U, —(ug+ U,

Tinj2) =7 2 Ax ’ (35)
nil/2 q,'r,lj + CIi',’j+1 _ ﬂ (UCI + V);l‘j+1 —(UCI + V),"l,j
Dij+1/2 = 5 > Ay :

donde U y V representan todos los términos con derivadas espaciales que de-
penden de las variables de pronéstico del modelo. Esto es parecido a un esquema
adelantado en tiempo, centrado en espacio en una dimensién, excepto que el stencil
se mueve s6lo medio paso en el tiempo y en el espacio.

Las ecuaciones anteriores se aplican a las cantidades k, uh y vh para obtener
N WL (R URYE, (R y 0L,

A partir de las cantidades que se calcularon en los puntos medios, se obtienen los
nuevos valores de uq + U y vq + V para cada una de las cantidades que se advectan.
Por ejemplo, para advectar uh se requiere u?h + gh?/2 en los puntos medios, que
pueden calcularse a partir de (uh)?/h + gh?/2. Entonces sigue que:

My~ (g +U)
Ax
1/2
Z}Zr/l/z—(vq +V)
Ay

n+1/2

(ug+U) Yy

(36)
1/2
t(vq+ V) Z;—/I/Z

—A

Esto es similar a un esquema centrado en tiempo y centrado en espacio en dos
dimensiones (que es lo que da al esquema de Lax—Wendroff la precisién de segundo
orden), la diferencia es que este esquema utiliza los valores en los puntos medios para
saltar al siguiente paso temporal, en lugar de usar los puntos de malla adyacentes para
saltar dos pasos temporales [2].

5. APLICACION DE LA MODELACION MATEMATICA DE LA CONTAMINACION EN RIOS Y
CANALES.

Sea [0, L] € R un rio de longitud L y [0, T] C R el intervalo en tiempo de la mo-
delacién. Se busca una funcién de concentracién ¢ = ¢(x, t) medida en unidades
de masa por volumen [g/m®] de una substancia contaminante tal que para todo
(x,t)e(0, L] x (0, T] satisface el modelo en ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)
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(7]
@+ gc 9 (goc +kc=Sen(0,L)x(0,T] 37)
ot 7 ox 3x( 6x) c=oenid ’
¢(x,0)=0sobre (0, L) (38)
c(0, t)= cy(t) sobre (0, T) (39)
a—C(L, t)=0sobre (0, T) (40)
ax

Comparacién de los esquemas FTCS, Upwind y Lax-Wendroff. En un ler experimen-
to se suponen los siguientes puntos: i) El contaminante es conservativo (k =0), ii) no
se presentan fuentes ni sumideros (S = 0), iii) el contaminante tiene dindmica tem-
poral, iv) al inicio de la simulacién el rio est4 libre de contaminacion, v) la velocidad
del rio es constante y vi) en la frontera de entrada tenemos una concentracion fija
mientras en la frontera de salida el contaminante escapa libremente.

El modelo es finalmente establecido al considerar los valores de sus pardmetros
dados en la siguiente tabla Asi, la concentracién C, del lado izquierdo del rio es trans-

Dato Ulm/seg] E[m?/seg] k[1/seg] Lim] GCylg/m® S
Valores 1.5 8.0 0 8000 150 0

TABLA 1. Datos y valores para el experimento numérico tomados de [7]

portada por adveccién y dispersién generando una onda que con el tiempo suficiente
alcanzara una misma concentracién a lo largo del rio. Para ver esto se compara el
c6digo del esquema Upwind con lo mostrado en [7] (Ver Figura 16), se puede observar
el comportamiento descrito y que las soluciones son practicamente iguales.

En un segundo experimento el contaminante es no conservativo al considerar una
velocidad de reaccién k =0.004se g™, Esto provoca que el contaminante muera. Esta
dindmica se observa en la Figura 17 donde las curvas de contaminante tienden a
reducirse conforme al tiempo. En dicha Figura también se compara el resultado con
el presetado por [7].

Una tdltima comparacion se hace entre los tres esquemas establecidos usando
los valores de la Tabla 1, pero se hace la suposicién de que el contaminante es no
conservativo. El resultado muestra que el esquema Upwind no presenta oscilaciones
espurias que suelen afectar a los métodos explicitos, entonces ésta es la mejor opcién
para simular la dindmica deseada.
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Lo anterior es el resultado de la adveccion dominante del fenémeno y que la infor-
macién fluye en sentido aguas-abajo, direccién que coincide con la adveccién dada
en el esquema Upwind. En cambio FTCS y Lax-Wendroff al considerar una derivada
centrada busca informacién tanto aguas arriba como aguas abajo lo que perjudica su
eficiencia generando oscilaciones espurias. La correccién que se hace a Lax-Wendroff
al afiadir el promedio de la advecci6n a la difusién ayuda a estabilizar la solucién pero
no en la medida necesaria para evitar del todo las oscilaciones. En el siguiente experi-
mento s6lo se considera el esquema Upwind, sin embargo es necesario insistir en que
lo anterior no descarta los otros esquemas simplemente tienen diferente desempernio
en acuerdo a los datos.
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(a) Tomada de Benedini & Tsakiris (b) Upwind

FIGURA 16. Contaminante conservativo: Comparacién de la solucién dada
en [7] y la obtenida con el esquema de tipo Upwind

Simulacién numérica de la contaminacion en el rio Santiago. En el siguiente experi-
mento se aborda una situacién realista sobre el Rio Santiago localizado en el estado
de Jalisco (Ver Figura 19). La zona de estudio comienza al inicio del rio en la Laguna
de Chapala hasta cerca de la poblacién del El Salto. Este rio se caracteriza por sus altos
niveles de contaminacién.

donde resta definir la velocidad del rio U, el forzamiento S y el valor de los diferentes
parametros.

Respecto a la velocidad U se tienen diferentes alternativas ante la falta de medicio-
nes: Tomar valores medios de la velocidad de la literatura (ver por ejemplo la Tabla de
[7]). Simular la velocidad con otro modelo en EDPs como las ampliamente utilizadas
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FIGURA 17. Contaminante no conservativo: Comparacién de la solucién
dada en [7] y la obtenida con el esquema de tipo Upwind

ecuaciones de aguas someras (o Shallow-waters en inglés). Si se dispone de alguna
medicién usar formular empiricas como la férmula de Manning,

1
U=—R*s)?, 41)
n

con n el coeficiente de rugosidad de Manning, R el radio hidraulico y S, la pendiente
del fondo del rio.

Ante la falta de mediciones, se supone que el ancho del Rio Santiago es similar a su
radio hidraulico R ~ 0.5 x ancho. Esta imposicién-totalmente arbitraria—permite sin
embargo, usar la férmula de Manning para obtener una velocidad con variabilidad
local (Figura 20(a)). De forma similar, dado que la altura del rio sobre el nivel del mar
(sobre-elevacidn) tiene una clara forma de escal6n (Figura 19), se fijan cuatro puntos
del rio y con interpolacién se genera la funcién altura h(x), a partir de h(x) es posible
obtener la pendiente S, (Figura 20(b)).

Con las estimaciones de R y Sy, junto al valor n = 0.06 del coeficiente de Manning se
estima la velocidad U(x) alo largo del rio (Figura 20(c)). Se observa un comportamien-
to creciente que resalta la parte del rio donde se tiene una pendiente pronunciaday el
cambio respecto al ancho en la forma de curvas suaves.

Respecto a las descargas se supone la existencia de dos zonas de descarga caracte-
rizadas con la funcién (42), donde se considera que se descarga es mayor a mediodia
y menor en los extremos (madrugada y comenzada la noche). Asi en la Figura 20(d)
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FIGURA 18. Compacion de los esquemas explicitos Upwind, FTCS y Lax-
Wendroff. Es claro que el esquema Upwind es la mejor opcién ya que no
presenta oscilaciones espurias, mientras el peor es el FTCS.

se observan claramente la periodicidad en los dias de descarga y donde una zona
descarga més que otra. Ademds se localizan las descargas en punto 1 (x; =2.5Km)y
punto 2 (x, =35.0 Km).

Dicho lo anterior a continuacion se debe definir el forzamiento del modelo, esto es,
la funcién S = S(x, t). Para esto se tienen dos opciones, descargas puntuales y aportes
por zonas. Para el caso puntual se utiliza la funcién 6 de Dirac junto a una funcién de
la magnitud de la descarga m(t)

S(x,t)=m(t)6(x— xz) (42)
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eccion del rio Santiago

FIGURA 19. Imagen de la zona de estudio sobre el Rio Santiago (mar-
cada en azul), extraida de Google-Earth. En la parte baja se observa
la elevacién del rio respecto al nivel medio del mar. Sobre esto tltimo
se nota que el rio puede dividirse en tres zonas, con una pendiente
moderada la primera, una pendiente pronunciada y una tltima zona
con pendiente caso constante

con m(t)la magnitud de la descargay ¢ la funcién dada por

) Lsix=x,4
Ox—Xq):= { 0, en otro caso
Para la descarga por zona se utiliza una campana de Gauss dada por
S(x, t)=m(t)exp(=n(x—xq)*) (43)

con 7 la amplitud de la campana, m(¢) un flujo de masa y x; € (0, L) el punto de
descarga. Una opcion interesante para simular el flujo de masa m(t) es la siguiente

m(t)= fnax [Senz (#E;)O))]
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con f,,, el valor maximo de descarga por diay ¢ el vector de tiempo que considere
uno o mas dias. Note que la férmula toma el tiempo en segundos.

Finalmente se consideran 2 dias de simulacién lo que genera la distribucién de
la contaminacién en la Figura (21). En dicha Figura se observa con claridad la perio-
dicidad diaria de los vertidos, la estela generada por la velocidad U, la resistencia al
transporte dada por la difusividad, la degradacién del contaminante por su velocidad
de reaccion, la nula entrada de contaminante en el extremo izquierdo asi como su
escape al final del rio.
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FIGURA 20. Algunas entradas del modelo para el Rio Santiago: 20(a) Fun-
cién del ancho del rio obtenida con técnicas de interpolacién. 20(b) Funcién
obtenida con técnicas de interpolacién. 20(c) Estimacién de la velocidad
usando la férmula de Manning. 20(d) Flujo mésico de contaminante en los
dos puntos de descarga, punto 1 (azul) y punto 2 (rojo).
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Dato E[m?/seg] k[l/seg]l L[Km] Tl[seg] Cylg/m3] n
Valores 8.0 0.04 63.5 432000 0 0.06

TABLA 2. Datosy valores para el experimento numérico tomados de
Benedini & Tsakiris (2013)
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Concentracion [g m'3]
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FIGURA 21. Concentracion del contaminante después de dos dias
de simulacion. Se observa las diferencias entre las magnitudes de las
zonas de vertido ademads de su periodicidad por dia.

Con base en el material bibliografico referente a la modelacién de la dispersién
de contaminantes en rios y canales [7], se presenta una metodologia completa en
diferencias finitas para resolver la ecuacién de transporte con condiciones Dirichlet
y Neumann y dependiente del tiempo. Con el objetivo de generar una solucién de
calidad se realiz6 una comparacién entre [7] y los resultados obtenidos donde logré
una gran similitud. Con lo anterior como base, se presenté una simulacién numérica
de un dominio real, el Rio Santiago, donde se emplearon més herramientas como el
uso de la férmula de Manning para obtener una velocidad variable y la definicién de
las descargas de contaminantes de tipo puntual basadas en distribuciones Gaussianas.
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ESTADISTICA ROBUSTA

JESSICA JACQUELINE MACHUCA VERGARA, JORGE ALBERTO RODRIGUEZ CASTRO,
PORFIRIO GUTIERREZ GONZALEZ, LIZBETH DIAZ CALDERA, CECILIA GARIBAY LOPEZ

RESUMEN. Cuando se realiza un andlisis estadistico por medio de la prueba
de hipétesis, en la estadistica clasica, se puede llegar a una conclusién no
muy precisa, sobre todo cuando hay datos atipicos o aberrantes, el presente
articulo se hard un a presentacion de la estadistica robusta la cual toma una
mayor importancia en el comportamiento del conjunto de los datos y le
dismuinuye la importancia a los datos atipicos.

1. INTRODUCCION

Los estadisticos descriptivos cldsicos por excelencia, la media aritmética y la desvia-
ci6n estandar, cambian sustancialmente su valor ante la presencia de datos atipicos
o aberrantes, lo que los convierte en estadisticos poco confiables en la toma de de-
cisiones. La perspectiva de la estadistica robusta se ha centrado en la utilizacién de
estadisticos robustos en el andlisis de datos con distribucién asimétrica o bien ante la
presencia de puntos atipicos. Los estadisticos robustos toman mayor importancia en
el comportamiento del conjunto de los datos y muy poca importancia en los puntos
atipicos o aberrantes. Una preocupacion relevante es cuando se realiza la prueba
de hipé6tesis de un pardmetro, como podria ser el de la media poblacional; si en el
conjunto de datos, mediante el anélisis de un diagrama de caja o caja de bigotes, se
identifican la presencia de puntos atipicos, esto implicaria que la media muestral este
movida ya sea hacia la derecha o izquierda; ademés dependiendo de que tan alejados
sean los puntos atipicos, éstos crecentaran la variacién, dando como resultado un
valor mayor en la desviacion estdndar o varianza muestral de los datos. Al realizar la
prueba de hipétesis de la comparacién de una media poblacional, el resultado de la

Palabras Claves. Robusta, Media recortada, Media Winsorizada, Desviacion estiandar
winsorizada.
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prueba estadistica estaria afectado y seria tomar una decisién incorrecta. El objetivo
de este trabajo es comparar el andlisis estadistico utilizando la prueba de hipétesis
de la estadistica cldasica, con la prueba de hipétesis de la estadistica robusta con un
ejemplo practico relacionado con un conjunto de datos del peso de capsulas de cierto
medicamento. Los datos del ejemplo practico de las capsulas se caracteriza por tener
puntos atipicos o aberrantes.

2. PRUEBA DE HIPOTESIS PARA LA IGUALDAD DE UNA MEDIA POBLACION Y VARIANZA
DESCONOCIDA

En muchos problemas de la ciencia, de la experimentacion, de la ingenieria, de
la calidad, y del control estadistico de procesos se requiere aceptar o rechazar una
proposicion sobre algtin pardmetro (la media o desviacién estandar). Esta proposicién
recibe el nombre de hipétesis. Y el procedimiento sobre la toma de decisién sobre la
hipétesis, se le conoce como prueba de hipétesis.

2.1. Hipétesisestadisticas. Una hipétesis estadistica es una proposicion o supuesto
sobre los pardmetros de una o mas poblaciones. En la Tablal se encuentran los pesos
en miligramos de una capsula de cierto medicamento. La empresa farmacéutica esta
interesada en el peso 6ptimo de 240 miligramos (mg).

225.4 | 234.1 | 231.9 | 242.4 | 236.1
234.1 | 240.9 | 235.4 | 238.3 | 231.1
234.1 | 248.3 | 234.1 | 234.9 | 235.9
233.8 | 236.4 | 234.1 | 236.8 | 235.6
227.4 | 240.9 | 232.2 | 236.5 | 237.9
238.8 | 231.1 | 236.6 | 237.1 | 236.2
235.5 | 236.5 | 240.2 | 237.3 | 238.8
233.1 | 234.9 | 237.8 | 237.6 | 252.9

TABLA 1. Peso de las capsulas de un medicamento



ESTADISTICA ROBUSTA 115

Por consiguiente, el planteamiento de las hipoétesis se puede expresar simbélica-
mente como,

Hy:u=240mg
H,:u#240mg

La proposicién Hy : u = 240mg, se conoce como Hipétesis nula, mientras que la
proposiciéon H, : u # 240mg , recibe el nombre de Hipétesis alternativa. En la hip6-
tesis alternativa se especifican los valores de u que pueden ser mayores 0 menores
que 240mg, también se conoce como Hipétesis alternativa bilateral. En algunas
situaciones, lo que se desea es formular una Hipétesis alternativa unilateral, como
pudieran ser,

Hy:u=240mg ) Hy:u=240mg

H,:u<240mg © H,:u>240mg

De este modo, en forma general podemos decir que la Hip6tesis nula, representada

por Hy, es la afirmacion sobre una o més caracteristicas de poblaciones que al inicio se
supone cierta (es decir, una «creencia a priori»). La Hip6tesis alternativa, representada
por H,, es la afirmacién contradictoria a la hipétesis nula H,.

2.2. Estadistico de Prueba de la T-student. Para determinar estadisticamente cual
de las dos hipétesis son estadisticamente validas en relacién con el valor de la media
poblacional, se requiere el Estadistico de Prueba de la t-student (ver expresion 1).

ly= 1

Donde ¢, sigue una distribucién t (t-Student) con n —1 grados de libertad, x esla
media muestral y S es la desviacion estdndar muestral.

2.3. Elnivel de confianza dado « (alfa) y region de rechazo de la hipé6tesis nula.
Un punto importante en la prueba de hipdtesis es la determinacién del nivel de
confianza dado « (alfa). El a es el valor de la probabilidad que determina el 4rea de
rechazo de lo afirmado por la hip6tesis nula en relacién al valor del pardmetro (media
poblacional). El valor del nivel de confianza a es especificado por el investigador;
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los niveles de confianza méas comtnmente usados son: ¢ =0.10, ¢ =0.05,y @ = 0.01
correspondientes al 90 %, 95 % y 99 % de confianza estadistica, respectivamente. En la
figura 1 se puede ver la regién de rechazo y la regioén de aceptacién para un a = 0.05;
los valores —f4/5 n—1 Y t4/2,n—1, SON considerados los valores criticos cuyos valores se
pueden encontrar en las tablas de la t-student para n — 1 grados de libertad y un nivel
de confianza a dado. En la curva de la distribucién t-student de la figura 1 se puede
ver que para un a = 0.05, el valor de a/2 = 0.025 representa el 4rea sombreada tanto
del lado izquierdo como del lado derecho de la curva de una distribucién muestral
t-student con n — 1 grados de libertad. El drea sombreada del lado izquierdo y el
drea sombreada del lado derecho de la curva de la distribucién t-student en la figura
1 representan el valor de probabilidad para —t < —f4/2),(n—1)) Y PAra t > f(q/2)(n—1))
respectivamente para un @ = 0.05 y se pueden representar matemdaticamente como

a a
P(—t <_ta/2,n—1): 5 =0.025 y P(t > ta/z,n—l): 5 =0.025

respectivamente.
Grafica de distribucion
0.4 /\
f.f X
/ \
\
p3 «=0.05 \
\
A
G / 0.95
5 02
o Regién de aceptacién de Ho\,
\
/ \
/ \
01 / %\
Regién de rechazo de Ho, Reg{on de rechazo de Ho
@/2=0.025 ' «/2=0.025
0.0 —
2.042 o 2042
Hlew2)n-1) t H(ew2)(n-1))

FIGURA 1. Determinacion de la region de rechazo de la hipétesis nula.

Por lo tanto, para todo valor de £, (ver expresién 1) que esté en la region de rechazo
tanto por el lado izquierdo como en el lado derecho de la curva de la figura 2 se puede
determinar que se rechaza lo afirmado por la hipétesis nula (Hy); y por consecuencia
todo valor de f, que esté en la regién de aceptacion de la curva de la figura 2, se
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podré determinar que no fue posible rechazar lo afirmado por la hipétesis nula (Hy).
Con este criterio, se puede afirmar que la hipétesis nula Hy, serd rechazada cuando
—fy <—1y/2,n—1 0 cuando fy > g3 p—1, paraun a dado (ver figura 2).

Grafica de distribucion

0.4

AT
@=0.05 / \
/
/ \
0.3 | '-.\
/ I\
2 /
2 / \
£ 02 / \
o !
/ \
7
\
/
O ppte-t(e2)in-1)=a/270.025 P(t>t((lw2)(n-1)))=a/2=0.025
i \
O.UJ ¥
-2.042 Q 2.042
tilar2)(n-1)) : t{e/2){n-1))

FIGURA 2. Valores de probabilidad de la regién de rechazo

2.4. Ejemplo del peso de las capsulas de un fairmaco. En una empresa del ramo
farmacéutico estan interesada en el peso optimo de las capsulas de un medicamento
el cual consideran que debe ser de 240 miligramos (mg). Para analizar si el peso de las
capsulas cumple con el valor 6ptimo de 240 mg. Analizaron el peso de 40 capsulas
(tabla 1); en la tabla 2.2 se pueden ver el promedio, el minimo, méximo y desviacién
estdndar de los pesos de las capsulas.

Noétese que el promedio del peso de las capsulas es de 236.32, el cual esta por debajo
del peso optimo que debe ser de 240 mg. Haciendo la prueba de hipétesis para
verificar si el peso promedio de las capsulas es de 240 mg y utilizando el estadistico
de prueba de la expresion 1, se tiene que

236.32—240
h="7373

V10

=—4.97
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Promedio 236.325

Desviacion Estandar | 4.73496
Minimo 2254
Maximo 252.9

TABLA 2. Estadisticos basicos del peso de las capsulas

Considerando el valor de las tablas de la t-student para 39 grados de libertad y /2 =
0.025, se tiene que la ¢ de las tablas de la t-student es —2.02, por consiguiente, se tiene
que —7o < —f0.025)39)) €5 decir —4.97 < —2.02, por lo tanto, se rechaza que las capsulas
cumplen con el peso promedio de 240 mg, en consecuencia, el peso promedio es
menor, por lo tanto, la empresa requiere hacer ajustes para mover el promedio al valor
optimo deseado.

2.4.1. Estimacion por intervalo para una media con varianza desconocida. Una vez
que se ha realizado la prueba de hip6tesis de un parametro, es recomendable com-
plementar el resultado estadistico con la estimacion del intervalo de confianza de la
media poblacional.

Sea x;, X,, X3, ..., X, €S una muestra aleatoria de tamafio n tomada de una poblacién
normal con media u y varianza o desconocida. Entonces un intervalo de confianza
del 100%(1 —a) para u esta dado por

X —tapn-1)—= SUS X+ Lgpn-1)—= 2

Donde —f(4/2, n—1) ¥ f(a/2,n—1) SON l0s puntos criticos de la distribucion t-student para
un nivel de confianza a y con n—1 grados de libertad, ademads X y S, son la mediay
desviacién estdindar muestral respectivamente. Por ejemplo, considerando los datos
del ejemplo del peso de las capsulas de la tabla 1, se tiene que la media y desviacién
estandar muestral son 236.325 y 4.73496 respectivamente (tabla 2), ademads el valor
de la t-student de las tablas para un /2 = 0.025, (a = 0.05) y 39 grados de libertad es
igual a 2.042 (figura 2); por consiguiente, utilizando la expresién 2 con un n =40, el
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intervalo de confianza para la media poblacional del peso de las capsulas se obtiene
asi,

4.73496 4.73496
<u<236.325+2.042

V40 V40
236.325—1.528 < 1 <236.325+1.528

234.79 < u <237.85 3)

236.325—2.042

El resultado del intervalo de confianza de la expresion 3, estadisticamente se inter-
preta que con una confianza estadistica del 95 % la media poblacional del peso de las
capsulas esta entre 234.79 mg a 237.85 mg, muy lejos de cumplir con el pardmetro
ideal de 240 mg, por lo que indica que la empresa farmacéutica debe modificar el
proceso a fin de lograr que se alcance el peso ideal de las capsulas.

2.5. Identificaci6on de puntos atipicos. Existen varias pruebas estadisticas para
identificar puntos atipicos o puntos aberrantes, entre una de ellas es la grafica de caja
o cajay bigotes.

2.5.1. Diagrama de cajay bigote. El diagrama de caja y bigote se utiliza para deter-
minar la categoria de dato atipico para observaciones distantes. Su construccion es
sencilla, primero se obtiene el cuartil.

Los cuartiles son aquellos nimeros que dividen en cuatro partes porcentualmente
iguales a un conjunto de datos ordenados. Hay tres cuartiles. El cuartil inferior (Q1), es
el valor en el cual o por debajo del cual queda aproximadamente el 25 % de los datos.
El segundo cuartil o mediana es el valor central, por debajo del cual queda el 50 %de
los datos, el cuartil superior (Q3) es el valor por debajo del cual quedan el 75% de los
datos.

Una vez obtenido los cuartiles se procede a dibujar una caja que se extienda desde
el cuartil inferior del conjunto de datos hasta cuartil superior, este es el intervalo
cubierto por el 50 %de los valores de los datos ordenados de menor a mayor. Se dibuja
una linea vertical en la mediana y se coloca un simbolo +en el lugar correspondiente
de la media muestral. Los bigotes se dibujan desde los extremos de la caja hasta los
valores minimo y maximo de los datos, a menos que haya valores inusualmente muy
alejados de la caja (a los cuales Tukey llama puntos extremos).

Para considerar si un punto es atipico se compara su valor contra el rango Inter-
cuartilico que es igual a la diferencia entre el cuartil superior y el cuartil inferior, es
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decir:
Rango Intercuartilico=Q3—Q1.

Y un punto se considera un punto atipico o extremo si excede a mds de 1.5 veces
el rango intercuartilico. Asi, un punto a més de 3 veces el rango intercuartilico se
considera punto extremo lejano y se indican por un signo + superpuesto por arriba del
punto. Si hay puntos aberrantes (extremos o extremos lejanos), los bigotes se dibujan
en valor minimo y maximo que no sean puntos aberrantes. En la figura 3 se puede ver
la grafica de caja y bigotes del ejemplo del peso de las capsulas de un medicamento.

Grifico de Caja y Bigotes

L L L L L
220 230 240 250 260
PESO

FIGURA 3. Diagrama de caja y bigotes del peso de las capsulas

Notese que en el diagrama de caja y bigotes del peso de las capsulas se identifican
4 puntos atipicos, dos puntos por el lado izquierdo y dos puntos por el lado derecho.
Por conocimiento de estadistica se sabe que el promedio del peso se ve afectado
por los puntos atipicos. Los puntos atipicos o valores extremos son observaciones
que se consideran inusualmente alejadas de la masa del conjunto de datos, con base
estadistica no parecen corresponderse con el resto de los valores. Los puntos atipicos
o valores extremos pueden ser consecuencia de algunos factores, entre los que destaca
el origen de un error de medicién, o pueden ser indicativos de fallas en la variacién en
los procesos; de cualquier forma, e independientemente del origen de un valor atipico
se debe comprobar primeramente que es un dato atipico; si dicho dato es identificado
como un punto atipico por una herramienta estadistica, esto no implica que tenga
que ser retirado del conjunto de datos. Estadisticamente se tiene el conocimiento
de que cualquier prueba estadistica paramétrica puede ser afectada por la presencia
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de puntos atipicos. Una solucién parcial seria quitar los puntos atipicos y realizar
los andlisis si ellos, con lo que se esperaria una mejor estimacioén de la media y de la
desviacién estdndar, pero no es recomendable. Un enfoque seria realizar un anélisis
de datos utilizando la estadistica robusta.

2.6. Prueba de hip6tesis con la estadistica robusta. Los métodos estadisticos ro-
bustos complementan a los métodos estadisticos cldsicos y configuran un andlisis de
mejor estimacién en los estadisticos ante la presencia de datos atipicos. El término
robusto fue establecido por Box [1]. Trabajos posteriores fueron reforzando la teoria,
destacando a Quenouille (1956) [2], con técnicas que permiten reducir el sesgo y es-
tablecer nuevos entornos para la estimacion; Anscombe (1960) [3], estimulando la
investigacion teérica y experimental en datos extremos; Huber (1964) [4], desarrollan-
do procedimientos estadisticos robustos; Hampel (1968) [5], introduciendo el uso de
curvas de influencia para analizar la sensibilidad de los estimadores; Jaeckel (1971) [6]
y Berger (1976) [7], sobre aspectos de admisibilidad de los estimadores. Se dice que
una prueba estadistica es robusta si a pesar de que no cumple que algtin supuesto
paramétrico (tamafio de muestra, normalidad, etc.) se pueden obtener conclusiones
estadisticas validas sin que afecte substancialmente en las conclusiones. Es decir, es la
habilidad de una prueba estadistica especifica para suministrar una estimacién exacta
de la probabilidad de los errores tipo I y II, aun cuando algtin supuesto paramétrico
no se cumpla. Existen pruebas de hipétesis que son utilizadas, aun cuando no se
cumplan los supuestos paramétricos, un ejemplo de ellas son las pruebas de hip6tesis
no paramétricas. Por lo tanto, la robustez es una propiedad deseable en los estadisticos
de prueba.

2.7. Estadistica descriptiva. En los andlisis de los datos de las observaciones de
las mediciones de la calidad de los productos en las industrias se debe de iniciar con
un andlisis de datos de estadistica descriptiva. A partir de los anélisis da datos de
estadistica descriptiva el ingeniero de la calidad podra identificar qué tipo de varia-
cioén se presenta en los procesos, y es posible determinar si la variacién cumple con
la variacién determinada por las especificaciones, identificar las tendencias de los
datos y verificar si el proceso estd centrado con respecto al valor optimo del proceso.
Ademds, con un diagrama de caja y bigotes identificar la presencias de puntos atipicos
o aberrantes. En esta sesién hablaremos de los estadisticos descriptivos tales como
media recortada, media winsorizada, suma de desviaciones cuadraticas winsorizada,



122 MACHUCA, RODRIGUEZ, GUTIERREZ, DIAZ, GARIBAY

varianza winsorizada, varianza recortada e intervalo de confianza de la media recorta-
da; cuyo calculo es necesario para la realizacién de las pruebas estadisticas robustas y
realizar andlisis robustos y disminuir el efecto producido por la presencia de puntos
atipicos.

2.7.1. Media recortada. La media recortada permite eliminar un determinado ni-
mero o proporcién de observaciones a cada lado de la distribucién. Con este indice se
puede obtener una medida de localizacion resistente tras el recorte de los posibles
valores atipicos presentes en la distribucién. Sea x;, x,, X3, ..., X,;, observaciones o me-
diciones de muestra de tamafio n, la media recortada se obtiene mediante la siguiente
expresion:

xg+1+X2+"‘+xn7g

x(p)= 4

n—2g

Donde g representa el ntimero de observaciones que deben ser eliminadas de cada
extremo de la distribucién y viene dado por la parte entera del valor resultante de
g = pn; donde p representa el porcentaje de mediciones a quitar de la muestra. En el
ejemplo del peso de las capsulas y con base al diagrama de cajay bigotes dela figura 3 se
observan 2 puntos atipicos por cada lado de la distribucién (225.4,227.4,248.3,252.9),
por tanto, el valor de g es 2; en consecuencia, el valor de p es el resultado de 2/40(p =
g/n), lo que representa que p = 0.05 y por consiguiente se recortara la muestra en 5 %.
Utilizando la expresion 4, la media recortada del peso de las capsulas al 5% su valor
estimado es X(p)=236.08.

2.7.2. La media winsorizada. La diferencia entre la media recortada y la media win-
sorizada es que en lugar de eliminar un numero entero de observaciones de cada
extremo, se sustituye por el ultimo valor, en cada extremo de la distribucién de los
datos. La media winsorizada X,,(p) con una proporcién p de casos sustituidos en cada
extremo viene dada por:

_ (g + 1)xg-*—l + Xg+2 +ee +(g + l)xn—g
n

Xw(p) 5)



ESTADISTICA ROBUSTA 123

Utilizando la expresién 5 en los datos del peso de las capsulas la media winsorizada
es 236.15.

2.7.3. Lasuma de desviaciones cuadrdticas winsorizada. La suma de las desviacio-
nes cuadréticas winsorizada SD C(x,,(p)), representa la distancia cuadrética de las
observaciones respecto a su media y se obtiene mediante la siguiente expresion,

SD C(-X'w(p)) = (g + 1)(xg+1 - J_Cw(P))Z +(xg+2 - J_Cw(P))z t-t (g + 1)(xn7g - J_Cw(P))Z (6)

El valor de la suma de la desviaciones cuadraticas winsorizada se los pesos de las
capsulas es

SDC(%,(p))=475.9482

2.7.4. Varianza winsorizada. La Varianza winsorizada S§ (p) se obtiene como una
w

varianza muestral, una vez que la muestra fue winsorizada y se obtiene mediante la

siguiente expresion,

_ SDC(y(p)

Sz (p) p—

)

Utilizando la expresién 7 y los datos de los pesos de las capsula se tiene que la
varianza winsorizada es S:%w (p)=12.2038

2.7.5. Varianza recortada. Elvalor de la varianza winsorizada es utilizada para obte-
ner la varianza estimada de una media recortada x(p) (ver expresion 4). El valor de la
varianza recortada se obtiene mediante la siguiente expresion,

2

S?
2(p)= —ulP)
Sz(p)= n(l—2pF ®)
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Tomando los pesos de la capsulas y la expresién 8 la varianza recortada del es
$%(p)=10.3766.

2.8. Prueba de hipétesis de un pardmetro de la media poblacional. El plantea-
miento de las hipétesis del ejemplo de los pesos de las capsulas (tabla 1) se puede
expresar simbélicamente como,

Hy:u=240 mg

H,:u#240 mg

Considerando la estimacion de la media recortada x(p) (expresion 4) y la desvia-
cién y la suma de las desviaciones cuadréticas winsorizada (expresion 6, Tukey y
McLaughlin (11) propusieron la siguiente prueba robusta,

l=—— €))

Donde h = n—2g es el nimero de observaciones que quedan después de eliminar
g observaciones en cada extremo de la distribucién de los datos. El valor de la ¢ de la
expresion 9 es comparada con el valor el valor de las tablas de la t-student para un
nivel de confianza dado a y h —1 grados de libertad.
Considerando el ejemplo de los pesos de las capsulas y utilizando la expresiéon 9 se
tiene que el estadistico de prueba ¢ es

| _ 236.08—240

475.9482
36(35)

=—6.379

Considerando el valor de las tablas de la t-student para i —1 = 35 grados de libertad
y a/2=0.025, se tiene que la ¢ de las tablas de la t-student es —2.03, en consecuencia,
se tiene que —f, < —¥p.25)35), €S decir —6.379 < —2.03, por lo tanto, se rechaza que
las capsulas cumplen con el peso promedio de 240mg, por consiguiente, el peso
promedio es menor, por lo tanto, la empresa requiere hacer ajustes para mover el
promedio al valor optimo deseado.

2.9. Intervalo de confianza para la media recortada. Después de haber probado la
hipétesis de la media recortada como se ilustro en la seccién 2.8, es recomendable
complementar el resultado estadistico con la estimacién del intervalo de confianza
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de la media poblacional. Para ello, en primer lugar, se requiere conocer el valor del
error estandar muestral de la distribucién de medias recortadas, que depende de la
proporcidén de las observaciones recortadas. El error estindar de la media recortada
es estimado mediante la siguiente expresion,

EE(x(p))=Szp) (10)

Una vez estimado el error estindar de la media recortada se procede a estimar el
intervalo de confianza de la media poblacién mediante la siguiente expresion,

236.08 — t(a/zyn_gg_l)sx(p) <pu<236.08+ t(a/z,n_zg_l]sx(p) 1n

Donde n—2g —1 son los grados de libertad de la distribucién t-student después
de recortar la muestra en una proporcion p; a es el nivel de confianza dado y S,
es el error estindar de la media recortada. Utilizando la expresion 11 y el valor de la
t-student de la tabla igual a 2.03 para 35 grados de libertad y /2 =0.025 (a=0.05);
el intervalo de confianza para la media recortada del ejemplo del peso de las capsulas
se obtiene asi,

236.08—2.03(0.6136) < 4 <236.08 +2.03(0.6136)
236.08—1.24 < <236.08+1.245
236.08—1.245 < u <236.08 +1.245

234.83 < <237.32 (12)

Elresultado del intervalo de confianza de la expresion 12, estadisticamente se inter-
preta que con una confianza estadistica del 95 % la media poblacional del peso de las
capsulas esta entre 234.83 mg a237.32 mg, muylejos de cumplir con el pardmetro
ideal de 240 mg, por lo que indica que la empresa farmacéutica debe modificar el
proceso a fin de lograr que se alcance el peso ideal de las capsulas.
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3. CONCLUSION

En la tabla 3.1 se puede ver una sintesis de los resultados del intervalo de confianza
de la media al 95 % de la prueba paramétrica vs la prueba robusta. Nétese que amabas
pruebas rechazan el cumplimiento del pardmetro del peso de las capsulas. Aunque la
estimacion de la media en la prueba paramétrica incluye los puntos atipicos de ambos
extremos, podemos ver en la estimacion de la prueba robusta con la media recortada
no se observa diferencias estadisticas en la estimacién tanto de la media como el del
intervalo de confianza, lo que demuestra una buena aproximacion con lo obtenido en
lo paramétrico, a pesar de haberse quitado los puntos atipicos. Esto demuestra una
gran bondad en el uso de pruebas robustas en problemas de mediciones de productos
industriales que se pueden ver afectados sus resultados en los pardmetros de calidad.
Aunque la pruebas robustas se pueden utilizar ante la presencia de puntos atipicos
o puntos alejados, se recomienda investigar la procedencia o causa que provoca la
presencia de ello; la recurrencia de puntos atipicos en la toma de las muestras es
un indicativo que puede haber una afectacién directa en el proceso, aunque siem-
pre es conveniente revisar y analizar el sistema de medicion y la calibracién de los
instrumentos de medicién, antes de realizar cualquier mejora del proceso.

Estimacién paramétrica Estimacién Robusta
Media Intervalo de Media Intervalo de
muestral confianza al 95% muestral confianza al 95%
236.325 234.79—237.85 236.08 234.83—237.32
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UNA INTRODUCCION A LAS VARIEDADES DETERMINANTALES

0. MATA-GUTIERREZ, M.P. SUAREZ-FERNANDEZ, ].M. MARQUEZ-BOBADILLA

RESUMEN. Estas notas fueron creadas para la Escuela de Verano del Depar-
tamento de Matematicas del 2023 y estdn dirigidas a estudiantes con cono-
cimientos bésicos de anillos, campos y espacios vectoriales. Su intencién es
dar una breve introduccién a algunos conceptos bdsicos de la Geometria
Algebraica y mostrar algunos ejemplos de Variedades Determinantales. En
particular, un objetivo entender a las Variedades Grassmannianas como un
objeto que parametriza subespacios vectoriales y que ademads tiene una es-
tructura de Variedad Proyectiva Determinantal. Adicionalmente caracterizar
a otras variedades que surgen en la Geometria Algebraica.

Se espera que estas notas ayuden al lector interesado a incursionar en el mundo
de la Geometria Algebraica. El material aqui expuesto puede encontrarse en libros
clasicos como [F], [JH], [RH],[Sh],[SL]. Al estudiante de licenciatura que cuente con
conocimientos bésicos de teoria de grupos, anillos y espacios vectoriales, le serd una
coleccién de valiosas experiencias.

1. DETERMINANTES, INVERSA, CAMBIO DE BASE

En esta seccion, recordaremos el determinante de una matriz y la inversa de una
matriz. Iniciamos con la definicién, luego veremos como calcular la inversa en dis-
tintos contextos, concluiremos con un ejemplo para ilustrar el cambio de base (de
componentes).

Consideremos el siguiente conjunto M = A,,,,, de matrices cuadradas con entra-
das en S. Se define el determinante como una funcién det: M — S. En particular, el
conjunto codominio puede ser los reales R o los complejos C.

Maés atin, si A= (aij), 1<, j,< n, entonces

det(A): allAu +"‘+d1nA1n,

Palabras Claves. Geometria Algebraica, Variedades, Grassmmaniana.
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con A;; = (—1)H+ det(M; i) los cuales se les conoce como los cofactores de la matriz A
y las submatrices M, ; cuadradas, llamada menor de Ay se obtiene de la matriz A al
tomar matrices de (n —1) x (rn —1), eliminando la fila i y la columna j de A.

Luego calcularemos el determinante bajo el siguiente criterio:

Si A=(a;;) es una matriz de dimensién 1 x 1, entonces el determinante es a;;.

Por ejemplo, para matrices de dimension 2 x 2 al aplicar la definicién, se tiene

detA = aHAH + alelz,
pero como Ay; = a,, y Ajp =—a,,, Se sigue que
detA = allazz - d12a21 .

En términos de permutaciones, para una matriz A =[a; j] de n x n, sudeterminante
se calcula
Z (—1)0(110(1) *Aog(2) " Ano(n)
g€S,
donde (—1)? es la paridad de la permutacién o en el grupo S,, de biyecciones en un
conjunto de 7 letras. La anterior nos lleva a hacer la siguiente observacion.

Observacion 1.1. La anterior definicion nos dice que para calcular el determinante
no importa que fila o columna elijamos. Entonces cuando la matriz tenga un mayor
niimero de ceros en una columna o fila te simplificard los cdlculos, si la utilizas para
obtener el determinante.

Por otro lado, si A es una matriz cuadrada tal que d e t(A) # 0, entonces la inversa
de A es una matriz B cuadrada tal que AB=BA=11,,.

Notemos que la inversa es tinica. Ademds, si A es una matriz diagonal la inversa es
el reciproco de los elementos de la diagonal.

En general la inversa de una matriz la podemos calcular como

1 _ adj(4)
det(A)’
donde, adj(A) es la adjunta de A, 1a cual se calcula como la matriz de cofactores trans-

puesta.

Una aplicacién inmediata permite establecer como serdn los componentes de un
vector escrito en una base inicial (canénica) y después de considerar un cambio de
base en el espacio, esto es, una eleccién de vectores linealmente independientes que
genera el espacio y describan desde otro punto de vista a de algtin vector de prueba
(algo relativista (relatividad)):
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Ejemplo 1.2. Ilustremos adicionalmente, con convenciones matriciales adecuadas,
como obtener los componentes nuevos de un vector en R? después ejecutar el cambio de
base:

b, = e +3e,

&
I

e;+5e,,

cuya matriz asociada elegimos[A] =
3 5

Trabajamos para expresar la base e, e, en términos de la base “nueva” y obtenemos

_ 5 3
e = Ebl_Eva
B :

1 1
e _§b1+§b2r

con matriz asociadal

[B]=

entonces si queremos, digamos, los componentes nuevos de v = 10e; + 23e,, substi-
tuiremos la informacién en B y obtendremos v = 3 b, — 1 b,. Vemos que las versiones
matriciales estdn conectadas asi:
5 1 27
7 T2 10

3 1 7
-3 2 23 —3

Observacion 1.3. El ejemplo ilustra que para obtener los componentes “nuevos” v,
de un vector, se multiplican la inversa de la matriz asociada al cambio de base por los
componentes “viejos” v,.
Podriamos escribir
v,=A""v,.

Esto es la version contravariante de b; = Ae;.

lnote que [B]=[A]™!
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2. FUNCIONES BILINEALES

Ahora, iniciaremos repasando lo que es una transformacién lineal, rango de una
transformacion lineal, transformaciones bilineales, formas bilineales y algunas pro-
piedades. Finalmente el espacio dual.

Sean V, W espacios vectoriales sobre un campo K. Una transformacién lineal, es
una funcién T : V — W, tal que satisface las siguientes condiciones:

a) T(u+v)=T(u)+T(v), paratodo u,veV,
b) T(au)=aT(u), paratodo a €K.
Si V, W espacios vectoriales, tal que dim(V)=n ydim(W)=m, T : V — W es una
transformacién lineal. Entonces, consideremos los siguientes conjuntos:
ker(T):={veV:T(v)=0},

im(T):={weW: existe veV,T(v)= w}.

Los cuales son la kernel o nucleo y la imagen de la transformacién transformacion
lineal. Ademas, el ker(7T) y im(T') son subespacios de V y de W respectivamente. Dado
que son subespacios, entonces tienen un base y se sigue que:

El rango es la dimensién de la imagen de la transformacién lineal, denotado por
p(T)yla nulidad v(T)esladimensién del kernel o el nucleo.

Sabemos que se cumple la siguiente relacion

p(T)+ WT)=dim(V). 1)
Ejemplo 2.1. Sean V =R3, W =R? y T : R® — R? una transformacion lineal definida

por
x x+y

T( vy =( _ )
Z =y

Ahora, calcularemos el ker(T), para ello tenemos que si v € R3, entonces T(v)=0 de

donde
X
[ x+y \ [ O
rly =2 )5 )

asz’,x+y=0yx—y=0porloquexzyzOyker(T)=<( 8 )>, se sigue que V(T)=0
y 1 por lo que que p =2.
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A continuacién daremos lo que es una funcién bilineal.
Sean U, V, W espacios vectoriales sobre el campo K. Sediceque B: U x V — W es
una funcién bilineal si cumple lo siguiente:
a) B(u;+ u,,v)= B(uy,v)+ B(u,,v)
b) B(u, v, +w)=B(u, )+ B(u, v,)
¢) B(Au,v)=B(u,Av)=AB(u,v),Paratodo u,u,,u, €U, v,v;,1,eV,AeK

Observacion 2.2. La definicion nos dice que al mantener una variable fija digamos

u €U, la funcion u— B(u, v) es lineal o bien v € V, v — B(u, v) es lineal.

Ademas, en el caso particular que el espacio vectorial W =K, las funciones bilinea-
les se dicen formas bilineales.

Ejemplo 2.3. Si f :R xR — R definida por f(u,v)= uv, es una forma bilineal.

Ejemplo2.4. SiA:=| ‘1 %2 | y._ge
azy  dp)

B:R*xR*> =R
B(u,v)=u"Av=ay, u>+ a;, uv + ay v+ ay v’
es una forma bilineal.

Si V es un espacio vectorial y K es un campo, entonces
Bil(V):={B:V xV —K: B es bilineal}
Notemos que f,g €Bil(V), u,v € V, A € K se cumple que:
a) (f+g)u,v)=f(u,v)+glu,v),
b) (Af)u,v)=2Af(u,v).
Lo cual da a Bil(V') estructura de espacio vectorial. Generalmente, los conjuntos se re-
lacionan mediante funciones, en los espacios vectoriales buscamos que se relacionen
mediante funciones que preserve la estructura vectorial para ello tenemos el siguiente
conjunto
homg(V,W):={T:V - W : f eslineal}.
Definicion 2.5.
V*=hom(V,K)={f:V =K} | f eslineal},
al cual se le conoce como el espacio dual de V.

Observacion 2.6. V* tiene estructura de espacio vectorial
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» (f+g)u)=f(u)+gu),
s Af) w)=Af(u), ueV,AekK.

A continuacién obtendremos una base de V* a partir de la base de V.

Proposicion 2.7. Sean {v,,---,v,} base de V espacio vectorial sobre el campoK. En-
tonces existen fi,-+ f,, € V*=hom(V,K) funcionales tales que f;(v;)=6;;.

)1 i=j,
% ‘{ 0 i#),
son linealmente independientes y generan a V*.

Demostracion. Sea o, fi+a, f,+::-a, f,, =0, evaluando en v; se tiene ¢; f;(v;) = a; =
0. Por otro lado, si f € V* tal que f(v;) = @; y consideremos g = Z?:l a;f;, notemos
que g(v;) = a; 1 <i < n v; € V elemento de la base luego f = g. Por tanto {f;}!,
genera a V*. Por tanto {f;}} , es base de V*, por lo tanto dim(V*)=n

Ejemplo 2.8. Considera {( } ) , ( g )} base de R?. entonces obtén una base para el

dual R¥.
Debemos encontrar la base de (R?)*, digamos { f,, f>}, donde

L, y)=aix+ay o folx,y)=pix+Poy

ﬁ(l,l):al+a2=1 y f1(0,2)=20{2=0
1 1
0o 2/
conces lai 1 - 1) (1
entonces ta inversa es 0 % 0 = 0V

hlx,y)=x , filx,y)=Bix+By,
f‘Z(l’l):/jl+ﬂ2:0 ) f2(0’2)22/52:l

. 1 0 -
, entonces la inversa es 1 =l © |
0 3 1 3

1 1

flx.y)==3x+ 5.

N—=

O -
N~

(
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Ejemplo 2.9. Otra forma de ilustrar seria, con los datos del cambio de base:

b, =ay e +ayp e,
A
b, =aye taye,

determinemos en forma eficiente su base dual. Entonces la matriz asociada

[A]:[ a;  dap ],

ax;  dp

debe tener det A # 0 para que A : de arriba sea un cambio de base.
Observe que 11 = [A]'[A] lo que implica que las filas de [ A]™* hacen Delta Kronecker
con las columnas de[A] i.e.

[1 0]:[ by, by, H ay alz]
0 1 by by, a1 A
Ahi es donde podemos ver la base dual f,, f, de la base b, b,, a saber

fl =[bn b

f=0by byl
En términos de la base dual 4, €,, canonica de e, e, tendremos

fi=bue+bg,,
o= by 81+ bygs,
que tiene matriz asociada [A]".
Definicién 2.10. Una forma bilineal B se dice simétrica si
B(u,v)=B(v, u)
Relacién entre las matrices simétricas y formas bilineales simétricas

Proposicion 2.11. SiV es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces una forma
bilineal es simétrica si y s6lo si la matriz asociada es simétrica.

Demostracién. Sea B(X,Y)= XTAY, adema4s se tiene que
XTAY =YTATX y XTAY €K, luego se tiene que

B(X,Y)=XTAY =Y'ATX=Y"AX = B(Y, X),

dado que B es simétricay A= A".
Por otro lado, si B(X,Y)=XTAY =YTATX=YTAX = B(Y, X).
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Definicién 2.12. SiB:V x V — K es una forma bilineal simétrica, entonces la forma
bilineal cuadrada q:V —Kesq(v)=B(v,v),veV

Noétese que

a) g(X)=B(X.X)=XTAX

b) Si A es una matriz diagonal q(X)=ay; X} +---a,, x>

¢) B(u,v)=3la(u+v)—q(u)—q(v)]
Observacion 2.13. El siguiente cdlculo

v Quw = (BB™'v)'Q(BB'w)
(B"'v)"(BTQB)B'w

demuestra que las versionesnuevas B~ v, B~'w de v, w ambas respectivas: —después
de un cambio de base B es invariante cuando la matriz que los empareja es B'QB.

Ejemplo 2.14. ;Cémo cambia una forma cuadrdtica cuando se hace un cambio de
base?
Si B :R? x R? — R? una forma bilineal definida como

B((a,b)",(c,d)")=2ad.

Entonces tenemos la matriz B(e;, e;)

Blei,e) Bley,e) |_| 0 2
B(ey,e;) Bleye) | [ 0 0|

con lo que se puede hacer

(@, b)) (c,d))~[ a b ][ 8 ﬁ H y ]=2ad.

1
Pero si tenemos el cambio de base A = {bl =( 9 ),bz :( 0 )} esto tiene matriz

3
. 1 0 - -
asociada A = 5 3 y los componentes nuevos de los vectoresv =(a, b)' yw =(c,d)
son
o 1 0 a | | a=2/3b
A ”‘[—2/3 1/3“ b ]‘[ 1/3b |’
y

R 1 0 c | | ¢c—2/3d
Alw_[—z/B. 1/3][03]_[ 1/3d ]
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Por otro lado v Bw = (A"'v)"(AT BA)A~ w proporciona
1 2 0 2 1 0 4 6
T — —
SN E F PR
Observacion 2.15. Mds atin si el bilineal Q tiene matriz simétrica entonces los eigen-
valores de Q son niimeros reales y si los eigen-vectores son elegidos con médulo uno

entonces B'QB = B~'QB es una matriz diagonal con los eigen-valores en su diagonal.
Con la misma idea pero ahora para una matriz arbitraria Q la descomposicion

Q=S+A

en sus partes simétrica y alternante, estudiamos qué pasa si queremos saber el signo de
la correspondiente forma cuadrdtica. Tenemos

v Qu=v"(S+A)v,
=v'Sv+ UTAU,
=v'Sv +0,
=(D™'v)(DTSDYD '),

donde si elegimos D el cambio de base de eigenvectores unitarios de S entonces D'SD
serd matriz diagonal con sus eigenvalores en la diagonal. Ahi podemos ver los signos
pues las matrices simétricas, todas, tienen espectro real.

El término v Av es cero porque v' Av = (v Av)" = v ATv =—v" Av en cualquier
campo de caracteristica # 2.

3. MULTILINEAL Y ALGEBRA EXTERIOR

Observacion 3.1. Elpropdsito de esta seccion es obtener una vision proyectiva, del dlgebra de
Grassmann de un espacio vectorial, empleada para enriquecer experiencias con los k -vectores.
Los tinicos requisitos es haber estado expuesto a algunas ideas y técnicas de la teoria de espacios
vectoriales.

Recordemos que, una funcién lineal en un espacio vectorial V en el campo sobre
el cual estd definido, V — K, se llama funcional lineal (o covector) y el conjunto de
ellos forman otro espacio vectorial llamado el dual de V' y se simboliza con V*.

Las siguientes siete subsecciones estructuran el lenguaje de la generalizaciéon del
uso del concepto determinantal en las dlgebras de Grassmann del par inicial V y V*.
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3.1. Espacio dual, construccién de la base, el doble dual. Supongamos que V estd
generado por los bésicos by, ..., bd’ entonces una base para el dual se obtiene al definir

asignaciones 3/ con B/(b;)=6 i, y mediante extension lineal, para cualquier vector
x=x'b +--+ x%b,, tenemos

Blx) = x'BI(by)+-+xBI(ba),
= xj
por esta propiedad, a ellos, se les llama también proyectores.

También tenemos el dual del dual, (V*)*, como el conjunto de funcionales lineales
V* - K. Cada elemento v € V permite definir v: V* — K mediante

f=o(f)=f)
como funcional lineal en el dual, es decir, como elemento del doble dual.
3.2. Tensores de rango uno y dos, producto tensorial. Los tensores de rango uno

de V son V mismo y su dual V*. Para tensores de rango dos. Una funcién bilineal en
un espacio vectorial V sobre un campo K es una asignacién

VxV-K

(v, w)— B(v, w),

que es lineal en sus dos argumentos.
Pero también tenemos funciones bilineales

VxV*> |, UVUxV'—> y V*xV-oK

El producto tensorial V ® V se puede caracterizar considerando una base de V,
digamos {by, ..., b;} para luego construir V ® V el espacio vectorial generado por los
d x d simbolos

b,® by, b ® by, ..., b;®Dj, ..., by ®by.

Asi, tendremos para dos genéricos v =v'b, +---+v¢b; y w=w'b; +---+ w?b, su
producto tensorial es

v®w=v1w1b1®b1+---+viwjbi®bj+-'-vdwdbd®bd.

Los otros productos tensoriales posibles son V*® V*, V® V*y V*® V. Estos son
los tensores de rango dos para V.
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3.3. Propiedad universal del producto tensorial, subespacio alternante. En general
el producto tensorial de dos espacios vectoriales V' y W se puede caracterizar como el
espacio vectorial V ® W que cumple la propiedad universal:

Para cada funcion bilineal Q: V x V — K existe un tinico funcional lineal Lo: V ®
V =K tal que Q(v, w)= Lo(v ® w).

Una funcién bilineal Q que satisface

Q(V» Ll/) = _Q(w’ U)

recibe el nombre de alternante y ellas forman el subespacio /\2 VdeVeoV.
El anélogo en el dual es /\2 V* subespacio de V*® V*.
Observemos que cada elemento % ® B! de V*® V* permite definir

ﬂk®ﬁl: VxV-—-K,

mediante
p*ep' (v, w)=p"w)B' (w),

lo cual es bilineal, y también a

BXABLV XV 5K,
via

BE AR (v, w)=BF ) (w) =B (v)B"(w)

lo cual es bilineal y alternante.

Ejemplo 3.2. Discutamos el ejemplo que ilustra como cambian los 2-vectores cuando
hay un cambio de base. Sea

by = ane+ape,
A:
b, = ape +axe
. . a, a .
Entonces la matriz asociada [A] = [ an a12 ] debe tener det A # para que el cambio
21 Q12

en A: sea un cambio de base.
Tenemos dos productos e, A e, y by A b, y vamos a resolver como uno depende del
otro mediante
by A b, = (a6, +ape)A(ae +axe,)
=(an az — ar2az1)e; A e,
=detAe Ne,.
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3.4. Elalternante, como Funciones tri-lineales. Mucho de lo anterior es generali-
zable a mds factores en los productos. Por ejemplo, con tres funcionales f,g,h € V*
en /\3 V tenemos a el 3-vector f A g A h que pueden ser pensados como funciones
trilineales

VxVxV-oK
Estos son alternantes, y estin emparentadas con el determinante de matrices de 3 x 3,
a saber

fAgANh=fRg®h—fOh®g+g®h®f—gQfh+h®fRg—h®gef.
Esto claramente evoca
flu)  g(u) h(u)

fAgAh(u,v,w)=det| f(v) glv) h(v) |,
f(w) gw) h(w)

desarrollado por cofactores usando la primera final.
Si S; el grupo simétrico de orden k, entonces en el caso general v; A---A v, se puede
obtener
NA AV = Z(—l)"va(n@’“'@ Vo (k)

OES;

en /\k V y por otro lado
fl/\/\fk: Z(_l)ufg(l)®"'®fo-(k)r

oS,
k
en /\" V*.

3.5. Elproyectivo del K-subespacio alternante. Observemos que cuando se tiene
una eleccién en V de un conjunto de k vectores linealmente independientes w; de-
terminados por combinaciones lineales de previos k vectores v; también linealmente
independiente entonces

WA ANWe=AV, A AUy,

en /\k V, donde A es el determinante de la matriz asociada a las combinaciones
lineales de los w; en términos de los v;.

Esto define una relacién de equivalencia entre los k-vectores obtenidos por las
diferentes forma de elegir los generadores del subespacio. Se denotara con IP( /\]C V)
el conjunto de clases de equivalencia.
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Esta es una propiedad importante en el momento que se utilicen las técnicas
proyectivas en los espacios de los k-vectores.

Tendremos /\k 4= /\d_k V*. Esto es por que ambos espacios vectoriales tienen la
misma dimensién (i) = ( d’il,c).

Si denotamos con G(k, V) como el conjunto de los subespacios de dimensién k en
V entonces ellos tienen una base v, ..., ;. que lo genera y asi podemos asignar

VA== AUy E/\k v,
o bien

[ A1y ]E]P’(/\k V).
Con estos ingredientes se puede inducir una aplicacién

p: V—-P(\* V),
dada por
U— A AU AU,
donde vemos que si u € W = gen{v,, ..., v} entonces u esta en el nicleo de esta
aplicacion o en otras palabras kerp = W.
El siguiente ejemplo, muestra la relacion entre las geometrias euclidea y la proyec-
tiva.

Ejemplo 3.3. Si consideramos G(2,3) asociar con /\2 K3 tomamos los datos
bl =€ + €y,
b2 =€ — e3.
El subespacio W generado por ellos se asocia
LU:bl/\bzzez/\eg+€3/\el+el/\32
entonces los componentes de w en las base cldsica
e;Nes , esANe , e Ae
de /\2 K3 determina el triplete de datos {1,1,1} y asi establecer las coordenadas proyec-
tivas[1:1:1] enIE”(/\2 ]K3)
Es interesante observar la analogia con b, x b, = e; + e, + e3 para determinar la
direccion perpendicular al plano W .
Lo algebraico de esta geometria consiste en percibir a el plano W relacionado a la
expresion
xX+y+z=0.
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Esto se generaliza asi: Si W tiene generadores b; =Y. b*;e; parai=1,2 entonces
bl A b2 =A23€2 Aeg +A31€3 Ne +A12€1 Aey,

donde los Al son las menores de la matriz rectangular asociada a la eleccion de los
bl) b2

b', bl
A= b21 b22
b3, b3,

Es decir, coordenadas proyectivas del subespacio es la direccion
[A23 ,A31 ,AIZ]
enP ( /\2 K3 )
3.6. Elalgebra de Grassmann asociada a un espacio vectorial. Un k-vector en V
también se puede ver como una funcién k-lineal
Vix..x V*>K

que es alternante, en otras palabras dada una coleccién de k vectores vy, ..., Uy, el
objeto k-lineal alternante, v; A--- A v asocia a cada k-tupla de covectores f,..., f* el
numero

VA A yk(fl,...,fk)=det[fi(1/j)]-

Simbolizaremos con /\k V al espacio vectorial de los k-vectores de V. Asi /\1 v=V.
Similarmente tenemos /\r V* es espacio vectorial de funciones r-multilineales

VxeexV—o K’
determinados por f! A---A f7 que transforma
FY A AT (01, e v) = det[ £ (v))].

Continuando con este tren de ideas empleamos a los espacios /\ vy A ky+* para
cada k desde 0 hasta d como sumandos directos en la construccién de los espacios

AV=NV+NV+-+ NV,
/\V*:/\O V*+/\1 V*+---+/\d V*,

las cuales son las dlgebras de Grassmann asociadasa V.

tanto como a
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Le llamamos algebra porque entre los sumandos hay un producto, llamado pro-

ducto exterior
A NV N v N,
que a nivel generadores naturalmente se opera

(bl/\~--/\bk)/\(cl/\---/\cl)=bl/\---/\bk/\cl/\---/\clE/\k” 1%
Similarmente tenemos

A /\k V*X/\l V*_)/\k+l V*.
4. VARIEDADES ALGEBRAICAS Y PROYECTIVAS

A partir de este momento denotaremos por K, a un campo algebraicamente cerrado
y por K" al conjunto de n-adas (a;, ay,...,a,) con a; € K. Ademas, K[x;, X, ..., X,]
representard al anillo de polinomios con coeficientes en K y zn indeterminadas .
Note que, si p(x,x5,...,x,) € K[x1, X»,...,X,] es un polinomio, una raiz para
p(x1, Xo,..., X,) es un elemento (a;, a,, ..., a,) € K" tal que
play,ay,...,a,)=0.

En general, si tenemos un conjunto de polinomios

E :={po(x1, X3, .» Xp)}aer SK[x1, X,..., Xp],
denotamos por Z(E) al conjunto de todas las soluciones comunes a los polinomios
Pa(X1,%5,...,x,) € E. Esto es:
Z(E):={(ay,a,,...,a,) K" | p,(a1,a,,...,a,)=0, Vp, € E}.

Si E es un conjunto finito (con n elementos), entonces simplemente escribiremos
Z(p1,P2,---,pp) enlugar de Z(E). Al conjunto Z(E) se le conoce como conjunto alge-
braico asociado a E.

Dado el conjunto E definido como antes, denotamos por

(E) CKlxq, X0, ..., X,],
al ideal generado por E.
Ejercicio 4.1. Verifique que Z(E)=Z({E)).

Recordemos que K[x;, x,,..., X,,] es un anillo Noetheriano. En consecuencia, (E)
es un ideal finitamente generado y partir del Ejercicio 4.1 concluimos que, los conjun-
tos algebraicos, se pueden definir como soluciones comunes a un nimero finito de
polinomios.
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Definicién 4.2. Un conjunto algebraico en K" es un subconjunto X CK” tal que X es
el conjunto de soluciones comunes a un niimero finito de polinomios, equivalentemente
un conjunto algebraico es un conjunto X = Z(I) para algiin ideal I CK|[x;, X,..., X,].

Ejercicio 4.3. Verifique que los conjuntos algebraicos satisfacen las siguientes condicio-
nes:
1. Z(K[xy, Xo,...,x,1)=0.
2. Z(0)=K".
3. Sia, b CK[x;, Xy,..., X,] son dos ideales, entonces Z(a)N Z(b) = Z(aUb).
4. Si{ay}eer es una coleccion de ideales en K[ x;, x,, ..., x,,], entonces:
| Z(a0) = Z(Zeeraq).
ael’

Con las propiedades antes descritas, si definimos a los conjuntos algebraicos como
conjuntos cerrados en K” entonces podemos definir una topologia sobre sobre este
espacio. Esta topologia es conocida como la topologia de Zariski. Cuando dotamos a
K" con la topologia de Zariski, entonces le lamamos n-espacio afin y lo denotamos
como Ag, o simplemente como A".

Alos espacios topoldgicos A! y A? se les llama recta y plano afin respectivamente.
Observe que si V es un conjunto algebraico en A! entonces V es vacio, un conjunto
finito de puntos o toda la recta afin. Por otro lado, si V es un conjunto algebraico en
A? entonces es @, conjunto finito de puntos, conjunto finito de curvas o todo el plano
afin.

Hasta el momento hemos asociado a cada ideal a € K[x;, ..., x,,] un conjunto al-
gebraico V(a) € A”. Ahora queremos hacer una asociacién inversa, esto es, a cada
subconjunto X € A", le asociaremos el conjunto

I(X):={P eK[x,...,x,]| P(a)=0,Ya e X} CK[xy,...,X,].

Es facil notar que I(X) es un ideal en el anillo K[x;, ..., x,,] el cual llamaremos Ideal
Asociado a X. Estos ideales satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. SiX CY,entonces I(Y)C I(X)
2. I0)=K[xy,...,x,].
3. Paratodoideal a CK[xy,..., x,] se tiene que a C I(Z(a)).
4. Para todo subconjunto X € A" se cumple que X € Z(I(X)).
En (4) observe que Z(I(X)) es un cerrado en la topologia de Zariski. Mas atin, es el
cerrado mds pequefio que contiene a X. Por otra parte, las propiedades (3) y (4) nos
indican que si pensamos a I como una regla que asocia ideales a conjuntos algebraicos
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y pensamos a Z como una regla que asocia conjuntos algebraicos a ideales, entonces
al iterar dichas reglas de asociacién no recuperamos necesariamente el ideal o el
conjunto algebraico inicial. En este sentido tenemos el siguiente resultado importante

Teorema 4.4. SiK es un campo algebraicamente cerradoy a CK[x,, ..., x,] es un ideal,
entonces I(Z(a))=rad(a)

Este resultado es conocido como el Teorema de los ceros de Hilbert. Una demostra-
cion de este resultado puede consultarse en [F]. Como consecuencia de este Teorema
tenemos que sip € K[xy,..., x,] es un ideal primo, entonces I(Z(p)) = p ya que todo
ideal primo es radical. De esta manera, resulta interesante considerar aquellos con-
juntos algebraicos definidos por ideales primos. Al respecto tenemos las siguientes
afirmaciones:

1. Existe una biyeccién entre conjuntos algebraicos en A" e ideales radicales en
Klxg,..., x,].
2. Existe una biyecci6én entre puntos en A” e ideales maximales en

Klxy,..., x,].

3. Existe una biyeccién entre conjuntos algebraicos irreducibles en A" e ideales
primos en K[ x;, ..., x,].
4. El conjunto algebraico Z(a) € A" es vacio siy sélo sia=K[x;,..., x,] es unideal
maximal.
Un conjunto algebraico Z(a) € A", se dice variedad afin si es irreducible. De esta
manera, las variedades afines son aquellas que corresponden a los ideales primos.
Algunos ejemplos de variedades afines son:

Ejemplo 4.5 (Ctibica torcida afin). Consideremos el siguiente ejemplo de variedad afin.
Esta variedad es llamada “Cuibica torcida”. Para ello consideramos el siguiente conjunto

C={(t,t% | tek}

Este conjunto es una variedad algebraica, para ello veremos que Y = V(a) donde a es el
ideal definido pora=(y — x%,x y — z). Mas aun, es fdcil ver que C es una curva. Para
ello note que si tomamos el mapeo

A5 A

definido como ¢(t):=(t, t?, %), entonces ¢ es un mapeo polinomial. De esto podemos
concluir que la curva torcida es efectivamente una curva. Si tomamos la relacion que
existe entre las variedades en A" y sus K-dlgebras asociadas entonces podemos verificar
que la K-dlgebra asociada a la curva torcida es K[ x].
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4.1. Variedades proyectivas. Tomemos el espacio K"*1\{(0,0,...,0)} y consideramos
la siguiente relacion:

(ag,ay,...,ay),(by, by, ..., b,) €K™\ {(0,0,...,0)} son equivalentes si existe un es-
calar A e K\ {0} tal que (ay, ai, ..., a,)=A(by, by, ..., b,).

No es dificil observar que la relaci’on es un relaciéon de equivalencia. Denotemos
por[ay:a,; :--: a,) ala clase de equivalencia del punto (ay, a,, ..., a,).

El conjunto de clases de equivalencia definidos por esta relacién lo denotaremos
por P(K"*!) o P o simplemente P" y lo llamaremos el n-espacio proyectivo.

Observacion 4.6. Si consideramos un espacio vectorial V sobre el campo K, podemos
definir la misma relacién de equivalencia, esto es; v, u € V estdn relacionados si y solo
si v =Au para algtin A e K\ {0} obteniendo asi al conjunto de clases de equivalencia
P(V'). Compare esto con lo descrito en la pdgina 12.

Aligual que en el caso afin, el n-espacio proyectivo puede ser dotado de la topologia
de Zariski. Para ello, lo primero serd definir cudndo un punto en P” es la raiz de un
polinomio. Con este fin, consideramos el anillo de polinomios K[ xy, x1,..., X,,] con (n+
1) variables y tomaremos los polinomios homogéneos. Esto es, F € K[xy, X, ..., X,] €s
homogéneo de grado d si F(Axy,...,Ax,)=A?F(x,,..., x,) siendo d un entero positivo
conocido como grado del polinomio homogéneo P. Los polinomios homogéneos
satisfacen la siguiente condicién:

Si F € K[xp, X1,...,X,] es un polinomio homogéneo y [a, : @, : -+ : a,] € P" un
punto tal que para un representante (ay, a,,...,a,) €lay : a, : ---: a,] se cumple que
F(ay,ay,...,a,)=0, entonces para cualquier otro representante (by, b, ..., b,) €lay :
ap :---:a,)se cumple F(by, by,...,b,)=0. En este caso diremos que [a,: a; :---:a,] es
una raiz de F. Esto nos lleva al siguiente concepto.

Definiciéon 4.7. Sea{R,E,..., F.} CK[xy, X1,..., X,,] un conjunto finito de polinomios
homogéneos. Denotamos por Z(F, ..., F,) al conjunto

Z(R,...,F)={lay:a,:---:a,]€eP" | E(ay,ay,...,a,)=0,Vi=1,...,1}

Un subconjunto X CPP" es un conjunto algebraico proyectivo siX =Z(k, B, ..., F,)
para algiin conjunto finito de polinomios homogéneos.

Al igual que en el caso afin, Z(F, ..., F,)=Z((R,..., F,)). En este caso, el ideal ge-
nerado es un ideal homogéneo. En general, los conjuntos algebraicos proyectivos
satisfacen propiedades similares a los de los conjuntos algebraicos afines, (ver, [F]).



VARIEDADES DETERMINANTALES 149

Ejemplo 4.8 (Ctbica torcida proyectiva ). La ctibica torcida también tiene una version
proyectiva, la cual denotaremos por 6py;. En este caso, la ctibica torcida proyectiva estd
definida mediante el siguiente mapeo

¢:P'—>P°
donde p[x:yl:=[x*:x%y : xy?:y%].
Ademds, el ideal I(6pyj) asociado a la cibica torcida proyectiva estd definido por
I(6proj) = (xz2—y*, xw—yz, yw—2z°) )

observe que este es un ideal homogéneo en el anillo de polinomiosK[x, y, z, w]. Esto se
debe a que sus generadores son polinomios homogéneos.

Una de las razones por la cual este ejemplo es importante, se debe a que la ctibica
torcida es de los primeros ejemplos de variedades que no son hipersuperficies. La
ctbica torcida afin es interseccién de dos cuddricas mientras que la ctbica torcida
proyectiva es la interseccion de tres ctbicas. En la siguiente seccién también veremos
que estas curvas son ejemplos de variedades definidas por determinantes.

5. INTRODUCCION A LAS VARIEDADES DETERMINANTALES.

Ahora que hemos trabajado con la teoria cldsica de variedades (afines y proyectivas)
vamos a definir nuestro objeto de estudio, las variedades determinantales. Considere
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1. Tomemos la aplicacion ¢ : A' — A3 definida como ¢(t) := (t, t?, £3).
Su imagen es la ctibica torcida (ver ejemplo 4.5). De acuerdo con el ejemplo, C es la

interseccion de dos cuddricas, sin embargo también se puede definir en términos de
ciertos determinantes. A saber, si tomamos la matriz

A::(l X y)
X y z

consideremos sus tres menores

Xy
Yy z

1 x
Xy

y

2
Z‘zz—xy,

=y—x-.

1
:_X,'Z_yzy ‘x

En este caso se cumple que (xz—y2,z—xy,y—x2)=(z—xy,y —x2)=I(C), ver
Figura 1. Note que las menores corresponden a los generadores del ideal que define a
la cibica torcida se puede definir en términos de las matrices menores de una matriz A.
Las variedades con esta propiedad son conocidas como variedades determinantales.
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FIGURA 1. La curva en obscuro es determinantal con la interseccion
de las superficies determinadas por y —x?>=0enazul, yz—xy =0
en rojo.

Ejercicio 5.2. Demuestraque{(xz—y? z—xy,y—x?)={z—xy,y—x2)=I(C).

Definicién 5.3. Una variedad (afin o proyectiva) X se dice determinantal si el ideal I(X)
estd generado por polinomios obtenidos de las menores de una matriz M, ,, (K[ X1, ..., X, ]).

De la definicién tenemos que las curvas torcidas, afin y proyectiva, son variedades
determinantales.

6. MAPEO DE VERONESE Y ENCAJE DE SEGRE.

Si consideremos el anillo K[ xy, x, ..., X,] con n + 1 variables y tomamos un entero
positivo d > 0, entonces el nimero de monomios de grado d en n + 1 variables es

N:(n+d)_1
n
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Con ello podemos definir una funcién

pa P —PY
como
_i,d. d-1_ . _d-2 . d-1. d
palag:a,:--:a,))=lag :a;  a,:a; “aa:---:a,.a, :a,]

Note que las coordenadas que definen la imagen son los monomios de grado d de-
finidos por las a;. Mas atn, la funcién estd definida de manera polinomial, por lo
tanto respeta la topologia de Zariski ya que es una funcién continua. Por ejemplo,
si consideramos el caso n = 1,d = 2 entonces tendrémos que N = 2. En este caso
tenemos la funcién
py P! — P?

definida como p,([a, : a,]) =[a; : aga, : a?]. Ahora observe que, la funcién p, induce,
bajo composicién, la funcién

0, : K[ Yo, 1, 21— Klxg, 1.
Es decir, usando p, podemos definir 8, como: 0,(p(yy, 11, 1»)) = p(xg, Xo X1, X2)) para
todo p(yo, y1, y2) €Kl Yo, 11, 1.

Ejercicio 6.1. Verifique que 0, es un homomorfismo de anillosy que Z(ker 6,) =Im p,).

Con el Ejercicio 6.1 en mente, podemos probar que Im p, es una subvariedad de P?
ya que I'm p, = Z(ker(0,)). Ademas,

Klyo, y1, 321/ ker 6, =ZImf 0,

siendo este dltimo un dominio entero, podemos concluir que ker(6) es un ideal
primo. Por lo tanto, Im p, es una variedad en P? la cual es una conica

Ejemplo 6.2. Ahora consideramos el cason =1y d = 3. Con estos pardmetros defina
P3P P2y 05 : Ky, Vis Vo 151 — KXo, X, ] de manera andloga al caso anterior.

Observe que I(Gpro;) = (X2 — y?, xw—yz, yw—z?) definido en (2) estd contenido
en ker 0;. Mas dun, I(6po5) = ker 05 y con esto podemos concluir que la imagen de la
funcion coincide con la ciibica torcida proyectiva.

Ahora, definiremos una funcién dada por C. Segre, la cual nos permite “encajar”
variedades en el espacio proyectivo. Esta funcién es conocida como el Encaje de Segre.
Para ello, considere la funcién

Yrs  PTx PPN
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donde N =(r +1)(s+1)—1=rs+r+sytal que i, se define de la siguiente manera:
Yrslxo:x i Loy =X Xy XpYjieeet X s

Queremos probar que la imagen del encaje de Segre determina una variedad en
PV, Para ello, nuestro primer paso es verificar que Im ), es un conjunto algebraico
dentro de PV. Con este fin definimos

[ZOO : ZOI :”':Zim : ”':ZI’S] ZZ[XOJ’O : xO.yl et xlym : "':xrys]
y la proyeccién
ﬂij,lm 2]P)N —>]P)1
COmO i jt[200 201 2 215 2+ 2y ]) = [2im 2.

En seguida, consideramos los polinomios homogéneos de grado dos definidos
COMO Pijim = ZimZjl —ZilZ%jm € K[Zgo,...,zrg]r con 0 < l,] <ry 0<I,m<s.El
conjunto algebraico proyectivo definido por estos polinomios lo denotaremos por
V. Asi

a;/y;zz((pimﬂ |0<i,j<ry0<l,m<s)).

Con ello tenemos que Imy,; C ¥, puessilag:a,:---:a,]€EP " y[by: b :---:
b,] € P*, entonces

Yslag:ay:---:a,lby:by:---:bs])i=[apgby: aghy:--:a;by, : -+ a, bg]
es un punto en la imagen y para todo polinomio p;,, ;; se cumple
pimjl([aobo . aobl MR aib]’ RN a,bs])z aibmajbl—aiblajbm =0.

Ahora queremos verificar la contenciéon ¥.% C Imv), ;. Para ello tomamos un
punto c:=[cy :--: ¢;s] € ¥ y probaremos que c estd en la imagen de ¢, .

Primero notemos que, como ¢ estd en un proyectivo, al menos una de sus coorde-
nadas es distinta de cero. Mas atin, cambiando de representante si es necesario, una
de sus coordenadas es igual a 1. Sin perder generalidad podemos suponer que ¢y, = 1.
Con estas suposiciones, tomaremos los puntos

a:=[l:cyg::¢col€P” yb:=[l:icy: - :cy)€P’

y como c € V., entonces satisface los polinomios p; ;,,. En particular, satisface el po-
linomio p;g,,. Por lo que c¢;,;, coo— Cio Com =0 Cim Coo = CioCom = Cim- EN consecuencia,
Y,s(ab)=cyasiceImy,;.
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Ejercicio 6.3. Verifique que ),  es inyectivo y compruebe que si ¢y, = 0, entonces la
demostracion se sigue de manera andloga tomando un elemento c; j # 0.

De lo anterior concluimos que Im 1), ; es un conjunto algebraico proyectivo. El
siguiente resultado afirma que Im ), ; es una variedad algebraica proyectiva la cual
es conocida como variedades de Segre y de ahora en adelante la denotaremos por %, ;.
Su demostracién se basa en el hecho de que el producto de variedades algebraicas
proyectivas es una variedad proyectiva. El resultado lo presentamos sin demostracion,
sin embargo invitamos al lector interesado a demostrarlo.

Proposicion 6.4. Los conjuntos algebraicos ¥, ¢ son variedades.

Ahora presentamos un ejemplo particular de variedad de Segre y mostraremos con
ello que es una variedad determinantal.

Ejemplo 6.5. Consideramos el caso ), ; : P! x P — P3. Por lo hecho anteriormente,
211 =Z (200211 — Z01210)

Note que si tomamos la matriz

200 Z
A=|%00 20
210 <11
tenemos |A| = zg9z11 — 201 219. Por lo que, la variedad de Segre ¥, , es una variedad
determinantal.

En general, podemos ver que la variedad X, ; es determinantal ya que sus ecuacio-
nes son definidas por las menores (2 x 2) de la matriz

A= 200 <01 Q02 .-+ <0s
210 <11 R12 .- Rls

Las menores (2 x 2) del tipo A, g con a < § definida como

_ [ %0a <op
Aap '_(zla Zlﬁ)

definen la variedad de Segre pues los polinomios son

|Ag,pl = Popia = Z0a21p — 20 Z1a
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7. VARIEDADES GRASSMANNIANAS COMO VARIEDADES DETERMINANTALES.

En esta seccion introduciremos a la variedad Grassmanniana, la cual denotaremos
como G(k, V). Asi como la variedad proyectiva P(V) parametriza a los subespacios
1-dimensionales de V, en ese mismo sentido G(k, V) parametriza los subespacios
k-dimensionales de V.

Consideremos el conjunto de todos los subespacios de dimensién k en un K-
espacio vectorial V de dimensién n. Simbdlicamente abreviamos G(k, V). Ahora,
vamos a describir a las Grassmannianas con perspectiva proyectiva.

Consideramos el espacio vectorial V' de dimensién n y W c V un subespacio
vectorial de dimensién k. Denotemos por By, ={wj,..., w;} una base para W. Con
esta base, asociamos a cada subespacio W C V el k-vector w; A--- A wy € /\k V.Si
Bj, ={uy,..., u;} es otra base para W, tenemos

Wy A A\ Wy :A(ul/\/\ uk)E/\k v,
donde A es un escalar no cero definido como el determinante de la matriz de cambio

B .z .
de base det M,,". Como la eleccion de una base solo difiere de un escalar, entonces
w
podemos definir una funcién de conjuntos

¥: G(k,n)—P(/\* V)

dada como /(W)=[w; A--- A w;]. Esta funcién es conocida como Encaje de Pliicker.
El siguiente resultado nos ayudara a mostrar la inyectividad del Encaje de Pliicker

Proposicion 7.1. Sean{w,,..., wi} y{u,,..., u;} dos conjuntos linealmente indepen-
dientes de vectoresen V. Si wy A--- A wi = Muy A -+ A uy), para algiin A # 0 entonces
gen{w A---ANwpt=gen{u A ANug}

con este resultado tendremos que el encaje de Pliicker es inyectivo. De esta manera
tenemos que G(k, V)< IP’(/\k V).

7.1. Coordenadas de Pliicker y Ejemplos. Como se vi6 en la seccién anterior, si
tenemos W C V un subespacio vectorial de dimensién k' y By = {w,,..., Wi} una
base para W. Entonces /(W) =[w; A+ A wy] € IF’(/\k V). El objetivo de esta seccion
es determinar las coordenadas de todos los puntos en G(k, V) = Im(y). Para ello
elegimos una base para V' y la denotamos por By = {¢;}}" ;. Entonces los elementos
delaformae; Ae, A...Ae;, coni; <---<ii, sonuna base para el espacio /\k V. Asi
tendrémos la base.

BAkV2{80(1)/\80(2)/\.../\ea(k) oS}
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Tomando esta base, podemos escribir
'L/J(W) = Z Pil.‘.ik e,-l A e,-z A... A eik.
i) <<
Las coordenadas homogéneas del punto (W) estdn dadas por los escalares P;,_;, .
Las coordenadas obtenidas de esta manera son llamadas coordenadas de Pliicker.
Como comentamos anteriormente, queremos encontrar las coordenadas de los

puntos en P( /\]C V) que corresponden a la Grassmanniana G(k, V). Para ello comen-
cemos con un ejemplo.

Ejemplo 7.2. Consideremos por un momento que V = C3. Tomamos la base canénica
B = {e,, e, e3}. De esta manera, /\2 C3 es un espacio vectorial de dimension tres. El
conjunto By ¢, = {e1 A ey, e; Aes, e, A e} es una base para /\2 C3.

En este ejemplo particular, tomaremos un subespacio 2-dimensional de W c C3 y
vamos a calcular las coordenadas del punto P(W) € IP( /\2 C®). Para ello, defina

W :={(0,y,2)eC’| y,z€C}

entonces una base para W es By, ={e,, es}. Por lo tanto,

P(W) = O(el A ez) + O(el A 93) + 1(92 A e3)
Concluyendo con esto que las coordenadas de Pliicker para el subespacio W es[0:0:1].
Ahora tomemos el subespacio U € C? definido por la ecuacion x +y +z =0, i. e.

U:={x,y,2)eC®|x+y+2z=0}

Una base para U es By ={—e, + e,,—e; + e3} de esta manera

P(U)

(—er +e) A(—e +e3)

(—er A—e))+(—e  Aes)+(ea A—ey)+(ex Aes).
(—1)(es Aes)—(er Ae)+(ex Aes)

(—1)(e1 A ex)+(—1)(er A es)+(1)(ex A es)

En consecuencia, las coordenadas de Pliicker que corresponden al punto P(U) son
[-1:—1:1].

Cuando tomamos la inclusién de la Grassmanniana G(k, V) en IP( /\k V). Es posible
verificar que si k =1 o k = n—1 entonces IP’(/\1 V)= IP’(/\"_l V)= V.En este caso la
Grassmanniana corresponde al espacio proyectivo P(V)y asi i es sobreyectivo. Sin
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embargo, si k # 1,n—1 la funcién Y no es sobreyectiva y por tal motivo quisiéramos
determinar las propiedades para que un punto en IP( /\k V') corresponda a un elemento
en laimagen de 1.

Existe otra manera de calcular las coordenadas de Pliicker usando matrices. Para
ello consideramos como antes una base para V, digamos By ={e;}!" ; y suponga que
W c V es un subespacio de dimensién k cuya base es By, = {w,..., w;}. Entonces
escribimos cada vector w; en términos de la base By, obteniendo

n
w; = E aijej
j=1

y con los coeficientes a; ; definimos la siguiente matriz

all a12 “ee aln

ayy dypp ... dzp
A=

apy Agz ... QAgp

Ahora bien, para calcular las coordenadas del punto /(W) =[w; A w, A... A wy]
utilizamos la base By . Si hacemos

V = WAW, N NWy,

n n
Zaijlejl AN Zaijkejk
h=1 Jik=1

= Z“ljl“'“kjk(ejl/\"'/\ejk-

Por las propiedades del producto exterior, si algiin subindice se repite entonces el
término se hace cero. Asi también por la alternancia y linealidad, podemos suponer
que en todo momento tendremos j; < j, <--- < ji. De esta manera, seria necesario
realizar ciertas permutaciones obteniendo:

V= Z Z“m(jl)'““kcr(jk)(ea(jl)/\"'/\ea(jk))»

NS i OES,

toda permutacion es producto de transposiciones y cada una de ellas cambia de signo

V=D (1 i) Aro(y (€t A+ A o),
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v= ZZ 1Ag(jp)..otil €o(n A A o)

Donde A, j,)..o(j,) denota a las matrices menores de Ay [Ay(j,)..o(j,)| €s el determi-
nante de las menores. Y denotamos estos determinantes como

Po(j).oti) = Ao(i)..oGl-

aljl aljz aljk

1 azjl azjz v azjk
Judareodi " . .

Akjy - Akjp - ki

De esta manera, tenemos que las coordenadas del punto (W), en términos de la
base By son

[Pzt Pokgrn1,n)

7.2. Grassmanniana como variedad algebraica proyectiva. En esta seccion proba-
remos que el subconjunto G(k, V) € P( /\]C+1 V') es una variedad algebraica proyectiva.
Para ello, necesitamos caracterizar el conjunto de los vectores totalmente descom-
ponibles de /\k V, i.e. determinar los vectores v € /\]C V, no cero, que se factorizan
como

V=1 A A,

donde los v; son elementos de V. Note que, si v € /\]C Vestalquev=uv, AL A--- Ay

yw €V, entonces wA v € /\kJrl V. Con esta notacién tenemos el siguiente par de
resultados.

Lema 7.3. w/\yzasiysélosiwe(l/l,vz,...,vk).
Demostracion: Supongamos que w = ¢, vy + -+ + ¢ U entonces
WANAN- AV =(cqi+-FCU) AN AUy
=LA A AVt
C(V AV AV AVp)+ -+
e U AN(MAVL A A D)
=0.
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Por otro lado supongamos que wAv =0y w =d,v, +---+d, v, en V, entonces
vemos que para los sumandos del tipo d; v; para cada j ¢ {1,..., k} que tiene d; # 0
debe suceder

ViN(vi AUy A A ) #0,

1 3 3 : z =
yasi w A v #0. Esto nos dice que si w no estd en (v, 1,..., V) entonces w A v #0 es
. . 2
decirsi w € (vy, v,,...,v;.) entonces wAv=0. O
1 ©2 k

Lema7.4. Seaue /\]C V, entonces u es descomponible siy solosi{w eV |uAw=0¢€
/\kJrl V'} es un subespacio vectorial de dimension k de V.

k . .
Ahora, para cada w € \" V consideraremos la funcion

ay:V— \V
la cual se define como ¢, (v):=w A v, paracadav e V.

La funcién a,, es una transformacion lineal, por lo que tiene una matriz asociada
que denotaremos como M,, € My, .,. Entonces tenemos que w es totalmente des-
componible siysolo si M, tiene kernel dimensién k. Esto equivaleaque nul(M,,) =k,
es decir M,, tiene rango n — k. Con esto en mente usaremos el siguiente resultado

Teorema 7.5. El rango de una matriz A € M,,,,, es el entero r mas grande tal que
alguna de sus menores r x r no se anula.

Del teorema tenemos que M,, tiene rango n — k si y solo si sus menores de tamaio
(n—k+1)x(n—k+1)se anulan. Asi, las menores de M,, determinaran ecuaciones
que definan a G(k, n) como una variedad proyectiva. Mas atn, ya que las ecuaciones
estdn dadas por la menores, entonces podemos concluir que G(k, V') es de hecho una
variedad determinantal.

Finalizamos presentando algunos ejemplos de las ecuaciones que definen a la
Grassmanniana, estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones de Pliicker.

Ejemplo 7.6. Consideramos V un espacio vectorial de dimension n sobre el campo K.
Entonces las ecuaciones que definen a G(2, V') son

P;j Py — P Py + Py Py =0

dondel <i< j<k<l<n.delas cuales tenemos 4!(%4]! ecuaciones.
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Ejemplo 7.7. De manera concreta, las ecuaciones de Pliicker para la Grassmanniana
G(2,5) son

Py Py — PigPoy+ Py Pp3 =0
Py P35 — PigPos+ PisPy3 =0
Py Pys— Py Pos+ PisPyy =0
Py Pys— Py Pss+ Pis Py, =0
Po3 Pys — Pps Py5 + Pos Py, =0
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OMAR VLADIMIR MACIAS SANDOVAL, ANDRES GARCIA SANDOVAL,
IVAN FERNANDO VALTIERRA CARRANZA, JUAN JESUS DIAZ GUEVARA

RESUMEN. Estas notas contienen una breve introduccién al grupo funda-
mental y fueron preparadas para la VII Escuela de Verano en Matematicas
2023, (CUCEI U.de G.). Estas notas estdn completamente basadas en los
textos [1], [2], [3] y [4].

ABSTRACT. These notes contains a brief introduction to the fundamental
group and they were prepared for the VII Summer School in Mathematics
2023, (CUCEI, U.de G.). These notes are completely based on [1], [2], [3]
and [4].

1. INTRODUCCION

En la topologia algebraica se utilizan herramientas algebraicas para resolver pro-
blemas topolégicos. El objetivo es encontrar invariantes algebraicas asociadas a los
espacios topolégicos las cuales permitan clasificarlos salvo homeomorfismos. El grupo
fundamental asociado a un espacio topolégico es una invariante algebraica, esto es,
dos espacios homeomorfos tienen grupos fundamentales isomorfos. De esta manera,
el grupo fundamental permite en algunos casos distinguir espacios topolégicos, a sa-
ber, si dos espacios topolégicos tienen grupos fundamentales no isomorfos entonces
podemos concluir que estos espacios son topolégicamente distintos.

2. HOMOTOPIA Y HOMOTOPIA DE CAMINOS

El concepto de homotopia es uno de los més importantes en la Topologia Algebraica
el cual formaliza la idea de deformacién de una funcién continua f: X — Y en otra

2000 Mathematics Subject Classification. 82B44.
Palabras Claves. Homotopia, lazo, levantamiento, espacio cubriente, grupo fundamental.
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9

FIGURA 1. Funciones homotépicas.

funcién continua g: X — Y. En adelante, denotaremos por 4(X, Y) al conjunto de
funciones continuas del espacio X al espacio Y, y por I al intervalo [0, 1].

Definicién 2.1. Sean X y Y espacios topoldgicosy f,g € 6(X, Y). Una homotopia entre
f yg esunafuncion continuaH: X xI — Y talque H(x,0)= f(x)yH(x,1)=g(x) para
cada x € X. Dos funciones f,g € 6(X,Y) son homotopicas si existe una homotopia H
entre ellas.

Si dos funciones f, g € 6(X, Y) son homotépicas, entonces lo denotaremos por
f ~ g.Siademads, H es la homotopia entre f y g y queremos hacer énfasis en ello,
entonces lo denotaremos como H : f ~ g.Si H : f ~ g entonces H puede verse
como una familia de funciones {H; € 6(X,Y): t € I} definidas por H;(x) = H(x, t)
para todo x € X. De esta manera, H “deforma” la funcién f en la funcién g conforme
t va tomando valores de 0 a 1.

Ejemplo 2.2. Dado X un espacio topolégicoy cualquier par de funciones f,g € 6 (X,R"),
setiene que f ~ g. La funcion H: X x I — R" definida por

H(x,t)=01—1) f(x)+1g(x)
es una homotopia entre f y g llamada homotopia lineal u homotopia por rectas, pues
para cada x € X, la funcion H lleva el punto f(x) al punto g(x) a través del segmento
de recta que los une.

Ejemplo 2.3. Elresultado del ejemplo anterior se puede generalizar para funciones
f,8€%6(X,Y)dondeY CcR" es un subespacio convexo.
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Proposicion 2.4. La relacién de homotopia “~” es una relacién de equivalencia en
6(X,Y).

Demostracion.

a)

b)

c)

Reflexividad: Dada f € 6(X,Y),lafuncién H: X x I — Y definida por H(x, t)=
f(x) es una homotopia entre fy f. De esta manera f ~ f.

Simetria: Sean f,g € 6(X,Y) tales que f ~ g. Entonces existe H: X xI —» Y
continua, tal que H(x,0) = f(x)y H(x,1) = g(x). Definamos H': X x I — Y por
H'(x,t)=H(x,1—t). Como H es continua, H’ es continua. Por otra parte H’(x,0)=
H(x,1)=g(x)y H'(x,1)=H(x,0)= f(x). Luego g ~ f.

Transitividad: Sean f,g,h€ ¢(X,Y)talesque f~gyg~h.Puestoque f~gy
g ~ h, existen H;, H,: X x I — Y continuas, tales que

Hi(x,0)=f(x); Hi(x,1)=g(x); Hy(x,0)=g(x) y H(x,1)=h(x).
Sea H: X x I — Y definida por

Hy(x,2t) sixe[O,%]
H(x,t)=
Hy(x,2t—1) sixe[%,l]

Por una parte se tiene que H, y F, son continuas, que H, (x, 3)= H(x, 3) y que los
intervalos [0, %] y [%, l] son cerrados, asi por el lema del pegamiento H es continua.
Por otra parte H(x,0)= H;(x,0)= f(x)y H(x,1)= Hy(x,1)= h(x). De esta manera
f~h.

Por lo tanto la relacién “~” es una relacién de equivalencia. ]

Proposicién 2.5. Sean f,g€ 6(X,Y)yf,8€6€(Y,Z).Sif~gyf ~g’, entonces
flof~glog.

Demostracién. Sean H; la homotopia entre f y f’ y H, la homotopia entre 'y g’.
Definamos H: X x I — Z por

H(x) t):HZ(Hl(x! t)’ t)
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FIGURA 2. Un camino en el espacio X de x; a x;.

Claramente H es continua. Ademas

Andlogamente se tiene

Porlo tanto H : (f'o f)~(g’og). O

Definicién 2.6. Un camino en el espacio topoldgico X es una funcion continua
f:I1—-X.

Si xg, x1 € X y f es un camino en X tal que f(0)= x, y f(1) = x; entonces se dice que f
es un camino de x, a x; y que x, es el punto inicial y x, es el punto final de f .

En la definicién anterior se puede sustituir el intervalo I por cualquier intervalo
cerrado [a, b]. Por otra parte, denotaremos por 6(X) el conjunto de caminos en X y
por 6(X; xy, x1) el conjunto de caminos en X que inician en x, y terminan en x;.

Un tipo de homotopia mds fuerte se da cuando se tienen caminos en un espacio X
como veremos a continuacion:
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H
I x1I
7N
1J‘ f

FIGURA 3. Homotopia de caminos.

Definicién 2.7. Sean f,g € 6(X; xy, x;). Decimos que f y g son homotépicos por
caminos si existe una funcién continua H: I x I — X tal que

a) H(s,0)= f(s). ¢) H(0,t)=x,.
b) H(s,1)=g(s). d) H(L,1)=x,.

paracadas €l ycadat € 1. Alafuncién H se le llama homotopia de caminos entre f
YE-

En la definiciéon anterior los incisos a) y b) nos dicen que H es una homotopia
entre f y g mientras que los incisos ¢) y d) nos dicen que para cada ¢ € I, la funcién
H,:1— X dadapor H,(s)= H(s, t) es un camino en X que inicia en x; y termina en
x; (Ver figura 3). Si f y g son homotépicos por caminos, escribimos f ~_ g. Si ademas,
H esla homotopia de caminos entre f y g y queremos hacer énfasis en ello, entonces
escribimos H : f ~_ g.

Ejemplo 2.8. Sean f,g,he€ € ([O, 1, R?— {0}) definidas por

f(s)=(cos(ms),sin(rms));
g(s)=(cos(ms),2sin(ms));
h(s)=(cos(ms),—sin(rs)).

Los caminos f y g son homotopicas por caminos pues la homotopia por rectas es
una homotopia de caminos entre f y g. Por otra parte, f y h no son homotdpicas por
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FIGURA 4. Homotopia por rectas entre f y g.

caminos, ya que no se puede deformar continuamente la funcion f en la funcién h por
el hoyo que tiene el espacio R? — {0} (Ver figura 4).

Proposicion2.9. Sean f,g € 6 (X; xy, X1), k € 6(X,Y), y H una homotopia de caminos
en X entre f y g. Entonces k o H es una homotopia de caminos en Y entre los caminos

kofykog.

Demostracién. La funcién k o H es continua pues es una composiciéon de funciones
continuas.
Como H es una homotopia se tiene:

(ko H)(s,0)=k(H (s,0))
=k(f(9)
= (ko f)(s).
Similarmente se prueba (ko H)(s,1)= (k og)(s).
Por otra parte
(koH)(0,t)=k(H(0,1))
= k(xo).

Andlogamente se tiene (ko H)(1, t) = k(x;).
Porlo tanto (ko H): (ko f) =~ (kog). O
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La siguiente proposicién es anédloga a la proposiciéon (2.4), ahora considerando la
relacion “~.” y su demostracion se deja como ejercicio para el lector:

Proposicién 2.10. La relacién “~.” es una relacion de equivalencia en 6 (X).

Dado f € 6 (X; xy, x;), denotaremos por [f] a su clase de homotopia por caminos,
es decir, [f] = {g € 6(X; x0, x1): f g}. Al conjunto de clases de equivalencia dado
por la relacién ‘~,’ lo denotaremos por [I, X].

Definicién 2.11. Dado un camino f en X, una reparametrizacion de f es una compo-
sicion f o donde ¢: I — I es una funcién continua tal que

p0)=0 y p)=1
Notemos que ¢ no necesariamente debe ser inyectiva y que ( fo go)(l )= f).

Lema 2.12. Sea f un caminoen X y f o ¢ una reparametrizacién de f . Entonces
[Fl1=[fo¢]

Demostracion. Dado que I es un subespacio convexo de R, se tiene la homotopia
porrectas H: I x I — I entre id; y ¢, donde id;: I — I es la funcién identidad. Por la
proposicion 2.9, foH: I x I — X es una homotopia de caminos entre f y foyp. 0O

Si fe€6(X;xy,x1)y g€ €(X;x,x,)entonces podemos definir un camino en X de
X a X, que resulta al concatenar los caminos f y g como veremos a continuacién:

Definicién 2.13. Sean f € 6 (X; xy, x1) y 8 € 6 (X; x1, X,). El producto de caminos f xg
de f yg eselcamino f x g € 6 (X; xy, X,) dado por

f2s) sis€[0,1]
(Fxg)s)
g2s—1) sise[3,1]

Es facil verificar que f x g € 6 (X; xy, x,). Por otra parte, es importante notar que
el producto de caminos no estd definido para cualquier par de caminos en X, sino
solamente para aquellos pares de caminos en donde uno inicia en donde el otro
termina, esto es, f * g esta definido si y sélo si f(1)=g(0).

Proposicién 2.14. Sean f,f' € €(X; xy, %)y &, & € 6(X; x1, x,) talesque f ~, 'y
~. g Entonces(f xg)~. (f'+g’).
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Demostracion. Sean H; : f ~, f'y H,: g ~, g’. Definamos

H(2s,1) sis€[0,3]
H(s,t)=
Hy(2s—1,t) sise[,1]

Dado que H(1, t)= x; = H,(0, t) para todo t € I, la funciéon H estd bien definida. Por
otra parte, por el lema del pegamiento H es continua.
Finalmente probaremos que H es una homotopia de caminos entre ( f* g) y ( f/* g’):

H(2s,0) sise[0,3] f(2s) sis€[0,3]
= H(s,0)= = =(f*g)(s).
H,(25s—1,0) sise[%,l] g2s—1) sise[%,l]
H,;(2s,1) sise[O,%] f'2s) sise[O,%]
s H(s,1)= = =(f’*g’)(s)
Hy(2s—1,1) sise[3,1] g'(2s—1) sise[3,1]
L H(O,t):Hl(O,t):xO
L] H(l,t)=H2(1,t)=x2
Porlotanto H: (fxg)~. (f'*g’) O

Definicién 2.15. El producto de caminos * induce un producto ® de clases de equiva-
lenciaen[I, X] dado por

[Flelg]=[r=g]

Por la Proposicién 2.14 el producto de caminos esté bien definido, esto es, el pro-
ducto de caminos no depende de los representantes de las clases. El conjunto de
clases de equivalencia [I, X] dotado del producto de clases de equivalencia ® tiene
una estructura algebraica semejante a un grupo. Sin embargo, el producto de clases
no esté definido para cualquier par de clases, sino solamente para aquellas clases
cuyos representantes son caminos que se pueden multiplicar, es decir, el producto
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de clases [ f ] ® [g] estd definido si, y s6lo si, f(1) = g(0). A continuacién veremos las
propiedades que el producto de clases de equivalencia satisface, para ello, antes es
necesario definir un par de objetos: El primero, dado x € X, denotamos por e,: I — X
al camino constante definido por e, () = x; el segundo, dado f € 6(X; xg, x1), denota-
mos por f al camino en X definido por f =(1—s), el cual inicia en x; y termina en
X, v es llamado inverso de f.

Teorema 2.1. Sean f € 6 (X; Xy, X,), & € 6 (X; X1, %;) y h € 6 (X; Xp, x3). Entonces

@) [fle((gleln)=([f]e[g]) @]

b) [flele.]=[f]=[es ][]

o [fle[f]=[es]v[f]®8[f]=[es]

Demostracion.

a) Basta probar que (f *g)*h es una reparametrizacién de f (g x h), es decir, que

existe ¢: I — I continua tal que (f xg)xh=(f*(g*h))o .
El camino (f *g)* h estd dado por

f4t) sitef0,1]
(F+g)xn)()=1 glar—1) sie[}1]
h(2t—1) sie€[3,1]

mientras que el camino f * (g * h) estd dado por

fet)  siteo}]
(Fx(g*h))()=1 glar—2) sie[},3]
1]

h(4t—3) sie[3,
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Sea ¢: I — I definida por
2t sitef0,1]

p(t)= sitelf, s3]

-
+
N

Lyl sie[b]

Falgeh
Para t €[0, 1] se tiene t 52t e [0,1]. Luego 2¢ Mf(u).

SH{g+h
Para t €[, 3] se tiene s t+1€[3 3] Luego t+%-M>g(4t—1).

Parate[%,l]setieneIL%(t+l)€[%,l].Luego (t+1) flex )h(Zt—l)

De estamanera (f xg)+h=(f*(g*h))oy (Ver figura 5).

Por el lema 2.12 se tiene

[ «(gxn)]=[(f(gn))o¢]
= [(f * g) * h] .
b) Procediendo de manera similar al inciso anterior, tenemos que f xe, y e, * f son
reparametrizaciones de f, porlo que [f]@[e, |=[f]=[es ]|®[f]
¢) Por definicion [f] ® [ﬂ = [f *f] Notemos que f* f = f O(idl *Ell). Entonces
[f*f]=[fo(id «id,)] ey

Dado que el intervalo I es un subconjunto convexo de R, se tiene que id; x id; y e,
son homotépicos por caminos. Asi, por la proposicién 2.9 se tiene

fo (zdl*zdl) ¢ foep.
donde f o ey = ef(g) = e,,. De esta manera

[f o(idy idy)]=[ey, ] @)
Asi, por las ecuaciones (1) y (2) se concluye que [ f *7] = [exu].
Andlogamente se prueba que [f]®[f]=]e,, ]. O
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0 T2 34
' T fe(gxn)

—— |
0 Ya 1

FIGURA 5. La funcion (f *g)h es una reparametrizacién de f (g * h).

—_

[

3. DEFINICION DEL GRUPO FUNDAMENTAL

Definicién 3.1. Sea X un espacio topolégico y xy € X. Un lazo basado en x, es un
camino en X que comienzay termina en x.

Si consideramos el conjunto de lazos en el espacio X basados en el punto x, € X,
entonces el producto de caminos * estd definido para cualquier par de lazos basados
en X, y por lo tanto, el producto ® de clases de homotopia por caminos, estd definido
para cualquier par de clases de lazos basados en x;. De esta manera el conjunto de
lazos basados en x; dotado con la operacion ® tiene una estructura de grupo.

Definicién 3.2 (Grupo fundamental). Sea X un espacio topolégico y x, € X. El grupo
fundamental de X relativo al punto base x,, denotado por, (X, x,), es el grupo formado
por el conjunto de clases de homotopia de caminos asociadas a los lazos basados en x;
dotado del producto de clases de homotopia por caminos.

A (X, xp) también se le conoce como primer grupo de homotopia, de donde se
entiende que exiten mds grupos de homotopia. De hecho existen grupos de homotopia
7,(X, xy) para cualquier n =0,1,2,.... En el caso particular cuando n = 0, el grupo
1o(X) denota el conjunto de componentes conexas por caminos del espacio X.

Ejemplo 3.3. Sea X c R" convexo. Dado x, € X, el grupo 1, (X, x,) es trivial, lo cual
denotamos como 1, (X, xy) =0, pues si f es un lazo en R" basado en el punto x,, la
homotopia por rectas es una homotopia por caminos entre f y el lazo constante ey, .
Proposicion 3.4. Sea a € 6(X; xy, x,). Entonces la funcion

a:my (X, x) — m (X, x1)
definida por
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a((f])=l@e[f]elal

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. La funcién & esta bien definida pues el producto de clases esta bien
definido, pues es independiente del representante de la clase de homotopia. Probemos
que @ es un homomorfismo:

a([f)ea(gl)=(@e[f]ela])e (@ e[g]®l)

Ahora probemos que @ es biyectiva: Sea 8 :=@

a(B(h)
=a([Blelnle[p])
=a(la)e[h]8[a)
=[ale((al®hl®[a)e[a]
=(@lela)®[h]e(alea])
=[h]

(aoB)(n])

Andlogamente se prueba (/3 o d) ([f]) = [f] para toda [f] em (X, xp).
Se concluye que @ es un isomorfismo. (]

Corolario 3.5. Si X es conexo por caminos y x,, X, € X, entonces 11 (X, x,) es isomorfo
amn; (X, x).

El enunciado del corolario anterior nos puede llevar cometer el error de hablar
simplemente del “grupo fundamental de X” sin considerar el punto base. Si bien
71 (X, x,) es isomorfo a 7; (X, x;), caminos diferentes «, 8 € 6 (X; xy, x;) pueden dar
isomorfismos diferentes entre 7; (X, xo) y 71 (X, x7).

Definicién 3.6. Elespacio X es simplemente conexo si es conexo por caminosy n1(X, xo)
es trivial para algiin xy € X.
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Lema 3.7. Sea X un espacio simplemente conexoy a, 3 € 6 (X, xy, x;). Entoncesa y 3
son homotépicos por caminos.

Demostracién. Sean a, 3 € 6(X; xy, x;). Entonces E € 6(X; x1, x0). Asi a *ﬁ esta defi-
nido y es un lazo en X basado en x,. Dado que X es simplemente conexo, a* 3 ~ e, .
De esta manera [a* ] = [9x0]- Luego [axB|®[B]= [exO] ®[B]. Asi

[Bl=lex,xB]=[e,]@[B]=[axp]®[B]=[(axB)+p]=[ax(pxp)|=[axe,]=[al.
O

Definicién 3.8. Un espacio puntuado es un par(X, x,) donde X es un espacio topologico
¥ Xo € X. Una funcion puntuada f: (X, x9) — (Y, yo) esuna funcion continuaf: X - Y
tal que f (Xo) = Yo

Definicién 3.9. Sea h: (X, x,) — (Y, yo) continua. El homomorfismo inducido por h es
la funcién
h*: st (X: xO) — T (Y’ yO)
definida por
h([f])=[hrof]

Notemos que si f es un lazo en X basado en x; y h: (X, x5) — (Y, yo), entonces
hof:1— Y esunlazoen Y basado en y,. Por otra parte,la funcién h, estd bien definida
yaquesi H: f ~. g, entonces (ho H): (h Of) S (h og). Que h, es homomorfismo se
sigue de la ecuacién

(hof)x(hog)=ho(f xg).

Elhomomorfismo h, no solo depende de / sino también del punto base que se conside-

ra. Si consideramos puntos base distintos x; y x; entonces tendremos homomorfismos

inducidos (hy, ), vy (k)
* 1

Teorema 3.1.

a) Sih:(X,x)— (Y, ) yk:(Y, ) — (Z, zy) son funciones puntuadas, entonces (k o
h),=k,oh,.

b) La funcion identidad idy: (X, xy) — (X, Xo) induce el homomorfismo identidad
(ldX)* . ﬂ(X» xO) - //T(X! xO)'
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Demostracion.
@) Dado [f]em, (X, x,) se tiene

=k (h (1))
=(k.on)([f])
b) Dado [f]em, (X, xo), se tiene (idx), ([f]) =[idx o f]=[f] O

El siguiente corolario nos dice que el grupo fundamental de un espacio es un
invariante topolégico.

Corolario 3.10. Sih: (X, xy)— (Y, y) es un homeomorfismo, entonces h,: (X, xo) —
m.(Y, %) es un isomorfismo.

Demostracién. Basta probar que h, es biyectivo.
Sean h™': (Y, ) — (X, xo) la inversa de h.

Por una parte
(h7"), o h,=(h"" o h), =(idx), = id,x x)
Por otra parte
hoo(h™"), =(hoh™) =(idy),= idy (v,)
Por lo tanto h,: m1(X, xy) = 71(Y, ) es un isomorfismo. (I

4. ESPACIOS CUBRIENTES

En esta seccidn se estudiardn los espacios cubrientes los cuales se utilizan para el
célculo de grupos fundamentales.

Definicién 4.1. Sea p: E — B continua y sobreyectiva. Un conjunto abierto U de B
estd regularmente cubierto por p si existe una coleccion {V,} de abiertos en E tal que

p U)=| |Va
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p~1(U)

p

DO

FIGURA 6. Un subconjunto abierto U regularmente cubierto por p.

yply,: V, — U es un homeomorfismo para todo a.

Para cada a, V, se llama rebanada u hoja. La coleccién {V,} se llama particion en
rebanadas o particion en hojas de p~'(U). Si E es simplemente conexo, decimos que E
es un espacio cubriente universal.

Notemos que si U es regularmente cubierto por p, entonces representamos al
conjunto p~!(U) como una pila de copias de U flotando sobre U (ver figura 6). Por
otra parte, si U estd regularmente cubierto por p y W es un abierto tal que W c U,
entonces W estd regularmente cubierto por p.

Definicién 4.2. Sea p: E — B una funcién continua sobreyectiva. Si para cada b € B
existe U C E vecindad de b tal que U estd regularmente cubierto por p, entonces p se
dice que es una funcion cubriente, y E un espacio cubriente. El subespacio p~'(b) de E,
es llamado fibra sobre b y tiene la topologia discreta.

Ejemplo 4.3. Para todo espacio X, la funcion identidad idy : X — X es una funcién
cubriente.

Ejemplo 4.4. Si f: X — Y es un homeomorfismo, entonces f es una funcion cubriente.

Ejemplo 4.5. La funcién p: R — S! definida por p = (cos(27mx),sin(27x)) es una
funcion cubriente como veremos mds adelante en el teorema (4.1). La funcion p enrolla
la rectaR sobre S' (Ver figura 7).

Lema4.6. Sip: E — B una funcion cubriente, entonces p es abierta.

Demostracion. Sea Aunabiertoen E,ysea x € p(A). Como p esuna funcién cubriente,
existe U vecindad de x tal que U esta regularmente cubierto por p. Sea {V,} una



176 MACIAS, GARCIA, VALTIERRA, DIAZ

=4

FIGURA 7. La funcién p = (cos(27x),sin(2nx)) enrolla la recta R
sobre S1.

particién en rebanadas de p~!(U). Como x € p(A), existe y € A tal que y = p(x). Sea
Vg larebanada que contiene a y. Dado que Ay Vj son abiertos en E, AN Vj es abierto
en E y por lo tanto, es abierto en Vj. Puesto que p aplica Vs homeomorfamente en U,

el conjunto p (V/; ﬂA) C p(A). Por lo tanto p(A) es abierto. O

Teorema 4.1. La funcién p: R — S dada por

p(x)=(cos(2mx),sin(27 x))
es una funcién cubriente.
Demostracién. Consideremos el conjunto U; = {(a, b)eS':b> 0}. Este conjunto es
un abierto en S! y es la interseccion de S! con el semiplano superior abierto de R?.
Dado un punto p =(cos(27x),sin(27 x)), se tiene que p € U, siy s6lo si, sin(2wx) > 0.
De esta manera p~ (U;) = {x € R:sin(27x) > 0}.
Por otro lado

sin(2nx)>02nn<2nx <(2n+ 1)
1
<:)n<x<n+5

para todo n € Z. De esta manera

p )= |V,

nez

donde V,, = (n, n+ %) para cada n € Z (Ver figura 8).
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Vo Vo Voo Vi W

2 1 0 1 2
P
U

FIGURA 8. Particion en rebanadas de p~!(U)

Dado que cos(27x) es estrictamente monétona en cada V ,,, la funcién ply, es
inyectiva. Ademads ply; (V,,) =U, paracada n € Z, por lo cual, ply, essobreyectiva.
Puesto que V,, es compacto, ply, — U, es un homeomorfismo para cada n € Z, en
particular, p|y, : V,, — U, es un homeomorfismo para cada n € Z.

Ahora consideremos los conjuntos U, = {(a, b) € S' : b <0}, Uy ={(a, b) € S' : a > 0}
yU,= {(a, b)eS':a< O}. Al igual que Uj, estos conjuntos son abiertos en S'. Ademas
St= U?=1 U;. Procediendo andlogamente al caso de U;, tenemos que U, Uz y U, estan
regularmente cubiertos por p. Por lo tanto p es una funcién cubriente O

En el teorema anterior se ha dado un ejemplo de un espacio cubriente conexo por
caminos. La funcién p puede representarse como la funcién que enrolla la recta R
alrededor de S* aplicando cada intervalo [n, n + 1] sobre S* (ver figura 7).

Notemos que si p: E — B es una funcién cubriente, entonces p es un homeomor-
fismo local. El reciproco no es necesariamente cierto como veremos en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 4.7. Lafunciénp:R, — S! definida por

p(x)=(cos(2mx),sin(27 x))
es sobreyectiva y homeomorfismo local, pero no es una funcién cubriente, pues el punto
by =(1,0) no tiene una vecindad U que esté regularmente cubierta por p.

Teorema 4.2. Sea p: E — B una funcion cubriente. Si B, es subespacio de B y E, =
p~'(By) entonces py := p|g, es cubriente.
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Demostraciéon. Dado b, € B, existe U vecindad de b, regularmente cubierta por p.
Sea {V,} la particién en rebanadas de p~!(U). Entonces U N By es vecindad de b, en
By, y los conjuntos V,, N E; son abiertos disjuntos de E,. Ademads

p T (UNBy)=| |(V,nBy)

y V, N Ey es homeomorfo a U N B, para cada a. O

Teorema4.3. Sip: E — B yp’: E' — B’ son funciones cubrientes, entonces

pxp:ExE —-BxB
es una funcion cubriente.
Demostracion. Sea (b,b’)€ B x B’. Entonces b € By b’ € B’. Como p y p’ son funcio-
nes cubrientes, existen vecindades U y U’ de e y e’ respectivamente tales que estdn
regularmente cubiertas por p y p’ respectivamente. Sean {V,} y {Vﬁ’} las particiones

en rebanadas de p~! (U)y (p’)_1 (U’) respectivamente. Asi

—1
(pxp) " (UxU) =] |(Vex v5).
a,p
donde (V;l X Vb’) es abierto en E x E’ y cada uno de estos conjuntos es homeomorfo a
U x U’ considerando la funcién p x p’. O

Ejemplo 4.8. Consideremos el toro T? = S' x S'. La funciéon p x p: R xR — S! x §!
es una funcién cubriente del toro por el plano R?. Cada uno de los cuadrados unidad
[n,n+1]x[m, m+1] se enrolla alrededor del toro via la funcién p x p

Definici6én 4.9. Sea p: E — B una funcion. Si f € ¢(X, B) para algun espacio X, un
levantamiento de f es una funcion f: X — E tal que

pof=f.

Lema 4.10. Sea p: E — B una funcién cubriente con p(e,) = by. Dado f € 6(B)
comenzando en by, tiene un tinico levantamiento a un camino f en E que comienza
en ey.

Demostracién. Sea f: I — Buncamino en B tal que f(0) = by. Como p es una funcién
cubriente, para cada b € B existe U, vecindad de b que estd regularmente cubierto por
p.La coleccion {U, } es una cubierta abierta de B. Como p es continua, la coleccién
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FIGURA 9. Levantamiento de f

o = {pfl (Ub)} es una cubierta abierta de I. Dado que I es compacto, existe 6 >
0, el cual es el namero de Lebesgue asociado a la cubierta .<f. Entonces podemos
elegir P = {sy, §1, $2,..., S, } una particion del intervalo I, con s =0, s, =1, 5; < §;11
yIsiy1—Si| <0 parai=0,...,n—1.Asi paracadai=0,...,n—1, existe b; € B de tal
manera que [s;, ;1] C p~! (Ub,- ) De esta manera

fsi,si1]) C Uy, paracadai=0,1,...,n—1. €)]

A continuacién definiremos el levantamiento f por pasos:
Paso 1: Primero definimos f (0)=ey.

Paso 2: Ahora definamos f (s) para s €[0, 5;].

Por la ecuacién (3), f ([0, s]) C Up,. Como Uy, estéd regularmente cubierto por p, en-
tonces existe una particion en rebanadas 6, de p~* (Ubo). Asi gy pertenece a alguno de
los conjuntos de la particién %,, digamos que a V,. Para s €0, s;] definamos f;(s) por

Ao =(ply) " (f(5)

Dado que ply;: ¥, — U es un homeomorfismo, fy es continua sobre [0, 5;].

Paso 3: Andlogamente, por la ecuacion (3), f ([s;, $;4+1]) C Up, parai=1,...,n—1. Como
Uy, estd regularmente cubierto por p, existe una particién en rebanadas %; de p~! (Ub,- )
Luego, para s; existe V; € 6; tal que s; € V;. De esta manera para s €[s;, s;;1] definimos
fi (s) como

F&)=(ply)" (£(5)
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Dado que p|y,: V; — U, es un homeomorfismo, f; es continua sobre [s;, 5;41].
Finalmente, dado s € I definimos f por

f&)=fils) si sels,sial.
La funcién f esta bien definida, pues f; estd bien definida para cada i =0,...,n—1.
Ademas fi(s;1) = f,,, (Siy1) paracada i =0,...,n— 1. Por el lema del pegamiento, f es
continua.
Ahora probaremos po f = f. Sea s € I, entonces s €[s;, s;41] paraalgn i =0,...,n—1.
Asi

Finalmente probaremos la unicidad de f, lo cual, haremos también por pasos.
Supongamos que g es otro levantamiento de f que comienza en e,.

Paso a: Consideremos el intervalo [0, s;]. Como f y & comienzan en e,, entonces
f(O) = ¢y = £(0). Puesto que f(O) € V; se tiene g(0) € V. Dado que f es continua y
[0,5,] es conexo, f ([0, s;]) es conexo. Luego £ ([0,s;]) € V. Supongamos que existe

s, €10, 5] tal que f(s,)# g (s,). Por definicion f(s,) = f;(s,) = (plvo) (f(s)). Notemos
que f(s,) es el tinico punto de p~ ( f(s *)) que esta en V. Asi, existe W, € 6, tal que
Wy # Vy v &(s,) € Wy. Como g es continua y [0, s;] es conexo, g ([0, s;]) es conexo. Asi
£([0, s;]) € W,. Entonces g(0) € W,. De esta manera g(0) € V, N W, lo cual contradice
que los elementos de %6, son disjuntos. Por lo tanto

f(s)=g(s) paratodo s€l0,s]. 4)

Paso b: Ahora consideremos el intervalo [sl,sz] Por la ecuacién (4), f(s;) = ~(31) Dado
que f(s;) € V4, setiene que g (s;) € V5. Como f es continuay([s,, s,] es conexo, f[s;, s,] es
conexo. Entonces f[s;, s,] C Vl Supongamos que existe s, € s}, s,] tal que £ (s,) # & (s,).
Luego f(s*)—fl(s*)—(plvl) (f(s)). El punto f(s,) es el tinico punto de p~ (f(s*)) que
pertenece a ;. Asi, existe W € 6, tal que W # V; y &(s,) € W;. Como & es continua y
[s1, 5] es conexo, g ([s1, 5,]) es conexo. Asi g ([s;, s»]) € W;. Entonces g(s;) € W;. De esta
manera g(s;) € V; N W, lo cual contradice que V; N W, =. Por lo tanto
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f(s)=g(s) paratodo se€([sy,s,].
Paso c: Procediendo como anteriormente, para cada i =0,...,n—1 se tiene

f(s)=g(s) paratodo s€[s;siu]
Por lo tanto f(s)=g(s) paratodo s € I. O

La demostracion del siguiente lema se puede consultar en [2]

Lema4.11. Seap: E — B una funcién cubriente con p(ey)=by. Sea F: I x I — B una
funcién continua con F(0,0) = b,. Entonces existe un tinico levantamientode F a una
funcién continua F: I x I — E tal que F(0,0)= e,. Si F es una homotopia por caminos,
entonces F es una homotopia por caminos.

Teorema4.4. Seap: E — B una funcién cubrientecon p(e,) = by. Sean f,g € ‘6(B; by, b;)
ysean f y § sus respectivos levantamientos a caminos en E comenzando ene,. Sif y g
son homotdpicos por caminos, entonces f y § terminan en el mismo punto de E y son
homotdépicos por caminos.

Demostracién. Sea H: I x I — X la homotopia de caminos entre f y g. Entonces
H(0,0)= by. Sea H: I x I — E el levantamiento de H a E tal que H(0,0) = ¢,. Por el
lema (4.11) H es una homotopia de caminos. Luego H(0,#) = ¢,y H(1, t) = e, para
todo t € I. Las restriccién H| Ixfo} de H al lado inferior de I x I es un camino en
E comenzando en e, y que es un levantamiento de H]|;,;. Por la unicidad de los
levantamientos de caminos tenemos H(s,0) = g(s).

Andlogamente H|;,(;; es un camino en E que es un levantamiento de H|;,q; que
comienza en ;.

Por la unicidad de los levantamientos de caminos, H(s,1) = g(s).

Por lo tanto, f y & terminan en e; y H es una homotopia de caminos entre ellos. [

Definicién 4.12. Sea p: E — B una funcién cubrientey by € B. Sea e, tal que p(ey) = by.
Dado [f] e m,(B, by) sea f el levantamiento de f a un camino en E que comience en e,
Definamos ¢ : ni(B, by) — p~'(by) por
o(r])=r@
A la funcién ¢ se le conoce como correspondencia del levantamiento derivada de la
funcion cubriente p.

Teorema 4.5. Sea p: E — B una funcion cubriente con p(ey) = by. Consideremos la
correspondencia del levantamiento derivada de p
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¢:m1(B, by) = p~(by)

a) Si E es conexo por caminos entonces ¢ es sobreyectiva.
b) Si E es simplemente conexo, entonces ¢ es biyectiva.

Demostracion.

a) Sea e, € p~' (b,). Como E es conexo por caminos, existe un camino f en E de e, a
e;.Luego f =po f esunlazo en B basado en by y ¢ ([f]) =f(l)=e,.

b) Sean|f],[g]em (B, b) tales que ¢ ([f])= ¢ ([g]). Sean f y & levantamientos de
f v g respectivamente a caminos en E que comienzan en e,. Entonces f(1)= g(1).
Como E es simplemente conexo, existe una homotopia de caminos H en E entre
fyg&.AsipoH esunahomotopia de caminos en B entre f y g. O

Para finalizar, calcularemos el grupo fundamental de S*.
Teorema 4.6. El grupo fundamental de S* es isomorfo aZ:

Demostracion. Sea p: R — S! la funcién cubriente del teorema (4.1) . Sean ¢y =0y
by = p(ey). Entonces p~ (by) = Z. Dado que R es simplemente conexo, ¢ : 7, (Sl, bo) —
Z es biyectiva.

Sean [ f ],[g] € 1, (B, by) y sean f y & sus respectivos levantamientos a caminos
en R que comienzan en 0. Sean n = f(1) y m = &(1). Asi ¢ ([f]) =ny ¢([g]) =m.
Definamos & por &(s)= n+g(s) el cual es un camino en R. Como p(n + x) = p(x) para
todo x €R, el camino & es un levantamiento de g que comienza en n. De esta manera
f % £ esté bien definido y es el levantamiento de f * g que comienza en 0. El punto
final de & es §(1)= n + m. Entonces

o((flele)=n+m=9¢(r])+¢(e]) ©
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LA TRANSFORMADA %: UNA INTRODUCCION A LOS SISTEMAS DINAMICOS
DISCRETOS

RICARDO AGUILA GOMEZ, ALEJANDRO CRISTOPHER NAVA TELLEZ,
MARTIN MUNOZ CHAVEZ

RESUMEN. La transformada % es una técnica matemadtica de gran utilidad
para convertir senales discretas en el dominio del tiempo, en funciones
continuas en el dominio dela frecuencia. Este curso se enfocard en el estudio
detallado de la definicién y propiedades de la transformada %, cuyo objetivo
principal es analizar sistemas discretos lineales e invariantes en el tiempo. A
lo largo del curso, se explicard cémo partir de un sistema dindmico continuo
y convertirlo en uno discreto para aplicar la transformada % en su andlisis. A
su vez, se abordara la importancia de usar estas herramientas en ingenieria
y se ofrecerdn casos aplicados para demostrar la utilidad de la teoria.

1. INTRODUCCION

En el mundo actual, donde la tecnologia digital desempefia un papel fundamental en
casi todas las dreas de la ciencia, ingenieria y tecnologia, el andlisis y el disefio de sis-
temas discretos se han vuelto de vital importancia. Los sistemas discretos, que operan
en el dominio discreto, son utilizados en una amplia gama de aplicaciones, desde el
procesamiento de sefiales digitales hasta el control de sistemas automatizados.

Una herramienta clave para el estudio de los sistemas dindmicos discretos es la
Transformada #. Al igual que la transformada de Laplace en el dominio continuo,
la transformada % permite analizar y caracterizar las propiedades de los sistemas
en el dominio discreto. La transformada & proporciona una representacioén en el
dominio de la frecuencia compleja de las sefiales y sistemas discretos, lo que facilita el

2000 Mathematics Subject Classification. 82B44.
Palabras Claves. Sistema dindmico discreto, Transformada % .
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andlisis de su comportamiento en términos de respuesta en frecuencia, estabilidad y
rendimiento.

Comenzaremos por comprender los fundamentos de los sistemas discretos, inclu-
yendo conceptos como la secuencia de entrada, la respuesta en el tiempo discreto y
las ecuaciones en diferencias. Estudiaremos la Transformada %, analizando su de-
finicién, propiedades y aplicaciones en el andlisis de sistemas dindmicos discretos.
Ademas, examinaremos cémo la Transformada & se utiliza para resolver ecuaciones
en diferencias, estudiar la estabilidad y el rendimiento de los sistemas de control
discreto, y caracterizar las respuestas en frecuencia de los sistemas discretos. También
exploraremos técnicas de inversién de la Transformada % y algunas aplicaciones.

2. LA TRANSFORMADA %

2.1. Sucesiones. Comenzaremos con algunos conceptos clave que sentaran las
bases para el desarrollo de esta seccién.

Definicién 2.1 (Sucesién finita.). Una sucesion finita{x,}, es un conjunto ordenado
de ntimeros reales o complejos

{xk}g = {x0y X1, xz,...,xn}

el conjunto de niimeros esta ordenado, asi que la posicién en la sucesion es importante.
La posicion estd identificada con el indice de posicion k, donde k es un entero.

Si el niimero de elementos en el conjunto es infinito tenemos entonces una sucesién
infinita
oo _
{xk}() - {XO) X1, X2y .0t } .
Cuando tratamos con muestras de funciones en el tiempo #, es necesario contar

con medios que nos permitan tener ¢ < 0. Para hacer esto, permitimos que la sucesién
de ntmeros se extienda al infinito en ambos sentidos de la posicién inicial x;, es decir

o0
{xk}_oo = { coy X, X1, Xg, X1, X2, .. }
Las sucesiones {x;}°;  paralas cuales x; =0 cuando k < 0 son llamadas sucesio-
nes causales por analogia con las funciones causales f(#)H(t) de tiempo continuo

definidas como

0, <0
f(”H(”:{ £, t>o0.
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Mientras que para algunas sucesiones finitas es posible especificar la sucesién
haciendo una lista de todos los elementos del conjunto, lo normal es que una sucesién
esté especificada por una formula de su elemento general x;.

Definici6on 2.2 (Serie geométrica.). Las series geométricas son de la forma
oo
a+ar+ar2+ar3+---+ar”+~-=Zar"
n=0

donde a y r son ntimeros reales fijos y a # 0.

La convergencia de la serie geométrica esta dada de la siguiente manera
(1) Si|r| <1, entonces la serie geométrica converge y su suma es

o

a
Zar”z =

n=0
(2) Si|r|>=1, entonces la serie geométrica diverge.

2.2. Transformada %. Definiremos la transformada Z y obtendremos la transfor-
mada de algunas de las funciones mas usuales.

Definicién 2.3 (Transformada %.). La transformada % de una sucesion {x;. }fooo estd
definida, en general, como

oo
Xk

Z{xe} o, =X(2)= > )
k=—00
siempre que la serie sea convergente y donde z es una variable compleja todavia indefi-

nida.

El proceso de aplicar la transformada Z a una sucesién produce una funcién de
variable compleja z, cuya forma depende de la propia sucesion. El simbolo % denota
el operador transformada %, que cuando opera sobre una sucesion {x;}, transforma
estd tltima en la funcién X(z) de variable compleja z. Es usual referirse a {x;.}, X(z)
como par de transformadas z que algunas veces se escribe como {x;} —— X(z).

Para sucesiones {x;}°2_ que son causales, esto es x; =0 cuando k < 0 la transfor-
mada & dada en (1) se reduce a

2l =X(E)=) > @
k=0
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Estamos interesados en las sucesiones causales y por tanto la definicién dada en
(2) sera la que utilizaremos de aqui en adelante. A partir de ahora usaremos {x;} para
denotar {x;};°. Sin embargo las sucesiones no causales son de suma importancia y
surgen de manera particular en los campos de procesamiento digital de imégenes
entre otros.

Una propiedad fundamental de la transformada & es su linealidad, que se puede
expresar como sigue.

Definicion 2.4 (Linealidad de la transformada %). Si{x;}y { yk} son sucesiones que

tienen transformada % {x;} y { yk} respectivamente si A y u son constantes reales o
complejas cualesquiera, entonces

Z{Axi +up} =2AZ {x}+uZ {n}=2AX(2)+uY(z).

Como una consecuencia de esta propiedad, decimos que el operador transformada
%, es un operador lineal. Una prueba de la propiedad se sigue directamente de la
definicién (2) ya que

o AXg+ U < Xk < Jk
ﬁ’z"{lxk+uyk}=kz_(;7=A;Z—k+u;§=1X(z)+uY(z).

Laregion de existencia de la transformada %, en el plano z, de la combinacién lineal
serd la interseccion de las regiones de existencia de las transformadas z individuales
X(z)y Y(z).

Ejercicio 2.5. Determine la transformada z de la sucesién {a*}, k > 0.

Solucién 2.6. A partir de la definicién (2),
x{a*l = — = (—)
h=220=21:

. z . z e a 2 .
que reconocemos como una serie geometrica, COn razon comun r = — entre terminos
z

sucesivos. Asi la serie converge para|z| > |a|, cuando

Say_ o 1-(4)
Z(—) = lim T
=0 Z k—o00 1—2

llegando a
V4
#{a*}=—"—, |z|>lal, 3)
z—a
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asi que {x;} = {ak} yX(z)= es un ejemplo de un par de transformadas z.

zZ—a

Del ejemplo anterior vemos que la transformada % de la sucesi6én {a*} existe si
restringimos la variable compleja z de manera que este fuera del circulo |z| = a en el
plano z. Desde otro punto de vista, la funcién

z
X(2)=—— lz[>lal
z—a
puede pensarse como una funcién generadora de la sucesién {a*}, en el sentido de

1
que el coeficiente de Zik en la expansion de X(z) en potencias de — genera el k —simo
z

término de la sucesion {a*}. Esto se puede verificar facilmente, ya que

z 1 a1
(%)
z—a 1-—73 z

y puesto que |z| > |a|, podemos expandir como

a1 a a\? a\k
(1——) :1+—+(—) +---+(—) 4o
z z z z

k

. 1
y vemos que el coeficiente de —, esa’ como se esperaba.
z

Ejercicio 2.7. Determine la transformada % de la sucesién {k}.

Solucién 2.8. A partir de la definicion (2),

f{k}=§;§=§;kz—kzzzkz—m+n=_zj_z(iz_k),

k=0
por lo que
od( 1\ d(z . [(z=DE@)-z5(z-1)
f{k}—‘za(q)—‘%(z_l)—‘z( (Z=17 ’
con esto ( 1)(1) (1) 1
Z— —Z — z
ff{k}z_z( (z—12 ):_Z((z—m):(z—m
por tanto
ff{k}:(z_l)z, lz|> 1.

Ejercicio 2.9. Determine la transformada z de la sucesion {e i kx}.
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Solucién 2.10. A partir de la definicion (2),

O Likx 0 O ix\k
. e . _ e 1 Z
F et} = E prat E etkrz7k = (—Z ) T |z|> 1.
k=0 k=0 k=0 1 z

Del resultado anterior vamos a determinar la transformada % para la sucesién
{coskx}y {sinkx} utilizando el hecho de que

{e™*} ={coskx +isinkx}={coskx}+i{sinkx}

de esta manera utilizando la linealidad de la transformada % tenemos

#{e™} =% {coskx+isinkx}=%{coskx}+i%{sinkx},

por otro lado
. z z
g{e lkx} — i — _
z—eikx  z—coskx+isinkx
que multiplicando por el conjugado en el numerador y denominador de esta tiltima

expresion

; z z—coskx+isinkx z(z—coskx)+isinkx
Eg{elkx}z _ ( )

z—coskx+isinkx z—coskx+isinkx (z—coskx)?+sinkx

de donde simplificando

EZ’{ ikx} z(z—coskx)+isinkx z(z—coskx) . zsinkx
e = = i
z2—2zcoskx +cos2kx +sinkx z2—2coskx+1 z2—2coskx+1
por tanto
z(z—coskx zsinx
Z{coskx}= ( ) Z{sinkx}= |z| > 1.

z2—2coskz+1’ z2—2coskx+1’

Ejercicio 2.11. Determine la transformada % de la sucesion impulso unitario.

{0,}=1{1,0,0,...}.
Solucién 2.12. A partir de la definicion (2),

— &
2{6)=) =62’ =())=1.
k=0
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2.3. Laprimerapropiedad de traslacién (retraso). Introduciremos dos propiedades
relacionadas con la transformada % de la version trasladada de la misma sucesion.
Primero consideraremos la versién de retardo de la sucesiéon {x;}, denotada por { Ve },
con
Yk = Xk—ky-
Aqui k; es el niimero de pasos en el retardo; por ejemplo, si k; = 2, entonces
Vi = Xp_p, asi que

Yo=X2 N=X1, Yoa=Xo» Y3=X15-..
Asila sucesién { yk} es simplemente la sucesién {x; } movida hacia atrés o retrasada,
en dos pasos. A partir de la definicién (2),

P _oo J’k_oo Xk—ky
{J’k}—;;—; e

Si tomamos p = k — k; entonces k = p + k, y haciendo este cambio de indice en la
suma, tenemos

—  Xp I % 1
%{Yk}=zt; T %Z(;Z—p = %X(z).
p= p=

donde X(z) es la transformada % de {x;}.

Por tanto tenemos el resultado

Teorema 2.13 (Primera propiedad de traslacion (retardo).). Sea la sucesion retrasada
ko pasos hacia atrds, entonces su transformada % estd dada por

1
Ef{xk,ko} = %Ef{xk,ko}. 4)

que se conoce como la primera propiedad de traslacién de la transformada % .

1
Ejercicio 2.14. La sucesion causal{x,} estd generada por x; = (Z_k)' k > 0. Determine

la transformada % de la sucesion recorrida {x;_»}.

Solucién 2.15. Por la propiedad de traslacion (4)

1 1
Z{xpo}= ;ff{z—k},
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la cual, usando (3), obtenemos

7y } 1 =z 1 2z 2 | |>1
Xp_p}=— =— = , lzl> =.
k=2 z2z—3 z22z—1 2z(2z-1) 2

Podemos confirmar este resultado usando directamente la definicion (1). A partir
de esto, y del hecho de que {x;} es una sucesién causal,

11
{xk}:{x72)x71)x0)x1!x2r"'}: {0,0,1, E)Zr}

1 1 1 1 1
F{xXe 0} =040+ —+—+— 4= — 14+ —+—+--
2} z2  2z3 4z4 22( 2z 4z2 )

y por tanto

1 =z 2

1
Z sl =—  lzl> .
z°z

-1 z(2z—1) 2

2.4. Lasegunda propiedad de traslacién (avance). Buscamos ahora una relacién
entre la transformada % de una versién adelantada de una sucesién y aquella de la
sucesion original. Primero consideramos un adelanto de un solo paso. Si { yk} esla
version adelantada de un solo paso de la sucesién {x;}, entonces

Y = Xk+1» k>0.

Entonces
oo y oo x oo x
k k+1 k+1
2{nt=3 =2 =22 o
k=0 k=0 k=0

y haciendo p =k +1, obtenemos
=, x =, x 2, x
— P o = r = -
fé’{yk} —zzl: o —z(xo+zl: " xo)—z(z: o xo) =zX(z)—zXxp.
p= p=
Para una sucesién adelantada dos pasos
oo

oo
Xi+2 2 Xi+2
Z{x = E =z E
{ k+2} T 2k Zk+2’
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y haciendo p = k +2, obtenemos

o

X
%’{xk+2}zzzzz—’;=zz x0+—+z—— -

p=2

I
NN
R
E
|
K=

por tanto
X
L {Xpsn) = 2° (X(z)—xo——l) =2z°X(z)— 2% xg—zX;.
z

Podemos generalizar esto para una sucesion de k, pasos como sigue

X X
%{xk+ko} Z k+k0: kZ k+ky

k+ko’
=0 S
y haciendo p = k + k;, obtenemos

[eS) ko—l [eS) ko—1 [eS) ko—1
_ kK Xp _ o |k Xp Xp
LA Xpaky f = 2 2P = gk — |=z =) — |,
zP zP zP zP
p=ky p=0 p=ky p=0 p=! p=
por tanto
kol ko—1
X {Xpsn, } =2 (X(Z)— E _Z) =z"X(z)— E X2k,
Z
n=0 n=0

Asi tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.16 (Segunda propiedad de traslacién (avance).). La transformada % para
una sucesion adelantada k, pasos estd dada por

ko—1

—n
#{xppr, } =25 X(z E Xz, (5)
Usaremos estos resultados para resolver ecuaciones en diferencias.

Algunas otras propiedades que cumple la transformada % se enuncian a continua-
ci6én en el siguiente teorema.

Teorema 2.17 (Propiedades de la transformada %.).

(1) Multiplicacién por a*. Si % {x,} = X(z) entonces para una constante a.

Q'f{akxk}zX(Z).
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Multiplicacién por k" . Si % {x, } = X(z) entonces para un entero positivo n.

n

n _(_ 1\t d
Z{k"x}=(-1)"z ¥

Teorema del valor inicial. Si {x;.} es una sucesién cuya transformada % es X (z)
entonces el teorema del valor inicial establece que

X (z).

lim X(z)= x,.

Z—0Q

Teorema del valor final. Si{x,} es una sucesién cuya transformada % es X(z)
entonces el teorema del valor final establece que

1
lim x; = lim(l — —)X(z).
z—1 z

k—o0

1
siempre que los polos de (1 — —) X(z) estén dentro del circulo unitario.
z

2.5. Tabladelatransformada %. Para facilitar los resultados que se han obtenido
hasta este momento, es ttil tenerlos en una tabla como se muestra a continuacién.

{xi}, k=0 Z{x} Regién de convergence
O 1 Todo z
z
1 |z]>1
z—1
z
ak |z| > |al
z—a
z
k z|>1
17 |z]
z
ka1 - |z| > |al
(z—a)
z
e kT |z|>e T
z—e T
z(z—coswT
coskwT ( ) |z| >1
z2—2zcoswT +1
. zsinwT
sinkwT |z]>1
z2—2zcoswT+1
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3. LA TRANSFORMADA % INVERSA

Consideremos el problema de recuperar una sucesién causal {x;} a partir del
conocimiento de X(z), su transformada Z.

Si #{x;}=X(z) entonces {x.}=%"'[X(2)].
Esta correspondencia entre X(z) y {x;} es llamada la transformada inversa de z,
siendo {x;} la transformada inversa de X(z), y Z' el operador transformacién
inversa de z. Para determinar la transformada inversa vemos a utilizar dos técnicas, la
primera utilizando la definicién de transformada inversa y la segunda es el método de
las fracciones parciales.

3.1. Integral de inversién. A partir de la definicién de la transformada % para la
sucesion {x;}

oo
k Xk | Xk+1
kz_k_ 0+ + + +zk+zk+l+

multiplicamos ambos lados de la ecuacién por zF~! e integrando sobre un contorno
cerrado C, el cual encierre todas las singularidades de X(z), tenemos

E{X(z)zkldz=§xozk1dz+jé xlzkzdz-i----—kj{ xnzldz+j€ X2 2dz 4
C C C C

C

por el teorema de Cauchy-Goursat todas las integrales se hacen cero excepto la que
tiene el factor z 7!, entonces

jg X(2)z" tdz =2mix,
C
esto conduce a la integral de inversion de la transformada %

¥ X(z)} = i jé X(z)z" 'dz.
2mi
C

Definicion 3.1 (Transformada & inversa). La transformada % inversa se define como

¥ X(z)} = :legX(z) laz 6)

(o}
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donde C es un circulo cerrado que envuelve el origen y la regién de convergencia. El
contorno C debe contener todos los polos de X (z).

Asi podemos obtener la sucesioén {x;} con esta integral, que es el método de la
integral de inversién. La manera de calcular estd integral es por medio de la teoria de
residuos

1 1 2
1 _ k—1 _ . k—1
27 X(2) = 5 jg)((z)z dz=5— [2m ;_ORes(X(z)z vz,
J -
de esta manera

7 {X(2)} = % f X(2)z"dz = ;Res (X(2)257", 2,),
C

donde Res(X(z)z*™, z,,) se calcula como sigue
(1) Elpolo z, es un polo simple, entonces

Res(X(z)z", z,) = lim (z — z,) X (2)z"".
272y

(2) Elpolo z, tiene multiplicidad r, entonces
d r—1
lim
(I’ —_ ].)! 22y er_l [
Ejercicio 3.2. Determine la transformada % inversa para
z
X(z)= .
z23—62z2—11z2—6

Solucion 3.3. Para poder determinar la transformada % inversa, primero tenemos
que encontrar los ceros del denominador para factorizar y determinar los polos y su

orden. Podemos observar que los ceros del denominador sonz=1,z=2yz=3yde
esta manera

Res(X(z)zk_l,zn)z (z—zn)rX(z)zk_l].

z B z
z23—6z2—11z2—6 (z—1)(z—2)(z—3)
Utilizando la definicion (6) obtenemos

X(z)=

z

k—1
G-Dz-2-3°

27 {X(2)) = ZLSQ
Tl

(o}
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para calcular esta integral, utilizamos el teorema del residuo, sabiendo que zg =1, z; =2
¥ 2z, =3 son polos simples, entonces

2 (X(2) = —— h dz=S"R i
D=o0mi T z=1)z—2)z—3) Z_; Sl z=Dz—2)z—3) "
C

calculando los residuos tenemos
R zk 1o (z—1)zF
Cle—ne—2E-3"" | R z-DE-2Iz-3)
, Zk
=l =9
(1)F 1
(1-2)1-3) (-1)(-2)

1
7

zk Y I (z—2)zF
Cle—De—20z-3" " 22 z—1)z—2)/z—3)
k

R

=1i o
T2 (z—1)(z-3)

(2)16 3 2k ok
2-1@2-3) 1)-1)

zk N (z—3)zk
Cle—De—20z-3"2""| "5

R

TS z—1)z-2)z-3)
. z*
= e e —2)
(3)k 3k 3k

TB-1B-2 O 2

haciendo la suma de los residuos, obtenemos la transformada % inversa, por tanto

1 Ll o3
2HX(2) =5 2"+ =
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Ejercicio 3.4. Determine la transformada % inversa para

RaleEn e

Solucién 3.5. Aplicando la definicion (6) obtenemos

yl k*ldz
Zm (z—l )

para calcular esta integral, utilizamos el teorema del residuo, sabiendo que z, =1, es
un polo de segundo ordeny z, = 3 es un polo simple, entonces

1
' {X(2)}= pyn Z_1p dZ ZRes
n=0

Cc

(e—1p )]

calculando los residuos tenemos

Res —Zkﬂ zp=1|=1lim L (z—1p2"
(c—1p(z-3) " | =ile- 1)')dz z—12(z-1})

(
1 d Zk+l
lim——[ ]

C(P)e+ 1k -1k Lk 41

1
R

=2(k+1)—4=2k—2.
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k+1 _ 1) k+1

z 1 z z

Res| — 2, ]lm[(_]
2] 2

1 11
_2k+1_2_ki_2_ 1-k
1 7 1 "ok

1 1 2

haciendo la suma de los residuos, obtenemos la transformada % inversa, por tanto
2 YX(2)} =2k—2—2"F,

3.2. Expansién en fracciones parciales. Sea X(z) expresada como un cociente de
polinomios en z

_ P(z)
X(z)= 00) @)

donde el orden de P es menor o igual al de Q. Entonces se puede explandir X(z)
en fracciones parciales, al identificar a cada una de éstas con una transformada &
elemental e invertir cada fraccién en términos de las funciones elementales.
Sea X(z) una transformada % de la sucesion {x;}. Para encontrar esta sucesion se
procede de la siguiente manera:
(a) Suponga que
P(z) _zP(z)
Q(z)  Q(2)
esto se debe a que en muchos casos se presentan transformadas z de las suce-
siones més comunes y presentan un factor z en el numerador.
(b) Divida a X(z) entre z

X(z)=

X(2) _ A(2)
)

F(z
(c) Expanda en fracciones parciales Q ; factorizando, de manera que
z

Qz)=z"+qz" "+ qz" 2 +---+q,
=(z—ai)(z—a)(z—a3z) - (z—a,),

donde a; son las raices del polinomio Q(z).



202 AGUILA, NAVA, MUNOZ

(d) Obtenga las fracciones parciales, dependiendo los siguientes casos
1. Raices reales diferentes, a; # a j» en este caso se tiene

X(Z)=P1(Z)= K K, et K,
z Qlz) z—a; z—a, z—a,

2. Para el caso de tener una raiz a; repetida r; veces, las fracciones asociadas

a cada una de ellas tienen la forma siguiente

K; K, K, K, K;
oo —2_ 4y 1
(z—a;)i  (z—a;)i ! (z—a;)i2 (z—a;2  z—a;

3. Para el caso de tener una raiz compleja @; y su conjugada «;, se considera

la siguiente fraccién asociada

Az+B
z224+az+b’
donde a =—2Re(a;) y b = |a;|2.

4. Para el caso de tener una raiz compleja @; y su conjugada a;, repetida r;

veces, entonces

A;z+ B; A 1z+B; Az+ B, A z+ B

...+ +
(z2+az+b)i (z2+az+b)i! (z2+az+b)? z24+az+b

(e) Una vez que los coeficientes de cada fraccién se determinan, multiplicamos a

cada uno de ellos por z

(f) Por medio de las tablas de transformada %, obtenga la transformada inversa

de cada fraccién y simelas para obtener x;.

Ejercicio 3.6. Determine la transformada % inversa de
z

X(e)= z2—3z42"

Solucién 3.7. Reescribiendo la transformada % factorizando el denominador

z z
- z2—3z+2 - (z—1)(z—2)
dividiendo X (z) entre z tenemos
X(z) 1
z  (z—1)z-2)

X(z)
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descomponiendo en fracciones parciales

X(z) 1 1
z  z—2 z—1
de este modo
z
X(z)= —
(2) z—2 z—1

aplicando la transformada % inversa y la propiedad de linealidad
Z*I{X(z)}:Z*l{ £ _ =z }=Z’1{ ‘ }+Z’l{ c }
z—2 z—1

z—2 z—1
z
usando el resultado Z ™ {—} = {ak} tenemos que
z—a

Z‘l{;}z{zk}—{lk}z{zk—l}, k>0.

Z22—3z+2

4. ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Al construir un modelo matematico interesa elegir una variable que tome valores
discretos. Asi ocurre, por ejemplo, con el tiempo, ya que es comuin realizar mediciones
regulares a la hora de controlar un experimento. Estos datos constituyen un conjunto
finito, o infinito numerable, de valores de la variable independiente. Para este tipo
de modelos deterministicos discretos, las herramientas matemaéticas més adecuadas
para analizarlos son las ecuaciones en diferencias y los sistemas en diferencias.

Definicién 4.1 (Ecuacién en diferencias). Una ecuacion en diferencias es una expresion
del tipo

F(yk+m Yi+n—1 Yi+n—2>"""» Yk+1> Vi k) =0.

Una solucion de la misma, es toda sucesion { yk} que la cumpla.

El conjunto de todas las soluciones recibe el nombre de solucién general. Esta
solucidén general presenta cierto nimero de pardmetros, que pueden determinarse a
partir de las condiciones iniciales, dando lugar a las diferentes soluciones particulares.

La transformada % es una herramienta ttil en el anélisis de sistemas lineales e
invariantes en el tiempo, y se utiliza frecuentemente para resolver ecuaciones en
diferencias. Para resolver ecuaciones en diferencias utilizando la transformada %, se
siguen estos pasos generales:
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. Escribe la ecuacién en diferencias en su forma estandar.

Yie— AV = bx.

donde y; esla salida, x; es la entraday a y b son coeficientes constantes.

. Aplica la transformada % a ambos lados de la ecuacién en diferencias. Supon-

gamos que la transformada % de y;. es Y(z) yla de x; es X(z), es decir

Y(z)—a%z) =bX(z)

. Factoriza Y (z) en funcién de X(z)y z. Luego resuelve para Y (z)

bX(z)

Y(z)=—
(2) l—az!

. Invierte la transformada % para encontrar la solucién en el dominio del tiempo

discreto. Para hacer esto, necesitas encontrar la transformada % inversa de
Y (z) utilizando tablas de la transformada % o software de calculo simbdlico.
Entonces, la solucién en el dominio del tiempo discreto es

k—1

ye=ba*x,+ > ba"x._,
n=1
n—1
donde a” es la respuesta natural del sistema Z ba* x,_; esla respuesta forza-
n=1

da debida a la entrada x;.

Las ecuaciones en diferencias mds complejas pueden requerir métodos adicionales
y técnicas avanzadas. Ademads, es importante tener en cuenta que el uso de software
de calculo simbélico puede facilitar la inversién de la transformada % en casos mds
complicados.

Ejercicio 4.2. Resuelva la ecuacion en diferencias

8Yr2— 6yt =9, k=0,

sabiendo que yy=1yy, =3.

Solucién 4.3. Aplicando la transformada %

8% {Yivo} —6Z { e} + 2 {m} =92 {1}
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utilizando (5) y las formulas de la tabla de transformadas obtenemos
9
8[2°Y(2)—2*Ww—zy|—6[zY(2)—zy]+ Y(z)= z_—zl
que reescribiendo

9
(82%—62+1)Y(2)=82%yy+ 82y, —62 Jp + —

z—1
aplicando las condiciones iniciales yy=1y y, = 3, ast
9z
(822 —62+1)Y(2)=8z*+62+ P
Z p—
que es equivalente a
Y(z) 8z+6 N 9
z  (4z—1)2z-1) (4z—1)2z—1)(z—1)
2+ :
= 1 ot 1 1
(z2—3)z—3) (z—3)z—3)z—1)
resolviendo en fracciones parciales
Y(z) 5 4 6 9 3
=1, _1t,_1 ,_1*t
Z  z—3 z—3 2—3 z—3 271
2 4 3
= — +

y de esta manera

aplicando la transformada inversa

1 _ 1 ZZ _ —1 4Z —1 S_Z
7 Y (=2 {Z_%} z {Z_%}”f {z—l}

asi la solucion es
1\F 1)k
=42 -] —4| - 3r.
tud=2(3) —4(z) +3}

Ejercicio 4.4. Resuelva la ecuacion en diferencias

Vira +2y =0, k=0
sabiendo que y,=1y y, = V2.
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Solucién 4.5. Aplicando la transformada %
#{y+2}+22{n}=0
utilizando (5) y las formulas de la tabla de transformadas obtenemos
z22Y(2)—z%p—2y +2Y(2)=0
y aplicando las condiciones iniciales yy =1y y, = v/2 tenemos
22Y(2)—2z>—v22+2Y(2)=0
que es equivalente a

(22 +2)Y(2)=2%++2z

Y(z) z++2

z  z242
B z+v2
(z+iV2)(z—iv?2)

3 z4+42
" (z2—v2ei%)z—v2e73)

resolviendo en fracciones parciales

Y(z) 1+ 1—i

z  2i(z—+2ei%) 2i(z—+/2e"5)

Y(z)=i.[(1+i);—(1—z) ]
20 z—+2e! z—«/_e i3

aplicando la transformada inversa
1 z z
¥y =%l{—[1+i—_ﬁ— l—i—.r]}
{Y(=) 2 |0+ U=

asi la solucioén esta dada por

{J/k} { 2 [ 1+z)e12k—(1_i)ei§k]}

=422 cos— +sin—
2 2
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5. FUNCIONES Z DE TRANSFERENCIA

Consideremos la ecuacién en diferencias general lineal con coeficientes constantes,
modelo de un sistema lineal invariante en el tiempo, con sucesién de entrada {u;} y
sucesion de salida {y; }, ambas son sucesiones causales siempre.

AnYe + N0+ a0y Yktn—1t "+ Ay Vi = bm Uk+m T+ bm—l Ukym—1 Tt bouk (8)

donde k >0y n > m son enteros positivos y las a; y b; con constantes.
Suponiendo que el sistema esta inicialmente en el estado de reposo, aplicamos la
transformada % en todo (8) para obtener

(anz"+a, 12"+ +ag) Y(2)=(bypz™ + b1 2™+ + by)U(2).

El sistema discreto o la funcién de transferencia G(z) esta definida como

_Y(2)  bpz"+ by 2™+ + by

G(z)= =
(2) U(z) a,z"+ a,_1z" 1 +---+a,

9)

al deducir G(z) de esta forma, hemos supuesto que el sistema estaba incialmente
en el estado de reposo.
La funcién de transferencia discreta puede expresarse simplemente como

_ P(z)

Q(z)

la ecuacion Q(z) =0 es la llamada ecuacién caracteristica del sistema discreto, su
orden n determina el orden del sistema y sus raices se llaman los polos de la funcién

de transferencia discreta, a las raices de P(z) = 0 se conocen como los ceros de la
funcién de transferencia discreta.

G(z)

6. ESTABILIDAD

Un sistema lineal en tiempo discreto de coeficientes constantes con funcién de
transferencia G(z) es estable siy solo si todos los polos de G(z) estan dentro de un
circulo unitario |z| = 1 en el plano complejo z. Si uno o més polos estan fuera del
circulo unitario entonces el sistema es inestable. Si uno o més polos distintos estan
sobre el circulo unitario |z| = 1, con todos los otros polos dentro, entonces el sistema
se dice marginalmente estable.
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Ejercicio 6.1. Determine si el siguiente sistema especificado por su funcioén de transfe-

rencia
z
G(z2)=——
z22—z+5

es estable.

Solucién 6.2. El sistema de polos estd determinado por

1 1 1
ZP—z+= :(z——(l—i-i))(z——(l—i))zo
2 2 2
cuyos polos son z; = %(1 +i)yz,= %(1 — i) y sus médulos estdn dados por |z,| =|z,| =
‘/75 <1, y con esto podemos asegurar que estdn dentro del circulo unitario y por tanto el
sistema es estable.

Ejercicio 6.3. Determine si el siguiente sistema especificado por su funcién de transfe-

rencia

Z2

G A S
(=) z3—3z2+§z—1
es estable.

Solucién 6.4. El sistema de polos estd determinado por
5 1 1
3 2 . .
3z°+ 1=(z—2)|z—=(1+ —=(1-1i)|=0
z z 2z (z )(z 2( z))(z 2( z))

cuyos polos son z, = %(1 +1i), 2, = %(1 — i) y z3 = 2, sus médulos estdn dados por

|z, =122| = ‘/75, ¥ |z3] =2, podemos observar que z, y z, estdn dentro del circulo unitario
pero z3 esta fuera de el y por tanto el sistema es inestable.

De acuerdo con lo establecido, para probar la estabilidad debemos probar que
todas las raices de la ecuacion caracteristica estan dentro del circulo unitario |z| =1,
existen algunos criterios para probar esta propiedad, y el mds utilizado en la practica
es el criterio de estabilidad de Jury.

6.1. Criteriodeestabilidad de Jury. Conocido también como criterio de Jury-Blanchard
da las condiciones necesarias y suficientes para que las raices de Q(z) se hallen en el
interior del circulo unitario (condicién de estabilidad estricta).

Ha de verificarse:

Q(1)>0, (=1D"Q(-1)>0
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y ademds han de cumplirse las (n-1) restricciones

lao| < ay; |bol > | by [; [col > |¢pal; G0l > 1]
donde b;, c;, ..., q;, se obtienen de la tabulacién de Jury.
Fila 1 z z? z3 z"2 gzl gn

1 ag a ay as -t Qpp Gp1 Ay

2 an ap—1 Ap—p QAp3 - az a, Ay

3 by b, b, by -+ by, by,

4 bpy byo bys bpy - b by

5 Co € 3 €3t Cpe

6 Ch—2 Cn3 Cpa Cps - G

2n—=5 o 1Z1 P2 Ps3
2n—4 ps P2 21 Po
2n—3 qo it 9>

Los elementos de la tabla quedan definidos por

ay Aap—g
ap ag

bO bnfkfl
bn—l bk

este criterio se utilizara més adelante para probar la estabilidad de los sistemas
dindmicos discretos.

; Cp =

’

7. SISTEMAS DINAMICOS

Un sistema dindmico se refiere a un proceso o sistema que cambia con el tiempo y
que puede ser controlado mediante la aplicacién de técnicas de control [1, 2]. Estos

sistemas pueden ser muy complejos y pueden estar sujetos a una amplia variedad de
factores que influyen en su comportamiento, como las condiciones ambientales, la
variabilidad en los materiales o la interaccién con otros sistemas [2, 3].

Algunos ejemplos de sistemas dindmicos en control de procesos incluyen:
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= Control de temperatura en un reactor pirolitico: En este caso, el sistema di-
namico es el proceso de degradacion térmica de residuos plédsticos urbanos
en un reactor pirolitico, que cambia con el tiempo debido a la variacién de la
temperatura y la composicién de los residuos [2]

= Produccién de microalgas en fotobiorreactores industriales: En este caso, el
sistema dindmico es el proceso de produccién de microalgas en un fotobio-
rreactor, que cambia con el tiempo debido a las variaciones en las condiciones
ambientales y a la interaccién entre los microorganismos y el medio ambiente
(2]

= Programacién de produccién y control de procesos en linea en la industria
ceramica: En este caso, el sistema dindmico es el proceso de producciéon de
cerdmica, que cambia con el tiempo debido a la variabilidad en los materiales
y a la interaccién entre los procesos productivos [3]

De forma general, se puede definir un sistema dindmico en ecuaciones diferenciales
ordinarias de la siguiente forma

L x(0)=Fx(0), u(0), (1) (10)
y =g x(1)) 1n

donde x representa las variables de estado, u, es la variable de entrada o de control,
d representa la variable de disturbio o perturbacién, mientras que y representa la
variable de salida o a controlar.

8. LINEALIZACION DE SISTEMAS DINAMICOS

Para procesos continuos, el modelo linealizado se basa en una condicién nominal
del estado estacionario. El modelo es relativamente preciso en una regién cercana a
las condiciones nominales, pero se vuelve menos preciso para grandes cambios en las
condiciones de operacion o grandes perturbaciones. La linealizacién se utiliza con
menor frecuencia en procesos por lotes y semi continuos, que operan inherentemente
durante condiciones transitorias. En muchos casos, los procesos no lineales perma-
necen cerca de las condiciones nominales durante periodos prolongados de tiempo.
Para estas situaciones, un modelo linealizado puede ser suficientemente preciso [4].

Para la linealizaci6én del sistema dindmico se utiliza la expansién en series de Taylor
alrededor del estado estacionario por lo que la ecuacién (10) nos da
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7} of
Ex(t)_f(xs,us’ds)'l_ E‘ ﬁ 3d

donde el subindice s representa la condicién de estado estacionario. Siala ecuacién
(10) es evaluada en el estado estacionario

(w(t)—us)+

N

(d(r)—dy) (12)

(x(1)—x,)+

Exszf(xs,us,ds)zo (13)
y al restar la ecuacion (12) con la (13), se obtiene
d of 1%
= &) —x;)= E«S(X(t)_XS)JrES(u(t)_u) 4|, (d(t)—dy) (14

de igual forma si se expande en series de Taylor la ecuacion (1 1)

y(t)=gx,, us, dg)+ Z—i‘sz S+Z_is (15)
y definiendo como variables de desviacién (del estado estacionario)
x(1)=x(t)— (16)
a(t)=u(t ) Us (17
d(t)=d(t)— (18)
y()=y(t)=ys (19)
y a las matrices o vectores como
A= ﬁ (20)
x|,
B= ﬁ (21)
dul
r= ﬁ (22)
ad |,
g
C= Ix ) (23)
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Se obtiene la representacion en el espacio de estados

%X(I):Ai(t)+Bﬁ(t)+I‘d_(t) (24)
y=0Cx(1) (25)

que como caracteristica especial que tiene este sistema dindmico es que sus condi-
ciones iniciales son cero.

9. SENALES DISCRETAS

Una sefial discreta es una sefial que toma valores en momentos discretos en el
tiempo, en contraposicién a una sefial continua, que toma valores en todo momento
en el tiempo. En otras palabras, una sefial discreta es una sefial que ha sido muestreada
en momentos especificos en el tiempo y que solo toma valores en esos momentos. Las
sefiales discretas se utilizan comtinmente en el procesamiento de sefiales y el control
de sistemas dindmicos, ya que permiten una representacion més facil y manejable de
las sefiales que las sefiales continuas. El muestreo de sefiales continuas para obtener
sefiales discretas se realiza mediante un proceso de discretizacién, que implica la
seleccion de un intervalo de tiempo y la medicién de la sefial en puntos discretos
dentro de ese intervalo [5].

10. TEOREMA DEL MUESTREO

El Teorema del muestreo para sistemas discretos es un principio fundamental en el
procesamiento de sefiales y el control de sistemas dindmicos. En resumen, consiste en
que para poder reconstruir una sefial continua a partir de su versién discreta, es nece-
sario muestrear la sefial a una frecuencia al menos dos veces mayor que la frecuencia
méxima de la sefial original, lo que se conoce como la frecuencia de Nyquist. De lo
contrario, se produce un fenémeno conocido como aliasing, que puede introducir
errores y distorsiones en la sefial reconstruida [6].

10.1. Reglas empiricas. Lasreglas empiricas para determinar el tiempo de muestreo
son métodos basados en la experiencia y la observacién que se utilizan para determi-
nar la frecuencia de muestreo adecuada en diferentes situaciones. Aunque no existe
una regla tinica y universal para determinar el tiempo de muestreo, algunas reglas
empiricas comunes son:
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= Regla de Nyquist: Esta regla establece que la frecuencia de muestreo debe ser
al menos dos veces mayor que la frecuencia maxima de la sefial que se esta
muestreando, lo que se conoce como la frecuencia de Nyquist

= Regla de Shannon: Esta regla establece que la frecuencia de muestreo debe
ser al menos el doble de la frecuencia mads alta presente en la sefial que se esta
muestreando [7]

= Regladel 1% al 5%: Esta regla establece que el tiempo de muestreo debe ser
de 1% a 5% del tiempo de respuesta del sistema [8].

= Regla del tiempo de subida: Esta regla establece que el tiempo de muestreo
debe ser al menos diez veces menor que el tiempo de respuesta del sistema [6].

Para poder determinar el tiempo de respuesta de un sistema dindmico se deben de
calcular los valores propios, A; de la matriz A

1 1 1
= A ’ JERXS) (26)
' ma"{ IRe(A,)]’ [Re ()] |Re(an)|}

11. MUESTREADOR IDEAL

Un muestrador ideal es un dispositivo teérico que se utiliza para muestrear senales
continuas y convertirlas en sefiales discretas. Este dispositivo se considera ideal porque
no introduce ningin tipo de distorsién o error en la sefial muestreada, lo que significa
que la senal discreta resultante es una representacion exacta de la sefial continua
original. Fisicamente, estd definido como un muestreador que abre y cierra de manera
instantdnea, en tiempo cero, cada T segundos por lo que la salida del muestreador
ideal se expresa como

[f@)=f()6(t—kT) 27
donde
1 t=0
o(t)= { 0 otro caso (28)

12. DISCRETIZACION DE UN SISTEMA DINAMICO

Un sistema dindmico continuo puede ser descrito por
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d
Ex(t)zAx(t)+Bu(t) (29)

y =Cx(1) (30)

Para facilitarnos los cdlculos se supondra que las condiciones estdn ancladas en el
origen, Si multiplicamos el sistema dindmico por el factor integrante

d
e_At(Ex(t)—Ax(t))ze_AtBu(t) (31
a  a _ At
dt(e x(t))—e Bu(t) (32)
e integrando en ambos lados de la ecuacion
t
e‘Atx(t)zf e Bu(n)dn (33)
0
Si evaluamos este sistema en un tiempo ¢t = kT
kT
e‘Aka[kT]:f e ™ Bu(n)dn (34)
0
y hacemos lo mismo para un tiempo t =(k+1)T
(k+1)T
e M DTy [(k+1)T] = f e ™ Bu(n)dn (35)
0
restando ambas ecuaciones
(k+1)T kT

e ATy [(k+1) T]—e 2 Tx[kT] = f
0
el cual se puede simplificar de la siguiente forma

e Bu(n) dn—J e Bu(n)dn (36)

0

(k+1)T
e Mg [(k+1)T]= e T x[kT] +J e Bu(n)dn 37)

kT
la ventaja de escribir la integral de esta forma es que la variable de entrada se

mantiene constante siempre y cuando este medido entre un intervalo de tiempo de
muestreo, por lo que la integral se puede simplificar como
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(k+1)T (k+1)T
e™Bu(n)dn=— —e ™ MAdNAT'Bu [k T]
kT kT (38)

_ _(e—A[k-H)T _ e—AkT)A—lBu (kT]

sustituyendo el resultado de la integral

e AT [(k+1) T]= e T x[k T]— (e AT — e AT A1 By [k T (39)
y despejando el término de x[(k + 1) T'] obtenemos

x[(k+1)T]=e*x[kT]+(e*T —1)A'Bu[kT] (40)

definiendo a
A=eAT (41)
B=(e*"-I)A"'B 42)

Por lo que el sistema discretizado esta dado por

x[(k+1)T]=Ax[kT]+BulkT] (43)
y1kT]=Cx[kT] (44)

Al pasar por este proceso de discretizacién podemos observar que las matrices Ay
B, son matrices de coeficientes constantes.

13. FUNCION DE TRANSFERENCIA PARA UN SISTEMA LINEALIZADO

Una funcién de transferencia es una herramienta matemaética utilizada en el anélisis
y disefio de sistemas dindmicos. En términos generales, una funcién de transferencia
describe la relacién entre la entrada y la salida de un sistema, en términos de su
comportamiento en el dominio dela frecuencia. Es decir, la funcién de transferencia es
una representaciéon matematica de como un sistema responde a diferentes frecuencias
de entrada. En el contexto del control digital, las funciones de transferencia se utilizan
para modelar y analizar sistemas de control discretos, y se pueden utilizar para disefiar
controladores que proporcionen una respuesta deseada del sistema. Las funciones de
transferencia se expresan sustancialmente en términos de la transformada de Laplace
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o la transformada %, y se pueden representar graficamente mediante diagramas de
bloques. Retomando el sistema discreto (43), aplicando la transformada &

Z{x[(k+1)T]} = Z{Ax[kT]+Bu[kT]} (45)

obtenemos

zx(z)—x[0]=Ax(z)+Bu(z) (46)

recordemos que las condiciones iniciales para este sistema es cero, podemos facto-
rizar y despejar el término x (z)

x(2)=(z1—A) " Bu(z) 47)

también aplicamos la transformada % al término de la salida (44)

Z{y [kT} =Z{Cx[kT]} (48)
y(2)=Cx(z) (49)

sustituyendo (47) en (49)
y(z)= C(zI—A)_lﬁu(z) (50)

del cual podemos definir la funcién de transferencia

G(z)=%=c(zl—[\)_1]§ 51)

14. CASO DE ESTUDIO

En la elaboracién de etanol en un biorreactor implica la fermentacién de materiales
organicos como madera, sacarosa, almidén y celulosa, entre otros. Los microorga-
nismos que realizan la fermentacion, incluida la levadura Saccharomyces cerevisiaey
la bacteria Zymomonas mobilis, las cuales convierten los aziicares fermentables en
alcohol etilico. Este tipo de procesos se pueden llevar en varios tipos de biorreactores,
incluidos de tambor horizontal, columna y lecho fluidizado. Este tipo de procesos es
una alternativa prometedora en la produccién de biocombustibles a partir de fuentes
sostenibles y renovables.
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El modelo que representa como cambian las concentraciones del sustrato S (azu-
cares) y la biomasa X (microorganismos), puede ser representado por el siguiente

sistema dindmico
as
ax _ X—-DX
T
y=S§
donde la cinética bioquimica para este proceso es la cinética de Monod la cual se

expresa como
u= zmaxs
m+S
para este sistema utilizaremos los siguientes parametros (i, = 0.53h7", Yy/s =
0.4g/g, Sf =4g/L, K,, = 0.12g/L y K; = 0.4L/g, con una tasa de dilucién (D) de

0.25h7".
El primer paso para abordar este sistema es obtener los estados estacionarios

igualando las ecuaciones diferenciales a cero

OZ—MX/YX/S+D(Sf—S)
0=uX—-DX
(52)

de la segunda ecuacién podemos observar que al factorizar tenemos las siguientes

soluciones
X(u—D)=0

el caso en el que X =0, sera ignorado ya que esto implicaria que no hay presencia de

biomasa en el bioreactor, por lo que nos quedariamos con la otra solucién

— Aumaxs _
K, +S
del cual podemos despejar a S en términos de los pardmetros y la tasa de dilucién
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DK, _ 0.25(0.12)

S. = =
* Umax—D 0.53—0.25

Retomando la primera ecuacién, como y =D

=0.1071g/L

0=—DX/Yx/s+D(S;—S)=D(=X/Yy/s+(S; —S))

del cual podemos despejar a X

X, = Yy/s(Sp—S;)=0.4(4—0.1071)=1.5571g /L

El siguiente paso es la linealizacién del sistema, por lo que al definir

fhi=—uX/Yx;s+D(Sf—S)
f=uX—DX

debemos calcular las siguientes derivadas parciales

of, o HX(
I (uX)Yys+D(S;—S8))=— 1—
35 = 55 (HX/Yus +D(S; =) SYy)s
2fi 0 u
I O (XY +D(S;—8)) = -

X 3X( uX/Yxss+D(Sy 5)) Yers
of, 0 _,uX( u )

25 = a5 MX—DX)=" |1 Uas

of, @

ax = ox WX—DX)=u=D

Al sustituir los estados estacionarios obtenemos

u

.umax

_)_D

(53)
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ofi
oS
ofi _
ox
of
oS
ofs
I
Por lo que podemos utilizar (20) para definir a la matriz A

2h oh

B 2x | _(—5.0504 —0.6249

A= ﬁ c’?_ﬁ ‘(1.9202 0
s 0x

también se debe de calcular

=-5.0504

—0.6249

=1.9202

0

% 17
of, o
a5 = 3p (X —DX)=—X

sustituyendo los pardmetros y los estados estacionarios

2
9 _3.8929
2D

2

i =-—1.5571
2D

definiendo al vector B con la ecuacion (21)

% 3.8929
B 6_% (—1.5571)
oD
Para la variable de salida, debemos definir a

g=S§
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entonces
Jg 0
_— = — :1
35~ a5
Jdg 0
ax ~ax =0

para finalizar la linealizacién, definimos a C con (23)

C= (a_g 8_g) = (1 ())
oS 0X
después de la linealizacién debemos calcular los valores propios de la matriz A

det(A—Al) = ‘_5'10;’%2_ A —8.32/{19‘ =A% +5.05041+1.1999=0

Al calcular las raices de los valores propios del sistema A; = —4.8 y A, = —0.25,
podemos calcular el tiempo de respuesta con la ecuacién (26)

2

(o o281
T=max{ ——, ——— =
|—4.8]" |—0.25|
Al utilizar la regla del tiempo de subida, podemos obtener el tiempo de muestreo

T .

T=—=04h=24min

10

Para discretizar al sistema debemos usar las ecuaciones (41) y (42) y tomando un

tiempo de respuesta de 0.4k

~ [0.1049 —0.1041
0.3200 0.9465

- 0.6921
B= (—0.2768)
ya con estos estos pardmetros podemos calcular la funcién de transferencia del

sistema sustituyendo en la ecuaci6n (51)
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G=(1 o)[? °)-(01040 o104 (06921 )_ 521824722
- 0 z)7\03200 0.9465 —0.2768) ~ 7.5422—7.9272 +1

Para determinar la estabilidad del sistema bajo un sistema de control utilizaremos
la siguiente ecuacién

1+k(1-27")G(2)=0 (54)

donde el pardmetro k representa un controlador proporcional (al error) y el término
1—z71 representa un retenedor de orden cero, el cual mantiene constante la sefial
entre mediciones, por lo que al sustituir se obtiene

z—1 5.218z—4.722
0=1+k
z 7.542z2—7.927z+1

0=12(7.542>—7.927z + 1)+ k(2 —1)(5.2182 —4.722)

al desarrollar y factorizar podemos obtener el polinomio caracteristico del sistema

P(z)=7.542z%+(5.218k —7.927) z° +(1—9.94k) 2 + 4.722k =0

Con el polinomio caracteristico podemos aplicar el criterio de estabilidad de Jury,
para poder implementarlo debemos identificar los coeficientes del polinomio, enton-
ces podemos decir que los coeficientes son

as;=7.54

a, =5.218k—7.927
a,=1-—9.94k
ag=4.722k

El criterio de estabilidad de Jury, nos dice que sebe de cumplir
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P(1)>0
(-1P3P(=1)>0
lao| < as
|bol > | by
donde

ay dsz_ i

as Clj

para que el sistema sea estable. Como podemos observar los parametros que debe-
mos calcular son b, y b, entonces, para j =1

lay as| 4722k 754 | ,
by = as a —' 754 4792k =22.2973k"—56.8516
yparaj:2
b= G| o|t722k 199K | 639ak? +37.5163k —7.54
2% lay ap|T| 754 5.218k—7.927| 7" : :

Con los coeficientes listos podemos empezar a utilizar uno a uno el criterio de
estabilidad de Jury, por lo que al evaluar el polinomio caracteristico en z =1

P(1)=7.54—7.927+1+k(5.218—9.94+4.722)=0.6130> 0

al evaluar el polinomio caracteristico en z =—1

(=1 P(~1)=(-1)(—16.4670+19.88k) > 0

del cual podemos encontrar que para que el sistema sea estable se debe de cumplir
que
k; <16.4670/19.88 =0.8283

ademas al sustituir en

lag| < as
|4.722k| < 7.54
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por lo que
—1.5968 < k, < 1.5968

para el ultimo término sabemos que

|bo| > | by |

|22.2973k? —56.8516| > |24.6394 k> +37.5163k — 7.54]
que puede ser escrito como

24.6394k%+37.5163k—7.54
22.2973k2—56.8516

al quitar el valor absoluto obtenemos

24.6394k%+37.5163k—7.54

22.2973k2—56.8516
de la cual podemos analizarla por partes, entonces si tomamos la primera parte

24.6394k* +37.5163k —7.54
22.2973k2—56.8516
24.6394k* +37.5163k —7.54  46.9367k*+37.5163k —64.3916

22.2973k2—56.8516 B 22.2973k2—56.8516
de aqui obtenemos que la solucién para k es

0<1+

k3 € (—00,—1.6372)U(—1.5968,0.8380) U(1.5968, co)

tomando la segunda parte

24.6394k> +37.5163k —7.54
22.2973k2—56.8516
24.6394k> +37.5163k —7.54 _ 2.3421k%+37.5163k +49.3116

22.2973k2—56.8516 22.2973k2—56.8516
al resolver la desigualdad obtenemos que

k4 =€(—14.5722,—1.5968) U(—1.4448,1.5968)

Para obtener la solucién de este sistema se debe de calcular la interseccion de cada
sistema
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k=klﬁk2ﬂkgﬂk4
k €(—1.4448,0.8283)
Con este parametro podemos implementar un controlador al bioreactor, en este

caso lo que queremos hacer es controlar la concentracién del sustrato, por lo que para
utilizar este parametro, calcularemos a
0.8283
Kc=
1.7

qué es el pardmetro recomendado para un controlador proporcional, integral diferen-
cial por Ziegler-Nichols

1.5 T T T T T

(.@'}IL)

05T N

S

t (h)

0.6 T T T T T

()

0.4 F h

0.2 i | i I I

; B{h)

Para este sistema podemos observar que se desea que la concentracién de sustrato
(S), llegue al valor de referencia de 1g/L, por lo que al implementar el controlador
discreto al hacer mediciones cada 0.4h, podemos observar que la variable de entrada,



TRANSFORMADA & 225

la tasa de dilucién (D), cambia y se mantiene constante por una cantidad de tiempo
igual a la del tiempo de muestreo, la ventaja de esto es que al muestrear al sustrato de
forma discreta la cantidad de recursos para realizar estas titulaciones, es muchisimo
menor a que se hiciera de forma continua.

El cédigo de Matlab para llevar a cabo la simulacién del proceso se presenta a
continuacion.

function CervezaPID
clc, close all
T=0.4; % tiempo de muestreo
N=30; % Numero de muestras
Sr=1; % Valor de referencia
x0=[0.1072 1.5571]; %Condiciones iniciales
u=zeros(N+1,1);
u(1,1)=0.3;
E=zeros(N+2,1);
Kc=0.8283/1.7;
for i=1:1:N
if i==
E(i+2,1)=Sr-x0(1);
u(i+1,1)=PIDd(u(i,1),E(i+2),E(i+1),E(i),Kc,T,0,0.5);
[t,x]=0de23tb(@(t,x)RCTA(t,x,u(i+l)),...
linspace(0,T,101),x0);
x0=x(end, :);
else
E(i+2,1)=Sr-x0(1);
u(i+l1,1)=PIDd(u(i,1),E(i+2),E(i+1),E(i),Kc,T,0,0.5);
[ta,xal=0de23tb(@(t,x)RCTA(t,x,u(i+l)),...
linspace((i-1)*T,1ixT,101),x0);
t=[1;ta]; %#ok
x=[x;xa]; S#ok
x0=x(end,:);
end
end
tm=0:T:NxT;
tm=tm’;
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[tr,Fr]=ROC(tm,u)
A={'$t_\quad_\left(h\right)$'};
B={'$S_\quad_\left(g/L\right)$’, '$X_\quad_\left(g/L\right)$’};
C={"$D_\quad_\left(h”~{-1}\right)$'};
for i=1:1:2
figure(i)
subplot(2,1,1)
plot(t,x(:,1i),'b’, 'LineWidth’,2)
grid on, grid minor
xlabel (A, "Interpreter’, 'latex’, "FontSize’,16)
ylabel(B{1,i}, 'Interpreter’, 'latex’, 'FontSize’, 16)
subplot(2,1,2)
plot(tr,Fr,’'r’, 'LineWidth’,2)
axis([0,NxT,0.2,0.6])
grid on, grid minor
xlabel (A, 'Interpreter’, 'latex’, 'FontSize’,16)
ylabel(C, 'Interpreter’, 'latex’, 'FontSize’,16)
end
end
function dx=RCTA(~,x,D)
%% Variables de estado
S=x(1); X=x(2);
%% Parametros
mmax=0.53;% 1/h
Km=0.12; % g/L
Yxs=0.4;
Sf=4; % g/L
%% Ecuaciones auxiliares
m=mmax*S/ (Km+S) ;
%% Ecuaciones diferenciales
dS=-X*m/Yxs+Dx (Sf-S);
dX=(m-D)*X;
dx=[dS;dX];
end
function Ck=PIDd(Ck1,ek,ekl,ek2,Kc,T,umin, umax)
taul=2xT/0.45;
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tauD=2xT/6.3;
a=1+T/taul+tauD/T;
b=-1-2xtauD/T;
c=tauD/T;
Ck=Ck1+Kcx* (axek+bxekl+cxek2) ;
if Ck<umin
Ck=umin;
end
if Ck>umax
Ck=umax;
end
end
function [tr,Fr]=ROC(tm,Fm)
[n,m]=size(Fm);
tr=zeros(2*xn-1,1);
Fr=zeros(2xn-1,m);
tr(1,1)=tm(1,1);
Fr(l,:)=Fm(1,:);
for i=1:1:n-1
tr(2*xi,1)=tm(i+1,1);
tr(2xi+1,1)=tm(i+1,1);
Fr(2xi,:)=Fm(i,:);
Fr(2xi+1,:)=Fm(i+1,:);
end
end
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